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当 我 们 向 着 日 益 临近 的 21 世纪 走 去 的 时 候 , 一 部 巨著 一 一 (数学 辞海 ) 将 要 面世 了 .这 
是 我 国 200 余 所 高 等 院 校 、 科 研 机 构 ， 数 以 千 计 的 数学 家 、 数 学 工作 者 共同 劳动 的 结晶 ， 
是 一 件 影响 深远 的 大 事 。 

还 是 在 本 世纪 同上 一 世纪 交接 的 1900 年 ， 希 尔 伯 特 就 以 23 个 数学 问题 作为 送 上 日 迎 
新 的 礼物 , 高瞻远瞩 地 指引 着 20 世纪 数学 发 展 的 若干 重要 进程 。 如 今 ，20 世纪 的 帷幕 行 
将 落下 , 我 们 惊喜 地 看 到 ,在 这 百年 间 , 数学 已 经 发 生 了 多 么 巨大 的 变化 ! 人 们 对 数学 的 
认识 更 深刻 了 ， 数 学 的 分 支 更 多 了 ， 数 学 的 广度 和 深度 ， 都 远 远 超出 了 本 世纪 初 的 预料 。 
异军突起 的 新 科学 和 新 技术 , 诸如 计算 机 科学 、 航 天 技术 、 生 命 工 程 、 数 字 通 信 以 及 新 能 
源 的 开发 、 新 材料 的 应 用 等 ， 无 不 需要 数学 ， 社 会 科学 和 人 文科 学 的 经 济 、 教 育 、 语 言 、 
考古 等 领域 , 也 开始 与 数学 结 下 不 解 之 缘 。 所 有 这 些 学 科 在 向 数学 索取 的 同时 , 也 都 在 茶 
一 方面 推动 和 改变 着 数学 。 数 学 已 经 发 展 成 为 内 涵 广 泛 的 数学 科学 。 数 学 是 大 自然 的 语 
言 , 又 是 人 类 社会 生活 中 各 种 关系 的 高 度 概括 。 数 学 在 现实 世界 中 获取 模型 , 扩大 了 自己 
的 外 延 , 同时 展现 了 新 的 内 洱 、 新 的 抽象 .如果 说 古 希 腊 和 古代 中 国 的 数学 只 是 涓涓 细 流 ， 
那么 ,今天 之 数学 已 经 汇 成 了 波 流 浸 灌 的 长 江 大 河 。 — 

一 个 人 可 以 学 贯 中 西 , 但 无 法 懂得 现代 数学 的 方方面面 , 而 社会 变革 的 进程 和 新 技术 
的 浪潮 却 迫 使 人 们 学 习 和 应 用 更 多 的 数学 。 解决 这 个 矛盾 的 办 法 之 一 , 自然 是 编纂 一 部 大 
型 的 数学 工具 书 。( 数 学 辞海 ) 正 是 在 这 样 的 时 代 需 求 背景 之 下 应 运 而 生 的 .。 有 了 这 种 巨大 
的 推动 力量 , 它 才 能 克服 种 种 艰难 曲折 , 从 第 一 页 稿 纸 , 发 展 成 为 我 们 所 见 到 的 这 部 别 具 
一 格 的 鸿 篇 巨制 。 | 

为 什么 这 本 书 能 使 作者 们 激动 , 愿意 竭诚 为 之 构筑 , 又 能 吸引 读者 , 使 之 企 足 而 待 呢 ? 
这 是 由 于 数学 自身 的 地 位 和 价值 ， 它 在 实践 中 的 巨大 作用 和 自身 的 美 。 

数学 首先 是 人 们 生活 和 生产 的 工具 。 马克思 非常 赞同 康德 的 这 样 一 名 话 :“ 一 门 科学 ， 
只 有 当 它 成 功 地 应 用 数学 时 ， 才 算 达 到 了 完善 的 地 步 。” 事 实 上 ， 数 学 被 使 用 的 程度 ， 往 
往 反映 了 一 个 国家 、 一 个 民族 的 科学 进步 和 经 济 发 展 水 平 。 很 难 设想 , 在 一 个 低 技 术 的 国 
家 ， 会 产生 高 深 的 数学 ， 而 高 技术 的 社会 形态 ， 必 有 与 之 相 适 应 的 数学 水 平 。 毫 无 疑问 ， 
在 科学 技术 飞速 发 展 的 当今 世界 ， 对 数学 的 需求 将 与 日 俱 增 。 

其 次 , 数学 又 是 一 种 文化 形态 。 古 往 今 来 , 人 们 在 数学 这 块 沃 土 上 耕耘 , 收获 了 许多 
硕果 。 这 些 美好 的 硕果 ， 本身 就 是 一 首 首 动人 的 诗篇 , 闪 炊 着 智慧 的 光芒 。 一般 人 都 会 欣 
KER, 然而 , 当 一 个 人 只 要 具有 基础 的 数学 知识 , 同样 可 以 对 一 道 经 典 的 数学 名 题 和 某 
个 优美 的 解法 叹为观止 。 人 们 还 概括 了 大 量 实际 模型 的 抽象 数学 , 通过 形式 推演 , 以 得 出 


系统 的 理论 , 再 应 用 到 更 广泛 的 总 体 上 去 。 数 学 的 这 种 以 简 驭 繁 的 本 领 决定 于 它 的 高 度 概 
括 性 。 正 是 由 于 概括 , 数学 形成 了 包含 各 个 学 科 的 优美 结构 。 数学 的 发 展 推动 了 自然 结构 
观 的 发 展 ， 它 有 力 地 带动 了 其 他 学 科 ， 大 大 加 速 了 人 类 文明 史 的 进程 。 

数学 的 作用 ， 还 在 于 它 有 着 独特 的 培育 人 的 功能 。 数 学 是 每 个 人 必须 学 习 的 基础 学 
科 。 从 小 学 到 中 学 , 数学 的 学 时 最 多 , 除了 因为 数学 是 一 切 科 学 的 基础 和 工具 之 外 , 更 因 
为 数学 有 着 独特 的 思维 教育 和 智力 开发 的 作用 。 数 学 的 高 度 抽 象 、 遵 从 逻辑 规则 和 不 断 创 
新 的 特征 , 集中 而 突出 地 表现 了 人 类 思维 的 概括 性 、 逻 辑 性 和 探索 性 。 所以, 学习 数 学 对 
人 才 的 培养 是 一 种 基本 的 思维 训练 ， 被 称 为 “思想 的 体操 ”。 

为 了 全 面 地 反映 古今 中 外 的 数学 成 果 、 体现 数学 的 多 种 功能 , 本 书 既 兼顾 传统 数学 和 
现代 数学 ， 又 兼顾 抽象 的 基础 数学 和 具体 的 应 用 数学 。 考 虑 到 广大 数学 教育 工作 者 的 需 
求 ， 本 书 还 将 初等 数学 和 高 等 数学 相对 地 进行 了 划分 ， 并 按 习惯 将 某 些 分 支 学 科 集 中 列 
卷 ， 此 外 还 编纂 了 包含 数学 史 与 数学 教育 等 分 支 学 科 的 专 卷 ， 也 系统 地 介绍 了 中 国 的 古 
算 。 这样 编纂 的 (数学 辞海 ) 将 会 充分 地 显示 数学 的 工具 意义 、 文 化 意义 和 教育 意义 。 愿 这 
部 国人 自 编 的 (数学 辞海 ) 既 能 为 国家 经 济 建设 服务 ， 又 能 在 民族 文化 建设 中 起 到 应 有 的 
作用 。 

《数学 辞海 } 是 改革 开放 的 产物 , 又 将 为 改革 开放 服务 。 人 们 或 许 没 有 想到 , 这 部 巨著 
竟 出 自 民 办 的 编写 组 织 。 编纂 者 来 自 大 江南 北 、 长 城内 外 、 海 峡 两 岸 , 在 历时 10 余年 间 ， 
数 百 所 大 专 院 校 、 科 研 机 构 的 千 余 名 专家 学 者 日 夜 辛劳 、 自愿 奉献 , 在 《数学 辞海 ) 中 编织 
着 自己 的 理想 和 愿望 。 社会 各 界 积 极 赞 助 , 有 识 之 土司 慨 捐 赠 , 海外 同胞 亦 纷纷 来 电 来 函 
表示 支持 ,用 他 们 的 心意 泻 染 着 文化 建设 的 宏图 。 在 这 个 民办 写作 团体 中 ,人 们 互相 信任 、 
互相 支持 、 互 相 勉励 ， 充 满 了 成 就 事业 的 认同 感 、 紧 迫 感 。 这 一 写作 经 验 也 清楚 地 说 明 : 
在 共同 的 愿望 下 , 民办 科研 也 是 一 条 坦途 ,这 是 《数学 辞海 5 编写 过 程 中 给 我 们 的 一 个 十 分 
有 益 的 启示 。 

像 一 切 事物 一 样 ,《 数 学 辞海 》 还 不 会 达到 绝对 完善 的 境界 。 相反, 这 部 反映 浩如烟海 
的 数学 知识 , 动员 了 如 此 巨大 力量 而 编纂 的 大 型 著作 , 首次 面世 时 , 一 定 会 有 许多 不 足 之 
处 ， 例 如 整体 结构 、 条 目 收集 、 词 义 诠释 、 词 类 归属 等 ， 都 还 会 有 需要 进一步 推敲 、 商 梭 
的 地 方 , 数 学 是 极为 严谨 的 科学 , 《数学 辞海 ) 必 将 在 众多 专家 的 严谨 尺度 之 下 , 逐 版 改进 。 
我 们 今天 为 之 高 兴 的 是 , 将 来 可 能 成 为 传世 之 作 的 《数学 辞海 已 有 了 良好 的 锥 形 , 我 们 准 
备 将 它 作为 迎接 新 世纪 的 礼物 ， 奉 献 给 关心 它 、 需 要 它 的 广大 读者 。 
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1. 全 书包 括 数学 科学 的 100 余 个 分 支 学 科 或 专题 项 目 , 按照 从 初等 数学 到 高 等 数学 ， 从 古典 数学 
到 现代 数学 , 从 理论 数学 到 应 用 数学 的 原则 , 将 整个 数学 科学 划分 为 6 卷 编辑 出 版 (参见 4 数学 辞海 》 六 
卷 本 内 容 划 分 方案 )。 : 

2. 各 卷 正文 均 按 数学 知识 的 结构 体系 编排 ， 同 一 分 支 学 科 ( 或 同一 专题 项 目 ) 的 条 目 相对 集中 , 一 
股 按 知识 本 身 的 结构 、 层 次 、 膛 辑 等 关系 确定 其 先后 顺序 ， 而 数学 史 部 分 ， 如 数学 家 、 数 学 名 著 、 数 
学 期 刊 、 数 学 团体 等 ， 则 分 别 按 其 出 生 、 出 版 、 创 刊 、 成 立 的 年 代 先 后 顺序 编排 。 

3. 各 卷 目录 标题 分 为 三 级 : 一 级 标题 为 一 个 分 支 学 科 或 一 个 知识 门类 。 一 级 标题 之 下 ， 则 按 知识 
构成 设 若干 个 二 级 标题 。 例 如 ， 第 一 卷 中 的 “数学 分 析 ” 为 一 级 标题 ， 下 设 六 个 二 级 标题 “实数 
理论 ”"、“ 变 量 与 函数 ““ 极 限 理论 ”"“ 微 分 学 人 “积分 学 ”和 “无 穷 级 数 ” 又 如 ， 第 六 卷 中 的 “中 国 
数学 史 ” 为 一 级 标题 ， 下 设 四 个 二 级 标题 “中 国 古 代数 学 史 ”“ 中 国 古代 数学 著作 ”“ 中 国 古 算 
名 词 术 语 ” 和 “中 国 数学 家 ”。 三 级 标题 为 具体 条 目 名 称 。 

4. 同一 卷 中 不 同 分 支 学 科 之 间 的 内 容 有 重复 时 ， 其 知识 主题 一 般 地 只 在 一 处 设 条 目 ; 不 同 卷 中 的 
学 科 内 容 有 重复 时 ， 其 知识 主题 在 各 相关 部 分 均 设 条 目 ， 但 在 释文 内 容 上 各 有 侧重 。 


二 、 条 H 


1. 条 目的 标题 一 般 为 一 个 词 ， 如 “ 圆 ”、“ 群 "、“ 环 ”、“ 冰 数 ”、“ 和 矩阵 ” “TB”, “HB” E, th 
有 的 是 一 个 词组 ， 如 “ 勾 股 定理 ”“ 常 微分 方程 的 通 解 ”"“ 哥 德 巴赫 猜想 ”"、“ 希 尔 伯 特 第 6 问题 ”等 。 

2. 条 目 设 立 的 条 件 : D 独立 的 知识 主题 或 已 形成 的 固定 概念 ; 2) 能 够 应 用 准确 的 .人 们 习惯 和 易 
于 理解 的 词 标 引 ; 3) 便于 读者 快速 查阅 。 

3. 条 目的 分 类 : 条 目 按 其 释文 的 长 短 分 为 五 类 : 特长 条 目 (3000 字 左 右 )、 长 条 目 (1000 一 3000 
字 )、 中 条 目 (300 一 1000 字 )、 短 条 目 (300 字 以 内 ) 和 参见 条 目 。 

4. 本 书 所 收 的 数学 名 词 术语 ,力求 与 “全 国 自 然 科学 名 词 审 定 委员 会 ”公布 的 《数学 名 词 》( 科 学 出 
版 社 ,1993) 保 持 一 致 。 外 国人 名 的 中 文 译 名 , 力求 与 (中 国 大 百科 全 书 ， 数学 卷 ) 和 梁 宗 巨 主编 的 《数学 
家 传略 词典 (山东 教育 出 版 社 ,1989) 中 的 译名 保持 一 致 , 末 出 现在 上 述 著 作 中 的 外 国人 名 的 中 文 译名 ， 
则 采用 数学 界 的 约定 译名 或 用 习惯 译 法 译 出 的 译名 。 


三 、 释 X 


l. 本 书 条 目的 释文 ， 以 文字 叙述 为 主 , 并 采用 规范 化 的 现代 汉语 ,力求 科学 、 准 确 、 简 明 、 通 俗 ， 
杜绝 教材 式 语 言 和 口语 ， 释 文 开头 不 再 重复 条 目的 标题 。 

2. 释文 开头 一 般 要 求 破 题 ， 然 后 给 出 严格 的 数学 定义 ， 并 尽量 阐明 该 条 目 内 容 的 历史 沿革 及 其 在 
本 分 支 学 科 或 知识 门类 中 的 地 位 、 人 作用、 发 展 趋势 等 ， 以 增强 释文 的 科学 性 和 可 读 性 。 

3. 一 词 多 义 的 释文 ,用 中 … 凶 … 的 … 分 项 叙述 , 某 个 条 目的 释文 需 由 其 他 条 目 释 文 补 充 说 明 的 , 采 


用 “参见 ”的 方式 ， 被 参见 的 条 目标 题 需 加 引号 ， 条 目标 题 前 加 “参见 ”字样 ， 并 置 于 圆 括 号 之 内 。 

4. 对 常见 的 异 名 同义词 ,只 给 出 一 种 条 目标 题 的 释文 , 其 余 异 名 条 目 亦 列 人 正文 , 但 不 再 写 释文 ， 
给 出 释文 的 条 目标 题 加 引号 , 条 目标 题 前 加 “ 即 ” 字 样 。 例如 ; 矢量 (vector) 即 “向 量 ”; 全 纯 函 数 (holo- 
morphic function) BN“ RRITAR ; ENAX (regular function) BN“ ET AR”. 

5 每 一 个 条 目标 题 后 , 一 般 在 圆 括 号 内 标注 对 应 的 英文 。 凡 外 国人 名 (日 本 人 除外 ) 在 条 目的 释 
文中 第 一 次 出 现时 ， 在 其 中 文 译 名 后 的 圆 括号 内 标注 有 相应 的 外 文 原名 的 姓 和 名 的 首 字 母 ， 并 用 逗号 
aF o 例如, 欧 几 里 得 (Euclid) .牛顿 (Newton I. ) .高 斯 (Gauss,C.E. ) 。 同 一 外 国人 名 在 条 目的 释文 中 
第 二 次 出 现时 ， 不 再 标注 外 文 。 在 日 本 人 名 、 中 国人 名 、 中 国 古 代数 学 史 、 中 国 古 代数 学 著作 、 中 国 
古 算 名 词 术语 等 条 目标 题 后 ， 一 般 在 圆 括号 内 标注 汉语 拼音 。 

6. 如 果 条 目 乙 的 基本 定义 已 经 完全 包括 在 条 目 甲 的 释文 之 中 ， 那 么 条 目 乙 只 作为 “参见 条 目 ” 保 
留 ， 所 参见 的 条 目标 题 需 加 引号 ， 并 在 条 目标 题 前 加 “ 见 ” 字 样 ， 而 释文 不 再 重复 。 例 如 ， 在 条 目 
“线性 变换 ”的 释文 中 , 已 给 出 “单位 变换 ”、“ 恒 等 变换 ”和 “ 零 变换 ”的 定义 ， 则 上 述 三 个 条 目 就 作 
为 “参见 条 目 ” 了 予以 保留 ， 并 分 别 表示 为 : 单位 变换 (unit transformation) A, “Byam”; 恒 等 变换 


(identity transformation) J “线性 变换 ”， 零 变换 Cnull transformation) Ul, “线性 变换 ”。 
四 、 索 5| 


1. 本 书 每 一 卷 正文 之 后 ， 均 附 有 三 种 索引 ， 即 条 目 笔 画 索引 、 条 目 音 序 索 引 和 条 目 西 文 索 ?|。 索 
引 中 条 目标 题 后 面 的 数字 ， 表 示 该 条 目 在 正文 中 的 页 码 。 

2. 在 条 目 笔画 索引 中 ， 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 ， 若 笔画 数 相 
同 ， 则 按 aR | CRD. J GEO. ^ CRD. “( 折 ) 五 种 笔 形 顺 序 排列 ， 其 中 ，“( 提 ) 归 为 一 ( 横 )， 
] CEHA | ( 坚 )， 疏 ( 捧 ) 归 为 (点 )， 各 种 笔 形 剖 钩 或 曲折 的 笔画 ( 除 竖 钩 ”] ”外 ) 归 为 “( 折 )。 
第 一 字 相 同 的 ， 则 按 第 二 个 字 的 笔画 数 和 起 笔 笔 形 的 顺序 排列 ， 依 次 类 推 。 

3. 在 条 目 音 序 索引 中 ,以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 汉语 拼音 字母 顺序 排列 , 若 第 一 字 的 声 
母 、 韵 母 相同 ， 则 按 声调 的 阴平 、 阳 平 、 上 声 、 去 声 顺 序 排 列 。 第 一 字 相同 的 ， 则 按 第 二 个 字 的 汉语 
拼音 字母 顺序 排列 ， 多 音字 按 不 同 的 拼音 字母 顺序 排列 ， 依 此 类 推 。 | 

4. 在 条 目 笔画 索引 和 条 目 音 序 索 引 | 中 ， 几 第 一 字 为 西 文字 母 、 数 学 符号 、 罗 马 数字 和 阿拉 伯 数 字 
起 首 的 条 目标 题 , 一 律 排 在 两 种 索引 的 最 后 。 西 文字 母 起 首 的 条 目标 题 分 别 按 其 字母 的 化 体 、 大 瑟 、 小 
写 及 字母 本 身 的 先后 顺序 排列 ; 数学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知 识 结构 顺序 排列 ; 数字 起 首 的 条 目标 题 
按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 若 起 首 的 字母 、 符 号 及 数字 相同 时 ， 仍 按 其 后 汉字 的 笔画 或 音 序 排列 。 

5 在 条 目 西 文 索 5| 中 ， 按 条 目标 题 的 起 首 西 文字 母 顺序 排列 ; 条 目标 题 的 西 文 缩写 , 按 一 个 词 排 
列 。 凡 以 数学 符号 、 罗 马 数 字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 ， 一 律 排 在 条 目 西 文案 5| 的 最 后 。 数 学 符 
号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ; 数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 若 条 目标 题 起 
首 的 字母 、 符 号 、 数 字 相 同时 ， 则 按 第 二 个 字母 等 的 顺序 排列 ， 余 此 类 推 。 设 有 西 文 译 名 的 条 目 ， 未 
收 进 条 目 西 文案 5|。 | 

6. 在 各 卷 索引 之后， 还 附 有 本 卷 涉 及 到 的 中 外 人 名 译名 对 照 表 ， 以 供 读者 查阅 。 
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# (mathematics) ”数学 一 词 来 自 希腊 文 
papax, AFIR pe 0npa 意义 为 知识 、 科 学 , 它 
非常 恰当 地 反映 这 个 领域 的 广泛 性 与 普遍 性 . 从 历 
史上 看 ,数学 常常 用 其 某 个 侧面 来 表示 :中 国 古 代用 
算 学 来 强调 其 计算 技术 方面 ,而 西方 多 用 几何 学 一 
词 代表 数学 ,以 显示 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 原 
本 》 传 统 ,而 实际 上 ,其 中 也 包括 数论 和 量 论 的 内 容 . 
随 着 时 间 的 流逝 ,数学 的 内 容 不 断 地 扩大 ,在 17 一 
18 世纪 直至 19 世纪 ,被 包括 在 数学 领域 内 的 许多 
学 科 和 分 支 已 经 独立 出 去 ,而 在 各 学 科 的 边界 又 不 
断 创 造 和 衍生 出 一 系列 新 的 学 科 , 这 些 新 学 科 现 在 
已 融合 而 成 面向 21 世纪 的 庞大 的 数学 科学 领域 , 它 
是 一 个 具有 内 在 统一 性 的 科学 技术 群 . 以 下 从 四 个 
方面 进行 论述 : 

1. 数学 的 对 象 和 特点 . 数学 中 最 原始 的 对 象 是 
数 与 形 . 自然 数 已 经 是 相当 抽象 的 概念 , 它 不 仅 要 从 
一 个 苹果 、 一 间 房 子 .一 堆 沙 土 中 抽象 出 数 1 来 ,而 
且 还 要 由 数 1 得 出 更 一 般 数 的 概念 . 有 了 自然 数 的 
概念 还 会 遇 到 基数 和 序数 的 矛盾 . 至 于 记 数 法 和 位 
值 制 都 是 中 国 对 人 类 文明 的 伟大 创造 ,这 种 伟大 创 
造 绝 不 仅仅 是 对 自然 界 的 认识 和 对 哲学 思辩 的 产 
物 , 它 真正 体现 数学 的 成 就 . 数学 另 一 个 原始 对 和 象 是 
形 , 它 更 为 直观 ,其 至 长 期 以 来 人 们 也 把 它 当 成 自然 
科学 的 对 象 , 尺 管 柏拉图 (Plato) 早 就 说 过 ,三 角形 
属于 理念 的 世界 . 当然 现在 数学 的 空间 远 远 超出 现 
实 的 空间 ,数学 中 的 “ 形 " 也 不 限于 人 们 感官 能 摸 得 
着 .看 得 见 的 东西 , 它 是 更 抽象 的 概念 ,如 高 维 空间 、 
无 穷 集合 、 群 .拓扑 等 是 任何 其 他 学 科 都 不 研究 的 对 
象 . 数学 作为 一 门 模式 科学 ,应 该 归 人 更 广泛 的 符号 
和 形式 科学 类 . 这 一 类 似乎 应 该 介 于 哲学 类 与 具体 
科学 , 即 自然 科学 与 社会 科学 之 间 . 它 的 姊妹 学 科 包 
括 一 般 符号 学 .语言 学 .逻辑 学 ,方法 学 以 及 还 未 成 
型 的 一 般 系 统 学 . 有 意思 的 是 ,有 些 数学 家 也 认为 
“数学 是 一 种 语言 “数学 可 还 原 为 逻辑 ”“ 数 学 是 
一 种 普遍 方法 ”等 ,这 些 说 法 尽管 有 些 偏 颇 , 但 毕竟 
触 到 数学 与 自然 科学 的 本 质 差别 以 及 数学 与 符号 科 
学 的 亲缘 关系 . 数学 的 本 质 特 征 是 : 

D 数学 是 一 种 普遍 语言 . 这 种 观点 可 以 追溯 到 
3€ fg JER (Leibniz, G. W. ) ,他 首先 提出 科学 与 哲学 
的 两 大 目标 ,其 中 第 一 个 就 是 找 出 一 种 普遍 文字 , 首 
先是 一 种 符号 及 变 元 表示 的 符号 语言 . 正如 吉 布 斯 
(Gibbs ,J. W. ) 所 说 的 “数学 是 一 种 语言 ”. 吉 布 斯 不 
WE 19 世纪 最 伟大 的 统计 热力 学 大 师 之 一 ,而 且 也 
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是 向 量 分 析 的 开创 者 及 传播 者 .在 19 世纪 90 年 代 ， 
英国 著名 的 杂志 《自然 》 上 掀起 的 一 场 大 辩论 中 ,向 
量 最 终 取 代 四 元 数 而 成 为 物理 学 普遍 使 用 的 概念 . 
19 世纪 和 20 世纪 之 交 , 向 量 分 析 成 为 数学 ,物理 学 
的 有 效 工 具 , 更 确切 地 说 ,成 为 描述 各 种 现象 的 语 
言 . 数学 概念 的 产生 及 其 符号 化 反映 了 数学 的 进步 ， 
算术 运算 的 符号 化 及 向 符号 代数 过 渡 , 几 何 学 的 代 
数 化 ,微分 .积分 运算 的 符号 化 ,函数 的 符号 及 行列 
式 `. 和 矩阵. 向量 . 张 量 等 概念 的 符号 化 ,复数 的 表示 ， 
算 子 演算 以 及 符号 逻辑 等 都 是 数学 的 重要 进展 . 在 
这 个 意义 下 数学 对 象 是 一 个 符号 集合 . 单纯 的 符号 
集合 ,正如 裸 的 集合 一 样 , 没 有 结构 ,没有 什么 可 说 
的 ,没有 什么 意思 ,而 只 有 它 具 有 形式 结构 (语法 
学 ), 有 一 定 的 解释 (模型 一 一 语义 学 ), 有 一 定 变换 、 
生成 .操作 、 运 用 方式 ( 语 用 学 ), 它 才能 变 得 丰富 多 
彩 起 来 . 数学 作为 一 种 普遍 语言 有 自己 的 特点 , 比 起 
纯 逻 辑 语 言 来 有 内 涵 的 丰富 性 ,而 比 起 通常 语言 
有 外 延 的 确定 性 . 数学 不 仅 是 一 种 语言 , 它 还 是 一 种 
精密 语言 . 正 因为 如 此 , 它 常 被 称 为 精密 科学 . 数学 
之 所 以 精密 ,不 单 是 因为 其 数量 表示 ,还 在 于 它 越 来 
越 深 入 那些 以 前 所 无 法 表示 的 或 非 实在 的 概念 ,如 
瞬时 速度 、 加 速度 、 位 势 、 炉 、 谱 等 . 对 于 许多 直观 概 
念 , 也 只 有 在 数学 上 才能 得 到 很 好 处 理 , 如 连续 性 、 
对 称 性 、 随 机 性 乃至 信息 控制 .策略 、 对 策 、 决 策 等 . 
数学 还 明确 了 一 些 对 立 的 范畴 ,如 有 穷 与 无 穷 、 连 续 
与 离散 、 局 部 与 整体 、 确 定 与 偶然 等 .还 有 重要 的 元 
概念 :如 结构 构造 、 存 在 、 模 型、 等 价 等 . 这 些 语言 
来 越 深 入 到 科学 旋 至 日 常生 活 之 中 ,使 论述 确切 及 
精密 .许多 常用 概念 也 只 有 在 数学 上 得 到 澄清 才 算 
AURA ANWAR. 

2) 数学 是 一 种 普遍 方法 . 从 古 到 今 ,对 许多 问 
题 求 出 解答 的 过 程 中 ,人 们 或 多 或 少 产 生 一 种 方法 
的 意识 . 而 这 种 方法 概念 ,又 以 数学 中 的 算法 概念 为 
EE. 在 这 个 意义 下 ,数学 充分 显示 其 作为 操作 技术 
的 特性 . 虽然 精确 的 算法 概念 一 直到 20 世纪 30 年 
代 才 有 确切 定义 ,但 模糊 的 概念 很 早 就 有 ,而 且 也 是 
数学 追寻 的 主要 目标 之 一 . 中 国 的 数值 运算 及 方程 
求解 . 欧 几 里 得 轧 转 相 除 法 以 及 印度 、 阿 拉 伯 的 一 些 
算法 ,都 使 人 认识 到 算法 是 一 种 有 限 的 指令 ,可 以 机 
械 地 运行 ,从 而 对 一 类 问题 得 出 确定 的 解答 .许多 几 
何 作 图 问题 以 及 求 积 问题 也 要 求 发 现 广义 的 “算法 ” 
tok f [n] Ei. BY F JL CDescartes, R. ) 把 算法 推 向 普 
38 Fy FEE B S BE. {> od BH 88 88 25 TEES HA 3E 387] TE 
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来 解决 科学 问题 ,特别 是 数学 问题 ,对 此 他 称 为 普遍 

数学 . 正 是 这 种 对 方法 的 普遍 考虑 使 他 发 明代 数 方 

法 人 研究 几何 问题 ,从 而 创立 解析 几何 学 . 波 利 亚 
(Polya,G. ) 把 笛 卡 儿 的 方案 总 结 如 下 : 

任意 问题 

ee 

-全 代数 问题 

© PIX pAn » 09 — 0, 

一 ~ 解 方程 组 PX X ) —0 


L 解 方程 PCa): = 0, 
KPBS. OF ZG dE RUE BOLPHRA-RA 
法 ,第 中 步 则 困难 更 大 . SE AB JE PL HEER h BE OR fF LE 
何 数学 问题 的 普遍 算法 列 为 他 第 二 大 目标 . FAB UL 
在 几何 方面 实现 这 个 目标 ,而 菜 布 尼 茨 则 在 逻辑 上 
制定 一 个 方案 . 数学 作为 一 种 普遍 方法 ,总 是 不 断路 
越 已 有 的 领域 ,深入 到 未 知 的 世界 中 去 ,并且 不 断 创 
造 新 的 数学 对 象 . 17 一 18 世纪 ,无 穷 及 无 穷 小 进入 
数学 ,把 代数 运算 规则 向 无 穷 领 域 推广 ,这 就 导致 数 
学 分 析 的 形式 ,并 且 构 成 方法 上 的 大 飞跃 . 19 世纪 
由 实 分 析 回 复 分 析 过 渡 ,再 次 加 大 分 析 方 法 的 威力 . 

3) 数学 是 一 种 普遍 思想 原则 . 数学 发 展 过 程 中 
由 于 不 断 一 般 化 .不断 抽 象 化 造成 自己 的 普遍 思想 
原则 . 对 称 性 原则 、 不 变性 原则 、 守 恒 律 三 者 统一 是 
1918 年 诺 特 (Noether, CA. OE. ) 首 先 提出 的 ,而 群 
论 方法 在 量子 力学 、 原子 -分 子 结构 、 核 结构 、 基 本 粒 
子 理论 中 的 适用 性 也 是 外 尔 (Weyl,C. H. H. ) 首 先 
得 出 的 . 群 论 方法 至 今 仍 广泛 应 用 在 科学 的 各 方面 ， 
而 不 仅仅 是 上 述 领域 及 固体 物理 . 数学 中 另 一 个 重 
要 原则 是 极 值 原则 或 变 分 原理 ,最 早 除了 哲学 的 思 
辨 之 外 ,首先 提出 的 是 费 马 (Fermat,P. de), 这 些 原 
则 也 是 其 后 许多 物理 理论 的 基础 ,如 哈密 顿 原理 . 

4) 数学 是 一 种 理性 思维 框架 . 20 世纪 之 前 , 科 
学 的 支柱 主要 是 理论 和 实验 (包括 观察 和 测量 ), 数 
学 和 计算 包括 在 理论 当中 . 实际 上 ,17 世纪 的 科学 
革命 推动 近代 科学 的 产生 ,完全 依赖 于 理性 与 经 验 
的 结合 . 它们 的 哲学 根源 是 笛 卡 儿 的 唯 理 主 义 与 培 
根 (Bacon,R. ) 的 经 验 主义 ,他 们 也 是 近代 哲学 之 
父 . 确切 地 讲 , 笛 卡 儿 把 认识 论 置 于 本 体 论 之 上 ,把 
哲学 从 神学 的 奴仆 地 位 解放 出 来 ,成 功 地 实行 思想 
的 解放 ,直接 推动 近代 科学 的 产生 ,其 中 ,理论 概念 、 
数学 工具 与 观察 实验 结合 在 一 起 是 牛顿 (Newton， 
I. ) 科 学 革命 的 催生 小 .牛顿 成 就 其 伟业 不 仅 在 于 他 
提出 正确 的 理论 概念 (特别 是 力 ), 而 且 在 于 他 提供 
了 数学 工具 ( 微 积 分 ) 及 分 析 框 架 , 尽 管 当时 还 是 用 
欧 几 里 得 的 几何 系统 . 其 后 科学 的 重大 进步 ,理论 概 
念 及 数学 表述 和 计算 的 结合 仍 是 不 可 缺少 的 一 环 . 
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第 二 次 世界 大 战 以 后 ,计算 机 的 发 展 与 计算 技术 的 
进步 使 得 科学 计算 与 理论 和 实验 易 足 而 三 ,并 列 为 
科学 的 三 大 支柱 . 近年 来 ,由 于 数学 的 发 展 , 从 数学 
出 发 的 理论 越 来 越 多 地 成 为 科学 理论 形成 的 始 作 俑 
者 . 这 特别 表现 在 1974 年 ,纤维 从 理论 成 为 规范 场 
理论 的 标准 表述 . 其 后 越 来 越 多 的 前 沿 数学 领域 进 
人 物理 学 及 其 他 科学 领域 ,形成 新 兴 理 论 框架 ,实际 
上 数学 已 成 为 科学 发 展 第 四 根 支柱 . 对 于 生命 科学 、 
心理 科学 、 社 会 科学 ,这 种 现象 早已 不 是 新 事物 . 数 
理 经 济 学 以 及 对 策 论 是 这 方面 的 最 典型 的 例子 . 

2. 数学 的 分 科 及 其 主要 问题 . 数学 不 是 一 般 意 
义 上 的 自然 科学 或 社会 科学 , 它 的 对 象 及 研究 目标 
不 像 这 些 学 科 那 样 明 确 和 集中. 从 古 到 今 ,数学 中 所 
包含 的 对 象 .学 科 及 分 支 变 化 多 端 . 中 世纪 除了 算术 
及 几何 学 之 外 ,天 文学 及 乐理 也 是 数学 的 分 支 . 到 
17 世纪 ,木工 . 石 工 、 建 筑 火器、 占 星 术 等 都 是 数学 
的 内 容 . 从 那 时 起 , 静 力 学 动力 学、 光学 、 地 图 绘制 
法 等 仍然 被 看 成 大 数学 的 一 部 分 ,尽管 它们 早已 成 
为 独立 学 科 . 数学 内 容 的 庞杂 也 可 以 说 是 数学 的 一 
大 特征 了 . 除 此 之 外 ,许多 基础 的 数学 学 科 , 它 们 的 
内 容 也 有 很 大 的 改变 ,甚至 于 面目 全 非 了 .经 典 代数 
学 主要 研究 代数 方程 的 求解 ,而 经 过 几 次 变化 ,现代 
代数 学 主要 研究 代数 结构 . 这 样 一 来 ,数学 的 统一 尽 
管 多 次 被 提起 ,但 是 总 难以 概括 全 部 数学 .因此 ,时 
至 今日 ,数学 仍然 是 具有 多 样 性 对 象 也 具有 多 种 目 
标的 学 科 ,尽管 它们 之 间 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 . 人 们 
把 数学 归结 为 相互 关联 的 六 大 范畴 ,其 中 前 三 个 可 
以 说 是 数学 的 技术 方面 ,后 三 个 可 以 说 是 数学 的 理 
论 方面 . 

1) 操作 技术 . 大 部 分 最 早 的 数学 问题 属于 解决 
“如 何 ” 的 技术 问题 .最初 的 问题 包括 计数 .计算 、 测 
量 、 作 图 等 方面 ,后 来 逐步 形成 特殊 的 及 一 般 的 数学 
问题 . 在 解决 这 些 问题 的 过 程 中 ,形成 了 算法 以 及 操 
作 步 又 的 概念 .在 计算 过 程 中 ,形成 了 算术 ,特别 是 
解数 值 代数 方 程 的 算法 . 到 近代 ,这 推动 符号 代数 
学 求解 代数 方程 的 技术 以 及 把 这 些 技术 推广 到 无 
穷 算法 以 及 代数 综合 方法 的 代数 方法 ,从 而 形成 无 
穷 小 演算 及 解析 几何 学 . 其 后 各 个 数学 分 支 也 提出 
相应 的 算法 问题 ,例如 拓扑 学 中 计算 同调 群 . 同 伦 群 
等 . 从 这 个 意义 上 讲 ,数学 在 本 来 意义 上 是 一 种 计算 
技术 ,或 更 广 一 点 讲 是 操作 技术 . 而 研究 这 种 技术 的 
目标 就 是 发 明 算 法 或 解 题 的 步骤 ,以 求 得 问题 的 解 
决 . 应 该 说 ,这 是 一 种 富有 创造 性 的 研究 工作 . 以 计 
算 为 例 , 就 是 由 精确 计算 到 近似 解析 计算 到 数值 计 
算 到 计算 机 软件 , 它 一 直 是 数学 研究 的 重要 内 容 . 除 
计算 之 外 ,还 有 测量 、 绘 图 、 统 计 、 运 筹 等 操作 ,以 及 
相应 的 和 衍生 的 各 种 问题 . 例如 古典 几何 有 许多 几 
何 作 图 问题 ,特别 是 用 圆规 、 直 尺 的 几何 三 大 问题 ， 


以 及 更 一 般 的 作 图 方法 . 为 了 解决 这 些 问题 ,还 要 发 
明 许 多 技术 ,如 各 种 投影 技术 ,它们 至 少 在 过 去 都 属 
于 大 数学 范围 之 内 . 在 数学 分 析 的 范围 内 ,级 数 求 
和 、 渐 近 展 开 、 积 分 变换 等 都 是 高 级 的 计算 技术 . 

2) 技术 理论 . 对 数学 操作 的 对 象 ,应 该 有 些 认 
识 , 其 中 包括 表示 问题 .操作 规则 与 规律 问题 .可 计 
算 性 问题 ,无穷 级 数 收敛 与 发 散 问 题 . 收敛 速度 问 
题 . 方 程 可 解 性 问题 ` 通 近 的 程度 及 可 能 性 问题 、 作 
图 的 可 能 性 问题 ,特别 是 方法 的 评价 问题 等 . 这 样 就 
形成 与 操作 技术 有 关 但 又 高 一 层次 的 学 科 , 如 数值 
分 析 、 误 差 理论 Ph BUR XL TE AE Ae PEUT. n] ft 
性 及 稳定 性 理论 等 . 

3) 操作 对 象 理论 . 它 的 目标 不 是 指向 对 象 本 
身 , 而 是 指向 技术 ,指向 求解 的 方法 . A a EREN 
. 程 论 、 代 数 方 程 论 、 代 数 方 程 组 理论 、 常 微分 方程 论 、 
偏 微分 方程 论 、 积 分 方程 论 等 . 它们 涉及 的 不 是 单个 
方程 ,而 是 一 类 的 对 象 ,因此 首要 问题 是 分 类 问题 . 
然后 再 对 每 一 类 研究 解 的 数目 、 解 的 性 质 、 根 与 系数 
的 关系 、 某 类 解 的 存在 性 问题 等 ,微分 方程 的 定性 理 
论 也 属于 这 一 范畴 . 

以 上 三 大 范畴 是 解决 如何 "的 技术 问题 ,而 以 
下 三 大 范畴 才 是 解决 ”什么 "的 理论 问题 . 

4) 对 象 理 论 . 理论 是 对 确切 定义 的 对 象 的 性 
质 、 关 系 、 刻 画 、 分 类 等 的 研究 . 典型 的 数学 理论 有 数 
论 、 函 数论 、 算 子 论 以 及 各 种 几何 对 象 理论 ,过 程 理 
论 等 . 以 数论 为 例 , 重 要 的 分 支 按 对 象 分 有 整数 论 、 
代数 数论 .超越 数论 等 . 按 方法 分 有 初等 数论 .解析 
数论 .概率 数论 等 . 按 问 题 的 性 质 分 有 型 的 算术 理 
论 . 几何 数 论 等 ,也 包括 数论 中 的 丢 番 图 方程 理论 ， 
函数 论 与 算 子 论 一 开始 也 是 表示 问题 ,特别 是 无 穷 
级 数 及 无 穷 乘积 表示 ,然后 是 积分 表示 等 ,其 次 涉及 
值 分 布 等 可 以 说 是 计数 问题 , 男 外 还 有 刻画 及 分 类 
问题 . 几何 图 形 有 许多 性 质 与 关系 方面 的 问题 ,如 度 
量 性 质 以 及 相交 、 属 于 等 关系 ,也 有 刻画 及 分 类 问 
题 . 

5) 结构 理论 . 结构 理论 与 对 象 理 论 之 间 并 没有 
一 条 不 可 逾越 的 鸿沟 ,这 样 划分 是 因为 结构 理论 必 
须 建立 在 集合 的 基础 之 上 . 按照 布尔 巴 基 学 派 的 观 
点 ,原始 的 结构 可 以 划 为 三 大 类 ,研究 它们 各 自 的 结 
构 就 形成 结构 数学 的 主要 分 文 :四 代数 结构 :主要 
是 群 \ 环 、 域 . 模 , 它 们 分 别 构成 群 论 、 环 论 、 域 论 、 模 
论 ;@ 序 结构 :主要 是 格 , 它 们 构成 格 论 ;3) 拓扑 结 
构 ; 主 要 是 拓扑 空间 ,它们 构成 一 般 拓 扑 学 的 研究 对 
象 . 这 些 抽象 的 研究 对 象 有 两 个 来 源 :一 是 从 过 去 研 
究 的 具体 对 象 抽 象 化 ,特别 是 公理 化 而 成 ,如 群 、 域 
以 及 拓扑 空间 这 些 抽象 结构 衍生 出 来 . 新 结构 的 产 
生 有 如 下 的 几 种 途径 :人 HRA OO 复合 结构 ; 
O 多 重 结构 ;@ 混合 结构 . 研究 这 些 抽象 对 象 的 目 
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标 是 搞 清 楚 它 们 的 结构 并 加 以 分 类 . 所 谓 结构 ,就 是 
元 素 (或 它们 的 集合 ) 和 元 素 之 间 的 关系 . 结构 数学 
的 主要 问题 大 致 可 分 为 互相 关联 的 四 类 问题 :QD 刻 
画 问 题 ; 分 类 问题 ;(3) 结构 问题 ;人 实现 问题 . 

6) 元 理论 . 元 数学 理论 是 对 数学 本 身 进 行 反思 
的 产物 ,长 期 属于 哲学 的 范畴 . 它 讨 论 数 学 概念 、 数 
学 理论 的 合理 性 以 及 数学 方法 的 合法 性 问题 . 19 世 
纪 末 之 前 ,对 于 数 是 什么 以 及 非 欧 几何 问题 ,特别 是 
数学 分 析 的 严格 性 的 争论 均 属于 这 个 范畴 . 19 世纪 
末 ,集合 论 的 建立 ,现代 公理 方法 的 提出 ,符号 逻辑 
的 形成 ,以 及 关于 数学 基础 问题 的 论战 ,最 终 导致 作 
为 一 门 数学 分 支 的 数理 逻辑 的 形成 . B T 8 R 
(Gódel, K. ) 的 工作 ,数理 逻辑 成 为 包括 模型 论 、 公 
理 集合 论 .递归 论 和 证 明 论 (原始 的 和 狭义 的 元 数 
学 ) 四 大 分 支 的 数学 领域 ,其 后 分 别 形成 构造 性 数学 
和 计算 复杂 性 理论 等 新 兴学 科 . 除了 以 集合 论 为 基 
础 的 现代 数学 之 外 ,范畴 论 也 成 为 一 门 元 理论 ,在 数 
学 中 有 着 有 效 的 应 用 . 

3. 数学 的 发 展 和 演化 . 数学 的 内 容 及 范围 随时 
间 不 同 而 不 同 ,因此 有 言 :“ 数 学 无 非 就 是 它 的 历 
史 .“ 数 学 史 大 致 可 如 下 分 期 :前 史 时 期 ;古代 及 中 世 
纪 时 期 (从 公元 前 4 世纪 到 16 世纪 末 ); 近 代 前 期 
(17 一 18 世纪 ); 近 代 后 期 (19 世纪 ); 现 代 时 期 (20 
世纪 ). 每 一 个 时 期 的 特点 简要 分 析 如 下 : 

1) 前 史 时 期 .前 史 时 期 的 数学 主要 是 民族 数学 
或 文化 数学 ,在 各 种 文化 的 发 展 过 程 中 ,各 民族 都 或 
多 或 少 掌 握 一 些 简 单 的 数学 技术 ,包括 计数 .计算 、 
测量 、 土 木 建 筑 、 绘 图 等 ,基本 上 属于 实用 技术 . 这 些 
知识 是 零散 的 ,而 且 反 映 出 较 大 的 文化 差异 . 另外 ， 
也 出 现 了 神秘 的 占星 术 、 数 秘 术 、 占 卜 术 等 ,其 中 有 
个 别 涉及 数学 的 内 容 , 如 二 进 制 等 . 各 种 建筑 上 的 对 
称 图 案 以 及 正 多 面体 的 列举 包含 群 的 观念 的 萌芽 . 

2) 古代 及 中 世纪 时 期 . 数学 经 过 长 时 期 的 发 展 
之 后 ,正式 成 为 一 门 学 科 , 其 主要 标志 是 :GD 建立 数 
的 表示 及 计算 方法 ;@ 对 于 一 些 问题 有 较 系 统 的 方 
法 . 这 使 数学 技术 部 分 初步 形成 . 而 欧 几 里 得 《几何 
原本 》 的 问世 , 则 使 理论 数学 有 了 一 个 原型 .各 国 数 
学 发 展 状况 有 所 不 同 , 古 代数 学 的 主要 领域 是 算术 
与 几何 ,希腊 具有 初等 的 数论 及 量 论 以 及 一 些 基 本 
的 几何 问题 及 数论 问题 . 这 些 问题 对 以 后 的 数学 发 
展 有 很 大 的 影响 ,但 不 一 定 很 重要 ,比较 重要 的 数学 
是 计算 ,特别 是 解 方程 . 中 国 、 印 度 、 阿 拉 伯 的 数学 ， 
偏重 于 计算 及 实际 问题 的 解决 . 

3) 近代 前 期 .近代 数学 诞生 的 标志 是 符号 化 的 
普遍 算法 的 建立 以 及 无 穷 进 入 数学 . 它 一 下 子 使 建 
立 在 几何 及 算术 上 的 算法 登 上 了 一 个 新 台阶 ,不 仅 
使 它 的 应 用 范围 大 大 扩大 ,成 为 发 展 科 学 技术 的 有 
力 工具 ,而 且 也 向 理论 提出 一 系列 问题 , 这 就 导致 
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19 世纪 操作 理论 .操作 对 象 理论 .对 象 理 论 的 产生 ， 
出 现 数学 多 样 化 和 理论 化 的 时 代 . 17 世纪 符号 代 
数 、 解 析 几 何 学 及 微 积 分 的 建立 ,虽然 大 大 扩大 了 数 
学 技术 库 , 但 是 并 没有 改变 数学 主要 是 一 门 实用 的 
计算 及 操作 技术 的 状态 . 数学 作为 一 门 计 算 技 术 进 
步 司 人 ,特别 是 微 积分 的 完成 ,解决 了 许多 天 文 、 力 
学 及 物理 学 的 问题 . 微 积 分 本 身 只 不 过 是 一 种 更 有 
效 的 演算 方法 , 即 所 谓 无 穷 小 演算 . 接着 是 常 微分 方 
程 及 数学 物理 方程 的 出 现 , 以 及 变 分 法 的 诞生 ,使 数 
学 工具 更 为 有 效 . 

4) 近代 后 期 . 19 世纪 数学 是 近代 数学 的 成 熟 
时 期 ,也 是 数学 真正 作为 自 为 的 理论 科学 产生 的 时 
期 ,但 是 伴随 操作 理论 (如 最 小 二 乘法 及 误差 理论 、 
级 数 求 和 理论 . PROB XE EE TE IE EL GR XI RID. 
操作 对 象 理论 (如 代数 方程 理论 . 常 微分 方程 理论 )， 
数学 技术 本 身 也 大 有 提高 ,特别 是 傅 里 叶 展 开 、 积 分 
变换 ,尤其 是 复 分 析 的 建立 . 19 世纪 的 数学 可 以 说 
是 数学 对 象 化 与 多 样 化 时 期 ,一 方面 把 数学 由 主要 
是 操作 技术 转变 为 理论 的 时 期 , 男 一 方面 也 为 20 世 
纪 现 代数 学 奠定 了 基础 . 这 样 , 数 学 对 象 理论 真正 形 
成 ,数学 成 为 一 种 自 为 的 科学 而 不 再 仅 是 自然 科学 
或 技术 的 语言 和 工具 了 . | 

5) 现代 时 期 . 20 世纪 的 数学 是 从 19 世纪 数学 
多 样 性 时 期 趋 于 统一 的 时 期 ,其 统一 的 基础 是 集合 
论 .一 方面 集合 论 之 上 产生 了 结构 数学 的 庞大 领域 ， 
另 一 方面 集合 论 的 基础 问题 产生 了 元 数学 . 数学 新 
对 象 的 形成 ,产生 结构 的 多 样 性 ,导致 理论 的 多 样 
性 ,并且 19 世纪 末 以 前 的 四 大 范畴 的 数学 仍 有 新 的 
发 展 ,加 上 新 的 应 用 数学 、 计 算数 学 等 领域 ,数学 日 
趋 专门 化 多样 化 .但 意 想不到 的 是 ,从 20 世纪 70 
年 代 起 ,各 个 领域 之 间 新 关系 不 断 发 现 , 新 一 轮 的 统 
一 性 正在 形成 之 中 . 当代 数学 前 沿 的 大 多 数学 科 是 
20 世纪 上 半 叶 形成 的 ,其 中 主要 是 抽象 代数 学 ( 包 
括 群 论 . 环 及 代数 理论 , 域 论 . 格 论 .整体 李 群 理论 、 
代数 群 论 .同调 代数 以 及 各 种 衍生 绪 构 ) .一般 拓 扑 
学 .测度 和 积分 理论 . 泛 函 分 析 ( 包 括 线性 拓扑 空间 
理论 . 算 子 代数 理论 等 ) 组合 及 代数 拓扑 学 .整体 微 
分 几何、 多 复 变 函数 论 .动力 系统 理论 .随机 过 程 理 
论 等 .对 于 19 世纪 开创 的 新 领域 一 一 代数 数论 、 代 
数 几 何 学 、 黎 曼 几 何 学 和 局 部 李 群 理论 ,也 在 结构 数 
学 的 框架 中 获得 重大 突破 ,成 为 当代 数学 的 前 沿 . 

20 世纪 后 期 形成 的 一 些 领域 ,如 微分 拓扑 学 、 
大 范围 分 析 、K 理论 、 非 交换 几何 等 ,也 可 在 其 中 看 
到 其 萌芽 .除了 纯粹 数学 领域 的 扩大 与 深化 之 外 ,20 
世纪 的 应 用 数学 和 计算 数学 的 面貌 也 发 生 了 根本 的 
改变 . 一 方面 数学 应 用 的 范围 已 从 20 世纪 之 前 的 经 
典 力学 、 天 文学 与 测 地 学 以 及 数学 物理 等 领域 扩展 
到 几乎 所 有 自然 科学 、 工 程 技术 、 社 会 科学 、 人 文科 
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学 的 分 支 ,并 越 来 越 起 着 举足轻重 的 作用 ; 男 一 方 
面 ,一 批 新 的 应 用 数学 领域 产生 出 来 ,成 为 具有 相对 
独立 的 分 支 ,构成 大 数学 科学 的 组 成 部 分 . 它们 一 方 
面 与 实际 问题 有 密切 的 关系 ,为 一 方面 它们 也 形成 
独立 的 数学 研究 方向 ,其 中 最 典型 的 是 19 世纪 末 
20 世纪 初 形成 的 数理 统计 ,它们 同 应 用 概率 一 起 在 
近 半 个 世纪 已 经 成 为 与 经 典 数 学 平起平坐 的 学 科 领 
R. 另外 一 个 数学 领域 一 组合 数学 几乎 与 数学 的 
历史 一 样 悠久 ,但 只 是 近 半 个 多 世纪 才 逐 步 成 熟 及 
独立 . 第 二 次 世界 大 战 之 后 ,一些 新 的 应 用 数学 领域 
独立 出 来 ,特别 是 运筹 学 诸 分 支 ,后 来 纳入 管理 科学 
的 学 科 群 中 . 与 工程 技术 密切 相关 的 系统 科学 .控制 
理论 与 目 动 化 科学 .信息 科学 也 得 到 空前 的 发 展 . 
20 世纪 科学 技术 史 中 头 等 重要 的 事件 是 电子 


计算 机 的 诞生 . 它 对 整个 社会 的 冲击 是 怎么 估计 也 


不 过 分 的 . 从 计算 机 的 设计 制造 到 大 规模 应 用 ,处 处 
离 不 开 数 学 ,同时 也 开辟 了 新 的 数学 领域 . 它们 可 以 
归纳 成 两 大 部 分 :一 是 计算 机 科学 , 它 指 未 来 计算 机 
的 发 展 ; 一 是 计算 数学 , 它 指 计算 机 在 科学 计算 和 工 
程 技术 中 的 大 规模 计算 . 计算 机 的 不 断 普及 和 改进 
对 数学 也 造成 不 可 忽视 的 影响 . 它 给 数学 家 提出 一 
系列 算法 问题 ,并 形成 一 套 行 之 有 效 的 算法 ,如 单纯 
形 方法 及 其 种 种 改进 ,有 限 元 方法 及 其 衍生 算法 等 ， 
对 算法 的 分 析 , 如 收敛 速度 、 误 差 传播 及 稳定 性 等 问 
题 形成 数值 分 析 分 支 . 近年 来 ,计算 机 由 数值 运算 过 
渡 到 符号 运算 ,形成 计算 机 代数 重要 分 支 , 特 别 是 吴 
文俊 的 机 械 化 数学 纲领 在 机 紫 证 明 方 面 是 一 大 突 
破 . 

4. 数学 的 社会 功能 . 数学 是 最 古老 的 科学 部 门 ， 
它 的 诞生 和 发 展 反 映 人 类 文明 的 进步 . 数学 从 一 开 
始 就 与 社会 实践 活动 密切 相关 ,从 计数 .土地 丈量 、 
器 物 制 造 .产品 分 配 ,一 直到 商业 贸易 .宗教 活动 等 
都 向 数学 提出 问题 ,并 要 求 逐 步 解决 和 方法 逐渐 进 
步 , 最 后 形成 相对 定型 的 数学 方法 和 学 科 . 从 此 ,各 
种 社会 活动 与 数学 的 应 用 密 不 可 分 . 随 着 社会 的 进 
步 ,特别 是 近代 科学 技术 的 进步 和 新 兴 产 业 日 新 月 
异 , 数 学 也 越 来 越 成 为 科学 技术 发 展 的 基础 .从 17 
世纪 到 19 世纪 ,数学 与 力学 .天 文学 .物理 学 .大 地 
测量 学 .航海 术 就 密 不 可 分 ,互相 促进 地 平行 发 展 
着 . 对 于 机 械 工 程 . 建 筑 工程 设计 .电机 工程 等 技术 
领域 的 发 展 ,数学 也 起 着 决定 性 的 作用 . 20 世纪 数 
学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任 何 时 代 都 更 加 令 人 信 
服 地 确立 了 数学 作为 整个 科学 技术 的 基础 地 位 . 数 
学 物理 .数学 化 学 .生物 数学 .数理 经 济 学 数理 地 质 
学 、 数 理 语言 学 、 数 值 天 气 预 报 、 数 学 考古 等 一 系列 
边缘 学 科 的 出 现 , 表 明 数 学 的 应 用 已 突破 传统 的 范 
围 而 向 人 类 一 切 知识 领域 渗透 . 随 着 科学 数值 化 趋 
势 的 增长 ,数学 在 提高 全 民 素 质 , 培 养 适 应 现代 化 需 


要 的 各 级 人 才 方 面 还 具有 特殊 的 教育 功能 . 数学 科 
学 ,已 成 为 推进 人 类 文明 的 不 可 缺少 的 重要 因素 , 数 
学 正 越 来 越 直接 地 为 人 类 生活 与 物质 生产 做 出 更 大 
的 贡献 . 数学 应 用 具有 以 下 特点 : 

1) 纯粹 数学 几乎 所 有 的 分 支 都 获得 应 用 .在 20 
世纪 60 年 代 , 像 拓扑 学 这 样 的 抽象 数学 分 支 离 实际 
应 用 似乎 还 很 遥远 ,而今 拓 扑 学 (特别 是 扭 结 理论 ) 
已 成 为 生物 学 中 了 解 DNA 结构 的 有 效 工 具 . 在 物 
理学 中 ,拓扑 不 变量 正在 成 为 物理 的 量 , 正 如 一 些 群 
的 不 变量 是 物理 的 量 一 样 .数论 也 曾 被 认为 是 最 纯 
粹 、 最 缺乏 应 用 的 数学 分 支 ,但 如 今 数论 方法 在 计算 
机 科学 、 密 码 技 术 、 卫 星 信 号 传输 、p HBT HES 
许多 方面 发 挥 着 重要 的 有 时 其 至 是 关键 的 作用 ,并 
通过 与 数值 分 析 相 结合 开辟 着 更 广 的 应 用 途径 . 事 
实 上 , 仅 就 在 理论 物理 中 的 应 用 而 言 ,涉及 的 数学 除 
了 经 典 的 分 支 与 方法 (如 数学 物理 方程 . 傅 氏 分 析 、 
无 穷 维 空间 论 、 群 论 、 概 率 统计 等 ), 还 包括 了 微分 拓 
扑 、 微 分 几何 、 大 范围 分 析 、 代 数 几 何 、 李 群 与 李 代 
数 、 算 子 代 数 、 代 数 数 论 、 非 交换 数学 、 非 线性 数学 、 
计算 数学 等 ,几乎 覆盖 了 核心 数学 的 整个 领域 . 

2) 几乎 所 有 的 科技 领域 都 在 应 用 数学 ,并 越 来 
越 多 地 应 用 更 高 深 的 数学 . 数学 在 力学 、 物 理学 中 的 
应 用 是 经 受 了 历史 考验 的 ,而 当今 数学 的 应 用 则 早 
已 突破 这 一 传统 的 范围 ,正在 向 包括 从 粒子 物理 到 
生命 科学 ,从 航空 技术 到 地 质 勘 探 在 内 的 一 切 科技 
领域 进军 . 除了 自然 科学 ,经 济 学 及 过 去 认为 不 适用 
数学 的 社会 学 .历史 学 等 社会 科学 领域 ,数学 方法 也 
tb XE 98 3. FA. 随机 分 析 应 用 于 金融 决策 而 引起 的 
经 济 学 理论 的 进展 ,提供 了 特别 令 人 鼓舞 的 例证 . 与 
以 往 时 代 不 同 的 是 ,数学 在 向 外 渗透 过 程 中 越 来 越 
多 地 与 其 他 领域 相 结合 而 形成 交叉 学 科 . 与 数学 有 
关 的 词 大 量 出 现在 各 门 学 科 之 前 后 ,如 “数学 的 ”、 
“数理 的 “计量 的 “统计 的 “计算 的 ”以 及 “…… 
数学 ”、“。…。… 统计 学 "等. 学 科 成 熟 的 社会 标志 是 学 
会 .协会 的 建立 ,期 刊 与 连续 出 版 物 的 问世 ,以 及 课 
程 的 设置 ,专业 会 议 的 召开 等 . 例如 ,《 数 学 化 学 杂 
志 》 于 20 世纪 80 年 代 创 刊 《 数 理 经 济 学 杂志 》 于 
20 世纪 70 年 代 创 刊 ,生物 数学 的 期 刊 出 现 更 早 .次 
一 级 的 学 科 如 “数学 分 类 学 ”的 著作 早 在 20 世纪 80 
年 代 就 问世 了 . 值得 注意 的 是 纯粹 数学 中 的 一 些 前 
沿 与 其 他 科学 的 许多 前 沿 领域 的 快速 结合 ,这 反映 
了 科技 领域 中 数学 渗透 的 空前 深度 . 可 以 这 样 说 , 没 
有 这 些 前 沿 数 学 就 没有 当代 理论 物理 学 的 一 些 前 沿 
领域 ,如 超 弦 理论 、 超 引力 理论 等 . REESE EDUC 
理论 这 样 的 物理 学 热门 分 支 所 用 到 的 数学 ,就 涉及 
微分 拓扑 学 、 代 数 几 何 学 、 微 分 几何 、 群 论 与 无 穷 维 
代数 、 复 分 析 与 黎 曼 曲面 的 模 理 论 等 . 凝聚 态 物 理 中 
分 类 唱 体 结构 中 的 “缺陷 ?以 及 液晶 理论 ,都 用 到 某 


些 齐 性 空间 中 同 伦 群 的 计算 ,而 这 即使 对 代数 拓扑 
学 家 来 说 也 是 极 难 的 问题 . 数理 经 济 学 中 一 般 均 衡 
理论 的 建立 发展 ,也 用 到 了 微分 拓扑 学 的 基本 定理 
与 彻底 的 公理 化 方法 .经 济 学 家 德 布 鲁 因 (de,Brui- 
jn. N. G. ) 这 方面 的 工作 获得 了 诺 贝 尔 奖 . 

3) 数学 在 生产 技术 中 的 应 用 变 得 日 趋 直 接 . 以 
往 数 学 工具 直接 用 于 生产 技术 的 例子 虽 有 发 生 , 但 
数学 与 生产 技术 的 关系 基本 上 是 间接 的 . 常常 是 先 
应 用 于 其 他 科学 ,再 由 这 些 科学 提供 技术 进步 的 基 
础 . 近 半 个 世纪 来 ,数学 科学 与 生产 技术 的 相互 作用 
方式 正在 悄悄 地 改变 ,数学 提供 的 工具 直接 影响 和 
推动 技术 进步 的 频率 正在 加 大 ,并 在 许多 情况 下 产 
生 巨 大 的 经 济 效益 . 例如 ,以 计算 流体 力学 为 基础 的 
数值 模拟 已 成 为 飞行 器 设计 的 有 效 工 具 , 类 似 的 数 
值 模 拟 方法 正 被 应 用 于 许多 技术 部 门 以 替代 耗资 巨 
大 的 试验 ;以 调和 分 析 为 基础 发 展 起 来 的 小 波 分 析 
直接 应 用 于 通信 与 石油 勘探 等 广泛 的 技术 领域 ,这 
在 20 年 前 是 不 能 想象 的 ;现代 医学 扫描 技术 CT 
扫描 、 核 磁 共 振 成 像 等 ) 主 要 也 是 建立 在 拉 东 积分 理 
论 的 基础 之 上 ,这 方面 的 例子 举 不 胜 举 . 此 外 ,现代 
大 规模 生产 的 管理 决策 .产品 质量 控制 也 密切 依赖 
于 数学 中 的 线性 规划 算法 (单纯 形 法 与 新 兴 的 内 点 
法 ) 及 统计 方法 .近年 来 ,以 数学 建 模 为 核心 的 工业 
数学 成 为 一 个 鞍 勃 发 展 的 应 用 数学 领域 也 绝 不 是 偶 
然 的 ,产业 部 门 的 工程 技术 人 员 与 数学 工作 者 携手 
合作 ,解决 影响 甚至 决定 生产 过 程 的 形形色色 的 数学 
问题 ,反之 ,许多 挑战 性 问题 也 刺激 纯 数学 的 发 展 . 

4) 数学 在 学 科 发 展 中 的 份额 及 力度 越 来 越 大 . 
一 些 著 名 的 数学 家 认为 ,数学 是 一 种 关键 的 .普遍 适 
用 的 、 赋 予 人 以 能 力 的 技术 . 从 某 种 意义 上 来 讲 ,“ 高 
技术 本 质 上 是 一 种 数学 技术 ” 对 此 ,一 般 人 还 只 在 
科学 计算 的 层面 来 理解 . 而 实际 上 ,数学 方法 是 不 同 
于 理论 方法 及 计算 方法 的 第 四 个 普遍 适用 的 方法 和 
技术 . 这 种 情况 从 20 世纪 70 年 代 以 来 已 初 露 端倪 ， 
在 21 世纪 将 成 为 科学 研究 的 重要 组 成 部 分 ,而 且 也 
许 是 最 富 创 造 性 的 部 分 ,这 特别 表现 在 形成 概念 及 
理论 框架 方面 . 实际 上 ,当前 的 动力 系统 的 研究 (分 
又 、 吸 引子 )、 孤 立 子 、 混 沌 等 已 成 为 许多 领域 的 通用 
语言 及 工具 ,而 更 艰深 的 数学 将 在 未 来 更 为 普及 . 

H € SE 
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应 用 数学 (applied mathematics) ”应 用 性 较 强 

的 诸 数学 学 科 或 分 支 的 统称 .也 有 一 种 理解 为 , 泛 指 

一 切 数学 理论 和 方法 中 应 用 性 较 强 的 部 分 . 这 里 的 

“应 用 ”是 指 用 于 解决 数学 以 外 的 生产 实践 、 科 学 技 

术 以 及 各 种 社会 活动 中 的 理论 或 实际 问题 .从 人 类 
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数 学 


社会 发 展 史上 看 ,数学 本 来 起 源 于 实际 应 用 的 需要 ， 
应 用 一 直 是 数学 的 发 展 动力 之 一 ,一 种 数学 理论 和 
一 门 数学 学 科 的 生命 力 的 强 弱 ,很 大 程度 上 依赖 于 
它 有 无 应 用 . 因此 ,从 这 个 意义 上 讲 , 整 个 数学 都 是 
有 用 的 .事实 上 ,证 老 的 算术 与 平面 几何 等 不 但 起 源 
于 实际 应 用 ,在 现代 社会 活动 中 也 是 不 可 一 时 或 缺 
的 . 许多 昔日 认为 毫 无 实际 意义 的 数学 理论 ,如 数 
iE 拓扑. 凸 分 析 以 至 非 标准 分 析 , 都 在 生产 和 科技 
发 展 中 找到 它们 的 应 用 . 因此 不 能 简单 地 以 “有 用 ” 
或 “无 用 "来 区 分 应 用 数学 的 学 科 . 像 微 积分 在 天 文 、 
物理 及 许多 科技 领域 都 有 广泛 的 应 用 ,理论 力学 就 
完全 是 应 用 微 积分 解决 经 典 力学 问题 的 学 科 . 但 从 
整个 学 科 看 ,应 用 只 是 它 的 一 部 分 ,以 微 积分 为 其 主 
体 的 数学 分 析 是 分 析 数 学 的 基础 ,所 以 它 还 是 应 该 
属于 纯 数 学 . 


在 古代 ,数学 本 无 “应 用 ”和 “纯粹 ?之 分 “应 用 


数学 ”一 词 大 约 出 现 于 17 世纪 前 后 ,高 等 数学 方才 
萌芽 ,数学 的 抽象 层次 提高 ,理论 和 应 用 开始 明显 分 
离 的 时 期 ,从 此 人 们 用 它 专 指数 学 的 某 些 部 分 ,以 至 
某 些 独立 的 数学 学 科 . 所 以 ,应 用 数学 学 科 一 般 都 是 
在 近代 或 现代 发 展 起 来 的 ,其 特点 是 ,它们 的 内 容 都 
是 围绕 着 解决 某 一 类 实际 问题 ,因此 首先 要 有 从 实 
际 问题 中 抽象 出 相应 的 数学 模型 ,使 其 具有 应 用 数 
学 理论 和 方法 的 基础 ;其 次 ,所 提出 的 解决 问题 的 方 
法 是 可 行 的 ,而 不 是 只 从 理论 上 证 明 问 题解 的 存在 . 
例如 ,牛顿 (Newton,1) 提 出 地 球 绕 日 运动 的 模型 ， 
是 用 微 积 分 方法 解决 天 文学 问题 的 开端 ; 阿 罗 (Ar- 
row,K,J. ) 与 曾 获 庄 贝 尔 经 济 奖 的 德 布 罗 (Debreu， 
G. ) 给 出 的 一 般 经 济 均衡 模型 ,使 得 经 济 学 问题 中 
可 以 使 用 的 数学 方法 不 止 微 分 法 ,而 涉及 更 多 的 数 
学 领域 ,这 才 形 成 数理 经 济 学 学 科 . 当然 ,应 用 数学 
学 科 也 并 非 从 各 数学 分 支 抽取 一 些 有 用 的 方法 简单 
堆砌 而 成 ,而 有 其 自身 的 系统 理论 ,模型 和 方法 都 有 
其 理论 依据 ,否则 也 不 成 其 为 独立 的 学 科 . 

应 用 数学 一 方面 应 用 于 各 类 实际 问题 , 另 一 方 
面 , 它 也 是 纯 数 学 的 应 用 , 纯 数 学 是 它 的 理论 基础 . 
像 数 理 统计 是 从 已 知 的 关于 有 限 的 样本 的 信息 出 
发 ,去 研究 无 限 整体 的 统计 规律 , 它 给 出 由 样本 估计 
整体 的 统计 量 的 统计 方法 ,同时 对 这 些 方法 的 可 靠 
性 、 优 劣 标准 等 有 系统 的 论证 . 这 些 方法 和 论证 主要 
以 概率 论 作 为 理论 基础 和 根据 ,又 如 微分 和 上 凸 分 析 
主要 研究 极 值 问题 的 思想 和 准则 ,而 运筹 学 则 着 重 
研究 最 优化 问题 的 种 种 解法 . 从 研究 对 象 上 看 ,应 用 
数学 也 不 都 是 直接 研究 实际 问题 , 它 的 对 象 主要 是 
数学 模型 ,用 的 还 是 抽象 的 数学 方法 ,提供 的 是 解决 
问题 的 思维 准则 . 这 些 都 与 纯 数学 相近 ,而 与 工程 技 
术 或 技术 学 科 不 同 . 然而 , 纯 数 学 所 追求 的 ,有 时 可 
以 只 是 理论 上 的 完善 和 方法 上 的 优美 ,一 般 并 不 是 
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针对 某 一 类 实际 问题 ,例如 ,数论 中 对 哥 德 巴赫 问题 
的 研究 就 是 如 此 . 应 用 数学 追求 的 目标 一 般 则 是 解 
决 模型 所 提出 的 问题 ,而 模型 是 有 实际 意义 的 . 因此 
应 用 数学 与 纯 数学 在 其 研究 的 目的 性 方面 大 不 相 
同 , 这 是 二 者 的 最 大 区 别 . | 

应 用 数学 所 包含 的 学 科 难 以 胜 数 ,其 领域 随 着 
时 代 的 发 展 正 日 渐 扩 大 .有 人 甚至 将 理论 力学 RX 
学 和 测绘 学 等 与 数学 关系 密切 的 学 科 也 归 人 其 中 ， 
各 种 各 样 的 计算 方法 ,显然 也 与 数学 的 应 用 有 密 不 
可 分 的 关系 . 特别 是 近年 来 , 随 着 电子 计算 机 技术 的 
快速 发 展 , 与 之 相应 的 各 种 计算 方法 变 得 名 目 繁多 ， 
有 了 长 足 的 进步 ,由 于 其 专用 于 计算 的 共同 特点 ,而 
不 能 继续 附属 于 各 数学 学 科 , 而 属于 新 兴 的 计算 数 
学 . 在 应 用 数学 中 , 较 早 形成 学 科 的 ,有 基于 分 析 和 
微分 方程 方法 研究 现代 物理 问题 的 数学 物理 ,和 运 
用 概率 统计 方法 探讨 随机 现象 的 数理 统计 .生物 数 
学 等 . 其 后 的 发 展 , 这 些 学 科 内 容 更 加 丰富 ,还 生成 
了 许 许多 多 的 新 学 科 , 诸 如 综合 运用 概率 统计 及 其 
他 数学 方法 ,总 称 运筹 学 的 数学 规划 ,排队 论 等 ,20 
世纪 中 期 以 后 发 展 起 来 的 控制 论 . 信 息 论 .系统 论 、 
模糊 数学 .突变 理论 .小 波 分 析 混沌 理论 .分 形 几何 
以 及 组 合 学 方面 的 学 科 也 都 整体 或 部 分 地 属于 应 用 
数学 . 近年 来 ,数学 的 应 用 更 深入 到 社会 和 人 文科 学 
领域 ,数理 经 济 学 .金融 数学 等 名 称 冠 以 “数学 "或 
“数理 ”的 新 学 科 如 雨 后 春 敌 般 涌现 ,无 不 显示 出 应 
用 数学 发 展 的 旺盛 活力 . 

目前 人 类 已 进入 科技 和 生产 高 速 发 展 的 时 期 ， 
它 一 方面 使 应 用 数学 大 有 用 武之 地 ,同时 又 对 数学 ， 
主要 是 应 用 数学 提出 了 大 量 的 需求 . 人 类 无 论 在 对 
揭示 生命 起 源 等 微观 世界 的 研究 ,或 是 在 对 展现 宇 
宙 奥 秘 的 宏观 世界 的 探索 中 ,都 需要 数学 的 帮助 . 因 
此 应 用 数学 的 未 来 发 展 前 景 是 十 分 美好 的 . 

B 搞 mote 审 d] DE 


数学 基础 (foundation of mathematics) ”人 研究 
整个 数学 的 理论 基础 及 其 相关 问题 的 一 个 专门 学 
PE 对 于 数学 基础 的 关注 和 研究 ,可 追溯 至 古代 . 但 
在 较 长 的 历史 阶段 中 ,只 限于 对 单 科 数学 分 支 基础 
的 讨论 . 至 于 作为 整个 数学 理论 基础 的 探索 ,尤其 是 
“数学 基础 "作为 一 门 专门 学 科 的 形成 和 诞生 , 力 是 
20 世纪 初 的 事 . 当时 也 是 由 于 多 种 因素 和 研究 活动 
的 汇合 ,尤其 是 在 作为 整个 经 典 数 学 之 理论 基础 的 
集合 论 中 出 现 悖 论 之 后 , 才 把 数学 基础 问题 的 研究 
推 向 高 潮 , 并 进一步 促进 了 数学 哲学 的 发 展 ,直至 最 
终 成 为 20 世纪 数学 领域 中 深入 的 研究 活动 之 一 . 

关于 几何 基础 的 研究 . 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《 几 
何 原本 ;一 直 被 公认 为 是 最 早 用 严格 的 逻辑 结构 建 
立 学 科 体 系 的 典范 . 但 其 不 足 之 处 也 一 直 为 历代 学 
者 所 关心 .直到 19 世纪 末 , 德 国 数学 家 希 尔 伯 特 
(Hilbert , D. ) 才 第 一 次 给 出 了 一 个 完备 的 欧 几 里 得 
几何 公理 系统 ,这 就 是 希 尔 伯 特 《 几何 基 础 > 一 书 的 
核心 内 容 . 关于 欧 几 里 得 几何 基础 研究 的 男 一 个 重 
要 线索 ,来 自 关 于 第 五 公设 问题 的 探讨 ,长 达 两 干 年 
之 久 对 第 五 公设 的 所 有 试 证 全 告 失败 ,由 此 导致 非 
欧 几何 的 建立 和 引起 人 们 对 于 几何 公理 系统 相 容 性 
问题 的 注意 . 后 来 知道 :只 要 假定 实数 系统 是 相 容 
的 ,那么 欧 几 里 得 几何 公理 系统 和 罗 巴 切 夫 斯 基 几 
何 公理 系统 都 是 相 容 的 . 而 实数 系统 究竟 相 容 与 否 ， 
最 终 还 是 要 归结 到 作为 整个 经 典 数学 理论 基础 的 集 
合 论 系 统 相 容 与 否 . 

在 其 他 方面 ,也 有 类 似 的 涉及 数学 基础 的 问题 . 
公元 前 5 世纪 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 古 希 脂 数 学 家 项 
1h 3 (Hippasus,(M)) KIL T SERE EL A= Ae KI 
直角 边 与 斜 边 不 可 通 约 ,由 于 当时 人 们 对 于 无 理 数 
的 概念 还 一 无 所 知 , 因 而 上 述 发 现 致使 人 们 惊奇 不 
安 , 数 学 史上 称 为 第 一 次 数学 危机 . 数学 史上 又 把 
18 世纪 微 积 分 诞生 以 后 在 数学 界 产生 的 混乱 局 面 
称 为 第 二 次 数学 危机 . 在 17 世纪 和 整个 18 世纪 ,一 
方面 微 积分 的 理论 和 应 用 得 到 了 广泛 而 迅速 的 发 
展 , 另 一 方面 整个 微 积 分 却 又 是 建立 在 含混 不 清 的 
无 穷 小 概念 上 ,以 致 遭 到 各 方面 的 非 难 和 攻击 . 其 中 
最 为 著名 而 激烈 的 攻击 来 自由 克 莱 (Berkley,G. ) 大 
EA. A Tig OL ESE ES. 这 就 不 能 不 迫使 数学 家 
们 认真 投入 到 如 何 为 微 积 分 奠定 理论 基础 的 工作 中 
去 . 首先 是 法 国 数学 家 、 力 学 家 柯 西 (Cauchy,A.- 
L. ) 系统 地 发 展 了 极限 论 ,德国 数学 家 戴 德 金 
(Dedekind, (J. W. )R. ) 在 实数 论 基 础 上 证 明了 极 
限 论 的 基本 定理 ,德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. 
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CF. P. )) 和 德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass， 
K. (T. W. )) 避 开 了 实 无 限 小 和 实 无 限 大 的 概念 ,发 
fe ST e-0 方法 和 精 化 了 极限 论 , 从 而 避 开 了 贝克 莱 
悖 论 并 给 出 解释 方法 . 当时 普遍 认为 极限 论 作 为 严 
格 的 分 析 基 础 的 建立 ,数学 的 第 一 和 第 二 次 危机 已 
获 解 决 . 但 在 实际 上 ,建立 极限 论 是 以 实数 理论 为 基 
础 的 ,而 要 建立 严格 的 实数 理论 ,又 必须 以 集合 论 为 
基础 , 亦 即 最 终 还 是 归结 到 作为 整个 经 典 数学 理论 
基础 的 集合 论 是 否 相 容 的 问题 . 

19 世纪 ,数学 的 各 个 分 文 都 得 到 了 迅速 的 发 
展 , 焉 竺 建立 一 种 能 以 统 括 各 个 数学 分 支 的 理论 基 
Bl. 这 时 康 托 尔 系统 地 总 结 了 长 期 以 来 数学 的 认识 
与 实践 ,缔造 了 一 门 轨 新 的 数学 学 科 , 即 集合 论 . 由 
于 集合 论 的 思想 方法 渗透 到 各 个 数学 分 支 ,同时 从 

合 论 的 基本 概念 和 思想 规定 出 发 ,能 导出 整个 经 
典 数 学 ,因此 ,大 家 公认 集合 论 可 以 作为 整个 经 典 数 
学 诸 分 支 学 科 的 共同 的 理论 基础 . 但 在 集合 论 中 却 
又 偏偏 出 现 了 性 论 ,特别 是 那个 十 分 基本 而 又 直接 
涉及 逻辑 理论 本 身 的 罗素 悖 论 的 出 现 ,惊动 了 整个 
西方 数学 界 、 逻辑 学 界 和 哲学 界 , 人 们 恰当 地 将 集合 
论 悖 论 的 出 现 所 造成 的 困难 局 面 , 称 之 为 第 三 次 数 
学 危机 ,而 且 在 实质 上 是 第 一 、 第 二 次 数学 危机 的 进 
一 步 深 化 和 发 展 ,因为 涉及 的 范围 更 大 ,涉及 的 问题 
更 深 . 

正 是 在 这 样 的 历史 背景 下 ,“ 数 学 基础 论 ” 这 一 
数学 分 科 在 20 世纪 初 诞 生 了 , 摆 在 从 事 数 学 基础 问 
题 研究 的 数学 家 面前 的 首要 任务 ,就 是 如 何 为 数学 
的 有 效 性 重新 建立 可 靠 的 依据 . 由 于 在 这 一 工作 中 
所 持 的 基本 观点 不 同 ,以 致 在 数学 基础 的 研究 中 形 
成 了 诸如 逻辑 主义 派 、 直 党 主义 派 、 形 式 主义 派 等 不 
同 的 流派 . 男 一 方面 ,在 如 何 避 人 免 那 论 的 研究 中 , 直 
接 导致 了 作为 排除 悖 论 的 重要 方案 之 一 的 近代 公理 

合 论 的 发 展 ,在 近代 公理 集合 论 中 ,能 对 历史 上 已 
经 出 现 之 逻辑 数学 悖 论 一 一 给 出 解释 方法 , 即 保证 
这 些 迟 论 不 在 近代 公理 集合 论 中 出 现 , 同 时 迄今 也 
未 发 现 有 新 的 悖 论 在 系统 内 出 现 ,但 却 未 能 从 理论 
上 证 明 近 代 公 理 集 合 论 在 今后 的 展开 中 永远 不 会 出 
现 矛 盾 . 因而 近代 公理 集合 论 相对 于 康 托 尔 的 古典 

合 论 而 言 ,为 整个 经 典 数学 提供 了 一 个 相对 牢固 
的 理论 基础 . 还 应 指出 ,近代 公理 集合 论 是 立足 于 修 
改 康 托 尔 的 概括 原则 而 去 实现 避免 悖 论 出 现 的 . 

能 否 在 集合 论 公 理 中 保留 概括 原则 而 避免 悖 
iE? 20 世纪 30 年 代 , 波 获 娃 尔 (Bouepap,B. ) 曾 考虑 
MERE RN Mik RRS oe BA ee 
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论 的 出 现 , 但 却 始终 未 能 达到 这 一 目标 . 

20 世纪 60 年 代 , 美 国 控制 论 专家 扎 德 (Zadeh， 
L. A. ) 明 确 提出 要 用 数学 的 手段 和 方法 去 处 理 那些 
为 经 典 数学 所 拒绝 研究 的 模糊 现象 ,并 由 此 创立 了 
模糊 数学 . 这 标志 着 数学 的 发 展 已 进入 数学 研究 对 
象 由 精确 性 到 模糊 性 的 再 扩充 时 代 . 20 世纪 后 期 ， 
模糊 数学 发 展 迅速 ,应 用 范围 极为 广阔 . 但 在 另 一 方 
面 ,模糊 数学 也 同样 面临 着 一 个 如 何 莫 定 其 理论 基 
础 的 问题 .解决 这 一 葛 基 问题 的 方案 有 如 下 三 种 :其 
一 是 将 模糊 数学 直接 或 间接 地 莫 基 于 近代 公理 集合 
论 , 但 这 样 发 展 起 来 的 模糊 数学 只 能 成 为 经 典 数学 
的 分 文 , 而 不 能 在 更 高 的 形式 下 包括 经 典 数 学 ;其 二 
是 为 模糊 数学 建立 它 所 特有 的 公理 集合 论 系统 ;其 
三 是 拓宽 精确 性 经 典 数 学 的 逻辑 基础 和 集合 论 基 
础 ,在 数学 基础 理论 意义 下 解决 模糊 谓词 的 造 集 问 
题 ,以 求 能 为 精确 性 经 典 数学 和 未 来 的 不 确定 性 数 
学 (应 在 内 容 和 方法 上 有 别 于 扎 德 的 模糊 数学 ?提供 
一 个 共同 的 理论 基础 . 

最 后 还 应 特别 提 到 与 数学 基础 论 的 发 展 有 密切 
关系 的 另 一 个 研究 领域 ,这 就 是 作为 数学 与 哲学 之 
间 的 边缘 学 科 的 数学 哲学 . 数学 哲学 与 哲学 密切 相 
天, 但 又 与 数学 发 展 中 的 那些 具有 最 普遍 意义 的 课 
题 有 密切 关系 . 当然 ,对 于 数学 哲学 的 研究 ,无 论 是 
东方 或 西方 , 均 可 追溯 到 古代 ,但 在 很 长 的 历史 阶段 
中 ,数学 哲学 又 只 是 作为 自然 哲学 的 一 部 分 而 未 能 
形成 独立 的 学 科 . 直到 19 世纪 末 和 20 世纪 初 , 由 于 


数学 基础 论 的 诞生 和 发 展 , 由 于 迫切 需要 深入 研究 


数学 领域 中 的 那些 带 有 极端 普遍 和 根本 性 的 问题 ， 
才 促 使 数学 哲学 的 研究 日 趋 专门 化 ,而 最 终 形成 独 
立 的 学 科 . 特别 是 现代 数学 的 莲 勃 发 展 ,又 提出 了 一 
系列 深刻 的 数学 哲学 问题 ,致使 数学 哲学 这 一 学 科 
进一步 趋向 全 面 繁荣 的 阶段 . 所 以 ,数学 哲学 既是 一 
个 古老 的 研究 领域 ,又 是 一 门 年 轻 的 新 兴学 科 . 这 一 
学 科 的 研究 价值 和 在 数学 发 展 中 的 作用 日 益 明显 ， 
特别 是 关于 数学 认识 论 .数学 方法 论 , 以 及 数学 发 展 
规律 的 研究 ,有 许多 深刻 的 课题 有 待 于 人 们 去 深入 
探索 . 数学 哲学 的 研究 包括 数学 本 体 论 .数学 认识 
论 .数学 方法 论 .数学 发 展 的 外 在 因素 .数学 发 展 规 
律 以 及 数学 哲学 家 的 不 同 流派 和 观点 等 方面 . 数学 
哲学 的 研究 将 对 数学 工作 者 的 世界 观 、 思 想 方 法 . 研 
究 兴 趣 和 研究 力量 的 分 布 ,甚至 数学 研究 的 基本 趋 
势 ,都 会 产生 重大 影响 . 


几何 基础 


几何 基础 (foundation of geometry) ”数学 基础 

的 一 个 分 文学 科 . 是 给 出 几何 学 的 根据 以 及 研究 按 

严格 的 逻辑 演绎 体系 来 陈述 几何 学 内 容 的 学 科 . 古 
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希腊 哲学 家 、 科 学 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 总 结 了 
古代 积累 起 来 的 逻辑 知识 ,并 以 数学 及 其 他 演绎 科 
学 为 实例 ,把 完全 三 段 论 作 为 无 条 件 承认 的 前 提 或 
公理 ,并 由 此 推出 其 他 三 段 论 , 因 而 成 为 历史 上 第 一 
个 正式 给 出 公理 系统 的 学 者 . 欧 几 里 得 (Euclid) 将 
逻辑 的 公理 演绎 方法 应 用 于 几何 学 ,完成 了 《几何 原 
本 》 的 著述 . 这 本 书 不 仅 在 内 容 上 集 前 人 之 大 成 ,而 


出 了 几何 根据 的 问题 ,因而 不 仪 由 此 漂 没 了 过 去 的 
其 他 几何 著作 ,而 且 也 由 此 使 得 他 的 事业 受到 人 们 
的 崇高 评价 . 

《几何 原本 》 几 乎 是 两 千 多 年 间 一 直 被 公认 为 
用 严格 的 逻辑 结构 来 建立 学 科 体系 的 典范 . 但 其 不 
足 之 处 ,也 早 为 古代 学 者 所 觉察 .例如 ,有 些 定 义 是 
多 余 的 ,而 有 些 定义 的 写法 却 运 用 了 一 些 本 身 就 应 
该 定义 的 概念 ,特别 地 ,在 一 些 定理 的 证 明 中 还 依靠 
那些 未 经 列 人 公设 和 公理 中 的 直观 图 形 . 正如 后 来 
3. ps] AY JR IP 3H ^E A (Russell, B. A. W. ) 所 指出 
的 那样 :“ 他 的 定义 并 不 总 是 下 了 定义 的 ,他 的 公理 
并 不 总 是 不 可 证 明 的 ,他 的 证 明 需 要 许多 他 还 没有 
完全 意识 到 的 公理 . ”因而 ,古代 学 者 就 已 开始 着 手 
改善 《几何 原本 ) 中 所 陈述 的 那个 欧 氏 几何 公理 系 
St. 古 希 腊 数 学 家 力学 家 阿 基 米 德 (Archimedes ) 
就 曾 为 了 严格 陈述 关于 长 度 .面积 和 体积 的 测量 理 
论 而 扩充 过 欧 几 里 得 的 公设 表 . 人 所 共 知 的 阿 基 米 
德 公 设 便 是 其 中 一 例 . 因而 可 以 说 ,自从 阿 禁 米 德 以 
后 ,人 们 就 一 直 在 努力 完善 4 几何 原本 》 的 陈述 . 但 要 
想 完 全 免除 种 种 不 足 之 处 , 决 非 轻而易举 之 事 . 直到 
19 世纪 末期 ,人 们 才 第 一 次 给 出 了 一 个 完备 的 公理 
系统 . 从 这 个 公理 系统 出 发 ,能 够 不 依靠 任何 空间 观 
念 的 直观 而 推出 欧 氏 几何 的 所 有 定理 . 这 一 公理 系 
统 的 构造 成 功 应 归功 于 德国 数学 家 希 尔 伯 特 
(Hilbert, D. ). 他 的 这 个 欧 几 里 得 几何 公理 系统 于 
1899 年 首次 发 表 , 并 由 此 而 激 起 了 人 们 对 欧 几 里 得 
几何 基础 的 广泛 关注 . 他 的 《几何 基础 ) 不 仅 解 决 了 
如 何 用 公理 化 方法 研究 几何 学 的 基础 问题 ,还 把 公 
理化 方法 推 向 了 完善 化 阶段 ,以 致使 该 书 成 为 近代 
公理 化 思想 方法 的 代表 作 . 而 公理 化 方法 又 有 力 地 
推动 着 数学 基础 的 研究 与 探索 . 

关于 欧 几 里 得 几何 基础 问题 的 另 一 个 重要 研究 
内 容 是 关于 第 五 公设 问题 的 探讨 ,并 由 此 导致 了 非 
网 几何 的 诞生 ,从 而 使 得 几何 基础 的 研究 突破 了 欧 
几 里 得 几何 基础 的 研究 框架 ,并 获得 了 魏 新 的 内 容 
和 发 展 . 例如,《 几 何 原 本 ) 中 的 第 五 公设 指 :“ 知 两 直 
线 与 第 三 条 直线 相交 ,其 一 侧 的 两 个 内 角 之 和 小 于 
两 直角 时 , 则 把 这 两 条 直线 向 着 该 侧 充 分 地 延长 后 
一 定 相 交 . ”由 于 无 论 在 内 容 上 或 文字 叙述 上 ,第 五 
公设 显得 比 任何 其 他 公设 .公理 都 复杂 和 累 歼 ,又 不 


如 其 他 公设 .公理 那样 自明 ,因而 古代 学 者 就 怀疑 第 
五 公设 是 多 余 的 ,以 及 它 能 不 能 从 其 他 公设 和 公理 
中 被 推演 出 来 ?这 就 是 所 谓 第 五 公设 问题 .更 有 甚 者 
认为 ,第 五 公设 被 列 为 公设 万 是 4 几何 原本 》 中 的 那 
些 逻 辑 缺 点 中 的 一 个 重要 “缺点 ”, 因 而 几乎 在 欧 几 
里 得 以 后 的 两 千 多 年 时 间 里 ,难以 发 现 一 个 没有 试 
证 过 第 五 公设 的 大 数学 家 ,但 是 对 第 五 公设 的 所 有 
试 证 都 失败 了 . 在 所 有 这 些 失 败 的 “证 明 ” 中 ,惟一 引 
出 的 正面 结果 是 一 串 与 第 五 公设 等 价 的 命题 的 发 
现 , 普 莱 费 尔 公 理 便 是 其 中 之 一 . 

19 世纪 的 俄国 年 轻 数 学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 
CJIo6auenckun, H. H. ) 产 生 了 与 前 人 完全 不 同 的 信 
念 :他 认为 第 五 公设 不 能 从 其 余 的 几何 公理 中 推演 
出 来 , 欧 氏 几何 不 是 惟一 的 真实 . 于 是 罗 巴 切 夫 斯 基 
在 欧 氏 几何 公理 系统 中 剔除 第 五 公设 , 却 同时 加 进 
一 个 相反 于 第 五 公设 的 公理 :“ 过 平面 上 一 已 知 直线 
外 的 一 点 ,至 少 可 以 引 两 条 直线 与 该 已 知 直线 不 相 
交 . ”人 们 称 之 为 “罗氏 公设 ”. 因此 构造 出 一 个 新 的 
几何 系统 , 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 系统 . 但 在 这 种 新 
几何 的 公理 系统 中 却 包含 着 一 条 为 常识 所 不 容 的 罗 
氏 公 设 , 从 而 大 大 刺激 了 人 们 对 公理 系统 无 矛盾 性 
证 明 的 兴趣 . 直到 19 世纪 末 叶 ,法 国 数学 家 庞 加 莱 
(Poincaré, (J. -2H. ) 率 先 在 欧 氏 几何 系统 中 构造 了 
一 个 罗氏 几何 模型 ,就 是 在 欧 氏 几何 系统 中 选取 三 
类 几何 对 象 ,分 别称 为 罗氏 平面 .罗氏 直线 、 罗氏 点 ， 
亦 即 分 别 作 为 罗氏 几何 元 素 " 平 面 、 直线 、 点 ”的 解 
释 , 然 后 再 去 验证 所 选 的 这 些 几 何 对 象 之 间 的 关系 
能 以 满足 罗氏 几何 系统 的 每 一 条 公理 的 要 求 . 这 样 
一 来 ,如 果 罗 氏 几 何 系统 中 能 出 现 正 ` 反 两 个 命题 的 
话 , 那 么 只 要 按照 罗氏 几何 元 素 与 所 选 几 何 对 象 之 
间 的 对 应 关系 进行 翻译 ,立即 成 为 欧 氏 几何 系统 中 
所 相应 的 正 、 反 两 个 命题 .但 这 就 与 原 设 欧 氏 几何 系 
统 相 容 之 事 了 矛盾 了 . 因而 庞 加 莱 模 型 构造 的 成 功 , 表 
明 只 要 假定 欧 氏 几何 系统 相 容 , 则 罗氏 几何 系统 就 
一 定 是 无 矛盾 的 . 然而 人 们 不 禁 又 要 问 , 欧 氏 几 何 系 
统 会 不 会 出 现 矛 盾 ? 对 此 人 们 受到 法 国 数学 家 笛 卡 
JL (Descartes, R. ) 所 创建 之 解析 几何 的 启发 ,终于 
在 实数 系统 中 构造 了 一 个 欧 氏 几何 系统 的 模型 . 这 
样 , 只 要 假定 实数 系统 是 无 矛盾 的 , 则 欧 氏 几何 与 罗 
氏 几 何 都 是 相 容 的 .并 由 此 可 以 进一步 得 出 结论 :第 
五 公设 是 不 可 能 从 其 他 公设 .公理 中 作为 定理 而 被 
证 明 ,否则 罗氏 几何 系统 中 将 有 第 五 公设 与 罗氏 公 
设 并 存 而 成 为 矛盾 系统 了 . 因而 相对 于 实数 系统 为 
相 容 系统 而 言 , 第 五 公设 问题 已 获得 了 明确 的 答案 . 
但 实数 系统 究竟 相 容 与 否 , 最 终 又 要 归结 到 作为 整 
个 经 典 数 学 之 理论 基础 的 集合 论 的 相 容 性 问题 . 还 
应 指出 ,当时 年 仅 21 岁 的 匈牙利 数学 家 波 尔 约 
(Bolyai,]) 和 德国 数学 家 高 斯 (Gauss,G.F. ) 也 不 约 


而 同 地 发 现 了 新 几何 的 存在 . 

公设 (postulate) ”几何 学 的 基本 概念 之 一 . 指 
《几何 原本 沪 参 见 第 一 卷 4 平 面 几何 ) 同 名 条 ) 中 的 一 
组 公理 .《 几 何 原本 ;第 1 着 开端 有 23 个 定义 ,在 这 
些 定义 以 后 引进 公设 和 公理 ,诸如 : 

公设 :从 一 点 到 男 一 点 必 可 引 直 线 …… 

公理 :等 于 同一 个 量 的 两 个 量 必 相 等 . 

在 历史 上 ,人 们 曾 提 出 区 分 公设 与 公理 的 原则 ， 
例如 一 种 原则 认为 :公理 是 算术 与 几何 所 公用 的 , 公 
设 则 仅 为 几何 学 所 用 . 又 有 一 种 原则 认为 :公理 本 身 
是 十 分 自明 的 ,公设 却 没有 公理 那样 自明 ,但 也 是 不 
加 证 明 就 承认 的 . 现代 公理 论 者 则 已 概 用 公理 一 词 
取代 公设 而 不 加 区 分 .实际 上 ,在 《几何 原本 》 中 并 没 
有 说 明 公 设 与 公理 如 何 区 分 ,而 且 有 些 公理 的 归属 
也 不 明确 . 例如 ,有 些 版 本 就 将 第 五 公设 (参见 “第 五 
公设 问题 ”) 列 人 公理 之 中 , 故 第 五 公设 也 有 第 11 公 
理 之 称 , 还 有 将 第 五 公设 列 为 第 13 公理 的 版 本 . 

《几何 原本 中 的 定义 、 公 设 、 公 理 ,都 是 严格 地 
论证 每 一 定理 所 必 不 可 少 的 根据 . 欧 几 里 得 
(Euclid) 是 第 一 个 提出 几何 根据 问题 的 人 ,由 此 他 
的 事业 受到 人 们 的 崇高 评价 . 

第 五 公设 问题 (the problem of fifth postulate) 
由 关于 欧 氏 几何 中 第 五 公设 的 争议 而 形成 的 一 个 问 
RL. 1883 年 到 1889 年 《几何 原本 》 的 版 本 是 经 过 科 
学 地 整理 而 翻印 的 ,从 而 被 公认 为 标准 版 本 . 此 版 本 
的 第 一 卷 开端 有 23 个 定义 ,然后 引进 公设 和 公理 . 
其 中 第 五 公设 的 内 容 是 : 若 两 直线 与 第 三 条 直线 相 
交 , 其 一 侧 的 两 个 内 角 之 和 小 于 两 直角 时 , 则 把 这 两 
条 直线 向 着 该 侧 充 分 地 延长 后 一 定 相 交 . 第 五 公设 
的 陈述 和 内 容 与 其 他 公设 或 公理 相 比 较 , 显 得 复杂 
和 累 歼 ,显然 没有 其 他 公设 .公理 那样 自明 . 所 以 古 
代 学 者 们 早 就 怀疑 ,第 五 公设 能 否 从 其 他 公设 、 公 理 
中 推导 出 来 ? 这 就 是 所 谓 第 五 公设 问题 . 

古代 学 者 还 进一步 认为 , 欧 几 里 得 (Euclid) 之 
所 以 把 第 五 公设 当做 公设 , 乃 是 因为 他 未 能 给 出 这 
一 命题 的 证 明 , 从 而 也 将 这 一 点 视 为 《几何 原本 》 体 
系 中 的 一 个 重要 缺点 .继而 学 者 们 付出 了 巨大 的 精 
力 去 证 明 第 五 公设 . 几乎 可 以 说 在 欧 几 里 得 以 后 的 
两 千 多 年 时 间 里 ,难以 发 现 一 个 没有 试 证 过 第 五 公 
设 的 数学 家 .但 是 ,所 有 试 证 第 五 公设 的 努力 都 失败 
了 ,在 所 有 这 些 失 败 的 证 明 中 ,或 是 最 终 发 现 某 些 证 
明 步 又 有 误 , 或 是 发 现在 证 明 过 程 中 暗自 使 用 了 与 
第 五 公设 等 价 的 命题 . 例如 ,“ 三 角形 三 内 角 之 和 等 
于 7” 就 是 人 们 最 熟知 的 与 第 五 公设 等 价 的 命题 之 
一 .但 是 ,在 假定 实数 系统 RAY Bi de PAD RI 
以 明确 回答 这 个 问题 . B JL SEE TURIS CR LB BJ 
构造 成 功 表明 了 ,在 实数 系统 R 无 予 盾 的 前 提 下 ， 
欧 几 里 得 与 罗 巴 切 夫 斯 其 几何 公理 系统 都 是 无 了 矛盾 
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数 O 基 A 


的 (参见 “ 庞 加 莱 模 型 "“ 管 卡 儿 模型 ”). 因此 ,可 以 
源 言 欧 氏 平行 公理 不 可 能 在 绝对 几何 公理 系统 中 被 
推演 出 来 . 否则 ,车 设 欧 氏 平 行 公 理 是 绝对 几何 系统 
中 的 一 个 命题 的 话 ,那么 欧 氏 平行 公理 与 罗氏 公设 
这 样 两 个 互相 矛盾 的 论断 就 要 在 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 
公理 系统 中 并 存 , 从 而 罗氏 几何 公理 系统 就 成 为 一 
个 不 相 容 的 系统 . 同 理 可 知 , 由 欧 几 里 得 几何 公理 系 
统 的 相 容 性 可 以 证 明 罗 氏 公 设 也 不 是 绝对 几何 公理 
系统 中 的 命题 . 

fe He CR DB (Playfair axiom) 一 条 等 价 于 
第 五 公设 的 著名 公理 . 类 国 数学 家 、 物 理学 家 普 莱 费 
尔 (Playfair ,J. ) 在 他 所 校订 的 《几何 原本 》(1795 年 
在 爱丁堡 出 版 ) 中 采用 了 一 条 很 好 的 等 价 于 第 五 公 
设 的 公理 :“ 过 平面 上 已 知 直线 外 的 一 点 ,至 多 只 能 
作 一 直线 与 该 已 知 直线 平行 . ”这 一 公理 的 陈述 比 第 
五 公设 陈述 简明 多 了 ,从 而 受到 欢迎 ,直到 被 采用 在 
现今 的 教科 书 中 ,并 被 称 为 普 莱 费 尔 公 理 . 但 应 指 
出 ,该 公理 实际 上 并 不 是 普 莱 费 尔 最 先 给 出 的 ,人 们 
可 在 古 希 腊 哲 学 家 .数学 家 普罗 克 洛 斯 (Proclus ) 的 
著作 《 欧 几 里 得 第 一 卷 注 释 ? 中 找到 这 一 公理 的 陈 
ih. 

萨 凯 里 四 和 角形 (Saccheri quadrangle) 历史 上 
用 以 研究 第 五 公设 问题 的 四 边 形 . 意大利 数学 家 萨 
Bi Æ (Saccheri, G. ) 对 平行 公理 问题 作 了 有 价值 的 
工作 . 如 图 所 示 , 萨 凯 里 假 
定 在 四 角形 AABB H, CoB 
AA'— BB',H. 3e Zi ABW 
的 两 个 内 角 都 是 直角 , 即 
ZA Z BA2/2, AVE 
四 角形 为 萨 凯 里 四 角形 . 易 A O B 
RZ A = ZB ,并 称 之 为 陕 
NEM. WH S. XIF S, RA Sf 这 zx/2, 要 人 么 SZ 
=7/2, RA SZ «n/2. 并 且 不 难 证 明 : 


当 且 仅 当 第 五 公设 成 立 ， 

萨 凯 里 曾 想 不 以 第 五 公设 为 基础 而 否定 Sf 过 
x/2,， 从 而 完成 第 五 公设 的 证 明 . 但 实际 上 这 是 不 可 
能 的 .在 这 里 仍然 只 是 引出 了 一 个 第 五 公设 的 等 价 
命题 Sz = 1/2. 

BE EI Æ ff (Saccheri angle) 
形 ” 

朗 伯 四 角形 (Lambert quadrangle) 历史 上 用 
以 研究 第 五 公设 问题 的 四 边 形 . 德国 数学 家 朗 伯 
(Lambert ,J. H. ) 在 1766 年 发 表 的 《平行 线 》 中 ,有 
类 似 于 意大利 数学 家 萨 凯 里 (Saccheri,G. ) 的 研究 . 
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见 “ 萨 饥 里 四 角 


RM ive AB ABCD 出 发 c D 
(如 图 ) ,在 这 个 四 角形 中 ,有 三 个 
内 角 被 假定 为 直角 , 即 


ZA-ZB- ZC-5. 


人 们 把 这 个 四 角形 称 为 朗 伯 四 角 

É ,而 把 那个 没有 假定 为 直角 的 内 角 称 为 朗 们 角 ,并 
iJ L£.BBZD-—LZ.XD LÉS9BHRÍDUN 

z 元 z 
LiT. Li—v. Licey | 

三 种 情形 . m Li =r SR TRACK HAAR 
Lf 之 x/2, 则 立即 导致 予 盾 . 从而, 明 人 也 只 要 不 以 
第 五 公设 为 基础 而 能 否定 Lo 二 /2, 就 能 完成 第 五 
公设 的 证 明 . 这 样 , 朗 伯 从 假定 Lf 二 /2 出 发 ,希望 
在 不 以 第 五 公设 为 基础 的 前 提 下 导致 耶 盾 ,从 而 达 
到 否定 LL 过 x/2 之 目的 . 然而 在 这 个 前 提 下 ,不论 
如 何 深 入 地 进行 推导 和 演绎 ,始终 未 能 引出 两 个 在 
逻辑 上 互相 排斥 的 命题 . | 

应 当 指 出 ,在 当时 , 朗 们 的 几何 观点 是 最 先进 
的 ,工作 也 推进 得 最 远 , 他 不 仅 从 来 没有 声称 过 自己 
已 经 证 明了 第 五 公设 , 而且“ 他 认识 到 ,任何 一 组 假 
设 如 果 不 导 致 了 矛盾 的 话 , 一 定 能 提供 一 种 可 能 的 几 
何 , 这 种 几何 是 一 种 真 的 逻辑 结构 ,虽然 它 或 许 对 真 
实 的 图 形 作用 很 少 ,后 者 或 可 提示 一 种 特别 的 几何 ， 
但 不 能 限制 逻辑 上 可 能 发 展 千差万别 的 几何 , "在 这 
里 ,Lf 二 x/2 也 仅仅 是 第 五 公设 的 一 个 等 价 命题 ， 

朗 伯 角 (Lambert angle) 见 “ 朗 伯 四 角形 ”. 

勒 让 德 锐角 命题 (Legendre acute angle pro- 
position) 历史 上 研究 第 五 公设 问题 形成 的 一 个 命 
题 . HE ER AE Ae S LETS (Legendre, A.-M. )Æ 1794 
年 出 版 的 4 几何 原理 》 一 书 , 曾 被 世界 各 国 采用 为 初 
等 几何 教科 书 . 他 在 该 书 的 初版 和 许多 再 版 本 中 都 
试图 证 明 第 五 公设 ,最 后 归结 为 只 要 能 不 以 第 五 公 
设 为 基础 而 获 证 "至少 存 在 一 个 三 角形 ,其 内 角 和 为 
180"”, 那 么 证 明 第 五 公设 的 难题 便 可 解决 . 从 而 人 
们 就 致力 于 证 明 存 在 一 个 三 角形 ,其 内 角 和 为 
180°, 当然 还 要 不 以 第 五 公设 为 基础 . 然而 种 种 努力 
依然 未 能 成 功 . 经 过 仔细 分 析 , 在 这 种 失败 的 “证 明 ” 
中 ,依然 是 凭借 于 图 形 的 直观 而 默认 了 一 个 假定 : 


A 


“至 少 存在 一 个 锐角 ,从 它 的 某 一 边 上 的 任意 点 作 垂 


线 , 必 与 男 一 边 有 交点 . ”实际 上 ,这 一 被 默认 的 假定 
仍然 是 第 五 公设 的 一 个 等 价 命 题 , 其 后 被 称 为 “锐角 
命题 ”. 

希 尔 伯 特 几 何 系 统 公 理 (Hilbert geometric ax- 
ioms table) 一 种 重要 的 几何 公理 系统 . 指 德 国 数 
学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert , D. ) 提 出 的 欧 几 里 得 几何 的 
公理 系统 . 它 包 括 三 个 基本 元 素 、 三 个 基本 关系 和 五 
组 ( 共 20 条 ) 公 理 , 其 基本 结构 如 下 表 所 示 : 


希 尔 伯 特 - 欧 几 里 得 几何 系统 公理 表 
基本 元 素 ( 点 .直线 .平面 ) 


本 他 | 结合 关系 
吉本 关系 | 顺序 类 
合同 关系 

结合 公理 (I 1 一 1 。) 

顺序 公理 ( Lib 

公理 4 合同 公理 (下 一下:) 


连续 公理 CR 1 一 N ,) 
平行 公理 (V1) 

结合 公理 (axioms of association) ”基本 的 几 
何 公理 之 一 . 指 希 尔 伯 特 - 欧 几 里 得 几何 系统 公理 表 
中 的 第 一 组 公理 . CAS 8 条 结合 公理 : 

lL, 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 4 和 B, 至 少 有 一 
直线 a Æ AM B. 

1 >. 对 于 任意 两 个 不 同 的 点 4 和 B, 至 多 有 一 
直线 a j£ A M B. 

1 ;. 任 一 直线 上 至 少 存在 着 两 个 点 ,又 至 少 存 
在 着 不 在 同一 条 直线 上 的 三 个 点 . 

1, 任 给 不 在 同一 条 直线 上 的 三 个 点 A,B,C， 
至 少 存在 一 个 平面 通过 A,B,C. 又 任 一 平面 上 至 少 
有 一 个 点 . 

1 ;. 任 给 不 在 同一 条 直线 上 的 三 个 点 4,B,C， 
至 多 存在 一 个 平面 通过 A,B,C. 

1, 如 果 一 条 直线 上 的 两 个 点 落 在 同一 个 平面 
上 , 则 该 直线 上 的 任何 一 点 都 落 在 该 平面 上 . 

1, 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 , 则 它们 至 少 
还 有 男 一 个 公共 点 . 

lL. 至 少 存 在 着 四 个 点 ,它们 不 在 同一 个 平面 
s 

应 当 指 出 ,在 上 述 8 条 结合 公理 中 , 仅 有 少数 几 
条 出 现在 《几何 原本 》 中 ,大 部 分 是 德国 数学 家 布尔 
(E Be (Hilbert, D. ) 补 人 的 . 因为 欧 几 里 得 (Euclid) 和 
历史 上 不 少 几何 学 家 在 自己 的 论证 中 持 有 空间 直觉 

念 ,例如 ,他 们 总 是 直觉 地 认为 直线 上 必 有 无 穷 多 

个 点 ,而 且 既 不 将 此 列 为 公理 ,又 在 论证 中 无 条 件 地 
承认 并 使 用 它 . 在 这 个 系统 里 , 它 可 作为 一 条 定理 证 
明之 ,由 于 公理 应 尽 可 能 少 , 故 也 不 必 将 此 列 为 公 
PR. 

顺序 公理 (axioms of order) ”基本 的 几何 公理 
之 一 . 指 希 尔 伯 特 - 欧 几 里 得 几何 系统 公理 表 中 的 第 
二 组 公理 . 它 包含 4 条 顺序 公理 : 


L.X; A,B,C 是 直线 a 的 三 个 不 同 的 点 ,并 且 


B 在 4 与 C 之 间 , 则 8 也 在 C 与 4 之 间 . 

I: 任 给 两 点 4 和 C, 则 过 4 和 C 的 直线 上 至 
少 还 存在 着 一 点 Bf 6$ C E A $0 B 之 间 . 

1 ,. 直线 上 任意 三 点 ,至 多 只 有 一 点 在 其 余 两 
FAIA]. 


JL 何 基 础 


Ly. 德国 数学 家 帕 施 (Pasch) 公 理 : 任 给 不 在 同 
一 条 直线 上 的 三 个 点 4,B,C, 又 直线 a BEX A, 
B,C 的 平面 a 上 ,并且 a 不 通过 A,B,C 中 任 一 点 ， 
则 当 a 通过 线段 AB 内 部 的 点 时 , 则 o 或 者 还 通过 
线段 AC 内 部 的 点 ,或 者 还 通过 线段 BC ARH A. 

合同 公理 (axioms of congruence) 基本 的 几 
何 公理 之 一 . 指 希 尔 伯 特 - 欧 几 里 得 几何 系统 公理 表 
中 的 第 三 组 公理 . 它 包 含 5 条 合同 公理 : 

ITi. 设 4, 刀 为 直线 a 上 的 两 个 点 ,又 4 是 直线 
d (也 人 允许 a 与 < 为 同一 条 直线 ) 上 的 点 , 则 在 a! 上 
点 4 的 某 一 侧 , 有 且 仅 有 一 点 B ,使 得 线段 ABS 
线段 4'B' 合 同 ( 或 说 AB 等 于 4'B'), 记 为 AB= 
A'B'. 对 于 每 个 线段 AB 都 有 合同 关系 ABBA. 

I 如 果 线 段 A' B' 和 A”B” 均 合同 于 线段 AB, 
则 4'B' 合 同 于 AB”. 

I; 如 果 AB 和 BC 是 直线 a 上 的 两 个 线段 , 且 
无 公共 的 内 部 的 点 ,又 4'B 和 BC" 为 同一 条 或 另 一 
条 直线 a 上 的 两 个 线段 ,它们 也 没有 公共 的 内 部 的 
A. 如 果 此 时 AB=A'B' A BC=B'C' WA AC= 
AC’. 

”开设 (4,8) 在 平面 x 上 ,又 在 同一 个 或 男 一 
个 平面 a 上 给 定 一 直线 a' 及 其 确定 的 一 侧 ,h' 是 由 
a' 上 一 点 O' 出 发 沿 着 a' 的 半 直 线 , 那 么 在 a 上 由 
Of"' 出 发 有 且 仅 有 一 射线 忆 ,使 一 (PR) 合 同 于 一 (AP ， 
&') ,同时 了 (4',k') 内 部 的 点 都 在 4a 原先 确定 的 一 
fm. MR AA ED BI ZO RO WB ZO k) 
=Z (h,k). X ZO, k)=Z(h,k), ZA, Rm 
LG A). 

I; 设 A.B,C 为 不 共 线 的 三 个 点 ,而 A,B, 
C' 亦 不 在 一 条 直线 上 . 如 果 4B 寺 A'B’',AC 三 A'C'， 
并 且 人 人 BAC 圭 人 人 B'A'C', 则 如 图 所 示 , 必 用 ABC 
三 人 人 A'B'C', 并 且 人 ACB 二 人 A'C'B'. 
C C' 


A B A’ B' 

连续 公理 (axioms of continuity) ”基本 的 几何 
公理 之 一 指 希 尔 伯 特 - 欧 几 里 得 几何 系统 公理 表 中 
的 第 四 组 公理 . 它 包 含 2 条 连续 公理 : 


C D 


Q A A Ao As An~ 1 B An 


N 1.《 阿 基 米 德 公理 ) 设 AB 和 CD 是 任意 两 条 
线段 , 则 在 直线 AB 上 存在 着 有 限 多 个 点 A,A, 
sy 4 使 得 A, 在 A 和 4, 之 间 ,As 在 Al 和 4, 之 
间 等 ,并 且 线 段 44 ,4 4，… 4， 1A, 都 合同 于 线 
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数 学 基 d 


Bt CD, 而 召 在 4 和 4 之 间 , 如 上 图 所 示 . 

N :.《〈 康 托 尔 公 理 ) 设 在 任意 直线 a 上 给 了 线 
段 的 无 穷 序 列 AB , 45B ,其 中 每 个 后 面 的 都 在 
前 面 一 个 的 内 部 ;又 设 不 存在 这 样 的 线段 , 它 能 在 所 
有 这 些 线段 的 内 部 .那么 在 直线 a 上 ,有 且 仅 有 一 个 
点 Z, 它 落 在 上 所 有 这 些 线段 4B4:B… 的 内 部 . 
如 下 图 所 示 . 


a 


A A As T B; B: By 


应 当 指出 ,在 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert， 
D. ) 的 经 典 叙述 中 ,连续 公理 是 由 上 述 阿 基 米 德 公 
理 和 另 一 条 称 为 完备 公理 的 两 条 公理 组 成 的 ,而 没 
有 上 述 康 托 尔 公理 . 这 里 已 对 希 尔 伯 特 的 经 典 叙述 
做 了 改动 , 亦 即 把 完备 公理 改 成 为 上 述 康 托 尔 公理 . 
当然 ,可 以 严格 证 明 经 过 改动 后 的 公理 系统 与 原来 
的 公理 系统 是 等 价 的 . 所 以 从 本 质 上 说 ,并 没有 作 什 
么 改动 . 

为 便于 叙述 完备 公理 , 现 将 经 过 改动 后 的 希 尔 
伯 特 - 欧 几 里 得 几何 公理 系统 记 为 EH, MHE EH 
中 去 掉 上 述 康 托 尔 公理 后 所 构成 的 几何 公理 系统 记 
为 EH-. 那 么 可 将 希 尔 伯 特 经 典 叙 述 中 的 完备 公 
理 陈 述 如 下 : | 

对 于 由 被 称 为 点 、 直 线 .平面 等 几何 元 素 组 成 的 
系统 了 而 言 ,在 保有 EH 的 所 有 公理 的 情况 下 ,不 
再 允许 有 任何 新 的 扩充 . 即 不 可 能 再 在 了 中 引入 


新 的 点 、 直 线 、 平 面 等 几何 元 素 而 构成 一 个 扩张 了 的 


系统 FFA 上 上 保持 EH 的 所 有 公理 . 

平行 公理 (axiom of parallels) 基本 的 几何 公 
理 之 一 . 指 希 尔 伯 特 - 欧 几 里 得 几何 系统 公理 表 中 的 
第 五 组 公理 . 其 中 只 含 1 条 平行 公理 

V,. 过 平面 上 任 一 已 知 直 线 外 的 任 一 点 ,至 多 
只 能 引 一 条 直线 与 该 已 知 直线 平行 . 

注意 在 欧 几 里 得 几何 意义 下 ,同一 平面 上 没有 
公共 点 的 两 条 直线 称 为 平行 的 . 这 里 对 上 述 平 行 公 
理 所 采 用 的 叙述 方式 称 为 普 菜 费 尔 公 理 , 也 是 4 几何 
原本 ) 中 之 第 五 公设 的 等 价 命 题 之 一 (参见 “ 普 莱 费 
A RT 

£& XT JL fa] Zs 38 R Zt (absolute geometric axiom 
system) 一 种 重要 的 几何 公理 系统 . 指 在 希 尔 伯 
特 - 欧 几 里 得 几何 系统 公理 表 中 去 掉 平行 公理 后 ,所 
构成 的 几何 公理 系统 .因此 ,绝对 几何 公理 系统 是 由 
三 个 基本 元 素 ( 上 点. 直线、 平面 )、 三 个 基本 关系 ( 结 
合 、 顺 序 、 合 同 ) 和 四 组 公理 ( 共 19 条 ) 构 成 . 这 四 组 
公理 包括 :第 一 组 8 条 结合 公理 (参见 “结合 公理 ”)， 
第 二 组 4 条 顺序 公理 (参见 “顺序 公理 ”), 第 三 组 5 
条 合同 公理 (参见 “合同 公理 ”), 第 四 组 2 条 连续 公 
理 ( 参 见 “ 连 续 公 理 ”). 
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Z By X8 diüobatchevsky's postulate) 
简称 罗氏 公设 .罗氏 几何 术语 . 指 罗 巴 切 夫 斯 基 平行 
公理 . 即 过 平面 上 任 一 已 知 直线 外 的 任 一 点 ,至 少 能 
引 两 条 直线 与 该 已 知 直线 不 相交 . 可知 , 罗 巴 切 夫 斯 
基 平 行 公 理 ( 记 为 Y) 正 好 与 欧 几 里 得 平行 公理 ( 记 
为 V D FARR. 

S BM X8 SILA 38 X(Lobatchevskian ge- 
ometric axioms table) 用 罗氏 公设 取代 欧 几 里 得 
几何 系统 中 的 第 五 公设 所 形成 的 几何 系统 的 公理 
X. 俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 (JJo6aueBckr, H. H. ) 
在 欧 几 里 得 几何 系统 中 把 第 五 公设 予以 剔除 ,同时 
又 引进 一 个 与 第 五 公设 正好 相反 的 公理 ,人 们 称 之 
为 “罗氏 公设 ”, 它 的 表述 为 “过 平面 上 一 已 知 直线 外 
的 一 点 ,至 少 可 以 引 两 条 直线 与 该 已 知 直线 不 相 
Ac. ”因此 , 罗 巴 切 夫 斯 基 就 构造 了 一 个 新 的 几何 系 
统 , 它 与 欧 几 里 得 几何 系统 相 并 列 . 这 两 个 几何 系统 
的 相 异 之 处 仅 在 于 一 个 承认 第 五 公设 而 不 承认 罗氏 
公设 , 另 一 个 则 承认 罗氏 公设 而 不 承认 第 五 公设 . 除 
此 而 外 的 其 余 公 设 、 公 理 . 定 义 及 基本 概念 均 相 同 . 
人 们 把 这 两 个 几何 系统 中 的 相同 的 部 分 ( 即 一 切 相 
同 的 公设 .公理 .定义 及 基本 概念 ) 所 构成 的 几何 系 
统称 为 绝对 几何 . 故 欧 氏 几何 由 绝对 几何 外 加 第 五 
公设 构成 ,而 罗氏 几何 由 绝对 几何 外 加 罗氏 公设 构 
成 .因此 ,罗氏 几何 之 基本 结构 可 列表 如 下 : 


基本 元 素 ( 点 .直线 .平面 ) 
结合 关系 
WER 


sraa] 
合同 关系 


口 
了 
同 公 天 (I,— 0;) 


数学 系统 的 公理 化 方法 (the axiomatization 
method of mathematics system) 一 种 表述 、 总结 
和 创建 科学 理论 的 重要 方法 . 指使 某 个 数学 分 支 成 
为 演绎 系统 的 一 种 方法 . 是 人 们 选取 少数 不 加 定义 
的 原始 概念 (基本 概念 ) 和 无 条 件 承 认 的 相互 制约 的 
规定 (公理 ) 作 为 出 发 点 ,再 以 严格 的 逻辑 推演 ,使 某 
一 数学 分 支 成 为 演绎 系统 的 方法 . 

公理 化 方法 的 历史 发 展 ,大 致 可 以 划分 为 公理 
化 方法 的 产生 、 完 善 和 形式 化 三 个 阶段 . 其 中 第 一 阶 
段 指 由 古 希 腊 哲 学 家 .科学 家 亚 里 士 多 人 德 
(Aristotle) HY X = Brie Bl IL E4 (Euclid) JL fa] 
原本 ;的 问世 . 亚 里 士 多 德 是 历史 上 第 一 个 正式 给 出 
公理 系统 的 学 者 ,他 总 结 了 古代 积累 起 来 的 逻辑 知 
识 ,并 以 数学 及 其 他 演绎 的 学 科 为 实例 ,把 完全 三 段 


论 作为 无 条 件 承 认 的 前 提 或 公理 ,然后 从 此 前 提出 
发 推出 其 他 三 段 论 . 欧 几 里 得 在 其 影响 之 下 ,将 逻辑 
的 公理 演绎 法 应 用 于 几何 学 ,完成 了 《几何 原本 》 的 
* yh ,这 是 公理 化 方法 的 一 个 雏形 ,但 很 不 完善 . A 
理化 方法 历史 发 展 之 第 二 阶段 是 指 非 欧 几何 的 诞生 
到 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. 多 几 何 基 础 》 的 
问世 .由 于 项 尔 伯 特 在 其 巨著 《几何 基础 一 书 中 , 彻 
底 消 除了 欧 几 里 得 4 几何 原本 》 中 的 种 种 不 足 之 处 ， 
并 由 此 解决 了 如 何 用 公理 化 方法 研究 几何 学 的 基础 
问题 ,成 为 近代 公理 化 思想 方法 的 代表 作 . 公理 方法 
历史 发 展 的 第 三 阶段 是 指 集合 论 人 导论 出 现 之 后 ,项 
尔 伯 特 在 其 形式 化 研究 方法 中 ,公理 化 方法 出 现 的 
一 个 新 阶段 . 欧 几 里 得 在 4 几何 原本 》 中 所 表述 的 公 
理 体系 ,直接 反映 数学 实体 的 性 质 , 故 称 实体 公理 
化 .而 希 尔 伯 特 在 《4 几何 基础 中 所 表述 的 公理 系统 ， 
尽管 使 用 了 众所周知 的 那些 术语 ,但 它们 只 是 用 来 
表示 对 象 之 间 某 种 关系 的 文字 或 记号 ,人 们 可 以 赋 
予 它 各 种 各 样 的 具体 解释 , 故 日 形式 公理 化 . 后 来 希 
尔 伯 特 又 在 处 理 数学 基础 问题 时 , 沿 着 证 明 论 的 展 
开 用 形式 化 研究 方法 ,对 形式 公理 化 方法 更 进一步 
符号 化 和 纯粹 形式 化 ,因而 人 们 又 称 之 为 公理 化 方 
法 的 形式 化 阶段 . 

公理 化 方法 的 第 一 步 是 积累 大 量 的 资料 、 数 据 
和 经 验 . 为 了 使 这 些 资 料 和 经 验 系 统 化 ,然后 上 升 为 
理论 ,就 要 对 资料 和 经 验 进行 分 析 与 归纳 ,使 之 上 升 
为 少数 原始 概念 和 不 加 证 明 的 相互 关系 ,从 而 形成 
公理 系统 . 公理 化 方法 的 第 二 步 是 从 这 少数 基本 概 
念 和 公理 出 发 ,经 过 综合 与 演绎 ,使 之 展开 成 一 个 学 
科 的 理论 系统 . 所 以 公理 化 方法 的 第 一 步 是 由 现象 
到 本 质 . 从 具体 到 抽象 的 过 程 . 而 第 二 步 则 是 成 长 、 
发 展 和 形成 系统 的 过 程 . 

公理 化 方法 的 意义 和 作用 ,在 于 它 是 表述 与 总 
结 科学 理论 的 一 种 重要 方法 ,又 在 于 它 是 推动 和 创 
建新 理论 的 一 种 重要 方法 . 第 一 个 作用 是 明显 的 ,第 
二 个 作用 可 以 非 欧 几何 的 诞生 为 例 , 因 为 若 没 有 公 
理化 方法 应 用 于 几何 学 ,也 就 没有 所 谓 第 五 公设 问 
题 ,而 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 诞生 却 直 接 起 源 于 第 五 
公设 问题 的 研究 . 又 如 ,在 代数 方面 ,公理 化 方法 在 
群 论 . 域 论 . 赋 值 论 、 理 想 论 和 超 复 系 理论 等 分 文中 
导致 了 一 系列 新 概念 的 形成 ,建立 了 许多 新 的 联系 ， 
获得 了 一 系列 影响 深远 的 结果 . 在 现代 数理 逻辑 中 ， 
公理 化 方法 也 成 为 最 流行 的 方法 ,同时 还 渗透 到 其 
他 自然 科学 领域 . 

在 强调 了 公理 化 方法 的 意义 和 作用 后 却 应 指 
出 :公理 化 方法 知 不 忆 实 验方 法 相 结 合 , 则 可 能 导致 
玄 乎 其 女 而 陷 人 错误 之 途 ; 又 ,公理 化 方法 若 不 与 认 
识 论 科学 方法 相 结合 , 则 也 许 不 会 更 好 地 发 现 问题 . 
此 外 ,还 应 扫除 那 种 惟有 公理 化 的 数学 系统 才 是 完 


美的 唯 公理 主义 观点 ,因为 这 种 观点 对 于 一 些 新 兴 
学 科 的 诞生 ,对 于 那些 与 生产 实际 关系 密切 的 学 科 
的 发 展 ,将 在 实际 上 形成 一 种 障碍 . 

公理 系统 的 相 容 性 (consistency of axiom sys- 
tem) 公理 系统 应 当 满 足 的 性 质 之 一 . 即 对 于 任何 
一 个 公理 系统 的 基本 要 求 之 一 就 是 公理 的 选取 不 能 
自 相 矛盾 ,这 就 是 相 容 性 . 公理 系统 应 当 满 足 的 性 质 
之 一 .从 认识 论 的 角度 来 看 ,人 们 首先 主张 对 任何 公 
理 系 统 的 原始 概念 和 公理 的 选取 必须 客观 地 反映 现 
实 对 象 的 本 质 和 关系 ,就 是 说 ,应 该 有 它 真 实 的 直观 
背景 ,而 不 是 凭空 脐 造 . 其 次 ,从 逻辑 的 角度 来 看 , 则 
不 能 认为 一 些 概念 和 公理 的 任意 罗列 就 能 构成 一 个 
合理 的 公理 系统 .一 个 有 意义 的 公理 系统 应 当 满 足 
如 下 三 个 条 件 : 

1. 相 容 性 :也 称 无 矛盾 性 . 即 指 公 理 的 选取 不 人 允 
许 既 能 证 某 个 命题 成 立 , 又 能 证 该 命题 的 否定 成 立 . 

2. 独立 性 : 即 在 所 选取 的 公理 表 中 ,不 允许 有 一 
条 公理 能 用 其 他 公理 把 它 推导 出 来 . 

3. 完备 性 : 即 要 求 能 确保 从 公理 系统 推出 所 研 
的 数学 分 文 的 全 部 命题 ,也 就 是 必要 的 公理 不 能 
[> 


eH 


至 少 从 理论 上 讲 , 对 于 公理 系统 的 如 上 要 求 应 
该 算是 正当 和 自然 的 . 至 于 某 个 所 论 之 公理 系统 是 
否 满足 或 是 否 验 证 满足 上 述 要 求 , 甚 至 能 否 在 理论 
上 证 明 满足 上 述 要 求 的 公理 系统 存在 等 都 是 另外 一 
回 事 . 

公理 系统 的 独立 性 (independence of axiom 
system)” 见 “公理 系统 的 相 容 性 ”. 

公理 系统 的 完备 性 (completeness of axiom 
见 “ 公 理 系统 的 相 容 性 ”. 

相对 相 容 (relative consistency) ”几何 基础 的 
基本 概念 之 一 . 一 个 系统 的 相 容 性 必须 依靠 另 一 个 
系统 的 相 容 性 才能 证 明 时 ,这 就 是 相对 相 容 . 如 果 在 
理论 上 证 明了 某 个 公理 系统 决 不 会 引出 在 逻辑 上 互 
相 排 斥 的 命题 , 则 表示 已 经 给 出 了 该 公理 系统 的 相 
容 性 证 明 . 相 容 性 就 是 无 矛盾 性 .所 谓 公 理 系 统 的 相 
对 相 容 性 证 明 , 就 是 把 一 个 公理 系统 的 相 容 性 证 明 
转化 为 男 一 个 看 上 去 比较 可 靠 的 公理 系统 的 相 容 
性 ,或 者 说 依靠 某 一 个 公理 系统 的 无 矛盾 性 来 保证 
男 一 个 公理 系统 的 无 矛盾 性 . 反之 ,如 果 不 依靠 任何 
别 的 公理 系统 的 相 容 性 而 直接 从 理论 上 证 明 一 个 公 
理 系 统 的 相 容 性 ,就 称 其 为 公理 系统 的 直接 相 容 性 
证 明 . 

直接 相 容 (direct consistency) 


system) 


见 “ 相 对 相 
公理 系统 的 模型 (the model of axiom system) 
几何 基础 的 基本 内 容 之 一 . 指 公 理 系 统 的 一 种 具体 
描述 . 人 们 通常 把 建立 一 个 公理 系统 之 前 的 背景 和 
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建成 之 后 的 某 种 具体 解释 看 成 是 该 系统 的 一 个 模 
型 . Gi 三 表示 某 一 给 定 的 公理 系统 , 现 选 定 一 组 
客观 对 象 分 别 作 为 三 中 各 个 基本 概念 的 具体 解释 ， 
如 果 这 些 客观 对 象 之 间 的 关系 经 过 验证 知 其 已 满足 
> 中 诸 公 理 的 要 求 , 人 们 就 说 已 经 给 出 公理 系统 的 
一 个 模型 .例如 ,人 们 从 希 尔 伯 特 几何 系统 公理 表 中 
删 去 有 关 空 间 陈 述 的 5 条 结合 公理 LIe, Am 
ROK RP AULA ABR IAS. Riko APE 
切 夫 斯 基 空 间 中 任 给 的 一 个 极限 球面 , 现 选 取 极 限 
球面 c 上 的 点 和 极限 圆 作 为 一 组 客观 对 象 ,分 别 作 
为 3" 中 平面 a 上 的 点 和 直线 ( 即 5" 中 之 基本 概念 ) 
的 具体 解释 ,这 些 极限 圆 可 由 过 o 之 任意 轴线 的 任 
意 平面 交 截 o 而 得 到 ,因此 即 可 逐一 验证 这 里 所 选 
之 客观 对 象 之 间 的 关系 能 满足 3* 中 每 一 条 公理 的 
XD. 例如 , 设 AM Bec 上 任 二 点 ,而 asb 为 过 
4,B 之 轴线 , 故 a 与 5 惟一 地 决定 着 一 个 平面 a, 因 
此 a 与 o 惟 一 地 交 截 出 一 个 通过 A 与 B 的 极限 贺 
S. 这 表明 能 够 满足 UT 中 结合 公理 I 与 1;. 亦 即 人 
们 有 : 

1? 了 .对 于 o 上 任意 两 个 不 同 的 点 4 和 B, 至 少 
有 一 个 极限 圆 S 连结 A 和 B. 

1 2 .对 于 c 上 任意 两 个 不 同 的 点 4 MB, EE 
有 一 个 极限 圆 S 连结 A4 和 B. 

又 如 ,人 们 设 o 上 的 极限 圆 w 为 过 o 轴线 之 平 
面 e 5j e 交 截 而 得 ,点 4 为 c 上 位 于 zx 之 外 的 一 点 . 
过 4 引 o 的 轴线 a, 因 a 与 “互相 平行 , 今 在 c 上 过 
4 引 任意 的 极限 圆 S, RARS o CRIS 之 平面 B 
过 轴线 a, 而 极限 圆 S Su 不 相交 的 充分 必要 条 件 
是 平面 6 与 a 没有 公共 点 . 而 过 a 又 与 a 不 相交 的 
平面 是 惟一 的 ,这 表明 在 c 上 过 A 点 至 多 只 能 引 一 
个 极限 圆 不 与 u 相交 . 即 所 选 客观 对 象 能 满足 3* 中 
之 欧 氏 平行 公理 . 即 有 : 

V '. 过 oo 上 极限 圆 外 一 点 A 至 多 只 能 引 一 
ARRAS u 没有 公共 点 . 

总 之 ,人 们 所 选 的 客观 对 象 之 间 的 关系 对 于 XC 
中 的 每 一 条 公理 都 能 被 验证 是 满足 的 .因此 ,人 们 在 
罗氏 空间 的 极限 球面 上 构造 了 一 个 欧 氏 平面 几何 公 
理 系统 的 模型 . 

HE on SE S BY (Poincaré’s model) 一 种 罗氏 几 
何 模型 . 第 一 个 在 欧 几 里 得 几何 系统 中 构造 出 罗 巴 
切 夫 斯 基 几 何 公 理 系 统 模型 的 是 法 国 数学 家 庞 加 莱 
(Poincaré, CJ. 2H. ), 由 于 该 模型 与 非 殉 几何 的 相 
容 性 问题 以 及 如 何 解决 第 五 公设 问题 等 直接 相关 ， 
从 而 以 庞 加 莱 模 型 称 之 . 将 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 公理 
表 中 有 关 空 间 陈述 之 5 条 结合 公理 I; 去 掉 ， 
构成 一 个 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 几何 公理 系统 , 记 为 
> . 现 要 在 欧 氏 平面 上 构造 出 2 的 模型 . 
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任 取 欧 氏 空间 的 一 个 平面 ,如 图 所 示 , 在 a 上 
水 平地 作 一 直线 Usu 将 a 分 为 上 、 下 两 个 半 平 面 ,人 
们 把 全 开 的 上 半 平 面 &( 即 上 半 和 平面 去 掉 x 上 的 点 ) 


O CO 


称 为 志平 面 , 又 把 上 上 的 点 称 为 工 点 ,再 把 垂直 于 
u 而 位 于 上 的 半 直 线 , 以 及 圆心 在 ww 上 而 圆周 与 
u 垂直 且 位 于 @ 上 的 半圆 周 统称 为 工 直 线 .实际 上 ， 
这 里 也 可 将 垂直 于 xz miu € 上 的 半 直 线 视 为 半 
径 无 限 大 而 圆周 垂直 于 u 的 半圆 周 . 人 们 把 工 平面 
LN L RAL 直线 作为 所 选取 的 一 组 客观 对 象 . 可 
以 逐条 验证 所 选 对 象 之 间 的 关系 得 以 满足 3 系统 
诸 公 理 . 例如 ,由 于 在 欧 氏 意义 下 ,过 上 任何 两 点 
A 和 B 能 且 只 能 作 一 个 半圆 周 ,使 其 圆心 在 uw 上， 
并 且 圆 周 与 x 成 直角 ,这 就 验证 了 SD 中 之 结合 公理 
1, 与 I，* 是 成 立 的 , 亦 即 所 选 对 象 满足 下 述 公理 之 
要 求 : 

1?. 在 工 平面 上 任 给 二 不 同 的 工 点 4 和 B, 则 
至 少 有 一 条 工 直线 4 连结 A4 和 B. 

1 3. 在 工 平面 上 任 给 二 不 同 的 工 点 4 和 B, 至 
多 有 一 条 工 直线 a 连结 4 和 B. 

设 a 表示 & 上任 一 半径 有 限 长 的 工 直 线 , 其 圆 
(Uu. ERORSwvuIEXT Xf Y 两 点 ,A 为 @ 
上 不 在 a 上 的 一 个 工 点 .如 图 所 示 : 


在 欧 氏 意义 下 连结 4 与 和 ,并 作 线 段 AX SPER 
Xu 于 点 O' ,再 以 O 为 中 心 ,以 0 A —O' X 为 半径 
作 圆 a' ,与 a 所 在 圆周 a 相 切 于 点 X. 在 欧 氏 意义 下 
和 是 a 和 a' 之 惟一 的 公共 点 ,在 上 的 a 为 工 平 面 
上 过 世上 点 4 的 一 条 工 直线 ,可 断言 过 直线 a 与 a' 在 
区 平面 上 没有 公共 点 . 此 处 应 注意 XX 在 x 上 而 不 为 
G 上 的 工 点 .完全 类 似 地 ,过 工 点 ABS ERT 
Y 的 工 Ea" iE G E455 a 没有 公共 点 . 这 表明 过 
A 至 少 存在 两 条 工 BR a’ Fla" FEC 上 与 a 不 相交 . 
AFH X4 LEÉEa'IZEÉTSXUIIBIKBSuiEX 
于 Z 时 ,而 4* 为 & 上 不 属于 a’ 的 一 点 , 则 亦 如 图 
MR ÆC 上 也 至 少 存在 着 两 条 艺 直线 a? 和 až, 
它们 过 4 而 在 @ 上 与 a* AMAR. 所 以 不 论 在 哪 种 
情况 下 ,都 能 验证 所 选 对 象 满足 罗氏 公设 . 亦 即 有 : 


V°. 过世 平面 G 上 任 一 已 知 世 直线 外 的 任 一 世 
点 ,至 少 能 引 两 条 工 直线 与 该 已 知 工 直线 在 工 平 面 
上 没有 公共 点 . 

因此 ,就 在 欧 氏 平面 上 构造 了 一 个 罗氏 平面 几 
何 公 理 系统 的 模型 , 称 为 庞 加 莱 模 型 . 当然 ,还 应 指 
出 的 是 ,对 于 X 的 各 条 公理 的 验证 ,有 的 是 相当 复 
杂 的 ,并 非 都 像 如 上 举例 的 几 条 那么 轻而易举 . 特别 
是 对 于 X 中 诸 合 同 公理 的 验证 ,还 要 涉及 解析 函数 
论 中 的 反 形 变换 概念 及 保 角 变换 理论 等 . 但 不 论 如 
何 , 均 能 一 一 验证 是 无 疑 的 . 

笠 卡 儿 模 型 (Cartesian model) 一 种 欧 氏 几何 
模型 . 全 体 实数 的 集合 仅 作 为 集合 来 看 ,其 元 素 间 不 
存在 什么 确定 的 关系 ,但 在 它 的 元 素 之 间 规 定 了 各 
种 运算 关系 及 顺序 关系 后 ,实数 集 的 数 与 数 之 间 就 
有 了 种 种 关系 而 互相 制约 ,或 说 有 了 某 种 数学 结构 
了 . 人 们 把 具有 数学 结构 的 实数 集 称 为 实数 系统 , 记 
为 R. 现在 R 上 构造 欧 几 里 得 平面 几何 公理 系统 
x" 的 模型 . 把 实数 对 集合 D—i(G. y) |r€R&yc€ 
R} 称 为 平面 ,又 把 DD 中 每 一 元 素 , 即 任 一 实数 对 
(zx,y) 称 为 上 平面 上 的 点 ,再 把 R PEt RRM u, 
v w(u 与 Y 不 同时 为 0) 的 连 比 UU: wW PRA E 平面 
上 的 五 直线 . 连 比 x:z:w 是 指 满足 如 下 条 件 的 三 元 
实数 组 (:v:w), 这 个 条 件 是 对 任何 不 为 0 的 实数 4 
Ti Ei uiviuw 与 Àu ; Àv ; Aw TU 7 TR I] BJ. 于 是 两 条 
巨 直 线 aibic 与 eif ig 相同 的 充分 必要 条 件 是 


e f g` 

因此 ,让 选取 如 上 用 实数 定义 之 五 平面 上 的 五 点 和 
E 直线 为 一 组 客观 对 象 , MX FIE E Aa, y) 8 
五 直线 uiviw 之 间 的 基本 关系 可 定义 如 下 :大 
《x,y) 与 4:v:w 能 满足 等 式 wz 十 zy 十 双 王 0, 就 说 五 
点 (zy,y) 落 在 五 直线 uiviw E, Kin u:v:w 通过 
Cosy). 这 样 ,对 于 所 选 之 客观 对 象 之 间 的 关系 即 可 
一 一 验证 满足 3 系统 中 的 每 一 条 公理 . 因此 ,就 在 
实数 系统 R 上 构造 了 一 个 欧 几 里 得 平面 几何 公理 
ARS 的 模型 , 正 因为 在 构造 这 个 模型 中 所 利用 的 
关系 都 出 现在 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 统 的 解析 几何 里 ， 
因而 将 该 模型 称 为 笛 卡 儿 模 型 

罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 公 理 系 统 的 相 容 性 (the con- 
sistency of Lobatchevskian geometric axiom 
system) 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 公 理 系 统 的 重要 性 质 . 
它 是 关于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 公 理 系统 是 否 会 出 现 矛 
盾 的 讨论 和 探索 . 由 于 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 公理 表 中 
包含 着 一 条 与 常识 相悖 的 罗氏 公设 ,从 而 激 起 了 人 
们 对 于 该 公理 系统 无 矛盾 性 证 明 的 兴趣 .但 这 不 是 
一 件 轻而易举 的 事情 . 俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 
CJIo6auesBckui , H. VI. ) 曾 为 此 而 希望 用 解析 方法 实现 


JU 何 基 础 


这 一 目的 ,但 实践 证 明 他 的 计划 难以 取得 成 功 . 直到 
19 世纪 末 叶 ,人 们 头脑 中 才 出 现 这 样 一 个 信念 : 既 
然 大 家 对 欧 几 里 得 几何 公理 系统 没有 疑虑 ,那么 能 
否 在 假定 欧 几 里 得 几何 公理 系统 无 矛盾 的 前 提 下 ， 
相对 地 解决 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 公 理 系 统 的 相 容 性 
呢 ? YE El Be RR, Wy AS ZR HE MM SHE (Poincaré, (J. -) 
H. ) 借 助 于 在 欧 氏 几何 系统 中 构造 罗氏 几何 公理 系 
统 之 模型 (参见 “ 庞 加 莱 模 型 2) 的 办 法 实现 了 这 一 设 
想 . 庞 加 莱 首 先 选 取 欧 氏 几 何 系 统 中 的 一 些 几 何 元 
素 作 为 客观 对 象 ,并 以 此 作为 罗氏 几何 系统 中 之 基 
本 概念 的 解释 ,然后 再 对 所 选 客 观 对 象 之 间 的 关系 
进一步 验证 它们 能 满足 罗氏 几何 系统 之 每 一 条 公 
理 , 从 而 在 欧 氏 系统 中 构造 了 罗氏 几何 公理 系统 的 
模型 . 该 模型 构造 的 成 功 表 明了 这 样 的 事实 :只 要 假 
定 欧 几 里 得 几何 公理 系统 是 无 矛盾 的 ,那么 罗 巴 切 
夫 斯 基 几 何 公 理 系统 就 一 定 是 相 容 的 . 

欧 几 里 得 几何 公理 系统 的 相 容 性 (the consis- 
tency of Euclidean geometric system) 欧 几 里 得 几 
何 公 理 系统 的 重要 性 质 . 它 是 关于 欧 几 里 得 几何 公 
理 系 统 是 否 相 容 的 讨论 与 探索 . 虽说 普遍 认为 欧 几 
里 得 几何 公理 系统 的 相 容 性 是 比较 信得过 的 ,并 对 
庞 加 莱 模 型 ( 即 在 欧 氏 几何 系统 中 构造 的 罗氏 几何 
公理 系统 的 模型 ) 表 示 出 很 大 兴趣 ,因为 它 表 征 了 罗 
巴 切 夫 斯 基 几 何 公 理 系 统 的 无 矛盾 性 可 由 欧 几 里 得 
几何 系统 的 相 容 性 来 保证 .但 也 正 由 此 而 引起 了 人 
们 对 欧 氏 几何 公理 系统 之 相 容 性 产生 怀疑 . 因为 竟 
然 能 由 之 而 保证 一 个 包含 着 相悖 于 常识 之 罗氏 公设 
的 系统 具有 相 容 性 . 从 而 促使 人 们 考虑 不 依靠 直觉 
而 在 道理 上 和 弄 明 白 欧 几 里 得 几何 公理 系统 为 什么 相 
容 . 对 此 ,人 们 受到 法 国 数学 家 笛 卡 儿 (Descartes , 
R. ) 所 创立 之 解析 几何 的 启发 ,在 实数 系统 中 构造 
了 一 个 欧 几 里 得 几何 公理 系统 的 模型 (参见 “ 笛 卡 儿 
模型 ”). 因此 ,只 要 假定 实数 系统 RR 无 矛盾 , 欧 几 里 
得 几何 公理 系统 就 一 定 相 容 . 所 以 庞 加 莱 模 型 与 笛 
卡 儿 模型 的 构造 成 功 表明 :只 要 实数 系统 R 相 容 ， 
则 欧 氏 几何 公理 系统 与 罗氏 几何 公理 系统 均 为 无 矛 
AAR. 

几何 公理 系统 模型 的 同 构 (isomorphism of ge- 
ometric axiom system model) 几何 基础 的 基本 概 
念 之 一 . 指 对 同一 几何 系统 不 同 模型 之 间 的 某 种 关 
系 的 描述 . 设 AX 表示 由 若干 个 公理 所 组 成 的 一 个 
公理 系统 ,而 AX 在 两 个 不 同 的 对 象 系统 3 Tc 
上 分 别 构造 了 两 个 模型 Ma 和 Ma( 参 见 "“ 公 理 系 统 
的 模型 ”), 如果 Ma 和 Ms 的 对 象 之 间 能 够 建立 这 
样 的 一 一 对 应 ,使 得 对 应 元 素 之 间 有 完全 相同 的 相 
互 关 系 , 则 称 模型 Ma 和 Ms 是 同 构 的 . 知 以 几何 公 
理 系 统 之 模型 对 同 构 概 念 解 释 时 ,就 是 当 某 一 个 几 
何 公 理 系 统 之 两 个 不 同 模型 的 同名 基本 对 象 ( 如 点 、 
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直线 .平面 ) 之 间 所 构成 的 一 一 对 应 ,能够 使 得 在 一 
个 模型 中 由 某 些 基本 关系 (如 连结 、 在 中 间 、 合 同等 ) 
联系 起 来 的 任何 一 些 对 象 ,在 另 一 个 模型 中 必 有 由 
相同 的 关系 联系 起 来 的 一 些 对 象 与 之 对 应 . 

但 应 注意 ,并 非 同 一 几何 系统 的 任何 两 个 模型 
都 同 构 (参见 “几何 公理 系统 的 完备 性 ”). 

几何 公理 系统 的 完备 性 (the completeness of 
geometric axiom system) 几何 公理 系统 的 重要 性 
质 . 完备 性 是 人 们 对 任何 一 个 公理 系统 的 基本 要 求 
之 一 ,而 一 个 几何 公理 系统 的 任何 两 个 模型 都 是 同 
构 的 (参见 "几何 公理 系统 模型 的 同 构 ”) ,那么 它 就 
满足 了 完备 性 要 求 或 称 该 几何 公理 系统 具有 完备 
性 . 

先 举 一 例 说 明 一 个 几何 公理 系统 的 两 个 不 同 的 
模型 可 以 是 同 构 的 . 首先 ,人 们 不 难 在 等 距 面 上 构造 
罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 几何 公理 系统 > 的 模型 ; 设 c 为 
罗氏 空间 中 任 给 一 个 等 距 面 ,而 w 为 o 的 底 , 选 定 o 
上 的 点 和 等 距 线 作为 客观 对 象 , 不 难 验 证 所 选 客 观 
对 象 之 间 的 关系 能 满足 2^ 系统 中 每 一 条 公理 的 要 
求 , 从 而 就 在 o 上 构造 了 一 个 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 几 
何 公 理 系统 的 模型 . 现在 选取 任意 两 个 具有 公共 底 
平面 x 的 等 距 面 o 和 o; SR JR XE o, Mo, 上 分 别 构 
造 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 几 何 公 理 系统 > 的 两 个 模型 
M, 和 M: 现 规定 ,如 果 o Moo, 上 的 点 位 于 同一 条 
垂直 于 底 平面 的 直线 上 , 则 算是 互相 对 应 的 ,如 果 


c, Alo, 上 等 距 线 位 于 同一 个 垂直 于 u 的 平面 上 , 则 


说 这 两 条 等 距 线 是 互相 对 应 的 , 则 在 此 对 应 原则 下 ， 
> 的 两 个 不 同 模型 M, 与 M, 是 同 构 的 . 

再 举例 说 明 一 个 公理 系统 的 两 个 不 同 模型 可 以 
不 是 同 构 的 . 取 希 尔 伯 特 - 欧 几 里 得 几何 公理 表 中 前 
三 条 结合 公理 1 1 一 1 ;组 成 一 个 独立 的 几何 公理 系 
统 ( 参 见 “ 结 合 公 理 ”)E?, 然 后 在 欧 氏 空间 中 任 取 一 
个 三 角形 ,把 该 三 角形 的 顶点 称 为 点 ,把 该 三 角形 的 
边 称 为 直线 ,因此 有 了 一 个 共有 6 个 对 象 ( 三 个 点 和 
三 条 直线 ) 组 成 的 对 象 系统 , 记 为 ca. 不 难 验证 o4 的 
几何 元 素 ( 即 所 选 之 客观 对 象 ) 间 的 关系 能 满足 ET 
之 每 一 条 公理 的 要 求 ,因而 在 cs 上 构造 了 一 个 E* 
的 模型 Ma 现 再 在 欧 氏 空间 中 任 取 一 个 四 面体 ,将 
该 四 面体 之 顶点 称 为 点 ,四 面体 的 棱 称 为 直线 ,四 面 
体 的 面 称 为 平面 ,因此 又 有 了 一 个 计 有 14 个 对 象 构 
成 的 对 象 系统 , 记 为 cz, 容易 验证 on 的 几何 元 素 ( 即 
所 选 客观 对 象 ) 之 间 的 关系 同样 满足 E^ 的 每 一 条 
公理 的 要 求 , 因 而 人 们 又 在 cs EHET ES 的 另 一 
个 模型 Ms. 但 在 Ma 5 Me 之 间 不 存在 一 一 对 应 关 
系 , 所 以 Ma 与 Ms 不 是 同 构 的 . 

完备 的 公理 系统 要 求 它 的 所 有 不 同 模型 都 是 互 
相同 构 的 . 可 以 严格 证 明 , 欧 几 里 得 几何 公理 系统 和 
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罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 公理 系统 都 是 完备 的 公理 系统 . 
精确 性 经 典 数 学 基础 


精确 性 经 典 数学 基础 (the foundation of accu- 
rately classical mathematics) ”数学 基础 的 一 个 分 
文学 科 . 指 英 定 整 个 精确 性 经 典 数 学 的 理论 基础 及 
相关 问题 的 专门 学 科 . 19 世纪 , 随 着 工业 科学 和 自 
然 科 学 的 鞍 勃 发 展 ,推动 了 数学 各 个 分 文 的 迅速 发 
展 , 特 别 是 变量 数学 的 迅速 发 展 ,促使 人 们 迫切 要 求 
去 建立 一 种 能 够 统 括 各 个 数学 分 支 的 理论 基础 . 由 
于 意大利 科学 家 伽利略 (Galilei,G. ) 在 17 世纪 发 现 
了 “自然 数 全 体 ” 与 “平方 数 全 体 " 能 建立 一 一 对 应 ， 
从 而 推翻 了 自古 以 来 的 “全 体 大 于 部 分 ”这 一 公理 . 
因为 有 穷 集 合 决 不 会 出 现 自身 与 其 真子 集 一 一 对 应 
的 情况 ,以 至 于 大 大 刺激 了 人 们 对 于 无 穷 集合 的 研 
究 . 看 来 “全 体 大 于 部 分 "这 一 思想 规定 是 从 有 限 性 
事物 中 抽象 出 来 的 ,因而 德国 数学 家 戴 德 金 
(Dedekind, (J. W. )R. ) 就 用 能 否 与 自身 之 真子 集 
建立 一 一 对 应 来 划分 有 限 集 合 与 无 限 集合 . 但 不 论 
如 何 ,19 世纪 以 前 ,人 们 对 于 无 限 集合 的 研究 和 认 
识 还 是 零碎 不 全 的 . 正 是 在 这 样 的 历史 背景 下 ,德国 
数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 系 统 地 总 结 了 长 
期 以 来 的 数学 认识 与 实践 ,缔造 了 一 门 胃 新 的 数学 
学 科 一 一 集合 论 . 人 们 认为 ,集合 论 可 以 作为 整个 经 
典 数 学 诸 分 支 的 共同 的 理论 基础 .有 关 非 欧 几 何 的 
相 容 性 问题 ,最 终 要 归结 到 集合 论 的 相 容 性 问题 . 集 
合 论 的 思想 方法 渗透 到 数学 的 各 个 分 文 ,而 且 任 何 
数学 概念 均 可 从 集合 论 的 基本 概念 出 发 来 定义 , 任 
何 数学 定理 均 可 从 集合 论 的 思想 规定 出 发 推导 出 
来 .例如 ,集合 论 的 思想 方法 渗透 到 近世 代数 学 的 研 
究 领 域 是 人 所 共 知 的 ; 符 没 有 集合 论 , 显 然 不 会 有 近 
[X dU BE Te :抽象 空间 理论 的 研究 在 近代 数学 的 发 展 
中 占有 重要 地 位 ,其 中 几何 概念 与 分 析 方 法 融化 在 
一 起 ,各 种 抽象 空间 无 非 是 各 种 具有 特殊 结构 的 无 
限 集 等 . 所 以 , 康 托 尔 创建 集合 论 ( 通 常 称 为 古典 集 
合 论 ) 的 不 朽 功绩 之 一 ,就 是 为 整个 经 典 数 学 提供 了 
一 个 理论 基础 . 另 一 方面 ,数学 的 研究 对 象 是 在 不 断 
地 扩充 中 丰富 起 来 的 . 例如 , 微 积 分 的 建立 完成 了 数 
学 研究 对 象 由 常量 到 变量 的 再 扩充 ;概率 论 的 诞生 
完成 了 数学 研究 对 象 由 确定 性 到 随机 性 的 再 扩充 . 
而 康 托 尔 创建 古典 集合 论 的 不 朽 功 绩 之 二 , 便 是 由 
此 完成 了 数学 研究 对 象 由 有 限 、 潜 无 限 到 实 无 限 的 
再 扩充 . 所 以 ,德国 数学 家 窒 斯 多 夫 (Hausdorff,F.) 
说 :“ 从 有 限 推进 到 无 限 是 康 托 尔 的 不 朽 功 绩 .” 

康 托 尔 创建 古典 集合 论 的 一 个 最 重要 的 思想 方 
法 是 用 以 造 集 的 概括 原则 , 即 任 给 谓词 P, 就 能 构造 
一 集 , 它 恰 由 满足 谓词 P 的 对 象 构 成 .但 应 指出 , 概 


括 原则 中 用 以 造 集 的 那个 谓词 必须 是 精确 性 一 元 谓 
词 ,任何 非 精 确 谓词 或 模糊 谓词 都 不 是 概括 原则 意 
义 下 用 以 造 集 的 谓词 . 其 次 ,在 概括 原则 之 下 用 以 造 
集 的 精确 性 一 元 谓词 是 完全 任意 的 ,而 且 对 象 域 也 
没有 任何 限制 . 
然而 不 能 令 人 满意 的 是 : 康 托 尔 所 创建 的 古典 
Bie Pu BLT Heid. 当然 ,人 们 对 于 那些 古 背 相 传 
的 悖 论 是 不 以 为 然 的 ,认为 这 不 过 是 人 为 构造 之 事 . 
但 对 集合 论 中 所 出 现 的 布 拉 利 ， 福 尔 带 悖 论 、 康 托 
尔 悖 论 等 , 却 不 能 不 引起 逻辑 学 家 和 数学 家 的 重视 ， 
但 又 认为 这 仍然 是 一 些 技巧 性 问题 , 稍 加 处 理 就 会 
解决 问题 的 .然而 在 1902 年 ,罗素 悖 论 出 现 后 ,由 于 
该 悖 论 是 因此 基本 ,只 要 用 逻辑 术语 去 替代 集合 论 
术语 ,罗素 悖 论 就 要 直接 涉及 逻辑 理论 本 上 身 , 因 而 直 
接 冲 击 了 以 严谨 素 称 的 数学 与 逻辑 两 门 学 科 , 其 至 
动摇 了 用 集合 论 为 数学 葛 基 的 信心 ,因为 数学 不 能 
奠定 在 自 相 矛盾 的 理论 基础 上 . 这 就 大 大 加 深 了 人 
们 的 危机 感 ,并 将 由 此 而 引起 的 困难 局 面 恰当 地 称 
为 数学 的 第 三 次 危机 . 如 所 知 , 人 们 把 公元 前 5 世纪 
关于 无 理 数 之 发 现 过 程 所 造成 的 惊奇 不 安 局 面 称 为 
第 一 次 数学 危机 ,又 把 18 世纪 微 积 分 诞生 以 来 所 出 
现 的 混乱 局 面 称 为 第 二 次 数学 危机 , 原 认 为 作为 严 
格 的 分 析 基 础 之 极限 论 的 建立 , 便 可 解除 数学 的 第 
一 ,二 次 危机 ,但 极限 论 是 以 实数 理论 为 基础 的 ,而 
严格 的 实数 理论 的 建立 又 必须 以 集合 论 为 基础 ,不 
料 ,集合 论 又 出 现 了 上 述 一 系列 悖 论 , 所 以 数学 的 第 
三 次 危机 实际 上 是 前 两 次 危机 的 深化 和 发 展 , 所 涉 
及 之 问题 更 广 更 深 . 

另 一 方面 , 非 欧 几 何 的 诞生 ,直接 否定 了 长 期 占 
统治 地 位 之 “数学 真理 是 绝对 真理 ”的 观点 .例如 ,在 
康德 (Kant,I. ) 过 去 就 把 欧 氏 几何 视 为 关于 空间 的 
绝对 真理 , 即 所 谓 先 验 的 综合 判断 . 而 现在 ,平行 公 
理 完全 相 背 的 两 种 几何 竟然 都 是 相对 相 容 的 . 然而 
不 论 如 何 , 数 学 是 演绎 推理 性 质 的 学 科 , 所 以 从 形式 
上 看 ,数学 命题 的 真理 性 还 可 建立 在 公理 的 真理 性 
与 逻辑 规则 的 有 效 性 之 上 . 因而 即使 上 述 “ 数 学 真理 
是 绝对 真理 ”这 一 观念 受到 冲击 之 后 ,数学 家 还 可 用 
逻辑 推理 的 严格 性 作为 精神 支柱 ,但 在 集合 论 中 出 
现 悖 论 之 后 ,致使 这 一 精神 支柱 也 动 播 了 . 正 因 为 数 
学 面临 着 这 样 的 危机 , 才 促 使 数学 家 们 去 探索 数学 
推理 在 什么 情况 下 有 效 , 在 怎样 的 情况 下 失灵 . 于 
是 ,在 20 世纪 初 “ 数 学 基础 论 ”" 这 一 数学 分 科 诞 生 
T. 摆 在 数学 家 面前 的 首要 任务 ,就 是 如 何 为 数学 的 
有 效 性 重建 可 靠 的 依据 . 由 于 在 这 一 工作 中 所 持 之 
基本 观点 不 同 , 以 至 于 在 数学 基础 的 研究 中 形成 了 
不 同 的 流派 ;有 所 谓 以 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 
(Russell ,B. A. W. ) 为 代表 的 逻辑 主义 派 , 以 傈 兰 数 
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义 派 ,还 有 以 德国 数学 家 硕 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 为 
代表 的 形式 主义 派 .习惯 上 说 成 是 数理 逻辑 三 大 派 ， 
其 实 , 如 是 之 说 不 恰当 ,还 有 一 定 的 历史 误解 . 首先 
是 这 些 流派 都 因数 学 基础 之 研究 而 产生 ,多 数 不 同 
见解 都 针对 数学 基础 问题 而 提出 和 形成 . 其 次 ,现代 
形式 主义 派 的 数学 观 和 和 硕 尔 伯 特 的 数学 观 并 不 一 
致 ,理应 区 分 希 尔 伯 特 主 义 派 和 形式 主义 派 , 更 应 将 

自从 集合 论 出 现 悖 论 以 后 , 曾 有 一 种 意见 是 抛 
弃 集 合 论 , 设 法 建立 别 的 理论 而 作为 数学 的 理论 基 
础 ,但 又 发 现 这 实在 难以 实现 .因而 又 回 过 头 来 立足 
于 改造 集合 论 . 此 外 ,大 家 公认 罗素 对 避免 悖 论 的 研 
究 很 有 贡献 ,几乎 可 以 说 , 现 有 的 一 些 解决 悖 论 的 方 
法 ,无 不 渊源 于 罗素 早年 所 提出 的 几 个 可 能 解决 悖 
论 的 方 回 . 例 如 ,德国 数学 学 策 梅 洛 (Zermelo ,E. 下 . 
F. ) 等 人 所 发 展 起 来 的 近代 公理 集合 论 , 就 是 罗素 
当年 提出 之 量 性 限制 论 ( 即 外 延 理论 ) 这 一 思想 的 阅 
发 . 男 外 ,罗素 当年 所 提出 之 曲折 理论 ( 即 内 涵 理 
论 ), 却 在 美国 数学 家 奎 因 (Quine,W.V.0O. ) 等 人 的 
工作 中 得 到 展开 .但 罗素 本 人 却 又 另 找 出 路 , 即 引 进 
他 的 “恶性 循环 原则 ”而 发 展 了 他 的 分 支 类 型 论 . 

对 于 种 种 避免 悖 论 而 为 精确 性 经 典 数学 建立 牢 
固 理 论 基础 的 种 种 方案 而 言 ,; 尚 应 指出 如 下 几 点 : 

1. 现 有 的 儿 种 取得 一 定 成 效 的 避免 悖 论 的 方案 
都 立足 于 修改 概括 原则 , 即 限制 其 造 集 的 任意 性 .但 
仍然 不 能 令 人 满意 的 原因 此 一 是 在 取得 一 定 成 效 的 
同时 ,损失 了 许多 合理 的 数学 内 容 .因而 ,如 何 给 出 
一 种 修改 概括 原则 的 方案 ,以 能 使 之 既 能 避免 悖 论 ， 
又 能 全 面 保留 合理 的 数学 内 容 , 这 已 成 为 一 个 遗留 
问题 .但 这 一 遗留 问题 的 解决 ,在 经 典 数学 范围 内 几 
乎 不 能 实现 .不 能 令 人 满意 的 原因 此 二 是 所 谓 成 效 ， 
仅 在 于 能 在 系统 内 避免 历史 上 几经 出 现 之 种 种 悖 
论 ,迄今 也 未 发 现 系 统 内 有 新 的 悖 论 出 现 , 但 却 未 能 
在 理论 上 证 明 , 在 此 方案 下 所 构造 系统 的 展开 永远 
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一 , 它 既 能 避免 悖 论 , 又 能 全 面 保 留 合理 的 数学 内 
容 , 从 而 为 精确 性 经 典 数学 提供 了 一 个 相对 牢固 的 
理论 基础 ,但 它 不 涉及 数学 人 研究 对 象 的 再 扩充 . 较为 
著名 的 近代 公理 集合 论 有 两 种 , 即 所 谓 ZFC 系统 和 
BG 系统 ,这 两 种 公理 集合 论 系统 对 客观 世界 的 描 
述 能 力 本 质 上 等 效 , 又 各 有 优 缺 点 ,但 由 于 ZFC 系 
统 显得 较为 直观 自然 ,因而 被 普遍 采用 . 

3. 20 世纪 30 年 代 , 波 次 娃 尔 (BEoueaap,B. ) 曾 想 
在 集合 论 中 保留 概括 原则 ,立足 于 放弃 配套 于 集合 
论 的 二 值 逻 辑 , 代 之 以 发 展 多 值 逻 辑 而 开辟 避免 悖 
论 的 另 一 途径 .但 在 1954 年 , 莫 绍 把 证 明了 波兰 数 
学 家 ,逻辑 学 家 武 卡 谢 维 奇 (Eukaszewicz,J. 28 5j 
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值 逻 辑 系统 配 上 概括 原则 必定 产生 悖 论 . 但 无 穷 值 
逻辑 系统 配 上 概括 原则 却 还 无 法 结论 是 否 必 定 出 现 
TE YG. 20 世纪 60 年 代 , 曾 有 张 辰 中、 挪威 数学 家 斯 
BL BA CSkolem, A. T. ) 等 对 此 继续 人 研究 ,获得 了 一 系 
列 有 意义 的 结果 . 直到 1985 年 ,中 国 数理 逻辑 工作 
者 证 明了 下 述 事实 :如 果 在 集合 论 系统 中 保留 概括 
原则 ,又 要 内 涵 较 为 丰富 而 能 发 展 数学 , 则 无 论 配 套 
以 二 值 逻辑 .有 穷 值 逻辑 或 无 穷 值 逮 辑 ,都 必定 出 现 
悖 论 . 因而 由 此 表明 , 波 获 娃 尔 的 方案 在 精确 性 经 典 
数学 范围 内 不 能 实现 . 

古典 集合 论 (classical set theory) 合 论 的 
基础 学 科 . 指 由 德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. 
P. )) 创 立 的 用 素 朴 描 述 方式 陈述 “集合 ”的 学 科 . X 
于 集合 论 在 康 托 尔 之 前 的 先驱 发 展 ,应 当 特别 提 到 
捷克 哲学 家 、 数 学 家 波 尔 查 诺 (Bolzano,B. ) ,在 他 的 
《无 穷 的 悖 论 ) 一 书 中 表现 出 他 是 第 一 个 朝 着 建立 集 
合 的 明确 理论 方向 采取 了 积极 步骤 的 人 ,在 该 书 中 
他 不 仅 维护 了 实在 无 穷 集 合 的 存在 ,并 且 强 调 了 后 
来 被 称 之 为 二 集合 元 素 间 的 一 一 对 应 关系 . 直到 他 
死 后 三 年 , 即 1851 年 ,该 书 才 出 版 . 然而 ,总 的 来 说 ， 
在 19 世纪 康 托 尔 以 前 ,对 于 无 限 集 的 认识 和 研究 ， 
还 是 清 留 于 零碎 不 全 的 状态 . 19 世纪 ,由 于 工业 科 
学 和 目 然 科 学 的 发 展 , 大 大 推动 了 微 积分 理论 与 应 
用 的 研究 ,当时 的 微 积 分 迫切 要 求 莫 定 其 理论 基础 ， 
而 当时 的 抽象 代数 实际 上 已 在 研究 群 . 环 、 域 等 具有 
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拓扑 的 新 领域 ,所 以 就 整个 经 典 数学 而 言 ,迫切 要 求 
建立 一 个 能 统 括 各 个 数学 分 支 , 并 能 建树 其 上 的 理 
论 基础 . 正 是 在 这 样 一 个 历史 背景 下 , 康 托 尔 系统 地 
总 结 了 长 期 以 来 数学 的 认识 与 实践 ,缔造 了 一 门 加 
新 的 数学 学 科 , 即 集合 论 . 区 别 于 集合 论 的 近代 和 现 
代 的 发 展 ,通常 把 康 托 尔 当时 所 创立 并 发 展 起 来 的 
合 论 称 为 古典 集合 论 . 又 由 于 康 托 尔 仅 以 素 朴 的 
形式 陈述 他 的 理论 , 既 不 明确 其 原始 概念 ,也 未 明文 
罗列 其 公理 , 故 又 通常 被 称 之 谓 素 朴 集合 论 . 古 典 集 
合 论 的 创立 ,其 最 重要 的 历史 性 意义 有 两 点 :其 一 是 
实现 了 数学 研究 对 象 从 有限 与 潜 无 限 到 实 无 限 的 再 
扩充 ,这 就 是 德国 数学 家 罕 斯 多 夫 (Hausdorff, F. ) 
所 说 的 "从 有 限 推 进 到 无 限 , 乃 是 康 托 尔 的 不 朽 功 
绩 . "其 二 是 为 整个 经 典 数学 的 各 个 分 支 提供 了 一 个 
共同 的 理论 基础 . 
虽然 古典 集合 论 的 创始 者 康 托 尔 仅 以 素 朴 的 形 
式 陈 述 他 的 理论 , 既 没 有 明确 原始 概念 ,也 没有 罗列 
其 不 证 自明 的 思想 规定 ,但 只 要 对 古典 集合 论 的 内 
容 加 以 概括 总 结 即 可 看 出 , 康 托 尔 当时 的 几 个 主要 
基本 原则 或 思想 方法 不 外 平 是 :概括 原则 、 外 延 原 
则 一 一 对 应 原则 、 延 仲 原则 、 穷 竭 原则 和 对 角 线 方 
法 .并且 ,其 中 概括 原则 与 外 延 原则 用 于 造 集 并 确定 
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集 与 集 的 相等 ,一 一 对 应 原则 与 对 角 线 方法 用 于 引 
出 基数 概念 和 确定 更 大 基数 的 存在 ,延伸 原则 与 穷 
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象 的 存在 . 

集合 (set 合 论 的 基本 概念 .集合 论 的 创始 
人 德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. (F.P. )) 曾 对 集合 
HS BE RE seb ae HE BY FBS : 把 一 些 明确 的 (确定 的 )、 
彼此 有 区 别 的 .具体 的 或 想象 中 抽象 的 东西 看 做 一 
个 整体 , 便 称 为 集合 .” 对 此 ,俄国 数学 家 卢 津 
(JIyənn, H. H. ) 曾 加 以 说 明 :“ 我 们 想象 有 一 个 透明 
而 不 可 穿 过 的 训 膜 ,就 像 一 只 严密 封闭 的 袋子 .假设 
在 这 个 襄 膜 中 包含 了 一 个 给 定 的 集合 M 的 所 有 元 
素 , 而 且 在 这 压 膜 中 ,除了 这 些 元 素 以 外 ,再 没有 任 
何 别 的 东西 …… 这 个 包含 了 所 有 元 素 ( 而 且 除 了 它 
们 以 外 ,没有 任何 别 的 东西 ) 的 透明 赛 膜 , 也 足以 用 
来 很 好 地 表示 将 诸 元 素 e 汇集 在 一 起 的 那个 作用 . 
由 于 这 汇集 作用 的 结果 才 产 生 了 集合 M. "根据 康 
托 尔 对 集合 的 描 叙 和 卢 津 的 说 明 , 作 为 一 个 集合 而 
言 , 它 涉及 的 就 不 仅 是 构成 集合 的 对 象 ,而且 还 有 使 
这 些 对 象 构成 一 个 整体 的 那 种 汇集 作用 . 康 托 尔 曾 
认为 这 是 给 集合 下 了 一 个 定义 . 其 实 不 然 , 因 为 诸如 
整体 总体、 总 和 、 集 合 等 都 是 等 价 概念 . 所 以 德国 数 
学 家 豪 斯 多 夫 (Hausdorff ,F. ) 指 出 :“ 康 托 尔 在 用 黄 
明定 义 英明 . ” 康 托 尔 的 这 类 说 法 ,实际 上 只 能 当做 
一 种 说 明 ,当做 是 对 原始 的 .公认 的 思维 过 程 的 指 
证 .将 这 种 思维 过 程 演绎 为 更 原始 的 过 程 的 努力 , 迄 
今 没 有 实现 . 其 实 , 对 任何 一 个 概念 下 定义 ,必须 借 
助 于 比 它 更 为 基本 的 概念 .因此 ,在 各 个 历史 发 展 的 
阶段 中 ,总 有 一 些 概念 只 能 相对 地 通过 举例 .解释 和 
说 明 来 对 它 进行 描述 . 集合 就 是 这 样 一 个 基本 概念 . 
所 以 近代 的 公理 集合 论 者 ,都 放弃 了 对 集合 下 定义 
的 想法 ,而 把 它 作 为 基本 概念 引入. 

造 集 谓词 (the predicate of constructing set) 
逻辑 学 与 集合 论 的 基本 概念 . 它 是 用 以 构造 集合 的 
元 素 ( 个 体 ) 所 应 满足 的 一 种 性 质 . 数理 人 逻辑 中 的 请 
词 是 表示 一 个 个 体 的 性 质 或 者 两 个 以 上 个 体 之 间 关 
系 的 词 . 表示 一 个 个 体 性 质 的 词 称 为 一 元 谓词 . 德国 
数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 当 年 建立 古典 集 
合 论 的 一 个 重要 思想 方法 ,就 是 任 给 一 个 性 质 已 ,就 
能 把 所 有 满足 性 质 P HX E ROB TER P 的 对 象 汇 
集 在 一 起 而 构成 一 个 集合 . 通常 称 这 种 造 集 的 原则 
为 概括 原则 ,而 概括 原则 中 所 说 的 那个 用 以 造 集 的 
性 质 P 被 称 为 造 集 谓词 . 

精确 性 一 元 谓词 (monadic predicates of dis- 
tinet) 逻辑 学 的 一 个 概念 . 任 给 一 个 一 元 谓词 或 性 
质 书 , 若 对 任何 对 象 x 而 言 ,总 能 明确 判定 它 要 人 么 满 
足 该 性 质 PP, 要 么 不 满足 该 性 质 P, 亦 即 不 存在 不 能 
明确 判定 其 是 否 具有 性 质 P 的 对 象 , 则 称 该 性 质 P 


为 精确 性 一 元 谓词 .反之 ,如 果 存 在 着 不 能 明确 判定 
其 是 否 具 有 性 质 P 的 对 象 ,或 者 说 存在 着 部 分 地 有 具 
有 性 质 己 而 又 部 分 地 不 具有 性 质 书 的 对 象 , 则 称 该 
性 质 己 为 非 精 确 性 一 元 谓词 .例如 “自然数 "是 一 
个 精确 性 一 元 谓词 ,而 “美男 子 ? 是 一 个 非 精 确 性 一 
元 谓词 ,因为 对 一 位 男子 来 说 ,往往 是 部 分 地 具有 性 
质 P( 美 男子 ), 或 说 他 是 否 具 有 性 质 P( 美 男子 ) 是 
不 能 明确 判定 的 . 

非 精 确 性 一 元 谓词 (monadic predicates of 
见 “精确 性 一 元 谓词 ”. 

概括 原则 (comprehension principle) ”上 古典 集 
合 论 的 基本 原则 . 指 古 典 集 合 论 中 用 以 构造 集合 的 
一 个 重要 规定 或 公理 . 其 内 容 为 无 条 件 承 认 任 给 一 
个 性 质 P, 人们 就 能 把 所 有 满足 该 性 质 P 的 对 象 ， 
AMA KHER AK i P. 的 对 象 汇集 在 一 起 而 构成 
一 个 集合 . 用 符号 来 表示 就 是 G 二 (zx1P(z)), 其 中 
“| ”左边 的 x 表示 集合 G 的 任 一 元 素 , 而 “| ”右边 的 
P(z) 表 示 元 素 x 具有 性 质 P,( ) 表 示 把 所 有 具有 
性 质 P 的 xz 汇集 在 一 起 而 构成 一 集合 . 因此 ,概括 
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集 4 之 元 素 必 具 有 性 质 P, 反 之 , 几 具 有 性 质 PP 的 
对 象 必 为 集 4 之 元 素 . 所 以 ,概括 原则 是 一 条 集合 
存在 性 公理 (公理 模式 ). 在 德国 数学 家 康 托 尔 
(Cantor,G.(F. P. )) 的 早期 工作 中 ,概括 原则 只 是 
隐蔽 地 被 使 用 着 ,后 来 德国 数学 家 .数理 逻辑 学 家 弗 
雷 格 (Frege, CF. L. 0G. ) 公 开 地 采用 这 一 公理 模式 . 
对 于 概括 原则 内 容 的 理解 和 使 用 ,还 应 特别 指出 如 
PULA: 

1. 概括 原则 中 用 以 造 集 的 那个 性 质 P 必须 是 
精确 性 一 元 谓词 ,任何 非 精确 性 一 元 谓词 都 不 是 康 
托 尔 意义 下 用 以 造 集 的 谓词 ,这 个 大 前 提 无 论 是 康 
托 尔 还 是 弗 雷 格 都 没有 明文 叙述 ,只 是 在 使 用 概括 
原则 时 无 形 地 贯彻 . 

2. 在 概括 原则 之 下 用 以 造 集 的 精确 性 一 元 谓词 
是 完全 任意 的 ,而 且 对 象 域 也 是 没有 任何 限制 的 . 

3. 给 定 精 确 人 性 一 元 谓词 后 ,由 概括 原则 所 构造 
之 集 惟 一 确定 , 它 恰 由 所 有 满足 该 谓词 的 对 象 组 成 . 

(Fit (paradoxes) 一 种 自 相 矛盾 的 命题 . 关于 
悖 论 的 定义 ,当前 流行 的 说 法 ,有 如 “导论 是 一 种 导 
致 逻辑 矛盾 的 命题 . 这 种 命题 ,如 果 承 认 它 是 真 的 ， 
那么 它 又 是 假 的 ;如 果 承 认 它 是 假 的 ,那么 它 又 是 真 
的 ”或 如 "一 个 命题 构成 一 个 悖 论 ,如 果 由 它 的 真 可 
以 推出 它 的 假 ,而 由 它 的 假 又 可 以 推出 它 的 真 ”. 诸 
因此 类 的 定义 法 ,有 它 合 理 的 一 面 ,也 有 不 够 全 面 的 
地 方 . 因为 : 

1. 任何 一 个 悖 论 在 实质 上 都 是 相对 于 某 个 理论 
系统 而 言 的 . 

2. 并 非 每 个 悖 论 都 要 陈述 为 一 个 命题 或 某 一 语 
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句 的 形式 ,有 的 悖 论 往往 以 一 个 推演 过 程 来 表现 . 

3. 人 们 并 不 习惯 于 一 定 把 每 个 悖 论 都 化 归 为 肯 
定 与 否定 的 等 价 式 ,也 可 用 某 个 系统 中 并 存 的 两 个 
互相 矛盾 的 命题 来 表述 一 个 悖 论 . 

德国 学 者 弗 伦 克 尔 (Fraenkel,A.A.) 曾 对 性 论 
给 出 了 一 个 较为 全 面 而 合理 的 定义 :“ 如 果菜 一 理论 
的 公理 和 推理 原则 看 上 去 是 合理 的 ,但 在 这 个 理论 
中 却 推出 了 两 个 互相 矛盾 的 命题 ,或 者 证 明了 这 样 
一 个 复合 命题 , 它 表 现 为 两 个 互相 矛盾 的 命题 的 等 
价 式 .那么 人 们 就 说 该 理论 系统 中 出 现 了 一 个 悖 
iE. ”应 该 指出 ,在 弗 伦 克 尔 的 这 一 陈述 中 ,不 只 是 指 
明了 任 一 悖 论 总 相对 于 某 一 系统 ,同时 还 特别 强调 
了 该 系统 的 公理 和 推理 原则 “看 上 去 是 合理 的 ” 因 
此 ,对 那 种 把 一 些 明 显 矛 盾 的 命题 凑合 起 来 的 不 合 
理 系 统 , 是 谈 不 上 包含 或 不 包含 那 论 的 . 

关于 悖 论 的 起 源 , 可 以 追溯 到 古 希 腊 和 中 国 先 
秦 哲 学 时 代 , 但 那 时 及 其 后 的 一 个 历史 阶段 , 悖 论 往 
往 泛 指 那些 推理 过 程 看 上 去 是 合理 的 ,但 推理 的 结 
果 却 又 违背 客观 实际 . 例如 ,上 古 希 脂 哲 学 家 芝 诺 
(Zeno, CE. )) 关 于 运动 的 四 个 悖 论 便 是 这 一 类 悖 
论 . 如 其 中 之 第 二 个 悖 论 称 为 阿 基 里 斯 悖 论 , 讲 的 是 
希腊 神 行 太保 阿 基 里 斯 和 乌龟 赛跑 ,但 跑 得 最 快 的 
阿 基 里 斯 永远 追 不 上 的 得 最 慢 的 乌 包 .论述 如 下 : 设 
A 跑 的 速度 远 比 B 快 ,但 BA 先行 一 段 中 离 ,4 
ACRE BMA BIA B 的 起 点 RoE AF] R, 
点 时 ,B 已 前 进 到 R: 点 ,又 当 A 再 到 R: 点 时 ,B 又 
已 前 进 到 R 点 ,因此 往复 ,以 至 无 穷 ,4 使 永远 追 不 
上 B8 了 .当然 ,今天 以 无 穷 级 数理 论 已 能 对 此 做 出 
解释 ,但 在 此 以 前 的 历史 阶段 中 是 难以 对 此 推理 与 
现实 之 矛盾 做 出 完满 解释 的 . BRAK LO FE TE. 

此 外 ,还 有 另 一 种 情况 而 被 称 为 悖 论 的 , 那 就 是 
由 于 新 观念 的 引入 而 矛盾 于 辕 于 历史 局 限 的 传统 观 
念 . 例如 ,意大利 科学 家 伽利略 (Galilei,G. ) 对 “平方 
数 与 自然 数 一 一 对 应 ”的 发 现 而 矛盾 于 “全体 大 于 部 
分 ?的 传统 原则 ,当时 即 被 称 为 伽利略 悖 论 . 当然 ,后 
来 人 们 已 做 出 如 下 的 解释 ; 即 “ 全 体 大 于 部 分 ”这 一 
直观 原则 是 在 有 限 数 量 的 事物 关系 中 的 抽象 出 来 
的 ,因而 不 适用 于 无 限 性 对 象 的 情况 . 公元 前 6 t 
纪 , 克 里 特 哲 学 家 伊 壁 门 尼 德 斯 (Epimenides ) 断言 : 
“所 有 克 里 特 人 所 说 的 每 一 句 话 都 是 假 话 ”. 试问 这 
句 话 是 真 还 是 假 . 知 设 其 为 真 , 则 因 这 人 句 话 也 出 于 克 
里 特 人 之 日 , 故 按 这 句 话 的 结论 应 导致 其 为 假 .但 若 
设 其 为 假 , 却 并 不 能 导致 其 为 真 . 后 来 ,到 了 公元 前 
4 世纪 , 欧 布 里 德 (Eubulides ) 提 出 撒谎 者 悖 论 ; “我 
现在 所 说 的 是 假 话 ”. 这 就 构成 了 由 其 真 而 可 导致 其 
为 假 , 并 由 其 假 而 又 可 导致 其 为 真 了 . 后 来 ,人 们 又 
构造 了 等 价 于 欧 布 里 德 命题 的 永恒 性 撒谎 者 悖 论 : 
“在 本 页 本 行 里 所 写 的 那 句 话 是 假 话 . ”由 于 上 一 行 
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里 除了 这 人 句 话 本 身 之 外 , 别 无 其 他 的 话 . 故 设 该 话 为 
真 , 则 要 承认 该 话 之 结论 ,因而 导致 该 话 为 假 话 . A 
设 该 话 为 假 , 则 应 肯定 该 话 结论 之 反面 为 真 ,因而 推 
出 该 话 为 真 . 因 此 ,这 是 一 个 悖 论 . 这 样 , 悖 论 渐 趋 形 
成 它 的 现代 形式 .波兰 学 者 塔 尔 斯 基 (Tarski,A. ) 
还 对 此 永恒 性 撒谎 者 悖 论 进 一 步 概括 ,并 给 出 一 个 
严格 的 表述 形式 如 下 : 

l. 按照 “命题 为 真 ” 的 含义 ,有 这 样 的 原则 ;XX 
是 真 的 , 当 且 仅 当 .这 里 P 是 任意 一 个 命题 ,而 X 
是 这 一 命题 的 名 称 . 

2. 考虑 命题 : C 不 是 真 的 ”. 用 符号 C 来 表示 该 
命题 . FEMA "C 不 是 真 的 ?等 同 于 C. 

3. 由 形式 1 知 “C 不 是 真 的 ?是 真 的 , 当 且 仅 当 
C 不 是 真 的 . 

由 形式 2 和 3 可 知 :C 是 真 的 , 当 且 仅 当 C 不 是 
真 的 . Aa. 

逻辑 数学 悖 论 (logic-mathematics paradox) 
一 种 悖 论 命题 . 它 是 由 逻辑 或 数学 系统 中 的 概念 所 
构成 的 悖 论 , 因 此 这 类 悖 论 总 能 用 逻辑 和 数学 符号 
来 表达 . 例如 康 托 尔 悖 论 .罗素 悖 论 . 布 拉 利 。 福 尔 
带 悖 论 等 都 是 逻辑 数学 悖 论 . 

语义 学 昼 论 (semantic paradox) 一 种 悖 论 命 
题 . 它 是 由 命名 、 真 、 假 等 概念 构成 .因此 ,如 表明 、 刻 
画 、 真 等 语义 项 成 为 这 类 悖 论 不 可 少 的 组 成 部 分 . 例 
如 ,强化 了 的 扯 谎 者 悖 论 、 理 发 师 悖 论 、 格 雷 林 悖 论 
等 都 是 语义 学 悖 论 . 

第 一 次 数学 危机 (first mathematical crisis ) 
数学 史 专 门 术 语 . 指 由 于 无 理 数 的 发 现 而 形成 的 数 
学 界 的 混乱 局 面 . 公元 前 5 世纪 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 
古 希 腊 数 学 家 和 硕 帕 索 斯 (Hippasus,(M)) 发 现 了 等 
腰 直 角 三 角形 的 直角 边 与 斜 边 不 可 通 约 ,从 而 导致 
了 数学 的 第 一 次 危机 . 由 于 当时 人 们 还 处 在 刚刚 从 
自然 数 概念 脱胎 形成 有 理 数 概念 的 早期 阶段 ,对 于 
无 理 数 的 概念 一 无 所 知 , 因 而 普遍 确信 "一切 量 均 可 
用 有 理 数 表示 ” 这 在 当时 不 仅 成 为 布 腊 人 的 一 种 普 
饥 信仰 , 且 已 成 为 毕 氏 学 派 的 信条 . Alm ERA IR 
So A) Ac EASE Bp rei” BE AT at EK ,并 被 视 为 
一 种 悖 论 的 出 现 . 相传 , 毕 氏 学 派 因 此 而 将 希 帕 索 斯 
投入 海中 处 死 . 但 他 的 这 一 发 现 却 以 项 强 的 生命 力 
而 被 广 为 流 传 ,迫使 人 们 去 认识 和 理解 “自然 数 及 其 
比 不 能 包括 一 切 几 何 量 ” 历史 上 把 这 事件 称 之 为 数 
学 史上 的 第 一 次 危机 . 

希 帕 索 斯 的 发 现 , 一 方面 促使 人 们 进一步 去 认 
识 和 理解 无 理 数 , 另 一 方面 因为 人 们 由 此 而 感到 直 
觉 与 经 验 未 必 靠 得 住 ,推理 和 证 明 才 是 可 靠 的 .从 而 
导致 了 公理 几何 学 与 古典 逻辑 的 诞生 . 后 来 , 毕 氏 学 
派 又 被 迫 正视 锅 帕 索 斯 这 一 发 现 所 导致 的 悖 论 ,并 
想 通 过 单子 的 提出 而 去 解决 这 一 悖 论 . 单子 概念 是 
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一 种 如 此 之 小 的 度量 单位 ,以 致 其 本 身 不 可 度量 而 
又 要 保持 为 一 种 单位 . 这 或 许 是 企图 通过 “无 限 ” 来 
解决 问题 的 最 早 努 力 .但 这 又 引起 古 希腊 哲学 家 芝 
Wi (Zeno, CE. DWIE. 芝 诺 认为 一 个 单子 要 么 是 
0, 要 么 不 是 0. 如 果 是 0, 则 无 穷 多 个 单子 相 加 也 产 
生 不 了 长 度 ; 如 果 不 是 0, 则 由 无 穷 多 个 单子 构成 的 
有 限 长 线段 应 该 是 无 限 长 的 .不 论 如 何 说 都 是 矛盾 
的 .因此 ,连同 著名 的 芝 详 悖 论 也 被 列 为 数学 第 一 次 
危机 的 组 成 部 分 . 

第 二 次 数学 危机 (second mathematical crisis) 
数学 中 专门 术语 . 指 由 于 无 穷 小 概念 的 含混 不 清 而 
在 数学 界 出 现 的 混乱 局 面 . 在 17 世纪 和 整个 18 世 
纪 , 由 于 微 积 分 理论 的 产生 及 其 在 各 个 领域 里 的 广 
泛 应 用 ,使 得 微 积 分 理论 得 到 了 飞速 发 展 .但 在 男 一 
方面 ,当时 的 整个 微 积分 理论 却 是 建立 在 含混 不 清 
的 无 穷 小 概念 上 ,因而 没有 一 个 牢固 的 基础 , 遭 到 了 
来 自 各 方面 的 非 难 和 攻击 . HE +P DD 753€ (Berkley, 
G. ) 大 主教 所 作 的 攻击 最 为 激烈 “贝克 莱 批 判 了 灿 
国 数学 家 、 物 理学 家 牛顿 (Newton,[I. ) 的 许多 论点 ， 
例如 ,在 《 求 曲 边 形 的 面积 ) 一 文中 ,牛顿 说 他 避免 了 
无 穷 小 ,他 给 x 以 增 量 ,展开 (z 十 0 7, 减 去 x" FRR 
以 0, 求 出 x” 的 增 量 与 xz 的 增 量 之 比 , 然 后 扔 掉 0 
的 项 ,从 而 得 到 ^ 的 流 数 . 贝克 莱 说 牛顿 首先 给 x 
以 一 个 增 量 ,然后 让 它 是 OKRA”. 
于 导数 被 当做 y 与 x 消失 了 的 增 量 之 比 , 即 dy 5 
dz 之 比 , 贝 克 莱 说 它们 赋 不 是 有 限量 ,也 不 是 无 穷 
小 量 ,但 又 不 是 无 . 这 些 变化 率 只 不 过 是 消失 了 的 量 
的 鬼魂 . ”贝克 莱 之 激烈 攻击 微 积 分 ,主要 是 出 于 它 
极端 恐惧 于 当时 自然 科学 的 发 展 所 造成 之 信仰 的 日 
益 增 长 的 威胁 .但 也 正 由 于 当时 的 微 积分 理论 没有 
一 个 牢固 的 基础 ,致使 来 自 各 方面 的 非 难 和 攻击 似 
乎 言 之 有 物 . 所 以 ,“ 在 整个 18 世纪 ,对 于 微分 和 积 
分 运算 的 研究 具有 一 种 特殊 的 痛苦 . 因为 ,一 方面 是 
纯粹 分 析 领 域 及 其 应 用 领域 内 的 一 个 接 一 个 的 光辉 
发 现 , 但 与 这 些 奇 妙 的 发 现 相 对 照 的 却 是 由 其 基础 
的 含糊 性 所 导致 的 矛盾 愈 来 愈 尖 锐 ”. 这 就 不 能 不 迫 
使 数学 家 们 认真 对 待 这 一 切 , 借 以 解除 数学 的 第 二 
次 危机 ,这 就 直接 导致 了 微 积 分 的 柯 西 -外 尔 斯 特 拉 
斯 时 代 . 

Dl A See (Berkley paradox) 一 种 悖 论 命 
i. 指 贝 死 莱 (Berkley,G. ) 主 教 择 击 微 积 分 理论 的 
相关 论述 . 在 微 积 分 的 牛顿 - 莱 布 尼 蒋 时代, 由 于 整 
个 理论 建立 在 含混 不 清 的 无 穷 小 概念 上 ,从 而 在 实 
际 上 存在 着 吸 待 澄清 的 困难 . 人 们 便 将 微 积分 理论 
当时 的 这 种 难以 自圆其说 的 了 矛盾 称 之 日 贝克 莱 悖 论 
(参见 “数学 的 第 二 次 危机 ”). 

分 析 基 础 (foundation of analysis (limit the- 


ory)) ”研究 微 积 分 理论 基础 的 专门 学 科 . 面 对 数学 
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定理 论 基 础 的 工作 . 首先 是 法 国 数学 家 .力学 家 柯 西 
(Cauchy, A. -L. ), 他 详细 而 系统 地 建立 和 发 展 了 极 
限 论 . 他 把 微 积 分 理论 建立 在 极限 论 的 基 上 ,按照 变 
量 .函数 .变量 的 极限 ,无穷 小 量 .无 穷 大量 .函数 的 
连续 性 概念 .导数 的 定义 等 这 样 一 个 线索 来 展开 微 
积分 . 其 中 极限 概念 起 着 关键 作用 . 柯 西 首先 给 出 了 
极限 概念 的 数学 定义 ,但 还 有 许多 不 严格 的 地 方 . 后 
来 ,德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K.(T. 
W.)) 改 进 了 柯 西 的 工作 ,并 用 “一 人 ”语言 给 出 函数 
极限 的 定义 ,把 极限 理论 建立 在 “es 一 262 谁 则 上 ,极限 
理论 就 精确 化 了 . 在 严格 的 极限 理论 中 ,极限 是 一 种 
定义 对 象 而 不 是 相应 结果 的 直接 表现 ,于 是 过 程 与 
结果 之 间 的 联系 被 切断 . 而 作为 单独 从 过 程 来 考察 
的 极限 理论 ,就 不 再 包含 直接 矛盾 ,完全 避 开 了 实体 
无 限 小 和 无 限 大 概念 的 设想 和 使 用 . 亦 即 外 尔 斯 特 
拉 斯 是 用 排除 含混 不 清 之 无 穷 小 量 概 念 的 办 法 来 解 
RU ESTEE B. 而 葛 基 于 极限 论 之 上 展开 的 微 积 
分 就 是 今天 的 标准 分 析 . 普遍 认为 ,严格 的 分 析 基 础 
(极限 论 ) 的 建立 ,数学 的 第 一 和 第 二 次 危机 已 获 解 
决 .但 在 事实 上 ,极限 论 又 要 以 实数 理论 为 基础 ,而 
严格 的 实数 理论 又 必须 以 集合 论 为 基础 ,而 集合 论 
的 发 展 , 却 又 出 现 了 一 系列 悖 论 , 由 此 而 构成 了 更 大 
的 危机 . 

第 三 次 数学 危机 (third mathematical crisis ) 
数学 史 专 门 术 语 . 指 集 合 论 中 出 现 罗素 导论 之 后 在 
数学 界 所 引起 的 震动 与 争论 局 面 . 本 来 对 于 那些 古 
音 相 传 的 那 论 而 言 , 并 未 引起 数学 家 和 逻辑 学 家 的 
多 大 重视 ,认为 这 都 是 人 为 地 构造 出 来 的 话 和 事 . 直 
ASA Te PS AP ALA + HBR TS HE A R HER TE 
论 之 后 才 稍 加 注意 .但 又 认为 这 仅仅 一 些 涉 及 集合 
论 中 的 技巧 问题 ,只 要 加 以 调整 或 修改 , 即 可 解决 问 
题 . 而且 过 去 对 于 非 欧 几何 、 欧 氏 几 何以 及 实数 论 等 
的 相 容 性 问题 的 考虑 ,虽说 未 能 给 出 证 明 ,但 也 尚未 
过 到 出 现 矛 盾 的 麻烦 , 故 又 普遍 认为 不 会 导致 矛盾 . 
因而 在 1900 年 于 巴黎 召开 的 国际 数学 会 议 上 ,法 国 
By oF RE IM HE (Poincaré, (J.-H. ) 宣 称 :“ 数 学 的 严 
格 性 ,看 来 可 以 说 是 实现 了 ”. 然而 事 隔 不 到 两 年 , 集 
合 论 中 出 现 了 罗素 悖 论 , 人 们 发 现 只 要 用 逻辑 术语 
来 代替 集合 论 术语 ,罗素 那 论 就 要 直接 牵涉 到 人 逻辑 
理论 本 身 , 从 而 直接 冲击 了 数学 与 逻辑 这 两 门 一 向 
认为 严谨 的 学 科 , 并 且 直 接 动摇 了 数学 家 们 企图 通 
iE Ade dC TH Hit E Ba. 从 而 惊动 了 整 
个 西方 哲学 界 、 人 逻辑 学 界 和 数学 界 ,德国 数学 家 戴 德 
4 (Dedekind, (J. W. )R. ) 和 德国 数学 家 、 数 理 逻 辑 
^E Z UB SS HE (Frege, CF. L. )G. ) 都 因 自 己 的 理论 必 
须 涉及 集合 概念 而 延 搁 了 有 关闭 作 的 出 版 .今天 ,人 
们 就 将 集合 论 中 罗素 悖 论 出 现 后 所 引起 的 困难 局 面 
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称 为 数学 的 第 三 次 危机 . 在 一 定 程度 上 讲 ,数学 的 第 
三 次 危机 实际 上 是 数学 的 第 一 .第 二 次 危机 的 发 展 
与 深化 ,因此 集合 论 悖 论 所 涉及 的 问题 更 加 深刻 , 涉 
及 的 范围 更 为 广阔 . 

罗素 悖 论 (Russell’s paradox) 关于 集合 的 一 
TEBE. 对 于 任 一 集合 zx, 它 或 者 满足 ree, 
(例如 一 切 集合 所 构成 的 集 ), 或 者 满足 x E x Cf n 
自然 数 集 ) ,二 者 必 居 其 一 . 现 考虑 “一 切 不 属于 它 本 
身 的 集合 的 集 3”, 亦 即 令 T= (clr Ex}. WAKE SZ 
EZ 或 KE 都 将 导致 矛盾 . 这 就 是 英国 数理 逻辑 
学 家 罗素 (Russell,B. A. W. ) 于 20 Ze wj S iH 8 tE 
论 , 通 常 称 为 罗素 悖 论 . 顺便 指出 ,德国 数学 家 策 梅 
i& (Zermelo,E. F. F. ) 也 曾 独 立地 发 现 了 这 个 悖 论 ， 
因而 也 有 罗素 - 策 梅 洛 悖 论 之 称 . 

罗素 性 论 作为 被 包含 在 古典 集合 论 里 的 一 个 尾 
论 ,不 仅 立 即 可 化 归 为 最 基本 的 逻辑 概念 的 形式 ,而 
且 可 用 日 常 语言 来 表述 它 的 基本 原则 . 罗素 就 于 
1919 年 将 上 述 导论 改写 如 下 : 某 理发 师 给 自己 作 了 
一 条 约定 :我 给 并 且 只 给 那些 不 给 上 自己 刮 胡子 的 人 
BAL”. 那么 他 要 不 要 给 自己 刮 胡 子 呢 ? 对 于 这 个 
问题 作 肯 定 或 否定 的 回答 ,都 是 违反 上 述 约定 的 . 这 
就 是 著名 的 “理发 师 那 论 ” 的 大 意 . 

罗素 - 策 梅 洛 悖 论 (Rusell-Zermelo paradox) 
SL" REW”. 7 

RFER (ie (Cantor’s paradox) 关于 集合 的 
—^t xA EC. 在 古典 集合 论 中 可 证 下 述 命题 ( 康 托 
尔 定理 ) :任何 集 M 的 势 WM 小 于 其 寡 集 POD ZH 
P4A). 然 而 由 概括 原则 可 构造 一 切 集 的 集 E Is Bl 
E— (xix 为 一 集 } .于 是 由 康 托 尔 定理 有 E<PCE). 
{Ae ie ce PCE) Mc HE 的 一 个 子 集 , 故 x 为 一 
SHE WMA ce E,W P(E) 必 E, 因 此， 
POE) «E. P JB. 这 就 是 康 托 尔 悖 论 . 康 托 尔 悖 论 是 
德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. (F. P. )) 于 1899 年 


康 托 尔 定理 (Cantor’s theorem) — D," EE HERNIE 


ie". 
布 拉 利 。 福 尔 蒂 悖 论 (Burali-Forti’s paradox) 
关于 集合 的 一 个 悖 论 . 在 古典 集合 论 中 可 证 如 下 诸 
命题 : 
1. 任 一 良 序 集 A 不 能 与 4 的 任何 截 段 A. 相 
fa. 


2. 几 由 序数 构成 之 集 , 按 其 大 小 为 序 排列 时 , 必 
为 一 良 序 集 . 

3. 由 一 切 小 于 序数 a 的 序数 所 组 成 的 良 序 集 
W BJFFARW =a. 

现 将 一 切 序 数组 成 一 集 工 , 即 厂 二 {x|x 为 一 序 
数 } ,于 是 由 命题 2 A.D 可 编 成 良 序 集 . 故 有 一 序数 
7, 即 厂 二 7Y. 按 械 的 构造 知 ,YET. 用 帮 记 械 之 元 7 
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截 荆 所 获 之 截 段 ,由 命题 3 知 ,人 二 7. 于 是 全 = 也,， 
这 表明 卫 与 其 截 段 卫 . 之 序数 相同 ,因而 本 与 其 截 
Ex D. 相似 ,与 命题 1 矛盾. 这 就 是 布 拉 利 。 福 尔 带 
ie. WHA e HOR IER ART 1897 年 ,实际 
上 ,德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P.D RER 
两 年 前 就 发 现 了 这 个 悖 论 ,只 是 没有 公开 ,后 由 意 大 
f] 2E 3E TR BUR] * HAR (Gurali-Forti, C. ) 发 现 并 公 
Je. 

kA SET (Shen Yuting’s paradox) AAM 
T 1953 FEM MILT eie. 即 所 谓 无 根据 与 有 根据 
悖 论 .循环 与 非 循 环 悖 论 以 及 循环 与 非 ”循环 悖 
iE. A bU : 

如 果 存 在 x;Gi 二 1,2,…), 使 …E€ r, E r E 
LENET WR x 为 无 根据 集 . BM. x AAR 
ER. 从 而 , 任 一 集 ,要 么 是 有 根据 集 , 要 么 是 无 根据 
E. 今 按 概括 原则 构造 S= (Ge | c 为 有 根据 集 }. 试问 
S 为 哪 一 种 集 ? 设 S 为 有 根据 集 , 则 按 S 的 构造 知 ， 
SES. FERS n=S (i 二 1,2,…), 按 定义 可 知 S 
为 无 根据 集 . Bri S 为 无 根据 集 , 则 存在 Xx; G=1, 
2,…), 使 …EzEzr a EEn En ES A nEs 
KS EA) 4] 38 A s ary 为 有 根据 集 . 而 上 述 各 Xi+1 (1 = 
1,2,*0 5 zi 之 关系 又 表明 z 为 无 根据 集 , 于 是 ， 
原 设 S 为 无 根据 集 不 得 成 立 , 即 S 为 有 根据 集 . 哪 
条 路 都 走 不 通 , 称 之 为 无 根据 和 有 根据 那 论 . 

如 果 存 在 xz;,x;，… ,zx,ln 为 不 国定 的 任 一 正 整 
数 变量 ) ,使 DE rE Ex, Ex, WE Tı 为 循环 


E, 否则 称 zi 为 非 循 环 集 . 于 是 任 一 集 要 么 是 循环 


集 , 要 么 是 非 循 环 集 . WAER S= (zlz 为 非 循环 
R) 类 似 于 上 一 段 的 推理 表明 ,S 不 是 循环 集 , 也 不 
是 非 循环 集 . 称 之 为 循环 和 非 循环 悖 论 . 

如 果 存 在 某 个 固定 的 正 整 数 n, 使 me me xe 
€ r,€ xi, 则 称 集 x, dE n HAR. 否则 称 x; HAE n 
循环 集 . 类 似 地 讨论 集 S= {zx|z 为 一 非 n HEAR} 
究竟 为 哪 一 种 集 ? 可 得 一 悖 论 , 称 之 为 n HAR SAE n 
(B e TEE. 

实际 上 ,罗素 那 论 之 造 集 谓词 cE x HAE 1 
循环 造 集 谓词 . 因而 ,上 面 三 种 那 论 ,无 非 是 将 非 1 
循环 分 别 扩张 为 非 循环 、 非 循环 和 非 无 穷 串 ( 即 有 
Rie) MM BAY REC SEEB. 

£ (Hie 48 fF it (multivalued logical paradox) 
一 个 逻辑 悖 论 . CERAT 1954 年 提出 的 一 种 多 
IA 37 $8 Te iE. 对 多 值 逻 辑 的 研究 ,开始 于 20 d 
纪 20 年 代 的 波兰 数学 家 、 人 逻辑 学 家 武 卡 谢 维 奇 
CEukaszewicz,J. ) 和 波 沈 娃 尔 (BoyeBap,B. ) ,逻辑 学 
家 们 随后 就 建立 了 种 种 协调 而 完全 的 多 值 逻 辑 演 算 
系统 . 关于 多 值 逻 辑 演 算 系 统 的 特征 、 解 释 及 其 与 二 
值 逻 辑 的 关系 都 进行 了 广泛 而 深入 的 研究 . 其 中 关 
于 多 值 逻 辑 系 统 与 概括 原则 的 相 容 性 问题 的 研究 也 

Ze 


有 一 系列 成 果 . RAT 1954 年 证 明了 武 卡 谢 维 奇 
ABB (BE 58 3S 6L, C3zn— e» 5j BET Ji Du] T APR E 
的 , 亦 即 多 值 逻辑 系统 L, (3n — o) A EA 
后 必定 导致 予 盾 ,通常 称 为 多 值 逻辑 那 论 . DU ie A 
涵 词 一 指 的 是 满足 下 述 推理 规则 的 逻辑 连结 词 :由 
p R pg 可 得 gq. X Cp—)"q 是 一 种 简 记 ,其 递归 定 
XJ iCp—!q FB pqs (p—0""'q dà b C pq. 
此 外 XU CA, 38 : i Cp") q 可 得 (p 一 )"g. 如 末 
承认 概括 原则 , 则 可 构造 集合 a, = {x | Cx €x) 
一 )"p}, 其 中 bp 为 一 命题 词 . Ale, SEKI IE 
了 下 述 三 个 命题 : 

1. 如 果 一 个 系统 中 有 pom bs ADA an, MIE R 
统一 定 包 含 悖 论 . 

2. 在 武 卡 谢 维 奇 有 穷 值 逻辑 系统 L, (Gn 9) 
中 ,规则 (4,) 成 立 . 

3. 在 武 卡 谢 维 奇 无 穷 值 逻辑 系统 Ly, 中 ,对 任 
何 n, ALM CALO AS JE. 

由 于 在 L,G Sn «o0 8t» pod 的 真 值 被 定 
MA minC1,1— ptg): TE p—p-—min(1,1— p+ 
p) —1. ETE L, BXn<w) RAE pm p 成 立 . 从 而 
由 命题 1 2 RIAL. (xn o) 5 8E T8 Je Dee 
不 相 容 的 . 因为 由 元 (3 和 2 天 ww) 再 配 以 概括 原则 后 ， 
此 系统 将 包含 p b. CAI a, BO 1 知 , 此 系统 内 
D XE RS TEE. 

A (B XE TR EE RH ,在 经 典 数学 范围 内 ,如 果 在 

合 论 中 完全 保持 概括 原则 ,而 将 配套 的 二 值 逻辑 
工具 改 为 有 穷 值 逻辑 系统 L, (xn e) , WES 
出 现 那 论 . 上 述 结 论 有 重要 意义 .但 又 因 上 述 定理 3 
指出 ,对 任何 ”规则 (4,) 在 无 穷 值 逻辑 系统 Ly, P 
不 成 立 . 从 而 莫 氏 方法 无 法 判定 无 穷 值 逻辑 系统 与 
概括 原则 是 否 相 容 . 

7 23 (Ais 88 f£ ib Cinfinite-valued logical para- 
dox) 一 个 逻辑 悖 论 . ERR RRS F 1985 年 提出 
fj — fh 2625 (EE 8 Fe ie. 关于 无 穷 值 逻辑 系统 与 概 
括 原 则 的 相 容 性 问题 ,在 20 世纪 60 年 代 初 ,挪威 数 
a 3é Hh BL BA CSkolem,A. T. ) $e he, 4h By 4 (Fen- 
sted) 等 作 了 进一步 研究 . dE — Br 3e 88 "P Ed D Du 
不 是 一 条 公理 ,而 是 公理 模式 
Macs ER Ws sg VUE CLE yP, IT2 tits 
因而 是 无 穷 多 条 公理 . 通常 把 全 体 概 括 原则 公式 所 
构成 的 集 记 为 zu. ATH AMAA Peake iM 
以 各 种 限制 ,就 会 形成 各 种 不 同 的 概括 原则 公式 集 ， 
它们 都 是 X. 的 子 集 ,分 别 记 为 3.2; 等 . 张 搬 中 和 
芬 斯 特 分 别 证 明了 武 卡 谢 维 奇 连续 值 逻 辑 系 统 工 
CPS SH LIS ER z ,2,,Z; 等 之 间 的 相 容 性 . 
mX Lak LOR z 是 否 相 容 , 则 仍 无 结果 . 但 应 指 
H. EPEE T LR L 5 X, 是 相 容 的 ,也 不 表明 再 


在 2 之 外 配 以 其 他 集合 论 公 理 后 仍 能 相 容 . 张 辰 中 
就 曾 证 明 在 2,. 2. 之 外 ,再 加 上 外 延 公理 后 , 则 就 不 
再 与 工 系统 相 容 .但 要 发 展 整个 经 典 数 学 , 仅 有 SD, 
Z, 而 无 其 他 集合 论 公 理 配套 是 不 能 实现 的 . 要 想 由 
了 或 元 并 完全 保持 概括 原则 而 去 发 展 整个 数学 , 必 
须 证 明 : 工 或 Li 与 一 个 包括 5, 在 内 、 并 且 内 涵 足 够 
丰富 的 集合 论 系 统 互 为 相 容 .能 否 实现 这 一 目标 ? 
1985 4E. , h AR FR FL. H EE ME SOLE] P XR AE PE JA 
反面 做 出 了 回答 . 任 一 数学 系统 ,如 果 满 足下 列 条 
件 : 
1. 概括 原则 成 立 ; 


2. b» pq F q; 
3. p pi 
4. an A, , As, ,4 是 集 , 则 
UA, =A 
n=l 
是 集 ; 


5. 目 然 数 系统 被 包含 在 内 ; 
则 此 数学 系统 Wea a TIC. 

由 于 任 一 内 涵 足 够 丰富 的 数学 系统 总 能 满足 上 
述 定 理 中 的 条 件 2,3,4,5. 因 而 上 述 结果 表 明 :对 于 
任何 集合 论 系统 ,如 果 完 全 保持 概括 原则 ,仅仅 改变 
与 之 配套 的 二 值 逻辑 系统 为 多 值 ( 有 穷 或 无 穷 值 ) 逻 
辑 系 统 , 则 依然 要 出 现 悖 论 , A SI ee e 
而 称 之 为 无 穷 值 逻辑 那 论 . 

那 论 的 统一 模式 (the unified schema of para- 
dox) ”用 数学 语言 陈述 的 一 个 抽象 悖 论 ( 或 超级 悖 
w). S FEARS AS) BCP(A) 的 双 射 (或 满 
射 ), 记 M—í(a€Ala€ F(a)), 当 认定 MM 是 B 的 元 
KH, Mme A(M=F(m)). 现在 问 mEM B? 不 
管 回答 是 或 否 ,都 将 导致 了 矛盾 ,这 就 是 悖 论 . 当 给 映 
射 下 ,集合 4 和 B 适当 的 解释 ,就 可 得 到 所 有 已 知 
NERC CUNY RE ASR ble ae ie. HE 
德 悖 论 . 最 大 序数 悖 论 . 最 大 基数 悖 论 . 格 雷 林 悖 论 
F) 那 论 的 统一 模式 定理 是 中 国学 者 蒋 星 炊 于 
2001 年 4 月 发 现 的 .由 于 该 模式 是 用 数学 语言 陈述 
的 ,因此 ,将 悖 论 的 成 因明 白 无 误 地 揭示 出 来 : 即 造 
成 侍 论 的 本 质 原 因 是 将 双 射 下 所 构造 的 与 B 的 
每 个 元 素 都 不 同 的 反对 角 线 集合 M ,错误 地 认为 是 
B 的 元 素 , 这 在 自然 语言 或 朴素 集合 论 的 环境 中 ,在 
没有 有 效 分 析 工 具 下 ,往往 很 难 发 现 . 这 就 是 悖 论 长 
期 困扰 数学 界 的 原因 . 那 论 统一 模式 定理 的 内 涵 非 
常 丰富 , 它 还 将 英国 逻辑 学 家 罗素 (Russell,B. A. 
W. ) 的 恶性 循环 原则 (参见 “恶性 循环 原则 ”) 和 波兰 
学 者 塔 尔 斯 基 CTarski,A. ) 的 关于 真 值 的 不 可 定义 
性 定理 作为 它 的 推论 得 出 ,并 且 , 只 要 给 ,A,B 以 
适当 的 解释 ,就 可 造 出 新 的 迟 论 . 

AN Br 3 1H JF I8 (principle of continual exten - 


精确 性 经 典 数 学 基础 


sion) 一 种 思想 规定 . 这 种 思想 规定 在 德国 数学 家 
EFEZ (Cantor ‚G. CF. P. )) 创 建 的 古典 集合 论 中 就 
被 不 自觉 地 使 用 ,20 世纪 50 年 代 , 由 徐 利 治 予 以 精 
确 叙 述 ,并 明确 提出 和 使 用 . 其 内 容 如 下 : 设 工 (人 7， 
EE) 是 一 个 适用 于 9 的 延伸 规律 ,那么 ,只 要 当 其 产 
^F B) ROT A LOL ED Brie Hl N LO EO n] ER 
oA Hh. AUK FB Bed. T8 RT 38 FB 0 的 每 一 个 继 元 之 
E. 某 一 延伸 规律 LUE), TE AS BT SE dip RE FAL T 
形成 的 一 种 为 人 (17,E) 所 适用 的 继 元 0 之 逐步 增长 、 
前 进 或 延伸 的 状况 , 称 为 延伸 变 程 . 凡 根 据 上 述 不 断 
延伸 原理 ,由 某 一 延伸 规律 L(1,E) 所 构成 的 延伸 变 
程 记 为 
Proc (01 LG ,E)). 

相对 穷竭 原理 (principle of relatively complete 
exhaustion) 一 种 思想 规定 . 这 种 思想 规定 在 德国 
数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 创 建 的 古典 集合 
论 中 已 被 不 自 党 地 使 用 . 20 世纪 50 年 代 , 由 徐 利 治 
予以 精确 叙述 ,并 明确 提出 和 使 用 . 其 内 容 如 下 : 设 
LU, FE) #— iG AF 0 的 延伸 规律 ,那么 LUE) 
必 可 适用 到 0 Ara REA LA, E) PiE FH BS E 
元 上 .从 而 即 导 出 并 穷尽 了 所 有 一 切 能 为 L(1,EE) 
所 和 运用 的 继 元 ,同时 界定 了 一 个 无 穷 总 体 , 记 为 

| Proc (8| LU,E)}. 

#3 Zt BR (potential infinity) 一 种 无 穷 观 .在 后 
学 上 ,有 上 所谓 消 极 无 限 与 积极 无 限 之 分 ,哲学 上 的 这 
两 种 不 同 的 无 限 性 概念 在 数学 中 的 具体 表现 就 是 湾 
无 限 和 实 无 限 . 根据 徐 利 治 提出 和 刻画 的 “不 断 延 伸 
原理 ”和 “相对 穷竭 原理 ”, 可 对 潜 无 限 和 实 无 限 的 概 
念 较为 精确 地 描述 如 下 : 

潜 无 限 : 凡 由 不 断 延 伸 原 理 所 确定 的 那 种 继 元 
之 不 断 地 被 导出 的 延伸 性 进程 称 为 潜 无 限 . 

实 无 限 : 凡 在 不 断 延 伸 原 理 所 确 定 的 某 一 延伸 
性 进程 的 基础 上 ,通过 相对 穷竭 原理 的 使 用 而 界定 
之 无 穷 总 体 称 为 实 无 限 . 

由 于 延伸 不 等 于 穷竭 , 潜 无 限 就 不 等 于 实 无 限 . 
男 外 ,延伸 与 穷竭 可 有 其 不 同 的 内 容 和 基础 ,因而 也 
有 不 同 内 容 、 不 同 基 础 的 湾 无 限 和 实 无 限 . 如 果 单 纯 
着 眼 于 集合 , 则 仅 为 其 中 之 一 种 情形 ,此 时 潜 无 限 便 
是 元 素 增 长 之 渐变 性 进程 , 实 无 限 就 是 几经 汇集 成 
总 体 的 无 穷 集 合 . 总 体 来 说 , 洪 无 限 即 延 伸 性 无 限 或 
不 断 扩 展 式 的 无 限 ,而 实 无 限 则 是 穷竭 性 无 限 ,是 一 
个 完成 了 的 无 穷 过 程 . 

无 限 的 概念 及 其 方法 远 在 古 希 腊 时 代 就 已 渗透 
进 数 学 领域 ,并 已 开始 了 湾 无 限 和 实 无 限 这 两 种 无 
限 观 的 萌芽 . 但 历史 上 第 一 次 明确 地 只 承认 港 无 限 
而 反对 实 无 限 的 是 古 希 腊 哲学 家 、 科 学 家 亚 里 士 多 
德 (Aristotle), 略 早 于 他 而 明确 承认 实 无 限 的 是 古 
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希腊 哲学 家 柏拉图 (Plato). 在 柏拉图 看 来 ,理念 是 
惟一 真实 的 存在 ,人 们 对 世界 的 认识 也 就 是 对 理念 
世界 的 认识 . 而 数学 知识 是 属于 这 种 纯 理 念 的 知识 ， 
从 而 在 柏拉图 那里 ,数学 对 象 就 获得 了 一 种 本 体 论 
上 的 实在 性 ,从 而 那 种 不 能 通过 经 验方 法 直接 证 明 
而 要 通过 思维 才能 把 握 的 实 无 限 观 毋庸 置疑 地 获得 
了 它 的 合法 地 位 .柏拉图 的 这 种 思想 往往 成 为 数学 
实 无 限 论 的 主要 依据 . 亚 里 士 多 德 则 与 柏拉图 相反 ， 
他 对 于 感觉 能 力 所 不 能 及 的 抽象 和 外 推 是 不 襄 欢 
的 ,从 而 就 势必 要 对 实 无 限 采取 排斥 态度 . 他 明确 认 
为 ,无 限 只 能 是 一 种 潜在 的 存在 ,而 不 能 是 一 种 实在 
的 .独立 的 存在 . 亚 里 士 多 德 的 这 种 思想 就 是 数学 中 
之 潜 无 限 论 者 的 基本 观点 . 

XER actual infinity) WDR”. 

HA EK (a) (the problem of toss a ball) 一 种 矛 
J& fip E. 指 西方 数理 哲学 界 流 传 甚 久 而 未 解决 的 一 
个 问题 BD - VE FE TE B9 R. 由 于 近代 极限 论 和 无 穷 
级 数理 论 的 诞生 ,人 们 可 按 收 往 无 穷 级 数 得 以 求 和 
的 观点 ,对 古代 车 名 的 芝 诺 悖 论 给 出 逻辑 .数学 的 解 
释 方法 . 并 随 之 将 芝 诺 悖 论 引 申 为 下 述 抛 球 问 题 : 设 
有 甲乙 二 人 互相 抛 球 , 甲 先 用 1/2 分 钟 把 球 抛 给 
乙 , 乙 又 用 1/4 分 钟 时间 把 球 抛 回 甲 手中 ,然后 甲 又 
用 1/8 分 钟 时 间 把 球 抛 给 乙 …… 如 此 往复 以 至 无 
F. 那么 根据 收敛 巨 穷 级 数 求 和 法 则 ,可 对 甲乙 二 
人 所 费 抛 球 时 间 求 和 , 即 


d, sse d ] = 
Sot up mo PASL 


试问 : 当 抛 球 自 开始 进行 到 1 分 钟 时 ,该 球 落 在 甲 手 
中 ,还 是 落 在 乙 的 手中 ?这 就 是 所 谓 抛 球 问题 . 对 此 ， 
由 于 洪 无 限 论 者 不 承认 任何 无 穷 过 程 得 以 进行 完 
毕 , 因 而 上 述 抛 球 将 永远 只 能 滞留 于 无 限制 的 往复 
进程 中 ,从 而 可 以 避 而 不 答 这 个 问题 . 但 实 无 限 论 者 
却 既 不 能 回避 问题 ,又 无 法 回答 这 个 问题 . 故 亦 有 抛 
球 悖 论 之 称 ,并 在 西方 数理 哲学 界 流传 一 时 ,久久 未 
Uu. 

徐 利 治 . 朱 梧 模 等 人 于 1982 年 利用 奥 斯 道 尔 - 
Er COsdos-Takahashi) A FHER’ R 这 个 实数 的 非 
标准 模型 ,引进 潜 变 段 ( 即 潜 尾 ) 存 在 公理 ,建立 了 非 
康 托 尔 型 自然 数 序列 模型 ,进而 利用 这 一 非 康 托 尔 
型 自然 数 序列 模型 N 的 构造 特征 ,对 抛 球 问题 给 出 
了 一 种 逻辑 .数学 的 解释 方法 . 亦 即 将 抛 球 时 间 序 列 
GORE R 上 来 考察 ,于 是 可 将 {6) 与 {x)) 对 应 起 
3k JAMA 6, 00. CG0 € ND iH 

n= Dio WEN), 
TE N 的 潜 变 段 中 选取 无 穷 多 个 偶 的 无 限 自然 数 
与 奇 的 无 限 目 然 数 : 
24 


Oves: sa a+. 

此 处 j=1,2,… 于 是 在 这 些 时 刻 c, At, UW RR 
仍 将 分 别 落 到 A 处 和 B 处 .但 因 w 与 vj. uj; SRA 
无 限 自 然 数 , 故 广义 实数 z, 的 标准 部 分 为 

stt, ) = stp) = silte) = 1 (= 15250). 
这 表明 抛 球 时 间 达 到 1 分 钟 时 ,该 球 抵达 甲 手 中 和 
乙 手 中 各 有 无 穷 多 次 (当然 , 球 在 甲 . 乙 之 间 任 一 位 
置 也 有 无 穷 多 次 ). 

如 上 解释 的 绪论 看 似乎 很 怪 , 但 只 要 想到 时 点 
如 同 非 标准 数 轴 上 的 实数 点 那样 , 它 是 具有 内 部 绪 
构 的 , 那 就 不 足 为 怪 . 实 际 上 此 处 正 是 利用 了 非 标准 
实数 (如 已 与 加) 的 这 种 能 够 无 限 多 地 凝聚 在 标准 
实数 (如 1) 之 无 限 小 邻 域 的 特点 . 

非 直 谓 定 义 法 (the method of impredicative 
definition) 一 种 下 定义 的 方法 . 指 被 定义 的 对 象 
被 包括 在 借以 定义 它 的 各 个 对 象 之 中 的 定义 方法 . 
亦 即 “借助 于 一 个 总 体 来 定义 一 个 概念 ,而 这 个 概念 
本 身 又 属于 这 一 总 体 ”. 例如 ;自然 数 全 体 N 中 最 小 
的 那个 自然 数 0; 一 切 序数 组 成 的 良 序 集 W 的 序数 
PP; 一 切 良 序 集 所 组 成 的 良 序 集 9; 一 切 集合 所 组 成 
的 集合 E T. BET 3E CPoincaré, (J. -2H. ) 兽 在 1905 
年 .1906 年 和 1908 年 多 次 指出 ,所 有 的 悖 论 都 与 非 
Hine LAR. 

J SSE B18 (generalized impredicative) 一 种 
非 直 谓 定义 法 . 指 既 可 用 非 直 谓 定义 法 定义 ,又 可 用 
直 谓 定义 法 重新 定义 的 对 象 . 亦 即 被 定义 对 象 并 非 
只 能 借助 于 包括 它 的 总 体 来 加 以 定义 者 , 称 为 广义 
非 直 谓 的 .例如 , 李 家 庄村 年 纪 最 大 的 人 五 .这 里 定 
义 五 时 依 助 于 李 家 庄村 所 有 的 人 所 组 成 的 总 体 C， 
因而 是 用 非 直 谓 定 义 法 定义 五 的 .但 也 可 不 借助 于 
G 而 用 直 谓 定义 法 重新 定义 之 . 如 “ 李 大 娘 的 老伴 ”、 
“ 王 小 二 的 祖父 ?等 直 谓 地 定义 H. 

狭义 非 直 谓 (narrow impredicative) 一 种 非 
直 谓 定义 法 . 指 用 非 直 谓 定 义 法 所 定义 的 对 象 在 下 
定义 时 非 借 助 于 总 体 不 可 , 亦 即 被 定义 的 对 象 只 能 
借助 于 这 一 总 体 才能 定义 时 , 则 称 之 谓 狭 义 非 直 谓 . 
例如 ,一 切 序数 所 组 成 的 良 序 集 W 的 序数 8. 这 是 
一 种 非 直 谓 定义 ,狭义 非 直 谓 是 广义 非 直 谓 的 特殊 
情形 . 

等 价 式 非 直 谓 (equivalent impredicative) 一 
种 非 直 谓 定义 法 . 凡是 非 直 谓 定义 中 的 被 定义 对 象 
仅 借 助 于 “总 体 本 和 里 就 是 什么 ”这 样 的 等 价 式 刻画 来 
确定 的 , 称 为 等 价 式 非 直 谓 . 例如 ,一 切 良 序 集 所 组 
成 的 良 序 集 0. 这 里 被 定义 对 象 O 是 通过 “一 切 良 序 
集 所 组 成 的 总 体 本 和 里 就 是 这 个 良 序 集 90” 来 刻画 的 . 
又 如 ,一 切 集 合 所 组 成 的 集合 E. 此 处 被 定义 对 象 E 


是 通过 ”一 切 集 合 所 组 成 的 总 体 本 身 就 是 这 个 集合 
E" 来 刻画 的 . 如 果 把 这 种 等 价 式 的 刻画 算 作 一 种 自 
相 的 定义 方式 ,当然 也 须 纳入 非 借 助 于 总 体 定义 的 
情形 中 去 ,因此 ,等 价 式 非 直 谓 是 狭义 非 直 谓 的 特殊 
情形 . 

恶性 循环 原则 (vicious circle principle) 分 支 
类 型 论 的 思想 原则 之 一 . 指 英 国 数理 逻辑 学 家 罗素 
(Russell, B. A. W. ) 借 以 排除 悖 论 而 建立 分 支 类 型 
论 所 依据 的 一 条 原则 . 即 没 有 一 个 整体 能 包含 一 个 
只 能 借助 于 这 个 整体 来 定义 的 元 素 . 

“罗素 对 于 悖 论 的 研究 很 有 贡献 ,这 是 许多 数学 
家 和 有 逻辑 学 家 所 公认 的 :…… 现 有 的 一 些 解 决 悖 论 的 
方法 ,无 不 渊源 于 罗素 早年 提出 的 见解 ”罗素 基于 
对 非 直 谓 定义 法 的 分 析 , 进 一 步 明 确 了 庞 加 莱 
(Poincaré, (J. -)H. ) 关 于 屠 论 成 因 的 想法 , 那 束 是 
所 有 这 些 悖 论 ,都 有 这 样 一 个 关键 性 的 对 象 , 它 借助 
于 一 个 整体 予以 定义 和 刻画 ,但 这 一 对 象 却 又 被 包 
含 在 这 一 整体 中 . 在 这 里 出 现 了 一 种 循环 ,而 正 是 由 
于 这 种 循环 导致 了 悖 论 的 出 现 .因而 构成 停 论 的 这 
刻 原 因 与 非 直 谓 定义 有 关 . 诸如 “一 切 集合 的 集合 ”、 
“一 切 序数 所 组 成 的 恨 序 集 的 序数 ”“ 不 可 定义 的 序 
数 中 最 小 的 一 个 ”“ 在 用 少 于 或 等 于 100 个 英文 字 
母 所 不 能 描述 的 自然 数 中 最 小 的 一 个 "等 ,都 是 直接 
使 用 非 直 谓 定义 法 定义 的 对 象 ,而 且 都 导致 了 悖 论 
的 出 现 . 正 因为 罗素 明确 了 这 些 情 况 及 其 导致 悖 论 
的 原因 ,为 了 排除 悖 论 , 罗 素 提 出 上 述 恶 性 循环 原 
则 ,借以 排斥 非 直 请 定义 法 的 使 用 . 基于 这 一 原则 ， 
罗素 形成 和 发 展 了 他 的 分 文 类 型 论 . 

类 型 混淆 原则 (type alias principle) ”分支 类 
型 论 的 思想 原则 之 一 . 指 英 国 数理 逻辑 学 家 罗素 
(Russell, B. A. W. ) 为 排除 悖 论 ,基于 集合 的 观点 所 
确立 的 一 条 原则 . 即 任何 一 个 集合 绝 不 是 它 自身 的 
—^4 X. 

若 以 记号 & 表示“ 并且” 一 表示“ 非 2, 了 表示 
“有 ”,Godf 表示 “对 象 p 只 能 借助 总 体 G 来 定 
X".p€G 表示 “对 象 p 被 包括 在 总 体 G 中 ”,G 二 pp 
表示 “总 体 G 就 是 对 象 p". ABA RU AE Gt SKE BI 
定义 法 的 使 用 是 合理 的 ,无 非 是 指 : 

jc3,Godf p&G = p&p € G). 
既然 Ge p. NE ESP p 处 代 以 G 时 , 便 有 
Jc (Godf GRG = G&G € G). 

从 而 有 3 «(GG € Go. 显然 ,在 概括 原则 之 下 所 构造 的 
集合 也 是 一 种 总 体 或 整体 . 因此 , 当 限 于 集合 的 观点 
时 , 则 GEG 表示 “一 集合 是 它 自 映 的 一 个 元 素 ”. 故 
立足 于 集合 的 观点 ,如 果 承 认 等 价 式 非 直 谓 定义 法 
的 使 用 是 合法 的 ,就 必须 承认 本 身分 子 集 这 一 概念 
的 合理 性 ,但 这 却 是 导致 导论 的 深刻 原因 ,因而 要 否 
认 GEG 的 合理 性 ,为 之 ,人 们 确立 类 型 混淆 原则 ， 


精确 性 经 典 数学 基础 


fa VA BEER TEE. 

类 型 混 清原 则 当 可 简 记 为 ”3CCEC), 如 果 承 
认 类 型 混 消 原则 ,就 不 能 承认 等 价 式 非 直 谓 定义 法 
的 使 用 是 合理 的 ,两 者 是 不 能 并 立 的 ， 

性 质 的 分 类 原则 (the classification principle of 
properties) “分 文 类 型 论 的 思想 原则 之 一 . 指 英国 
数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell,B. A. W. ) 在 他 的 分 支 
类 型 论 中 对 于 性 质 , 都 要 按照 它 所 属 的 对 象 的 类 型 
加 以 分 类 .具体 地 ,属于 0 类 的 是 那些 论 域 中 对 象 的 
名 称 , 如 a;6b;c;…; 属 于 第 1 类 的 则 是 这 些 对 象 的 性 
质 , 如 f(a);g(0); hla) 3° PH f;g;h;…; 属 于 第 
2 类 的 则 是 那些 性 质 的 性 质 , 如 (了 );G (7); 
Hg); PH FGA. RFS 3 类 的 则 是 性 质 
的 性 质 的 性 质 等 . 

罗素 指出 :对 于 上 述 性 质 的 类 的 划分 ,必须 遵循 
下 述 一 条 基本 原则 (性 质 的 分 类 原则 ) :每 一 谓词 (性 
质 ) 都 必须 从 属于 一 个 确定 的 类 ,而 且 每 一 类 的 性 
质 ,只 有 当 其 使 用 于 直 次 于 它 的 那个 类 的 对 象 时 才 
是 有 意义 的 .因此 ,Fa),FGe),… 是 有 意义 的 ,但 
Fla), ff) ,a(b),… 都 是 无 意义 的 . 

性 质 分 类 集合 化 原则 (classification principle 
of properties with sets) 分 支 类 型 论 的 思想 原则 
之 一 . 指 用 集合 论语 言 对 分 支 类 型 论 的 性 质 分 类 原 
则 的 一 种 描述 与 刻画 . 即 把 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 
(Russell, B. A. W. ) 对 于 性 质 的 分 类 思想 移 用 于 集 
合 . 因此 ,属于 0 类 的 是 那些 论 域 中 的 对 象 的 名 称 ， 
如 a,6,c,…; 属 于 第 1 类 的 则 是 这 些 对 象 所 组 成 的 
集合 , 即 a€ fbEg,aEh, 中 之 于 
第 2 类 的 则 是 那些 集合 的 集合 , 即 SEF SEG gE 
H, eR FGA, RTE 3 类 的 则 是 集合 的 集 
合 的 集合 等 . 

对 于 上 述 集 合 的 分 类 ,必须 遵循 下 述 一 条 基本 
原则 ,也 即 罗 素 关 于 性 质 分 类 的 分 类 原则 的 集合 化 . 
故 特 记 为 分 类 原则 (€ ): 每 一 集合 都 必须 从 属于 一 
个 确定 的 类 ,而 且 每 一 类 的 集合 只 有 当 其 使 用 直 次 
于 它 的 那个 类 的 对 象 作为 元 素来 构成 时 , 才 是 有 意 
义 的 .因此 ,akE fo ge HB RXINSBaCF. f 
Eg,a€a,… 是 无 意义 的 . 

既然 在 分 类 原则 (E€ ) 之 下 ,SES,bEC 等 都 是 
无 意义 的 ,因此 ,类 型 混淆 原则 必然 被 确立 . 亦 即 在 
分 类 原则 (E€ ) 之 下 ,任何 集合 S PARBE BSH 
一 个 元 素 . BM), Aik S= {a,b} MXA Sc, W 
HcES&S=Sc, MA SES Mec. (AKHM BERD 
JE JM CE) ZFC SC 89 RR. 故 由 分 类 原则 (€ n 
推出 类 型 混 消 原则 . 

性 质 的 分 级 (hierarchy of properties) ^r x 25 
型 论 的 思想 原则 之 一 . 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 
(Russell, B. A. W. ) 认 为 ,对 于 性 质 , 除 要 做 出 类 的 
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划分 之 外 ,还 要 按照 性 质 的 定义 方法 ,把 同一 类 中 的 
性 质 做 出 级 的 划分 . 亦 即 对 于 在 分 类 原则 之 下 的 任 
何 一 类 性 质 而 言 ,那些 在 定义 方法 中 尚未 涉及 “所 有 
性 质 ” 这 一 概念 的 性 质 是 第 1 级 的 ,而 在 下 定义 时 已 
经 涉及 “所 有 第 1 级 性 质 ” 这 一 概念 的 那些 性 质 是 第 
2 级 的 ,进而 那些 在 下 定义 时 已 涉及 “所 有 第 ”级 性 
质 ” 这 一 概念 的 性 质 是 第 2 十 1 级 的 等 .并 且 , 当 不 有 具 
体 指明 所 考虑 的 级 , 则 凡 涉 及 什么 “所 有 的 性 质 ” 的 
表达 式 是 无 意义 的 . 例如 , 阁 把 所 有 的 序数 算 作 是 某 
一 类 中 的 第 1 级 性 质 ,那么 一 切 序数 所 组 成 的 良 序 
SW 的 序数 8 这 个 性 质 就 是 第 2 级 的 性 质 了 ,又 由 
T 8 这 个 属于 第 2 级 的 性 质 是 一 个 只 能 借助 于 “所 
有 第 1 级 性 质 ( 一 切 序数 所 组 成 的 总 体 . ) "来 定义 的 
性 质 ,从 而 由 恶性 循环 原则 ,4 一定 不 是 第 1 级 性 
质 , 或 说 8 一 定 不 能 被 包含 在 W 之 中 、. 

应 当 指 出 ,类 中 性 质 的 级 的 划分 是 针对 定义 方 
法 而 论 的 ,而 遵循 分 类 原则 的 性 质 类 的 划分 却 与 定 
义 方法 无 关 . 

分 支 类 型 论 (branch type theory) 数学 基础 
的 基本 理论 之 一 . 指 英 国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Rus- 
sell, B. A. W. ) 为 排除 悖 论 建 立 起 来 的 一 种 理论 体 
A. 该 理论 体系 的 一 个 重要 的 思想 原则 就 是 恶性 循 
环 原 则 . 此 外 ,在 这 一 理论 中 对 于 所 有 的 性 质 ( 谓 
词 ) ,首先 要 按 对 象 的 性 质 、 性 质 的 性 质 性质 的 性 质 
的 性 质 ……… 并 在 分 类 原则 的 思想 规定 下 加 以 分 类 ， 
再 按 类 中 性 质 和 定义 方法 加 以 分 级 ,因此 ,每 一 性 质 
都 归属 于 一 定 的 类 和 级 . 由 于 级 是 在 类 中 划分 的 , 因 
此 ,罗素 的 这 一 理论 就 称 为 分 文 类 型 论 ， 

由 于 分 文 类 型 论 中 保有 恶性 循环 原则 ,而 恶性 
循环 原则 与 狭义 非 直 谓 定义 法 不 能 并 立 ,因而 那些 
与 狭义 非 直 谓 定义 法 直接 相关 的 悖 论 , 如 康 托 尔 悖 
论 , 布 拉 利 。 福 尔 蒂 悖 论 ,甚或 诸如 里 查 德 悖 论 等 均 
不 得 在 分 支 类 型 论 中 出 现 . 至 于 罗素 悖 论 , 则 首先 在 
恶性 循环 原则 之 下 ,狭义 非 直 谓 定义 不 合法 ,而 等 价 
式 非 直 谓 是 狭义 非 直 谓 的 一 种 ,从 而 也 不 能 使 用 . 等 
价 式 非 直 谓 与 类 型 混淆 原则 相对 立 , 从 而 类 型 混淆 


原则 成 立 . 因而 具有 性 质 z 人 多 z 的 总 体 不 是 集 , 即 任 


何 集合 均 为 非 本 身分 子 集 , 亦 即 具 有 性 质 T€ x. 于 
是 有 结论 之 = (zz 多 z) 不 是 集合 . mW. xí 
一 集 , 则 由 上 所 论 而 知 三 亦 必 具有 rér Alba 三 
的 构造 而 知 SCL SRA cer, FR. 这 说 
明 反 设 > 为 集 不 真 . 既然 不 是 集合 ,也 就 无 所 请 
2 为 本 身分 子 集 还 是 非 本 身分 子 集 了 , 故 罗 素 悖 论 
不 能 出 现 于 分 文 类 型 论 中 . 

简单 类 型 论 (simple type theory) ” 分支 类 型 论 
的 基础 . 指 在 分 文 类 型 论 中 ,废除 性 质 的 级 的 划分 ， 
而 保留 类 的 划分 的 一 种 理论 . 非 直 请 定义 法 往往 不 
仅 在 数学 上 ,而且 在 日 常生 活 中 也 是 不 可 缺少 的 . 经 
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过 兰 姆 赛 (Ramsey,F.P. ) 的 研究 知 ,逻辑 数学 悖 论 
无 不 导 源 于 “一 切 集 的 集 是 集 *“ 一 切 良 序 集 的 集 是 
良 序 集 ” 等 违反 类 型 混淆 原则 的 概念 ,因而 只 要 坚持 
类 型 泥 清 原则 , 便 足 以 排除 摧 辑 数学 悖 论 . 类 型 混淆 
原则 是 集合 化 了 的 分 类 原则 的 直接 推论 . 从 而 只 要 
承认 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell,B. A. W. ) 关 
于 性 质 、 性 质 的 性 质 …… 的 分 类 及 其 分 类 原则 ,并 将 
其 集合 化 , 便 可 在 类 型 混 清 原则 之 下 排斥 等 价 式 非 
直 谓 定义 法 的 使 用 而 避免 逻辑 数学 悖 论 的 出 现 . 至 
于 那些 语义 学 悖 论 的 出 现 , 既 然 不 能 在 逻辑 、 数 学 的 
符号 语言 中 表达 , 故 从 逻辑 、 数 学 的 角度 去 建造 数学 
理论 时 , 即 可 不 考虑 语义 学 悖 论 而 纳入 语义 学 中 去 
处 理 . 因此 兰 姆 赛 就 在 保留 罗素 对 于 性 质 的 类 的 划 
分 ,而 废除 关于 性 质 的 级 的 划分 的 基础 上 建立 了 简 
单 类 型 论 .在 简单 类 型 论 中 ,只 承认 关于 性 质 的 分 类 
原则 而 不 承认 恶性 循环 原则 ,因而 只 否定 等 价 式 非 
直 谓 定义 法 的 使 用 ,而 保留 了 那些 不 涉及 等 价 式 非 
直 谓 的 、 一 般 意 义 下 的 狭义 非 直 谓 的 合理 因素 的 使 
用 . 从 而 由 兰 姆 赛 建立 的 简单 类 型 论 为 大 多 数 数学 
家 所 欢迎 . 

简单 类 型 论 保留 了 罗素 关于 性 质 的 分 类 及 其 分 
类 原则 ,而 集合 化 了 的 分 类 原则 (E€ ) 又 使 得 类 型 混 
淆 原则 必然 成 立 , 而 类 型 混淆 原则 与 等 价 式 非 直 谓 
不 能 成 立 , 从 而 那些 与 等 价 式 非 直 谓 直接 相关 的 康 
托 尔 悖 论 、 布 拉 利 ， 福 尔 带 悖 论 等 首先 不 能 在 简单 
类 型 论 中 出 现 . 其 次 ,在 分 类 原则 (E€ ) 之 下 ,既然 类 
型 混淆 原则 必然 成 立 , 因 而 具有 性 质 rE r 的 总 体 
均 不 为 集 , 即 任何 集 都 是 非 本 身分 子 集 ,因而 一 切 非 
本 身分 子 集 的 总 体 三 也 不 是 集 , 和 否则 , 若 设 3 为 一 
集 , 则 三 也 不 例外 地 是 一 个 非 本 身分 子 集 , 从 而 由 三 
的 构造 而 知 SS MEARS PET IR. 这 矛盾 说 
H 三 不 是 集 , 因 而 不 存在 三 为 本 身分 子 集 还 是 非 本 
身分 子 集 的 问题 , 故 在 简单 类 型 论 中 不 存在 罗素 悖 
it. 

近代 公理 集合 论 (modern axiomatic set theory) 
公理 集合 论 的 一 个 分 文 . 指 20 世纪 初叶 建立 和 发 展 
起 来 的 种 种 各 有 其 自身 公理 体系 的 集合 理论 . 自从 
古典 集合 论 出 现 悖 论 以 后 ,数学 家 和 逻辑 学 家 就 不 
能 不 认真 对 待 . 对 此 ,美国 数学 家 、 数 学 史家 克 莱 因 
(Kline, M. ) 指 出 :数学 家 们 首先 是 求助 于 把 德国 
数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 以 相当 随便 的 方 
式 阐述 的 ,现在 所 谓 的 朴素 集合 论 加 以 公理 化 ,几何 
与 代数 的 公理 化 曾 解决 了 这 些 领 域 中 的 逻辑 问题 ， 
似乎 公理 化 也 可 能 澄清 集合 论 中 的 困难 ”另外 , 英 
国 数 理 逻 辑 学 家 罗素 (Russell ,B. A. W. ) 对 悖 论 的 
研究 卓有成效 ,当年 曾 提 出 了 几 种 解决 悖 论 的 思想 
见解 ,其 中 之 一 导致 了 近代 公理 集合 论 的 发 展 , 第 一 
个 担负 起 集合 论 公理 化 任务 的 是 德国 数学 家 策 梅 洛 


(Zermelo, E. F. F. ). 他 在 1908 年 建立 了 他 的 集合 
论 公理 体系 ,这 就 是 今天 被 称 之 为 ZFC 的 公理 集合 
论 系统 . 此 外 ,GB 是 另 一 个 较为 著名 的 公理 集合 论 
系统 ,该 系统 是 由 美 籍 匈牙利 数学 家 冯 ，。 诺 伊 曼 
(von Neumann,]J. ) 首 先 建立 ,并 经 由 德国 学 者 贝尔 
Æ Hr (Bernays, P. ) 和 美 籍 奥 地 利 数 学 家 哥 德 尔 
(Gödel, K. ) 改 进发 展 起 来 的 .GB 系统 和 ZFC 系统 
的 不 同 之 处 主要 有 : 

1. ZFC 系统 的 某 些 公理 是 公理 模式 ,因而 实际 
上 是 无 穷 多 条 公理 ;GB 系统 则 是 有 穷 多 条 公理 . 

2. GB 系统 区 分 “集合 ”和 “类 ”, 凡 能 作为 其 他 
集合 或 类 的 元 素 者 是 集合 , 凡 不 能 作为 其 他 类 的 元 
素 的 类 是 真 类 ,GB 系统 中 对 类 和 集合 使 用 两 种 变 
元 ;ZFC 系统 则 没有 这 种 区 分 . | 

此 外 ,在 ZFC 系统 与 GB 系统 之 间 , 若 给 出 一 
定 的 对 应 关系 , 则 可 有 下 列 结论 : 

1. 所 有 ZFC 系统 的 定理 都 是 GB 系统 的 定理 . 

2. GB 系统 中 所 有 不 涉及 类 的 关于 集合 的 定理 
都 是 ZFC 系统 的 定理 . 

3. ZFC 系统 与 GB 系统 是 互 为 相对 相 容 的 , 即 
GB 系统 相 容 , 当 且 仅 当 ZFC 系统 相 容 . 

ZFC 系统 .GB 系统 以 及 其 他 种 种 近代 公理 集 
合 论 系统 的 建立 和 发 展 ,都 为 整个 经 典 数学 提供 了 
一 个 较为 牢固 的 理论 基础 , 亦 即 这 些 系 统 都 在 同等 
程度 上 避免 了 过 去 几经 发 现 的 悖 论 ,而且 迄今 未 发 
现 有 其 他 新 的 悖 论 出 现 .但 也 都 没有 在 理论 上 证 明 
这 些 系 统 永远 不 可 能 出 现 悖 论 . 此 外 ,还 应 指出 ;各 
种 近代 公理 集合 论 的 建立 和 发 展 ,都 不 涉及 数学 研 
究 对 象 的 任何 新 扩充 . 

ZFC 公理 集合 论 系 统 (ZFC axiomatic set theo- 
ry system) 一 种 近代 公理 集合 论 系统 . 它 是 第 一 
个 公理 集合 论 系 统 , 由 德国 数学 家 策 梅 洛 (Zermelo， 
E. F. F.) F 1908 年 建立 ,后 经 德国 学 者 弗 伦 克 尔 
(Fraenkel, A. A. ) 和 挪威 数学 家 斯 科 表 (Skolem， 
A. T. ) 的 改进 逐步 形成 现行 的 ZFC ABE. ZFC 系统 
中 有 下 列 10 条 非 逻辑 的 集合 论 公 理 : 即 外 延 公 理 、 
HEA ZRA TRAE FRAR ERA 
理 、 无 穷 公理 .选择 公理 .替换 公理 和 正则 公理 . 应 当 
指出 ,这 些 公理 并 不 是 全 都 彼此 独立 的 ,并 且 有 些 公 
理 是 公理 模式 ,因而 是 无 穷 多 条 公理 . 其 中 替换 公理 
是 由 弗 伦 克 尔 和 斯 科 明 提出 来 的 ,而 正则 公理 是 由 
美 籍 匈 牙 利 数学 家 冯 。 诺 伊 曼 (von Neumann, J. ) 
提出 的 ,其 作用 是 在 系统 中 排除 那些 不 正常 的 集 , 如 
本 身分 子 集 等 ,由 此 而 有 效 地 避免 了 悖 论 在 ZFC A 
统 中 的 出 现 . ZFC 公理 集合 论 系统 与 其 他 公理 集合 
论 系 统 相 比较 ,显得 较为 自然 .直观 和 使 用 方便 , 因 
而 被 普遍 采用 为 经 典 数 学 的 理论 基础 . ZFC 系统 中 
已 经 有 效 地 排除 了 已 被 发 现 的 悖 论 的 出 现 , 并 且 迄 
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今 未 发 现 有 新 的 悖 论 出 现 , 但 也 没有 从 理论 上 直接 
iE AA zk xe ^^ n] BE Hi SUE iE. 

Hh 3E ZS FE (axiom of extensionality) ZFC 系 
统 的 集合 论 公 理 之 一 . 其 内 容 指 :如 果 两 个 集合 有 完 
全 相同 的 元 素 , 则 它们 相等 . 其 符号 表达 式 为 

Vx(rC€ Aer E B) A=B. 

对 偶 公 理 (axiom of pairing) 亦 称 无 序 对 公 
H. ZFC 系统 的 集合 论 公 理 之 一 . 其 内 容 为 :对 任何 
u 和 ,存在 一 个 集合 CRA u Sv 为 其 元 素 . RN 
号 表达 式 为 

JBVx(rC€ Bex=u or r—v). 

无 序 对 公理 (axiom of unordered pair) 
偶 公 理 ” 

空 集 公理 (axiom of empty set) ZFC 系统 的 

合 论 公理 之 一 . 其 意 是 无 条 件 承 认 存 在 着 一 个 不 
包含 任何 元 素 的 集合 , 即 任何 对 象 x 都 不 是 它 的 元 
素 . 其 符号 表达 式 为 
jV x(x € 网; 

子 集 公理 (axiom of subset) ” 亦 称 划分 公理 、 
分 出 公理 或 分 离 公理 . ZFC 系统 的 集合 论 公 理 之 
一 . 其 意 指 :对 每 一 个 不 包含 B 的 公式 , 则 下 
式 


即 “对 


Vt," Vu VedBYX (XE BEXEC &. ) 
是 公理 . 亦 即 (对 任何 ,ts，… ,ts 和 集 C) 存 在 集合 
B, 其 元 素 正 好 是 C 中 所 有 满足 的 那些 x. 于 
是 ,自然 得 出 B 是 C 之 子 集 的 绪论 ,此 万 子 集 公理 
之 名 的 由 来 . Wo. BG BB tistost ot, FC 惟一 
确定 , 且 可 用 抽象 记号 的 变形 B={xrEC| ) 
给 它 命 名 ， 

TEA (axiom of power set) ZFC 系统 的 

合 论 公理 之 一 . 其 内 容 为 :对 于 任何 集合 A FE 

一 个 集合 B, 它 的 元 素 恰 好 是 4 的 一 切 子 集 . 其 符 
号 表达 式 为 


V43BVzGrzEBe>zC4) 
这 里 的 “xSCA” 可 以 改写 为 EE 的 定义 形式 : 
YEGE xt € A). 
Hf 43H (axiom of unions) ZFC 系统 的 集合 
论 公 理 之 一 . 其 初级 形式 的 内 容 指 :对 任何 两 个 集合 
A 和 B, 存 在 一 个 集合 C, 它 的 元 素 或 者 属于 4 ,或 
者 属于 B, 或 者 属于 两 者 . 其 符号 表达 式 为 
VaVsdCVr(r€cexr€A or cE B). 
进一步 ,在 ZFC 系统 中 ,并 集 公理 之 高 级 形式 :对 任 
意 集 合 4, 存 在 一 个 集合 B, 其 元 素 恰 是 4 的 元 素 
的 元 素 全 体 . 其 符号 表达 式 为 | 
V4dasVr(G € B-ja(a € A & x € a)). 
无 穷 公 理 (axiom of infinity) ZFC 系统 的 集 
合 论 公理 之 一 .为 了 叙述 无 穷 公理 的 内 容 . 先 引 进 下 
述 归 纳 集 的 定义 :对 任何 集合 a ENR a 被 定 
Zt 


MA a^ —aU (aj. 如 果 集 合 4 满足 条 件 : 

1.2€A; 

2. A 在 后 继 下 封闭 , 即 Ya(a€ Aa ^ € AD; 
则 称 4 为 一 归纳 集 . 无穷 公理 的 内 容 是 :无 条 件 地 
承认 存在 着 一 个 归纳 集 . 因而 在 ZFC 系统 中 ,归纳 
集 概念 的 意义 是 由 无 穷 公理 保证 的 . 无 穷 公理 的 符 
号 表达 式 为 

JA(G € A &Ya(a€ A>a* € A)). 

选择 公理 (axiom of choice) ZFC 系统 的 集合 
论 公 理 之 一 . 它 有 多 种 等 价 形式 ,其 中 之 一 可 和 叙述 
为 : 令 SY 是 一 非 空 集合 ,并 且 V 的 每 个 元 素 都 是 非 
空 集合 ,又 97 的 任何 两 个 不 同 的 元 素 互 不 相交 . 那 
么 存在 集合 C, 恰 由 SY 的 每 个 元 素 中 的 一 个 元 素 组 
成 . 其 符号 表达 式 为 

VA (VACAC€ YS Sa &. 

VAVBLAC F & BEF & AFB —A[(1B—9) 

—JCVA(CAC £^—Af1C-í(a))). 
德国 数学 家 策 梅 洛 (Zermelo ,E.F.F. ) 是 在 证 明和 良 
序 定理 时 ,首次 明确 地 陈述 和 使 用 了 选择 公理 ,并 由 
此 进一步 证 得 基数 可 比较 性 定理 . 实际 上 ,选择 公 
理 . 良 序 定 理 和 基数 可 比较 定理 都 是 互相 等 价 的 . 选 
择 公 理 还 有 许多 其 他 的 等 价 形式 ,著名 的 有 最 大 原 
理 1 (Zorn 引 理 ) 和 最 大 原理 I (Tukey 引 理 ) 等 . 选 
择 公 理 的 可 接受 性 曾经 是 数学 家 和 逻辑 学 家 长 期 争 
论 不 休 的 题材 ,这 首先 是 由 于 它 的 纯粹 存在 的 性 质 ， 
直觉 主义 派 是 完全 拒绝 接受 的 . 也 有 许多 数学 家 对 
使 用 选择 公理 证 明 的 定理 都 加 以 特别 标记 . 其 次 ,更 
难以 接受 并 引起 争论 的 是 选择 公理 所 绚 含 的 某 些 结 
果 , 如 勒 贝 格 不 可 测 实数 集 和 分 球 怪 论 等 . 但 在 今 
天 ,由 于 选择 公理 在 几乎 所 有 的 数学 分 文中 都 起 到 
了 不 可 缺少 的 作用 ,而 已 为 绝 大 多 数 数学 家 所 接受 . 

替换 公理 (axiom of replacement) ZFC 系统 
的 集合 论 公 理 之 一 . REP ER OSEE RID B B BU 
AQ y) BH 

V4(O/ zV yxiV y(r € A & gir, y) & gr, y) 
>y, = ydsVy(y EB 
jrr EE A& or,y)))) 
是 公理 . 公式 g(x,，y) 读 为 “z 提名 y”, 则 公理 的 前 提 
指 :4 的 每 一 个 元 素 至 多 提名 一 个 对 和 象 . 而 公理 的 结 
论 是 :所 有 被 4 元素 提名 的 那些 对 和 象 构成 一 集 B. 
亦 即 集合 BHR 4 之 元 提名 的 对 象 组 成 . 

正则 公理 (axiom of regularity) ” 亦 称 基础 公 
H. ZFC 系统 的 集合 论 公理 之 一 . 其 内 容 指 :每 个 非 
空 集合 4 有 元 素 m ,使 得 m 门 A4 二 名. RAS RIAN 
为 

VACA z dm (mE AKmM|A= Ø). 
正则 公理 也 有 它 的 等 价 形式 ,例如 ， 任 何 非 空 集合 
都 有 和 关系 的 最 小 元 ”和 “不 存在 和 关系 的 无 穷 串 ”. 
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均 与 正则 公理 等 价 .正则 公理 的 作用 是 在 ZFC 系统 
中 排除 那 论 的 出 现 . 

GB 公理 集合 论 系 统 (GB axiomatic set theory 
system) 一 种 近代 公理 集合 论 系 统 . 该 系统 是 由 美 
籍 匈牙利 数学 家 汉 ，。 诺 伊 曼 (von Neumann,J. ) F 
1920 年 首先 给 出 的 ,德国 学 者 贝尔 奈 斯 (Bernays， 
P.) F 1937 年 以 后 的 一 系列 重要 论文 中 又 进一步 
发 展 了 这 一 系统 ,后 经 美 籍 奥 地 利 数 学 家 哥 德 尔 
(G6del,K. ) 改 进 和 整理 ,并 在 其 著作 中 采用 .GB A 
统 中 引入 了 类 的 概念 ,并 从 中 区 分 了 集合 和 真 类 , 集 
合 既 可 以 集合 为 其 元 ,也 可 作为 其 他 类 的 元 . 而 真 类 
只 能 以 集合 为 其 元 , 它 自 身 却 不 能 是 任何 类 的 元 ， 
GB AR hn B JE A HESS Cla o is 8 BB m Cd 
是 集合 ,sE7 指 上 属于 7, 即 上 是 7 的 元 .通常 用 
X,Y,Z e RIŽ, z, yz RIRA. GB 系统 共 
有 5 组 计 18 条 公理 .第 1 组 是 4 条 基本 公理 ,第 2 
组 是 8 条 关于 类 的 存在 性 公理 ,第 3 组 是 4 条 关于 


.集合 的 存在 公理 ,第 4 组 是 1 条 正规 公理 ,第 5 组 是 


1 条 选择 公理 . 

GB 系统 的 优越 之 处 ,除了 只 有 有 限 多 条 公理 
之 外 ,还 应 指出 ,在 GB 系统 中 , 任 给 一 谓词 PCz)， 
则 无 条 件 地 决定 一 个 类 C. f z€ Ce 9GO. "E TRO. 
地 接近 概括 原则 ;与 之 相 比 ,ZFC 划分 公理 要 在 已 
知 集合 中 造 集 ,此 与 概括 原则 相去 甚 远 . 当然 ,GB 
系统 也 有 很 不 自然 的 地 方 , 最 主要 的 有 “ 真 类 不 是 任 
何 类 的 元 ”等 .但 直观 地 看 ,无 论 真 类 C 多 么 大 ,(C) 
及 CE ({C}) 应 算是 自然 而 合理 的 ,而 这 在 GB 系统 中 
是 不 允许 出 现 的 . 

GB 系统 是 ZFC 系统 的 一 个 非 本 质 的 扩张 系 
统 ,就 数学 内 容 的 丰富 程度 而 言 , 两 者 基本 上 是 差 不 
多 的 . 甚至 有 人 认为 ,GB 系统 不 过 是 用 集合 和 类 的 
术语 重新 叙述 的 ZFC 系统 . 事实 上 ,GB 系统 中 不 含 
类 这 个 谓词 的 可 证 语句 集 与 ZFC 系统 的 可 证 语句 
集 是 重合 的 . 

基本 公理 (basic axiom) GB 系统 的 集合 论 公 
JE. 指 GB 系统 中 的 第 1 组 ( 即 A 组 ) 公 理 .共有 4 
条 : 

1. 任 一 集合 是 类 . 

2. 作为 某 个 类 的 元 的 类 是 集合 . 

3. 有 相同 元 素 的 两 个 类 是 相等 的 , 即 外 延 公理 . 

4. 任 给 二 集 x 和 y, 则 有 一 集 恰 以 z 和 y 为 元 . 
这 4 条 公理 的 符号 表达 式 依次 为 : 

Al YrCla(r). 

A2 VXVY(XEY—>m(X)). 

A3 VXVY[Vu(u€ XOEuEY)—>X=Y|. 

A4 VxV ydzVu[u € ze (ux V u=y) ]. 

GB 系统 的 4 组 公理 ( 即 基本 公理 ) 区 分 了 类 与 
集合 ,约定 了 两 个 类 “相等 ”的 含义 . 基于 基本 公理 ， 


可 定义 有 序 对 (z,y》 有 序 三 元 组 (z,y,z) 等 概念 . 

类 的 存在 性 公理 (existence axiom of class) 
GB 系统 的 集合 论 公 理 . 指 GB 系统 中 的 第 2 组 ( 即 
B 组 ) 公 理 , 共 有 8 条 . 其 符号 表达 式 依次 为 : 

Bl jdaVrYyL (xz. CAPE yl. 

B2 VaYs X Vul u€ C (u€ AA u € B) |. 

B3 V4dsVulu € Be (€ A). 

B4 VadVxlrz€Beaiy( »5€A)]. 

B5 V4dsVxVyl( DE BeozcA]. 

B6 V4dsVrVy [ry €Beiy.)€A]- 

B7 Vase VeVyVel (xy, 22€ Be (y,z,22€A]. 

B8 Wade VeVyVel (rys) € Be Gr,z, y EA]. 
其 中 B1 81H TELE S LIBER T AACHHHH 
序 对 类 ( 即 二 元 关系 ) 的 存在 性 .B2 指出 任何 两 个 类 
的 交 是 类 . B3 指出 了 一 个 类 的 补 类 的 存在 性 .B4 是 
指 任何 有 序 对 的 类 的 定义 域 是 类 . B5 指 任 一 类 可 成 
为 某 二 元 关系 的 定义 域 , 即 成 为 某 有 序 对 的 类 的 定 
义 域 . B6 是 说 二 元 关系 的 逆 关 系 仍 为 类 . B7 指出 三 
元 关系 类 进行 轮换 后 仍 是 类 . B8 指出 三 元 关系 进行 
一 种 对 换 后 仍 是 类 . 由 于 三 个 有 序 元 组 的 任何 置换 
均 可 由 轮换 和 对 换 来 生成 , 故 由 B7 与 B8 即 知 三 元 
关系 的 任何 置换 关系 仍 是 类 .因此 ,GB 系统 的 这 一 
组 关于 类 的 存在 性 公理 , 既 指出 了 由 哪些 条 件 可 以 
决定 一 个 类 ,又 指出 了 如 何 由 已 知 类 去 构造 新 的 类 . 

集合 存在 性 公理 (existence axiom of set) GB 

系统 的 集合 论 公理 . 指 GB 系统 中 的 第 3 组 ( 即 C 
组 ) 公 理 ,共有 4 条: 

1. 无 穷 公 理 . 即 无 条 件 承 认 有 一 非 空 集 a ET 
a 的 每 一 元 x, 必 有 a 的 元 y, 使 得 z 为 y 的 真子 集 . 
因此 ,a 的 元 必 有 无 穷 多 . 

2. 联 集 公理 . 即 断 言 对 任何 集 xz ,都 存在 着 一 集 
y, 使 得 xz 的 任何 元 的 元 都 是 y 的 元 . 

3. PRAH. 指 对 任何 集 ,都 有 集合 y 存在 ， 
使 得 x 的 任 一 子 集 都 是 y 的 元 . 

4. 替换 公理 . 指 对 任何 集合 ~ 和 任何 单 值 的 A, 
总 有 集合 y 存在 ,此 >y 恰 由 的 元 经 由 单 值 二 元 关 
系 4 所 产生 的 集 组 成 . 

其 符号 表达 式 依 次 为 : 

Cl 3aí^—C,()AVxlx€a-3yC(y€aA xC 

» J}. 

C2 VxdyVuVv|uC v Av€ x-—u€ y]. 

C3 VrdyVuluC x-uC y]. 

C4  VxVA(UU,CAD—d». Vulu € ye 3v (v€ x A 

(usv) € A) ]). 

注意 ,由 C1,C2,C3 所 决定 的 新 集合 并 不 惟一 

确定 ,又 上 述 诸 符号 表达 式 中 之 Cn 和 Us 分 别 指 空 
Cn(X)> Vu TuE X), 
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U,CX)eoVuVoVwl( VEXA 5€ X—v-—w]. 
正规 公理 (axiom of normal) GB 系统 的 集合 
论 公 理 . 指 GB 系统 中 的 第 4 组 ( 即 D 组 ) 公 理 . 指 对 
任何 非 空 类 4, 必 有 一 元 x, 使 得 xz 与 4 没有 公共 
元 . 其 符号 表达 式 为 

D1 VA[^1Cm(CO-3uCG( € AA CxCG AD) |. 

HB CxrGO,.A)fB u 与 4 无 公共 元 , 即 
Cr(X,Y)oVu («€ X Au € Y). 

上 述 正规 公理 实际 上 就 是 ZFC 系统 的 正则 公 
理 . 因而 D1 也 表示 GB 系统 中 不 存在 EE 关系 的 无 穷 
E, 

se up EOE ewe du 

选择 公理 (axiom of choice) GB 系统 的 集合 
论 公 理 . 指 GB 系统 中 的 第 5 ACB E 280 XB. 指 存 
在 着 单 值 的 类 4 ,对 任何 非 空 集合 z, 都 有 xz 的 元 y 
FE EA ye) EA 其 符号 表达 式 为 

El 3A(Un(CA) AVxl-1C€mGo)—3y(y€ x A 

(y,)€ A) |}. 

因为 单 值 关系 就 是 函数 , 故 上 述 El 中 之 4 , 实 
际 上 就 是 全 选择 函数 . 因而 El 就 是 指 无 条 件 承认 
存在 着 这 样 的 全 选择 函数 4, 它 能 从 任何 一 个 非 空 
集合 中 惟一 地 选 出 一 个 元 素来 . 

A IB áp REB BR primitive propositional func- 
tion) GB 系统 中 的 一 类 合式 公式 . 在 GB 系统 中 ， 
本 原 命题 蚂 词 指 仅 含 变 元 特殊 类 符号 4 ,4:，…， 
Ai, 属 于 符号 € mata BRP WARE 
都 是 集合 中 变 元 的 合式 公式 . HA, Vullu E X>uE 
4) 是 本 原 命题 函 词 ;而 当 3X 或 YY 在 合式 公式 中 出 
现时 , 则 就 不 是 本 原 命题 函 词 . 又 如 ,Yz(zE Aer 
y) 也 不 是 本 原 命题 范 词 ,因为 其 中 出 现 了 和 定义 符号 
= 

Ai ZA , AS R i eh PR 1] 3. ERE ,大 量 的 谓词 涉及 
XE XE » TAL rfr] BET AS Jr e ER TET s. 

正规 概念 (normal concept) GB 系统 中 的 一 
个 基本 概念 . 正规 概念 B FB TE ASE oi il RT] 2 使 

BOX, ,X,,,X,)99€X, ,X,, 7, X,). 
例如 ,因为 : 

]l.XcYeXcYy. 

2. X—Y-oVu(u€ Xeu€cY). 

3. m CX) e du Cu — X). 

AA XB AW. BEA D fip RP 16] , EM A IE UE 
念 的 合式 公式 ,因而 得 以 化 好 为 本 原 命题 函 词 . 

正规 运算 (normal operation) GB 系统 中 的 一 
种 运算 .正规 运算 U 是 指 , 存 在 一 个 本 原 命 题 函 词 
2, 能 使 

YEUX AXA a X A OY sX Xa Aa). 
成 立 的 运算 .例如 ,因为 : 
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l.YE(—AoEm(Y)ATICXE A). 

2.Y€C A(1BOYCAAYCB. 

3.YC DCA) 5mCY) Ady CO, Y? € A). 

所 以 ,类 的 补 运算 一 、 交 运算 门 . 定 义 域 D 等 都 是 正 
规 运算 . 此 外 ,应 注意 上 述 式 子 中 右边 出 现 m 为 正 
规 概念 , 故 可 化 归 为 本 原 命 题 函 词 . 

正规 命题 函 词 (normal propositional function) 
GB 系统 中 的 一 个 基本 概念 . 指 仅 含有 正规 概念 、 正 
规 运算 及 正规 约束 变 元 的 命题 函 词 p(Xi,X,,，…， 
X,). 亦 即 正 规 命 题 函 词 可 含有 定义 符号 ,但 却 是 一 
个 能 与 本 原 命 题 函 词 等 价 的 合式 公式 . 例如 

Y(tE ACrCY), 
Ja l(a € X" 1(CmCX))0), 
AB E IE AU Ap RS PR du]. 

类 的 一 般 存 在 性 定理 (general existence theo- 
rem of class) GB 系统 中 的 两 条 基本 定理 .在 GB 
系统 中 ,可 按 命题 函 词 的 构造 归纳 地 证 明 如 下 的 两 
个 关于 类 的 一 般 存 在 性 定理 : 

l. i Plx » 5, *** > Xn) TERR 了 了 Lis Ts”? s Tn 之 处 
的 没有 自由 变 元 的 本 原 命 题 函 词 , 则 存在 一 个 类 4， 
使 对 所 有 的 集合 Lis Lr Ens H 

(Tis Ts Ty € AGL, 2,2). 

2. X: € Fe YE BL fir REL B a] , Dt 

VX, oo YX FA Wri Vr, L Gn xj 
Gri Ta * xu Xo Xt. X]. 

定理 2 在 两 个 方面 推广 了 定理 1, 其 一 是 9 中 
允许 出 现 定义 符号 ,其 二 是 2 中 除 有 构造 类 的 集合 
变 元 Tirst ,Xs 之 外 ,还 可 含有 其 他 的 自由 的 类 
变 元 .但 由 于 对 9 的 正规 性 要 求 , 其 中 不 能 含 被 约束 
的 类 变 元 . 

上 述 两 条 定理 ,实际 上 是 康 托 尔 概 括 原 则 的 形 
式 化 .但 它 只 是 承认 任何 正规 函 词 ( 即 谓 词 ) 可 以 构 
造 类 ,而 被 构造 出 来 的 类 不 一 定 是 集 . 故此 处 并 非 全 
盘 接受 概括 原则 ,但 与 ZFC 系统 的 划分 公理 相 比 ， 
显然 更 接近 概括 原则 ,也 显得 更 自然 . 

数学 基础 诸 流派 (various schools of foundation 
of mathematics) 数学 史 专 门 术 语 . 指数 学 基础 问 
题 探索 过 程 中 形成 的 几 个 学 派 . 在 数学 的 第 三 次 危 
机 中 ,数学 家 们 根据 自己 在 数学 基础 论 的 研究 中 所 
持 不 同 观 点 而 逐步 形成 不 同 的 流派 .由 于 19 世纪 作 
为 整个 经 典 数学 理论 基础 的 十 典 集 合 论 中 悖 论 的 发 
Oh 导致 了 数学 的 第 三 次 危机 ,从 而 促使 数学 家 们 去 
探索 数学 推理 在 什么 情况 下 有 效 ,什么 情况 下 无 效 ， 
数学 命题 在 怎样 的 情况 下 具有 真理 性 ,在 怎样 的 情 
况 下 失灵 . 于 是 20 世纪 初 ,数学 基础 论 这 一 分 科 诞 
E T. 摆 在 从 事 数学 基础 问题 研究 的 数学 家 面前 的 
首要 任务 ,就 是 如 何 为 数学 的 有 效 性 重新 建立 可 靠 
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的 依据 . 由 于 在 这 一 工作 中 各 人 所 持 的 基本 观点 不 
[n] ,在 数学 基础 论 的 研究 中 就 形成 了 各 个 流派 . 这 也 
是 形成 数学 基础 诸 流 派 的 历史 背景 . 

通常 人 们 把 数学 基础 诸 流 派 说 成 是 数理 逻辑 三 
大 派 , 即 逻辑 主义 派 、 直 党 主义 派 和 形式 主义 派 , 但 
此 说 不 其 恰当 ,首先 因为 这 些 流派 是 因 研 究 数 学 基 
础 而 产生 的 ,所 提 见 解 多 数 针 对 数学 基础 论 中 的 问 
题 ,各 派 的 形成 和 分 歧 , 亦 因数 学 基础 问题 而 来 , 故 
称 数学 基础 论 上 各 流派 更 贴切 . 其 次 ,通常 认为 形式 
主义 派 的 主要 代表 人 物 是 德国 数学 家 希 尔 伯 特 
(Hilbert, D. ) ,其 实 这 是 一 种 历史 的 误解 ,形式 主义 
派 的 主张 和 希 尔 伯 特 的 数学 观 并 不 相同 . 应 按 历史 
的 本 来 面目 明确 划分 希 尔 伯 特 主义 派 和 形式 主义 
派 , 因 此 也 就 不 是 什么 三 大 派 ,而 称 诸 流 派 更 恰当 . 
总 之 ,应 将 数理 逻辑 三 大 派 改 称 为 数学 基础 诸 流 派 ， 
才 符 合 历史 的 真实 情况 . 

数理 逻辑 三 大 派 (three main schools of mathe- 
见 “ 数 学 基础 诸 流 派 ”. 

逻辑 主义 派 (logicism school) 数学 基础 中 的 
学 派 之 一 .逻辑 主义 派 的 主要 军 自 是 把 数学 化 归 为 
逻辑 . 即 逻 辑 主 义 者 从 逻辑 的 概念 出 发 ,经 由 明显 的 
定义 得 出 数学 概念 ,而 任何 数学 定理 , 均 可 从 逻辑 的 
命题 出 发 ,由 纯 逻 辑 的 演绎 推理 得 到 . 总 之 ,全 部 数 
学 都 可 从 基本 的 逻辑 概念 和 逻辑 规则 推导 出 来 . 因 
此 ,逻辑 与 数学 也 就 不 能 区 分 了 . 实际 上 ,从 某 种 意 
ME ULE MEA BT ARCS Ft A 
般 的 基础 ,最 终 要 把 整个 数学 化 归 为 逻辑 . 

逻辑 主义 思想 原则 的 萌芽 , 亦 即 把 逻辑 看 成 先 
于 一 切 科 学 的 观点 ,可 以 追溯 到 德国 数学 家 哲学 家 
3 Hh JE YR (Leibinz, G. W. ), 但 他 本 人 并 没有 从 事 这 
方面 的 工作 ,他 的 这 一 想法 ,直到 19 世纪 才 在 德国 
数学 家 戴 德 金 (Dedekind, (J. W. ) R2, £& [s] X^ 
家 、 数 理 逻 辑 学 家 弗 雷 格 (Frege, (F. L.0G.0 BK 
利 数 学 家 .逻辑 学 家 佩 亚 诺 (Peano,G. ) 等 人 的 工作 
中 得 到 初步 发 挥 . 应 该 说 ,逻辑 主义 的 观点 在 弗 雷 格 
的 工作 中 就 基本 形成 ,这 是 因为 弗 雷 格 明确 提出 了 
数学 可 以 化 归 为 逻辑 的 想法 ,而 且 花 费 了 近 20 年 的 
时 间 在 他 的 巨著 《算术 基础 》 和 《算术 基础 原理 》 里 把 
算术 化 归 为 逻辑 . 另外 , 戴 德 金 也 是 逻辑 主义 的 创始 
人 之 一 . 这 是 因为 他 在 1887 年 发 表 的 《 数 的 性 质 与 
意义 ;一 文中 ,就 已 明确 提出 了 与 英国 数理 逻辑 学 家 
罗素 (Russell ,B. A. W. ) 几 乎 完全 相同 的 主张 . 24 
然 , 弗 雷 格 的 工作 没有 超出 算术 的 范围 , 戴 德 金 对 自 
己 的 主张 也 没有 更 多 的 展开 ,只 有 在 罗素 和 英国 逻 
辑 学 家 、 数 学 家 怀特 海 (Whitehead,A.N. ) 那 里 , 才 
把 逻辑 主义 的 主张 详细 加 以 发 展 , 并 且 真 正 从 相当 
少 的 公理 和 概念 出 发 ,导出 了 大 部 分 数学 .所 以 ,大 
家 公认 罗素 是 逻辑 主义 派 的 主要 代表 人 物 . 


罗素 在 他 的 《数理 哲学 导论 ;一 书 中 指出 :数学 
是 这 样 的 一 种 研究 , 它 可 以 按 两 个 方向 去 进行 . 一 个 
比较 熟悉 的 方向 是 建设 性 的 , 即 不 断 增 大 理论 的 复 
杂 性 …… 另 一 个 是 不 很 熟悉 的 方向 ,这 就 是 通过 分 
析 来 达到 越 来 越 大 的 抽象 性 和 逻辑 简单 性 ,这 里 所 
考虑 的 已 不 再 是 从 怎样 的 假设 出 发 可 以 定义 或 演绎 
出 什么 结果 的 问题 ,而 是 研究 我 们 能 否 找到 更 为 一 
般 的 思想 原则 ,从 这 些 思想 和 原则 出 发 ,能 使 现在 作 
为 出 发 点 的 东西 得 以 被 定义 或 演绎 出 来 . ”这 就 是 逻 
辑 主义 的 根本 宗旨 以 及 实现 这 一 宗旨 的 途径 . 

意大利 数学 家 佩 亚 诺 1889 年 运用 公理 化 方法 
建立 了 一 个 关于 自然 数 的 公理 系统 ,阐明 了 怎样 从 
少数 几 个 基本 概念 和 几 条 公理 出 发 推导 出 自然 数 的 
种 种 性 质 , 并 使 得 大 量 的 算术 命题 能 从 中 不 断 地 演 
绎 出 来 . 关于 自然 数 的 佩 亚 诺 公理 系统 是 由 不 经 定 
义 的 集合 、 自 然 数 .后 继 数 与 属于 等 概念 加 5 条 公理 
构成 的 . 这 5 条 公理 是 : 

1.0 是 一 个 自然 数 . 

2. 每 个 自然 数 的 后 继 数 仍 为 自然 数 . 

3.0 不 是 任何 其 他 自然 数 的 后 继 数 ， 

4. 如 果 两 个 自然 数 的 后 继 数 相等 , 则 这 两 个 自 
然 数 也 相等 . 

5. 若 MM 是 由 一 些 自然 数 所 组 成 的 集合 ,而 M 
含有 0, 且 当 M 含有 任 一 自然 数 a 时 , 则 MM 也 一 定 
含有 a 的 后 继 数 .那么 M 就 含有 全 部 自然 数 . 

从 逻辑 主义 的 形成 和 历史 发 展 来 看 ,逻辑 主义 
的 工作 可 以 划分 为 数学 理论 的 算术 化 和 算术 理论 的 
逻辑 化 两 个 阶段 . 

19 世纪 最 后 的 25 年 , 堪 称 为 数学 理论 算术 化 
的 时 期 ,许多 出 色 的 数学 家 都 投入 了 这 个 工作 . 1872 
年 ,德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass,K.《T. 
W. ))、 戴 德 金 和 德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. 
P. )) 等 几乎 同时 完成 了 实数 的 定义 , 但 无 论 是 康 托 
尔 的 收敛 有 理 数 序列 ,还 是 康 托 尔 的 有 理 数 分 划 ,都 
表明 了 实数 论 被 化 归 为 有 理 数 论 ,进而 归 约 到 整数 
直至 自然 数 系统 . 当然 其 中 已 借用 了 集合 的 概念 . 从 
而 , 世 所 著称 的 .由 几 个 原始 概念 和 五 条 公理 所 构成 
的 佩 亚 诺 算术 公理 系统 便 成 为 这 个 数学 理论 算术 化 
工作 的 终结 .人 们 从 佩 亚 诺 系 统 出 发 ,借助 集合 论 概 
念 , 便 可 建造 算术 、 分 析 、 几何 直至 整个 数学 大 厦 . A 
而 ,这 种 数学 理论 的 算术 化 使 得 许多 数学 家 感到 满 
E ,甚至 认为 无 需 再 前 进 了 . 但 对 逻辑 主义 者 来 说 ， 
这 只 是 实现 逻辑 主义 宗旨 的 第 一 步 , 要 把 数学 化 归 
为 逻辑 ,更 重要 的 是 所 谓 算术 理论 逻辑 化 . 弗 雷 格 、 
怀特 海 和 罗素 曾 为 借助 于 纯 逻 辑 概念 去 定义 佩 亚 诺 
系统 的 几 个 原始 概念 .借助 于 纯 逻 辑 而 演绎 地 引出 
佩 亚 诺 系统 的 五 条 公理 等 付出 了 巨大 的 劳动 . 后来， 
罗素 曾经 认为 这 种 算术 理论 逻辑 化 的 工作 已 经 完 
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成 ,从 而 认为 逻辑 主义 的 宗旨 已 经 实现 . 罗素 说 :“ 从 
逻辑 中 展开 纯 数 学 的 工作 ,已 经 由 怀特 海 和 我 在 ( 数 
学 原理 ) 一 书 中 详细 地 做 出 来 了 . ”但 在 实际 上 ,因为 
他 们 在 这 一 工作 中 还 是 借助 了 两 条 非 逻 辑 公 理 , 所 
以 ,罗素 和 怀特 海 并 没有 能 在 (数学 原理 ) 一 书 中 实 
现 逻 辑 主义 的 宗旨 . 

由 于 逻辑 主义 派 的 基本 立场 是 确认 全 部 数学 的 
有 效 性 ,并 认为 能 把 全 部 数学 化 归 为 逻辑 ,这 就 势必 
要 确认 实 无 限 观点 下 的 无 限 集 理论 . 因此 ,就 无 穷 观 
而 言 ,逻辑 主义 派 是 实 无 限 论 者 , 亦 即 要 确认 实 无 限 
性 研究 对 象 在 数学 领域 中 的 合理 性 . 普遍 认为 ,“ 罗 
素 及 其 据 随 者 明显 地 承认 无 限 性 对 象 的 存在 性 ”但 
由 于 罗素 为 排除 集合 论 中 的 悖 论 而 发 展 他 的 分 支 类 
型 论 ,因而 在 罗素 系统 中 的 实 无 限 性 对 象 就 在 不 同 
的 类 和 级 中 表现 为 一 定 的 层次 结构 . 

没有 无 穷 公理 ,自然 数 系统 就 无 法 构造 ,更 谈 不 
上 全 部 数学 了 . 没有 选择 公理 , 则 数学 中 的 定理 就 要 
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事实 上 借助 了 这 两 条 公理 .“ 作 为 逻辑 法 则 ,只 人 允许 
讨论 可 能 性 对 象 , 而 不 允许 在 逻辑 法 则 中 做 出 某 物 
是 否 存 在 的 断言 . "但 无 穷 公理 和 选择 公理 恰恰 都 是 
存在 性 公理 ,因此 它们 不 是 逻辑 公理 . 既然 出 手 就 借 
助 了 非 逻 辑 公理 , 怎 能 说 全 部 数学 命题 皆 由 逻辑 规 
则 和 有 逻辑 概念 演绎 推出 呢 ? 所 以 , 弗 雷 格 在 晚年 已 倾 
癌 于 放弃 逻辑 主义 的 立场 . 德国 学 者 弗 伦 克 尔 
(Fraenkel, A. A. ) 指 出 :“ 弗 雷 格 和 罗素 的 理论 的 严 
重 的 缺陷 之 一 在 于 无 穷 公 理 之 使 用 的 令 人 头痛 的 状 
DL. ”这些 明 摆 的 事实 也 曾 迫 使 罗素 和 怀特 海 设 法 补 
救 ,他 们 把 所 有 要 用 到 这 两 条 公理 才能 证 明 的 命题 
一 律 改 写 为 条 件 式 命题 , 即 不 把 这 两 条 公理 列 人 他 
们 的 系统 .但 当 某 数学 命题 P 必须 借助 无 穷 公 理 才 
能 证 明 时 ,就 将 了 陈述 为 “如 果 无 穷 公 理 真 , 则 P” 
等 ,因而 这 两 条 公理 就 变 成 诸如 此 类 的 每 一 定理 的 
前 提 , 而 不 再 是 特 设 的 公理 了 . 然而 ,普遍 认为 这 是 
一 种 牵强 的 做 法 ,大 多 数 数学 家 都 认为 罗素 和 怀特 
海 并 没有 完全 实现 逻辑 主义 的 宗旨 . 

罗素 的 方案 和 逻辑 主义 宗旨 均 以 失败 告终 ,其 
根本 原因 在 于 只 看 到 并 且 过 于 压 张 了 数学 与 逻辑 在 
演绎 结构 上 的 同一 性 ,完全 抹杀 了 数学 与 逻辑 的 差 
异 .但 是 , 却 不 能 由 于 逻辑 主义 的 失败 而 认为 逻辑 主 
义 者 的 工作 毫 无 价值 .相反 地 ,应 该 看 到 逻辑 主义 者 
的 工作 已 对 数学 与 逻辑 的 发 展 做 出 了 重要 贡献 ,对 
此 可 概述 如 下 : 

1. 罗素 的 分 支 类 型 论 , 特 别 是 经 过 兰 姆 赛 
(Ramsey,F. P. ) 改 进 之 后 发 展 起 来 的 简单 类 型 论 ， 
对 于 集合 论 悖 论 的 研究 和 排除 有 重要 意义 . 而 且 现 
有 的 一 些 解 决 那 论 的 方案 ,无 不 渊源 于 罗素 早年 提 
出 的 见解 . 
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2. 逻辑 主义 者 相当 成 功 地 把 古典 数学 纳入 了 一 
个 统一 的 公理 系统 ,虽然 这 个 系统 不 是 纯 逻 辑 的 ,但 
这 一 工作 却 成 为 公理 化 方法 在 近代 发 展 中 的 一 个 重 
要 起 点 . | 

3. 由 于 逻辑 主义 者 的 工作 ,基本 上 完成 了 从 传 
统 逻 辑 到 数理 逻辑 的 过 渡 和 演变 . 特别 是 弗 雷 格 、 美 
国 哲学 家 、 物 理学 家 皮尔 斯 (Peirce,C. S. )、 德 国学 
者 施 罗 德 (Schr6der,K. W. K. E. ) 等 最 早 地 引进 了 
量词 ,并 对 量词 的 性 质 作 了 深刻 的 研究 . 弗 雷 格 还 进 
一 步 给 出 了 命题 演算 和 谓词 演算 系统 . 而 罗素 和 怀 
特 海 合 著 的 《数学 原理 ) 被 誉 为 “总 结 过 去 数学 基础 
的 研究 成 果 , 并 由 它 宣告 数理 逻辑 已 经 充分 成 熟 ” 的 
划时代 的 巨著 . 特别 是 逻辑 主义 者 的 工作 “代表 了 一 
个 第 一 流 的 学 术 运 动 ,是 对 人 类 思维 力 的 美妙 的 巨 
大 贡献 ”. 

直觉 主义 派 (intuitionist school) ”数学 基础 中 
的 学 派 之 一 . 该 学 派 的 代表 人 物 是 荷兰 数学 家 布 劳 
威 尔 (Brouwer,L. E. J. ). 直觉 主义 者 的 根本 观点 是 
关于 数学 概念 和 方法 的 可 构造 性 ,并 且 数 学 的 理论 
基础 不 是 集合 论 , 而 是 自然 数论 . 直觉 主义 者 指出 : 
自然 数 来 源 于 布 劳 威 尔 的 “原始 直觉 ”或 “对 象 对 偶 
Hit”. 所 谓 对 象 对 偶 直 党 , 即 人 缘 有 之 的 一 种 能 力 : 
某 一 时 刻 集中 注意 某 一 对 象 , 紧 接着 又 集中 注意 于 
男 一 对 象 , 这 就 形成 了 一 个 原始 对 象 对 侦 , 以 (1,2) 
来 表示 它 . 有 了 这 个 原始 对 象 对 偶 , 可 根据 构造 性 的 
要 求 重 复 一 次 而 产生 对 象 对 侦 (2,3), 再 重复 一 次 便 
是 对 象 对 偶 (3,4) XS TE PR. 任何 一 个 自然 数 
都 能 从 这 个 原始 的 对 象 对 偶 直 觉 开 始 ,用 构造 性 方 
法 产生 出 来 . 直觉 主义 者 认为 ,只 有 建立 在 这 种 原始 
直觉 和 可 构造 性 之 上 的 数学 才 是 可 信和 的 . 这 种 原始 
直觉 “对 于 思想 来 说 是 如 此 直接 ,其 结果 又 是 如 此 清 
AE ,以致 不 再 需要 任何 别 的 什么 基础 ” 海 本 (Heyt- 
ing A. ) 进 而 指出 :“ 数 学 开始 于 自然 数 及 自然 数 相 
等 概念 形成 之 后 . ”此 外 ,直觉 主义 者 认为 ,集合 论 悖 
论 的 出 现 不 是 一 个 偶然 事件 , 它 是 整个 数学 感染 疾 
病 的 一 个 征兆 . 因此 , 悖 论 问题 不 可 能 通过 对 已 有 数 
学 作 某 些 技术 的 修改 或 限制 而 得 以 解决 ,必须 依据 
可 信 性 要 求 对 已 有 的 数学 作 全 面 审 查 , 而 且 应 该 训 
不 犹豫 地 抛弃 那些 不 符合 可 信 性 要 求 的 数学 概念 和 
方法 . 直觉 主义 的 可 信 性 就 是 必须 都 是 构造 性 的 . 而 
所 谓 构造 性 , 即 指 能 按 固定 方式 经 有 限 个 步骤 定义 
概念 或 实现 某 一 方法 . 构造 性 亦 称 能 行 性 ,构造 性 的 
方法 亦 称 能 行 性 的 方法 . 例如 , 求 两 个 正 整数 a 和 &。 
的 最 大 公约 数 ,可 用 欧 几 里 得 除法 在 有 限 步 内 实现 . 
这 就 是 能 行 性 或 构造 性 方法 . 所 以 直觉 主义 的 一 个 
著名 口号 是 “存在 必须 可 构造 从 直觉 主义 派 的 基 
本 观点 出 发 ,直接 决定 了 这 一 学 派 在 数学 工作 中 的 
主要 宗旨 之 一 是 在 无 穷 观 的 问题 上 彻底 采纳 湾 无 限 
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而 排斥 实 无 限 . 

从 直觉 主义 派 的 “存在 必须 可 构造 ”这 一 前 提出 
发 ,因为 从 生成 的 观点 来 看 ,任何 一 个 无 穷 集合 或 实 
无 限 性 对 象 都 是 不 可 构造 的 ,所 以 势必 导致 彻底 的 
潜 无 限 观 念 ,并 且 完 全 排斥 实 无 限 . 以 最 简单 的 实 无 
限 对 象 自然 数 集 为 例 来 讨论 ,因为 任何 有 穷 多 个 步 
又 都 不 能 把 所 有 的 自然 数 构造 出 来 ,更 谈 不 上 汇 成 
整体 了 ,所 以 ,按照 能 行 性 的 要 求 必然 否定 自然 数 全 
体 这 个 概念 ,而 且 即 使 先 假设 有 那么 一 个 全 体 自然 
数论 域 摆 在 那里 的 话 ,直觉 主义 者 也 不 承认 能 把 全 
体 自然 数 逐 一 复查 完毕 , 亦 即 不 承认 有 走 遍 自然 数 
论 域 的 概念 . 在 他 们 看 来 ,自然 数 只 能 永远 处 于 不 断 
地 被 构造 的 延伸 状态 中 . 例如 ,德国 数学 家 外 尔 
(Weyl,C. H. H. ) 明 确 指 出 :“ 布 劳 威 尔 使 这 一 点 明 
确 了 ,就 是 没有 任何 证 据 能 够 证 明 所 有 目 然 数 的 整 
体 的 存在 性 …… 自 然 数 , 它 能 够 通过 不 断 地 达到 下 
一 个 数 而 超越 任何 一 个 已 经 达到 的 界线 . 从 而 也 就 
开辟 了 通 向 无 限 的 可 能 性 .但 它 永 远 停 留 于 创造 ( 生 
成 ) 的 状态 之 中 ,而 绝 不 是 一 个 存在 于 自身 之 中 之 事 
物 的 封闭 领域 . ”可见 , 在 无 穷 观 的 问题 上 , 直 党 主义 
派 是 十 分 彻底 地 采纳 了 潜 无 限 论 者 的 观点 . 

直觉 主义 派 在 数学 工作 中 的 宗旨 之 二 是 ,否认 
传统 逻辑 的 普遍 性 ,并 按照 构造 性 的 要 求 重建 直觉 
主义 逻辑 规则 . 直觉 主义 派 否 认 传 统 逻 辑 的 普遍 有 
效 性 是 出 于 存在 必须 可 构造 的 考虑 ,并 且 在 构造 性 
观点 下 发 展 了 自己 的 逻辑 , 它 是 和 传统 逻辑 很 不 相 
同 的 一 种 逻辑 . 一 般 地 说 ,“ 这 种 不 同 之 处 主要 表现 
在 否定 性 质 的 推理 上 ”. 

直觉 主义 派 在 数学 工作 中 的 主要 宗 指 之 三 是 ， 
批判 古典 数学 ,拆除 一 切 非 构造 性 数学 框架 ,重建 直 
党 主义 的 构造 性 数学 . 直觉 主义 完全 否认 古典 数学 
中 的 种 种 非 构 造 性 证 明 , 以 直觉 主义 微 积 分 为 例 ,其 
根本 问题 在 于 如 何在 能 行 性 意义 下 给 出 构造 性 的 实 
数 与 构造 性 的 连续 统 概念 . 直到 1919 年 , 布 劳 威 尔 
终于 利用 “ 展 形 ”概念 巧妙 地 建造 了 符合 构造 性 要 求 
的 连续 统 概 念 . 而 直觉 主义 的 构造 性 连续 统一 旦 建 
成 ,就 完全 改变 了 古典 分 析 之 实数 论 的 面貌 ,直觉 主 
义 微 积分 就 能 在 它 基础 上 建造 起 来 了 . 

大 多 数 数学 家 认为 ,直觉 主义 派 的 形成 也 导 源 
于 数学 基础 问题 的 考虑 ,但 直觉 主义 排除 悖 论 的 方 
案 却 限制 过 大 ,被 抛弃 的 合理 因素 太 多 . 然而 联系 到 
计算 机 科学 基础 理论 的 发 展 ,构造 性 观点 和 方法 又 
有 重要 意义 . 详 言 之 ,可 作 如 下 几 点 评述 : 

1. 直觉 主义 派 强调 能 行 性 具有 十 分 重大 的 现实 
意义 ,如 所 公认 ,计算 机 科学 的 发 展 离 不 开 能 行 性 . 

2. 直觉 主义 数学 对 于 非 构 造 性 数学 和 传统 逻辑 
的 完全 排斥 是 不 科学 的 ,因为 这 种 完全 排斥 无 法 解 
释 后 者 在 相当 范围 内 的 应 用 上 的 有 效 性 .因此 , 遭 到 


绝 大 多 数 数学 家 的 反对 . 

3. 直觉 主义 派对 实 无 限 性 概念 的 完全 排斥 也 不 
符合 科学 认识 论 的 原则 . AA“ EWEX ET 
关于 无 穷 过 程 的 大 部 分 推理 (不 论 是 经 典 的 或 康 托 
尔 学 派 的 ) 的 有 效 性 . 如 果 这 一 派 得 势 的 话 ,那么 大 
部 分 数学 领域 内 的 研究 活动 就 会 遇 到 不 可 克服 的 困 
XE. 幸好 他 们 没有 得 势 ” 

4. 直 党 主义 因 反 对 古典 逻辑 ,从 而 需要 把 整个 
逻辑 及 数学 全 盘 改 造 , 连 人 们 日 常 认 为 最 简单 、 最 明 
白 无 率 的 部 分 也 需 重 新 审查 ,这 显然 是 一 件 非 常 艰 
E BS LE. 又 由 于 直 党 主义 逻辑 强调 能 行 性 , 反 变 得 
噜 苏 \ 不 方便 起 来 . 从 而 这 个 数学 改造 运动 极 慢 , 几 
乎 可 以 肯定 其 难以 成 功 . 

希 尔 伯 特 主 义 派 (Hilbertist school) ”数学 基 
础 中 的 学 派 之 一 . 该 学 派 的 代表 人 物 是 德国 数学 家 
希 尔 伯 特 (Hilbert,D.). 许多 人 认为 希 尔 伯 特 是 现 
代 形 式 主义 派 的 代表 人 物 , 其 实 这 是 一 种 误解 . 希 尔 
伯 特 的 数学 观 和 形式 主义 派 的 基本 观点 并 不 相同 ， 
查阅 希 尔 伯 特 全 和 集 ,没有 发 现 他 在 什么 地 方 发 表 过 
与 形式 主义 派 相同 的 主张 ,从 历史 上 看 , 希 尔 伯 特 也 
没有 在 任何 场合 表示 过 他 是 形式 主义 者 , 连 希 尔 伯 
特 的 学 生 贝 尔 奈 斯 也 不 同意 把 希 尔 伯 特 列 为 形式 主 
义 派 的 代表 人 物 ,特别 是 形式 主义 者 库 赖 (Curry) 曾 
明确 指出 :“ 现 在 有 许多 人 把 形式 主义 与 应 称 为 希 尔 
伯 特 主义 的 学 派 等 同 起 来 ,这 是 不 对 的 ”造成 这 种 
历史 误解 的 主要 原因 是 绝 大 多 数 形式 主义 者 “都 奉 
希 尔 伯 特 为 祖师 ” 时 间 一 长 ,也 就 习惯 于 此 说 了 . 

希 尔 伯 特 在 数学 基础 问题 上 的 基本 观点 是 :一 
方面 希望 保存 古典 数学 的 基本 概念 和 古典 逻辑 的 推 
理 原 则 ,特别 是 那些 与 实 无 限 性 有 关 的 概念 和 方法 ， 
诸如 无 限 集 概 念 和 排 中 律 在 无 限 集 上 的 使 用 等 ;但 
在 另 一 方面 ,和 希 尔 伯 特 同样 出 于 可 信 性 的 考虑 ,对 这 
些 实 无 限 性 概念 和 方法 的 使 用 顾虑 重重 ,几乎 和 直 
觉 主义 者 一 样 地 认为 可 信 性 只 存在 于 有 限 之 中 ,无 
限 是 不 可 靠 的 . 希 尔 伯 特 要 在 有 穷 主 义 中 保存 实 无 
限 观 点 下 的 古典 数学 , 而 把 全 部 数学 划分 为 具有 真 
实意 义 的 “真实 数学 ”和 不 具有 真实 意义 的 “理想 数 
学 ”, 并 希望 通过 有 穷 主义 的 构造 性 方法 去 证 明理 想 
数学 的 相 容 性 ,以 使 实 无 限 性 的 理想 成 分 在 应 用 上 
的 有 效 性 与 上 述 有 穷 主义 立场 获 致 统一 . 这 就 是 克 
E 3E/K (Kriesel , G. ) 所 说 的 :“ 希 尔 伯 特 是 从 有 限 性 
的 观点 出 发 去 理解 超 穷 方法 之 应 用 的 .” 

希 尔 伯 特 规划 是 希 尔 伯 特 主义 的 主要 组 成 部 
分 ,也 是 希 尔 伯 特 用 以 实现 其 主张 的 方案 ,主要 内 容 
是 : 

1. 证 明 古 典 数 学 的 每 个 分 支 都 可 在 数学 系统 公 
理化 意义 下 予以 公理 化 . 

2. 证 明 每 一 个 在 上 述 意义 下 被 公理 化 了 的 系统 


精确 性 经 典 数学 基础 


都 是 完备 的 . 即 系统 内 任 一 可 表述 的 命题 均 可 在 系 
统 内 得 到 判定 . 

3. 证 明 每 一 个 在 上 述 意义 下 的 系统 都 是 相 容 
的 . | 
4. 证 明 每 个 这 样 的 系统 所 相应 的 模型 都 是 同 构 
的 . 

5. 寻找 这 样 一 种 方法 ,借助 于 它 , 可 在 有 限 步 又 
内 判定 任 一 命题 的 可 证 明 性 . 

希 尔 们 特 为 具体 实施 其 规划 而 创立 证 明 论 , 即 
元 数学 理论 . 它 着 眼 于 整个 形式 系统 ,并 以 “证 明 ” 本 
身 作 为 研究 对 象 . 

希 尔 伯 特 主义 派 有 三 种 数学 系统 : 

1. 非 形式 化 的 数学 系统 G: 即 普通 的 数学 系统 ， 
在 其 中 允许 使 用 古典 逻辑 推理 规则 ,例如 ,在 无 穷 集 
合 上 使 用 排 中 律 等 . 

2. 形式 化 的 数学 系统 HE H PEBTRES VA 
式 ` 公 理 、 命 题 等 都 是 形式 的 ,在 未 加 解释 之 前 都 是 
没有 内 容 和 意义 的 ,而 经 解释 后 就 是 G 中 相应 的 内 
X. 即 G 是 五 的 模型 ,是 G 的 形式 化 . 

3. 元 数学 系统 天 :这 是 用 以 研究 H 的 元 理论 ， 
而 在 K 中 的 推理 规则 必须 保持 直 党 的 可 信 性 ,例如 
不 能 涉及 无 穷 ,不 允许 在 无 穷 集 合 上 使 用 排 中 律 等 . 

希 尔 伯 特 主义 派 在 实质 上 还 是 对 实 无 限 性 采取 
了 排斥 态度 . 希 尔 伯 特 认 为 “就 像 无 穷 小 的 运算 已 
被 有 限 范围 内 的 运算 所 代替 一 样 …… 建 立 在 无 限 之 
上 的 推理 方法 也 必须 用 有 限 过 程 来 代替 . "他 在 元 数 
学 的 推理 中 ,完全 彻底 地 和 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 
(Brouwer ‚L. E. J. ) 站 在 一 起 了 .但 从 他 和 布 劳 威 尔 
的 激烈 争论 中 力争 保留 古典 数学 这 一 点 上 看 , 却 又 
不 能 认为 希 尔 伯 特 视 无 限 集 理论 为 天 堂 之 说 是 虚假 
的 . 希 尔 伯 特 曾 在 一 次 著名 的 讲演 中 说 :“ 没 有 任何 
问题 能 像 无 限 那 样 ,从 来 就 深 深 地 触动 着 人 们 的 情 
感 ;没有 任何 观念 能 像 无 限 那 样 , 曾 如 此 卓有成效 地 
激励 着 人 的 理智 ;也 没有 任何 概念 能 像 无 限 那 样 ,是 
如 此 迫切 地 需要 予以 澄清 . ” 

一 般 地 说 ,人 们 对 希 尔 伯 特 主义 派 的 评论 ,可 以 
归结 为 如 下 几 条 : 

1. 普遍 认为 , 希 尔 伯 特 把 所 有 涉及 无 限 的 概念 
和 方法 都 视 为 没有 真实 意义 的 观点 ,是 从 根本 上 和 看 
曲 了 数学 和 真实 世界 的 关系 ,是 不 符合 认识 论 原则 
的 . 

2. 布尔 但 特 规划 中 曾 提出 要 证 明 每 一 个 数学 系 
统 都 是 完备 的 . 但 哥 德 尔 不 完备 性 定理 指出 :即使 把 
初等 数论 形式 化 之 后 ,在 这 个 形式 演绎 系统 中 ,也 总 
可 找 出 一 个 合理 的 命题 来 , 它 在 系统 内 既 无 法 证 其 
为 真 , 也 无 法 证 其 为 假 . 这 表明 希 尔 伯 特 规划 的 上 述 
要 求 是 无 法 实现 的 . 不仅 如 此 ,由 不 完备 性 定理 还 可 
推 知 :人 们 只 能 凭借 更 强 的 在 系统 内 不 能 表述 的 方 
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法 去 证 明 系 统 的 无 矛盾 性 . 这 就 直接 表明 了 希 尔 伯 
特 关 于 用 有 限 方 法 证 明 系 统 无 矛盾 性 的 设想 是 不 能 
实现 的 . 

3. 普遍 认为 , 希 尔 伯 特 创立 证 明 论 的 思想 具有 
重大 意义 . 因为 证 明 论 立足 于 把 整个 系统 作为 研究 
对 象 的 高 度 , 才 使 人 们 首次 不 只 是 着 眼 于 系统 内 部 ， 
而 能 站 在 系统 之 外 对 它 进行 研究 ,并 且 这 一 研究 获 
得 了 一 系列 重大 成 果 . 例如 哥 德 尔 不 完备 性 定理 便 
是 立足 于 证 明 论 的 思想 高 度 ,着眼 于 整个 系统 而 获 
得 的 重要 成 果 之 一 . 又 如 以 布尔 巴 基 为 代表 的 结构 
主义 的 出 现 , 也 是 立足 于 这 种 高 度 去 考察 问题 的 结 
A. 

4. 和希 尔 伯 特 所 倡导 的 形式 化 研究 方法 ,是 一 种 
具有 重要 意义 的 研究 方法 .正如 恩格斯 所 倡导 的 那 
样 ,“ 为 了 能 够 从 纯粹 形态 中 去 研究 这 些 形式 和 关 
A ,必须 使 它们 完全 脱离 自己 的 内 容 , 把 内 容 作 为 无 
关 紧 要 的 东西 放 在 一 边 ”. 

5. 不 论 希 尔 伯 特 最 终 的 立足 点 如 何 , 他 面 对 布 
劳 威 尔 向 古典 数学 发 出 的 挑战 进行 激烈 斗争 ,而 力 
争 保存 古典 数学 这 一 功绩 ,受到 绝 大 多 数 数学 家 的 
推崇 . 

形式 主义 派 (formalist school) 数学 基础 中 的 
学 诉 之 一 .形式 主义 派 数学 观 的 核心 思想 有 两 条 : 

1. 无 论 是 逻辑 的 或 数学 的 公理 系统 ,其 中 的 基 
本 概念 和 公理 都 是 一 行 行 毫 无 意义 的 符号 . 形式 主 
X AEM (Curry ) 指 出 :“ 形 式 主义 者 关于 数学 的 定 
义 是 这 样 的 ,数学 是 关于 形式 系统 的 科学 . ”而 形式 
主义 者 美国 数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 则 更 认为 , 数 
学 只 是 “一 种 纯粹 的 、 在 纸 上 的 符号 游戏 ”. 

2. 数学 的 真理 性 等 价 于 数学 系统 的 相 容 性 . A 
此 , “无 予 盾 性 在 形式 主义 者 那里 便 成 为 对 于 数学 系 
统 的 惟一 要 求 ”. 

形式 主义 观点 的 形成 和 发 展 , 一 方面 来 自 希 尔 
伯 特 规划 和 形式 化 研究 方法 走向 极端 , 另 一 方面 也 
导 源 于 非 欧 几 何 的 出 现 而 引起 的 关于 数学 真理 性 的 
争论 . 当时 ,由 于 两 种 互相 矛盾 的 几何 系统 得 以 互 为 
相对 相 容 ,从 而 人 们 提出 关于 数学 真理 性 体现 在 何 
处 的 问题 .有 的 人 认为 几何 的 真理 只 在 于 “如 果 这 些 
公理 是 真 的 ,那么 由 它 演绎 出 来 的 定理 成 立 ” 这 样 的 
纺 涵 式 , 如 此 等 ,说 法 不 一 . 而 形式 主义 者 在 这 场 争 
论 中 所 形成 的 基本 观点 ,就 是 几何 的 真理 性 体现 在 
几何 系统 的 无 巴 盾 性 上 . 

形式 主义 者 的 无 穷 观 正如 形式 主义 者 鲁 宾 孙 
(Robinson ) 所 说 的 : 我 关于 数学 基础 的 主张 建立 在 
以 下 两 个 主要 观点 上 :其 一 ,无 论 从 无 穷 整体 这 一 名 
词 的 哪 一 种 意义 来 说 ,无 穷 整 体 都 是 不 存在 的 ( 即 真 
实 的 无 穷 不 存在 ,理想 的 无 穷 也 不 存在 ). 更 严格 地 
说 ,就 是 关于 无 穷 整 体 的 任何 讲话 或 意 谓 实际 上 都 
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是 没有 意义 的 . 然而 ,其 二 ,我 们 还 是 应 该 如 通常 那 
样 去 从 事 数学 活动 , 即 我 们 做 起 来 就 好 像 无 穷 整 体 
是 存在 的 那样 . "在 此 ,还 应 提 及 形式 主义 派 与 现代 
柏拉图 主义 派 关于 数学 实 无 限 性 在 柏拉图 哲学 意义 
上 的 实在 性 的 争论 . 柏拉图 主义 者 是 承认 那 种 具有 
任意 大 基数 的 超 穷 集合 在 哲学 意义 上 的 实在 性 的 ， 
只 要 它们 能 通过 适当 的 公理 予以 定义 . 但 形式 主义 
者 则 如 上 所 见 , 基 本 上 继承 了 德国 数学 家 和 希 尔 们 特 
(Hilbert, D. ) 8j 7523 W. 

希 尔 伯 特 对 理想 数学 的 相 容 性 证 明 仅 仅 是 相 容 
性 证 明 ,并 没有 给 理想 数学 增添 任何 真理 性 . RA 
特 的 数学 真理 性 只 存在 于 有 限 性 之 中 . 当然 ,和希 尔 人 
特 也 曾 有 过 片面 强调 形式 的 倾向 .例如 ,他 说 过 : 数 
学 思考 的 对 象 就 是 符号 本 身 , 符 号 是 这 个 思考 的 本 
质 , 它 们 不 再 代替 理想 化 的 物理 对 象 . " 终 然 如 此 ,和 布 
尔 伯 特 “ 绝 不 是 一 个 狂热 的 、 彻 底 的 形式 主义 者 ”. 形 
式 主义 数学 真理 观 与 希 尔 伯 特 数学 真理 观 是 不 相同 
的 . 人 们 对 形式 主义 派 的 一 般 评 论 如 下 : 

1. 一 般 认 为 ,数学 的 真理 性 仅 表 现在 数学 系统 
无 矛盾 性 的 观点 是 不 足 取 的 . 固然 真理 不 应 有 矛盾， 
但 不 自 相 了 矛盾 的 却 未 必 是 真理 . 例如 , 微 积 分 理论 基 
础 的 建立 进行 了 几 百 年 ,无 限 集 理论 一 开始 就 陷入 
了 荫 盾 ,而 它们 恰恰 都 是 在 不 相 容 之 中 发 展 壮 大 起 
来 的 . 所 以 ,不 能 把 相 容 性 视 为 真理 性 的 惟一 标准 . 

2. 公理 化 与 形式 化 的 研究 方法 本 来 是 一 种 进 
步 , 但 把 形式 化 的 高 度 抽象 引 向 极端 ,片面 伟大 , 直 
至 视 数 学 理论 为 符号 的 游戏 的 观点 也 是 不 足 取 的 . 
亦 即 “形式 主义 者 反对 在 数学 的 任何 部 分 放 进 客观 
内 容 , 而 从 他 们 上 自己 的 假定 出 发 ,就 必然 地 反对 历史 
上 确定 的 那些 数学 领域 的 重要 性 及 其 内 容 ”. 试问 
“一 个 关于 无 意义 的 符号 游戏 ,如 何 能 对 物理 世界 的 
过 程 具有 内 在 的 重要 关系 呢 ”? 
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非 精 确 性 经 典 数 学 基础 (foundation of non-ac- 
curately classical mathematics) ”数学 基础 的 一 个 
分 支 学 科 . 指 葛 定 非 精 确 性 经 典 数学 理论 基础 及 相 
关 问 题 的 一 门 学 科 . 作为 从 量 的 侧面 研究 客观 世界 
的 一 门 学 科 , 数 学 无 法 一 开始 就 研究 一 切 量 ,20 Tit 
Zi 60 年 代 , 美 国 控制 论 专 家 扎 德 (Zadeh,L. A. ) BH 
确 提 出 要 用 数学 的 手段 去 研究 那些 为 精确 性 经 典 数 
学 所 拒绝 研究 的 模糊 现象 ,创立 了 当今 意义 下 的 模 
糊 数 学 ,并 给 出 了 一 种 运用 经 典 数 学 手段 去 处 理 模 
糊 现 象 的 相对 合理 的 方法 . 由 此 ,使 得 数学 的 研究 对 
象 由 精确 性 的 发 展 到 模糊 性 的 . 但 因 扎 德 所 创立 的 
模糊 数学 和 提供 的 方法 没有 解决 模糊 谓词 的 造 集 问 
题 , 且 直接 或 间接 地 将 其 基础 置 于 近代 公理 集合 论 


之 上 ,而 近代 公理 集合 论 的 造 集 谓词 又 必须 是 精确 
谓词 ,因而 在 此 意义 下 ,可 以 说 扎 德 未 能 在 数学 基础 
理论 意义 下 完成 数学 研究 对 象 由 精确 性 到 模糊 性 的 
再 扩充 . 

不 少数 学 工作 者 对 此 做 出 了 努力 并 获得 了 一 系 
列 有 意义 的 成 果 . 迄 至 目前 为 止 ,归纳 起 来 不 外 乎 有 
如 下 三 种 方案 : 

1. 将 模糊 数学 直接 或 间接 地 奠基 于 近代 公理 集 
Bit. fn. A TL 98 Bl E Ak E BS CGentilhomme? 85 3€ 
AE Ty SR TE SBE B] BESET R, HA Bt Manes) H) 28 JE 
方案 , 均 属 这 一 类 . 

2. 构造 一 种 完全 不 依赖 于 精确 性 经 典 意义 下 的 
ZFC 公理 集合 论 的 .专门 用 以 描述 模糊 数学 的 公理 

合 论 系统 . 这 就 是 由 恰 宾 (Chapin) 和 韦 德 纳 
(Weidner) 所 建立 的 ZB 系统 .模糊 数学 可 被 直接 葛 
基于 ZB 系统 ,而 ZB 系统 又 不 依赖 于 任何 经 典 意义 
下 的 集合 论 系统 .但 应 指出 的 是 ,ZB 系统 的 逻辑 基 
础 却 仍然 是 经 典 意义 下 的 二 值 逻辑 的 一 阶 理论 . 

3. 拓宽 精确 性 经 典 数学 的 逻辑 基础 和 集合 论 基 
础 ,解决 模糊 谓词 的 造 集 问题 ,使 之 能 为 精确 性 经 典 
数学 和 未 来 的 不 确定 性 数学 (在 内 容 和 方法 上 将 有 
别 于 当今 意义 下 的 模糊 数学 ) 提 供 一 个 共同 的 理论 
基础 . 20 世纪 80 年 代 所 建立 起 来 中 介 逻 辑 演算 系 
统 和 中 介 公理 集合 论 系统 属于 此 类 葛 基 方案 . 

扎 德 模糊 数学 葛 基 方案 (Zadeh's program to 
lay a foundation on fuzzy mathematics) 为 模糊 数 
学 莫 定 理论 基础 的 一 种 方案 . 从 美国 控制 论 专家 扎 
fM (Zadeh, L. A. ) 3| 8 Xk Æ ll (Gentilhomme ) K F 
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定 在 精确 性 近代 公理 集合 论 基 础 上 的 做 法 .根据 扎 
德 最 初 对 模糊 子 集 所 下 的 定义 , 即 知 在 刻画 这 一 概 
念 时 所 用 的 概念 和 方法 无 非 是 一 个 经 典 意义 下 的 集 
合 ( 以 下 简称 精确 集 ) .一 个 具有 连续 统 势 的 [0,1j] 闭 
区 间 和 一 个 映射 方法 . 由 此 而 必须 依赖 于 经 典 意义 
下 的 实数 理论 和 自然 数 系 , 而 自然 数 系 是 由 ZFC A 
理 集 合 论 直 接 构 造 出 来 的 ,所 以 扎 德 所 构造 出 来 的 
模糊 子 集 ,实际 上 就 是 精确 性 经 典 集合 论 中 的 有 序 
对 集合 . 即 当 X 为 一 精确 集 , 而 工 为 L0,1j 闭 区 间 
时 , 则 Xxz 的 任 一 子 集 就 是 “模糊 子 集 ”因此 , 那 
些 模 糊 集合 论 中 的 种 种 运算 ,也 无 非 是 在 某 种 特定 
的 精确 性 经 典 数 学 结构 上 的 种 种 运算 而 已 .所 以 扎 
德 构造 模糊 集 理 论 的 思想 方法 ,决定 了 这 一 数学 学 
科 必 然 直 接 以 经 典 的 二 值 逻 辑 为 逻辑 工具 的 ZFC 
公理 集合 论 为 它 的 基础 . 

遵循 扎 德 的 思想 方法 SK BIE 1968 年 引进 
了 蜡 集 的 概念 ,而 耐 各 依 达 (Negoitd) 与 拉 莱 斯 库 
(Ralescu) F 1975 年 又 将 晕 集 推广 到 一 般 的 格 L 
上 ,这 就 是 LL 集 轮 , 从 而 就 十 分 具体 地 建立 了 模糊 
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集 与 精确 集 之 间 的 关系 . 这 种 关系 是 通过 “分 解 ”与 
“表现 ”两 个 定理 来 具体 实现 的 . 通俗 地 讲 :分 解 定理 
是 指 任何 模糊 集 都 可 分 解 为 若干 个 精确 集 之 并 ,而 
表现 定理 则 指 , 一 组 精确 集 如 果 满 足 一 定 条 件 ( 即 构 
成 所 谓 集 轮 ), 则 就 可 表现 一 个 模糊 集 ,这 就 完全 沟 
通 了 模糊 集 与 精确 集 之 间 的 关系 .所 以 从 扎 德 构造 
模糊 集合 论 的 思想 方法 和 琴 狄 霍 姆 的 具体 化 ,必然 
导致 这 种 模糊 集合 论 成 为 精确 性 经 典 数 学 的 一 个 分 
M FARBEE ZFC 公理 集合 论 的 基础 上 . 

汪 培 庄 模糊 数学 葛 基 方案 (Wang Peizhuang's 
program to lay a foundation on fuzzy mathematics) 
为 模糊 数学 奠定 理论 基础 的 一 种 方案 . 汪 培 庄 所 从 
事 的 “模糊 集 与 随机 集落 影 ” 的 研究 ,实际 上 在 模糊 
数学 与 ZFC 公理 集合 论 之 间 建 立 了 一 种 中 间 环 节 
的 理论 框架 . 这 一 理论 框架 ,一 方面 葛 基 于 ZFC 公 
理 集合 论 的 基础 上 ,同时 又 能 给 隶属 函数 以 一 种 构 
造 性 描述 ,并 能 对 模糊 集运 算 在 更 深层 次 上 了 予以 解 


释 和 论证 ,使 得 模糊 集 理论 与 可 能 性 理论 全 部 纳入 


这 一 理论 框架 . 因而 这 一 理论 框架 在 莫 基 于 ZFC 公 

理 集合 论 之 上 的 同时 ,又 成 为 模糊 数学 的 直接 的 理 

论 基 础 ,是 一 种 在 ZFC 公理 集合 论 与 模糊 数学 之 间 

构造 中 间 环 节理 论 框架 的 葛 基 方案 . 
梅内 斯 模糊 数学 葛 基 方案 (Manes's program 

to lay a foundation on fuzzy mathematics) 为 模糊 

数学 奠定 理论 基础 的 一 种 方案 . 该 方案 所 研究 的 是 

一 种 直接 在 经 典 数学 框架 中 定义 数学 结构 的 方案 . 

它 立 足 于 把 模糊 数学 和 许多 其 他 理论 的 共同 点 抽象 

出 来 ,然后 定义 一 类 在 经 典 数学 框架 中 的 数学 结构 ， 

并 称 之 为 广义 的 模糊 理论 . 通常 的 模糊 数学 便 被 纳 

入 这 种 被 称 为 广义 模糊 理论 的 数学 结构 (T,e， 

(一 ) ) 之 中 . 这 样 ,模糊 数学 便 被 视 为 经 典 数学 框 

架 中 的 某 种 特殊 结构 . 显然 ,这 一 奠基 方案 就 更 加 密 

切 地 依赖 于 经 典 数 学 ,并 且 也 是 一 种 把 模糊 数学 直 

接 莫 基于 ZFC 公理 集合 论 之 上 的 方案 . 梅内 斯 

(Manes) 所 定义 的 广义 模糊 理论 T — (T ,e, (一 )*) 

由 三 个 要 素 组 成 : 

T, HENE X IENE TX: 

€: 对 每 个 集 X 指定 一 个 函数 exiX—TX; 

(一 )*; OA RM a: XTY 指定 一 个 函数 
a” .TX—TY. 

并 对 任意 的 a:X 一 TY,B:Y 一 TZ ,下 列 三 公理 成 立 : 
扩展 公理 : a*ex 二 a( 并 列 的 记号 表示 合成 ); 
准 恒 等 公理 : Cex)” —idrx Gd 是 恒 等 变换 ); 
结合 公理 : (at =p a. 

在 理论 本 中 ,T,e,( 一 )* 的 取 法 不 同 , 就 构成 诸 

如 普通 集合 论 〈 狭 义 ) 模 糊 集合 论 、. 概 率 集 合 论 .可 

能 性 集合 论 等 不 同 的 理论 . 
ZB 系统 (ZB system) 一 种 描述 模糊 集合 论 的 
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公理 体系 .美国 控制 论 专家 扎 德 (Zadeh,L. A. ) 首 次 
引入 模糊 集 定 义 , 迄 今 已 几经 修改 和 扩张 ,例如 , 戈 
根 (Goguen) 曾 把 L0,1j 闭 区 间 改 为 可 传 的 半 序 集 ， 
mi 4 BA (Brown E. ) 则 把 它 限制 为 完备 的 布尔 格 . 然 
而 ,不 论 这 样 或 那样 的 定义 方式 ,都 必须 依赖 于 一 个 
事前 约定 的 集合 理论 . 恰 宾 (Chapin) 是 第 一 个 考虑 
构造 模糊 数学 所 特有 的 公理 体系 的 学 者 . 他 构造 了 
一 个 称 为 “集合 值 集 论 ” 的 公理 体系 ,这 是 一 种 完全 
不 依赖 于 经 典 意义 下 之 公理 集合 论 的 .专门 描述 模 
糊 集合 论 的 公理 体系 . 后 来 韦 德 纳 (Weidner) 对 这 
一 公理 体系 作 了 很 大 的 改进 ,构造 了 一 个 由 9 条 公 
理 组 成 的 公理 系统 ,并 称 为 ZB 系统 . 它 是 一 种 带 等 
号 和 两 个 非 逻辑 符号 的 一 阶 理论 . 这 两 个 原始 的 非 
逻辑 符号 是 : 

1. 三 元 谓词 符号 e(X,Y,W), 它 被 解释 为 了 以 
模糊 度 W 是 Y 的 元 素 . 

2. 二 元 谓词 二 , 它 被 解释 为 模糊 度 的 序 . 

zi A fuz 表示 “模糊 ”, 则 ZB 系统 的 九条 非 逻 辑 
公理 的 名 称 分 别 为 :fuz 外 延 公理 ,fuz KRAAM, 
fuz 序 公 理 ,fuz 对 偶 公 理 ,fuz 联 集 公理 ,fuz FRA 
理 ,fuz 震 集 公理 ,fuz 正则 公理 ,fuz CHAM. 实际 
上 ,ZB 系统 也 是 平行 于 ZF 系统 的 一 种 展开 , 它 并 
不 依赖 于 某 种 事前 约定 的 集合 论 ,而 且 ZB 系统 中 
的 对 象 都 是 模糊 集 . 

韦 德 纳 除了 对 ZB 系统 进行 展开 而 获得 一 批 为 
ZB 系统 所 特有 的 定理 外 ,还 证 明了 ZB 系统 对 于 ZF 
系统 的 相对 相 容 性 . 此 外 ,又 证 明了 布尔 值 全 域 了 
可 被 解释 为 ZB 系统 的 一 个 模型 m VO PAE B 
值 函 数 均 可 被 视 为 一 种 模糊 集合 .因此 ,ZB 系统 是 
模糊 集合 论 所 特有 的 一 种 公理 系统 ,模糊 数学 就 被 
直接 莫 基 于 该 系统 之 上 ,但 ZB 系统 又 不 依赖 于 任 
何 经 典 意义 下 的 集合 论 系 统 . 然而 应 指出 的 是 :配套 
T ZB 系统 的 逻辑 工具 却 仍然 是 经 典 意义 下 的 二 值 
逻辑 的 一 阶 理论 , 亦 即 ZB 系统 没有 构造 模糊 数学 
所 特有 的 人 逻辑 演算 系统 ,而 仍然 以 经 典 的 二 值 逻辑 
作为 它 的 逻辑 工具 . 

中 介 原 则 (medium principle) 一 种 承认 中 介 
状态 的 思想 原则 . 中 介 原 则 指 无 条 件 承 认 存 在 着 这 
样 的 反对 对 立 谓词 P 和 |P, 有 对 象 x 部 分 地 具有 
TERR 已 ,同时 又 部 分 地 具有 性 质 了 已. iy — P Cx). 
此 处 ,形式 符号 导 是 “对 立 否 定 词 ,解释 并 读 为 “对 
立 于 ?或 “ 假 ”; 形 式 符号 一 是 “模糊 否定 词 ?或 “部 分 
否定 词 ”, 解 释 并 读 为 “部 分 地 ”. 而 P(x) 表 示 对 象 x 
具有 性 质 P, Ri r 满足 谓词 已, 因而 ~ 一] POR 
示 对 象 x 部 分 地 具有 性 质 假 P 等 . 

中 介 对 象 (medium object) 逻辑 学 术语 . BR 
对 对 立 面 的 中 介 状 态 的 对 象 . 任 给 一 反对 对 立 谓词 
已 和 了 悦己 ,如 果 有 对 象 x 部 分 地 具有 人 性质 已 ,同时 又 
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部 分 地 具有 性 质 导 P.HI—PCGOR— Pa Chil id 
为 一 已 (z)), 则 称 此 对 象 x 为 该 反对 对 立 谓词 已 和 
AP 的 中 介 对 象 . 

h fp iB 48 (medium logic) 在 中 介 原 则 观点 下 
建立 起 来 的 一 种 非 经 典 逻 辑 . 狭义 地 ,中 介 逻 辑 仅 指 
中 介 逻 辑 演 算 系 统 ML. 广义 地 ,中 介 还 辑 除了 它 的 
基础 部 分 , 即 演算 系统 ML 之 外 ,还 应 包括 中 介 公 
理 集合 论 系统 MS ,以 及 后 来 发 展 起 来 的 中 介 代数 
RR PRESB. PT PRYOR. PTE 
YW ie S." CR 5p oe ST ik A MM (ML&MS). 
ML&MS ERE ARF 20 世纪 80 年 代 建 立 
起 来 的 一 种 非 经 典 逻 辑 演 算 系 统 与 公理 集合 论 系 
Zt. 建立 ML&MS 的 思想 原则 是 无 条 件 贯彻 “中 介 
原则 ”. 如 所 知 , 在 经 典 的 二 和 值 逻辑 和 精确 性 经 典 数 
学 中 ,在 构造 任何 逻辑 系统 或 数学 系统 时 ,都 必须 无 
形 中 贯彻 一 条 相反 于 “中 介 原 则 ”的 原则 , 即 在 论 域 
的 适当 限制 下 ,确认 任何 反对 对 立 谓词 P 和 1P 都 
没有 中 介 对 象 存在 . 即 不 存在 任何 对 象 xz, 能 使 x 部 
分 地 具有 性 质 P, 同 时 又 部 分 地 具有 性 质 1P. 这 就 
是 所 谓 “ 非 男 即 女 ”“ 非 真 即 假 ” 等 . 该 原则 称 为 “无 中 
TERU. 但 在 事实 上 ,被 排斥 于 经 典 数 学 之 外 的 中 
介 对 象 或 模糊 现象 客观 地 广 为 存 在 ,只 是 精确 性 经 
典 数 学 不 予 承认 和 研究 而 已 . 

20 世纪 60 年 代 , 美 国 控制 论 专家 扎 德 (Zadeh ， 
L.A. ) 明 确 提 出 要 用 数学 的 手段 去 处 理 和 研究 模糊 
现象 ,提出 了 一 套 相 对 合理 的 处 理 模 糊 现 象 的 方法 ， 
并 由 此 创立 了 模糊 数学 . 模糊 数学 的 诞生 标志 着 数 
学 的 发 展 已 进入 了 数学 研究 对 象 由 精确 性 到 模糊 性 
的 再 扩充 时 代 . 然而 ,这 


时 的 模糊 数学 没有 解决 
模糊 谓词 的 造 集 问题 , 因 CM: dis 

而 并 未 能 在 数学 基础 理 [ 

论 意义 下 实现 数学 研究 
对 象 由 精确 性 到 模糊 性 


的 再 扩充 . 在 ML&MS 
中 ,不 仅 精确 谓词 可 以 造 
Se ,同时 完全 解决 了 模糊 谓词 的 造 集 问 题 . 并 且 严 格 
证 明了 任何 一 个 经 典 的 二 值 逻 辑 系 统 都 是 ML 的 
子 系统 .而 且 近 代 公 理 集合 论 系 统 ZFC 中 除 正则 公 
理 外 ,其 余 用 以 推出 整个 经 典 数 学 的 9 条 集合 论 公 
理 , 均 已 严格 地 被 证 明 为 MS 系统 中 的 9 条 定理 . 这 
表明 整个 经 典 数 学 也 可 产生 于 ML&MS FHT 
ML&MS. 从 而 ML&MS 就 为 精确 性 经 典 数 学 和 处 
理 模 糊 现象 的 不 确定 性 数学 (未 来 的 不 确定 性 数学 
将 有 别 于 当今 意义 下 的 模糊 数学 ) 提 供 了 一 个 共同 
的 理论 基础 ,并 在 数学 基础 理论 意义 下 完成 了 数学 
研究 对 象 由 精确 性 到 模糊 性 的 再 扩充 . 如 上 图 所 示 : 
此 处 dis 表示 清晰 现象 ,而 fuz 为 模糊 现象 的 简 记 . 


CL 表示 经 典 二 值 逻 辑 ,CM 表示 精确 性 经 典 数学 系 
统 . 其 余 记 号 均 于 上 文中 明示 . 

中 介 逻 辑 演算 (medium logic calculus) — JL 2k 
卷 4 数 理 逻 辑 》 同 名 条 . 

FAP ZS FEE Sit (medium axiomatic set theory) 
UEG $85 5B] a a. 

模糊 谓词 (fuzzy predicate) 逻辑 学 的 基本 概 
念 之 一 . 它 是 一 种 存在 对 象 满足 该 谓词 与 否 不 分 明 
的 那 种 谓词 . 设 己 为 一 谓词 (概念 或 性 质 ), 如 果 存 
在 着 这 样 的 对 象 z, 它 部 分 地 具有 性 质 己 ,部 分 地 不 
具有 人 性质 书 , 则 称 P 为 模糊 谓词 , 简 记 为 fuzP. 此 外 
fuz 表示 “模糊 的 ”. 

模糊 谓词 fuzP 在 MS 中 的 形式 定义 为 


fuz P —adzi3z5:£^3z 
n 


(SUP asse uade qa ed Y 

HEX fuz 的 形式 定义 可 看 出 ,MS 系统 中 的 任何 
谓词 要 么 是 fuzP, 要 么 是 disP, 亦 即 MS 系统 中 不 
存在 这 样 的 谓词 , 它 部 分 地 模糊 又 部 分 地 清晰 . 

清晰 谓词 (distinct predicate) ”逻辑 学 的 基本 
概念 之 一 . 它 是 任何 对 象 满足 该 谓词 与 否 完全 分 明 
的 那 种 谓词 . Be 己 为 一 谓词 (概念 或 性 质 ), 如 果 对 
任何 对 象 z 而 言 , 总 是 要 么 过 完全 满足 已 ,要 么 二 完 
全 不 满足 已 , 亦 即 不 存在 这 样 的 对 象 , 它 部 分 地 满足 
己 , 部 分 地 不 满足 己 , 则 称 己 是 清晰 谓词 ,并 记 为 
disP. 此 处 dis 是 “清晰 的 ”的 简 记 . 

模糊 集合 (fuzzy set) 模糊 集合 论 的 一 个 概 
念 . 它 是 存在 对 象 是 否 属 于 该 集合 不 分 明 的 那 种 集 
合 . 在 精确 性 经 典 数 学 中 , 任 给 一 对 象 xz 和 一 集合 
A.X r€C A, RA rE A. (ATE MS 系统 中 ,由 于 对 
立 否 定 词 和 模糊 否定 词 一 的 引进 ,对 象 与 集合 的 关 
系 也 扩张 了 . 亦 即 对 象 r 与 集合 4 之 间 , 除 了 zE4 
和 zxFK A 之 外 ,还 存在 着 xz 部 分 地 属于 4 ,部 分 地 不 


属于 A 的 情形 ,通常 将 这 各 情形 记 为 zxE4. FE, 


若 对 集合 4, 存 在 着 对 象 z 使 有 xe4, 则 称 4 为 模 
糊 集合 ,人 简 记 为 fuzA. 

清晰 集合 (distinct se 模糊 集合 论 的 一 个 概 
念 . 它 是 指 任何 对 象 x 属于 该 集合 与 否 完全 分 明 的 
集合 . 设 4 为 一 集合 ,如果 不 存在 对 象 z, 使 r 部 分 


地 属于 4 ,部 分 地 不 属于 4, 亦 即 没 有 x, 使 x 全 4， 
则 称 4 为 清晰 集合 , 简 记 为 dis4. 

恰 集 (exact set) ”中 介 公 理 集合 论 的 基本 集合 
之 一 . 恰 集 的 直观 含义 是 :给 定 谓 词 P, 如 果 和 集合 4 
满足 如 下 条 件 : 

1. P(x32 六 xzE4; 


2. 7- PG FH r€ A; 
3. T PGO HHx€ A; 


非 精 确 性 经 典 数学 基础 


则 称 集合 4 为 谓词 已 的 恰 集 , 简 记 为 4““P. 如 图 
中 之 集合 4 便 是 请 


词 尸 的 惟一 确定 的 Es 
恰 集 . 当然 ,这 里 对 
P(x) 


于 任 一 使 rea HJ 
Z 而 言 ,没有 再 对 x 部 分 地 属于 4 的 程度 的 多 少 去 


做 区 分 . AR ATIP 在 MS 系统 中 的 形式 定义 为 


ME 
由 如 上 形式 定义 看 出 , 当 4 为 PP 的 恰 集 时 , 则 对 任 
何 工 而 言 ,zE4 与 已 (z' 世 是 等 值 的 . 另外 ,上 述 形 
式 定义 中 对 于 exa 下 面 的 ~, 在 不 致 引起 混淆 的 情 
况 下 ,往往 略 去 不 写 . 并 在 MS 系统 中 有 如 下 的 恰 集 
简 记 形式 
A -一 区 = 4A Pus 


H (comprehension set) 中 介 公 理 集 合 论 的 
基本 集合 . 概 集 的 直观 含义 是 ;给 定 谓 词 已 ,如 果 集 
合 4 满足 如 下 条 件 : 

l1.P(X) zC A; 

2:7] P(x) SEAS 
则 称 集合 4 为 谓词 PMR ATID A OOP. RP 
为 一 模糊 谓词 , 则 图 中 之 4,B,C 等 都 是 己 的 概 集 . 
一 个 谓词 P 的 概 集 可 以 有 很 多 ,而 且 既 可 以 是 清晰 
集 , 也 可 以 是 模糊 


集 . 如 图 所 示 , 集 合 LC p 
rrt GS 
而 B 是 模糊 集合 ， 
但 三 者 均 为 P HER. 

概 集 A UP 在 MS 中 的 形式 定义 为 

AW PCat) =u x(P Gs D-z € a) A 


(J Per,t)>x Ea)). 
任 一 谓词 P 的 恰 集 


& —jgjE PSP 
集 , 但 谓词 P 的 概 
T Ko EP mt 


Ak. 当 己 为 清晰 谓 
词 时 , 则 书 的 恰 集 与 概 集 完全 一 致 ,并 且 惟 一 确定 . 
如 图 中 之 集合 4 便 是 disP 的 惟一 确定 的 恰 集 , 同 
时 A 也 是 PP 的 惟一 确定 的 概 集 . 

i> HED FB (axiom of pan-comprehension) 
中 介 公 理 集 合 论 的 一 条 核心 公理 . 泛 概 括 公 理 的 直 
观 思想 和 含义 是 : 任 给 一 谓词 已 ,不 论 它 是 清晰 谓 
词 , 还 是 模糊 谓词 , 则 至 少 有 一 集合 4 ,使 

no p. 


数 学 EO gu 


B] A 是 谓词 PP 的 概 集 . 

稍 加 分 析 即 可 看 出 :一 方面 ,因为 泛 概 括 公 理 已 
取消 了 惟有 康 托 尔 意 义 下 的 清晰 谓词 方 可 造 集 的 限 
托 尔 意义 下 的 概括 原则 相去 甚 远 . 其 次 , 当 

ACE 
时 ,4 未必 恰 由 所 有 满足 P 的 xz 组 成 ,往往 在 构造 


A 的 同时 , 带 进 了 使 有 一 P(z) 的 一 些 x, 或 使 之 rc 
4. 再 则 ,此 处 的 集合 4 与 谓词 己 之 间 未 必 总 有 严 
格 的 一 一 对 应 关系 , 即 书 的 概 集 并 非 总 是 惟一 确定 
的 .所 以 泛 概 括 公 理 的 内 容 含义 已 远 非 康 托 尔 意义 
沁 概 括 公 理 又 全 面 保 留 了 概括 原则 的 内 容 . 因为 当 
人 们 只 处 理 清晰 现象 时 ,那么 对 于 任 给 的 清晰 谓词 
P 而 言 , 总 有 惟一 确定 的 集合 4, 使 
二 cs 
即 已 有 惟一 确定 的 恰 集 4 ,而且 此 时 4 也 是 书 的 惟 
一 确定 的 概 集 , 特 别 是 4 恰 由 所 有 满足 已 的 二 组 
成 . 
如 上 的 直观 理解 及 其 通俗 论述 在 MS 系统 中 均 
已 严格 形式 化 .关于 泛 概 括 公 理 在 MS 系统 中 的 形 
式 陈 述 为 :对 任何 NorP(riyz…zoit) 而 言 , 只 要 
其 中 不 包含 a 的 自由 出 现 , 则 


Jala Be yr /EC 


A P tirta 9.3t)). 
此 处 NorP RI P 是 正规 谓词 . 
泛 概 括 定 理 (pan-comprehension theorem) 
中 介 公 理 集合 论 的 一 条 基本 定理 . 泛 概括 定理 是 泛 
概括 公理 的 特殊 情况 :对 任何 NorP (x,t), HERB 
不 包含 a 的 自由 出 现 , 则 


Jala ©" P(x,t)), 


直观 地 说 , 泛 概括 定理 指 任何 正规 谓词 均 有 一 
概 集 . 此 外 ,在 MS 系统 中 ,由 泛 概括 定理 可 进一步 
证 明 下 述 定理 :对 任何 NorP(zx,t), 只 要 其 中 不 包含 
a 的 自由 出 现 , 则 


dis P (2.1293 ata er P (x ,1)). 


泛 概括 定理 表明 ,在 MS 系统 中 ,任何 正规 清晰 
谓词 , 必 有 一 集 4, 使 得 4 是 该 谓词 的 恰 集 . 另 一 方 
面 ,在 MS 系统 中 ,又 能 严格 证 明 ,任何 康 托 尔 意义 
下 能 用 来 造 集 的 谓词 都 是 MS 系统 意义 下 的 正规 清 
晰 谓词 . 亦 即 MS 系统 中 的 正规 清晰 谓词 赛 括 了 一 
切 康 托 尔 意义 下 的 造 集 谓词 ,而且 正规 清晰 谓词 的 
外 延 大 于 康 托 尔 意义 下 之 造 集 谓词 的 外 延 . 由 于 
MS 系统 中 有 定理 厂 disP V fuzP, 故 所 有 谓词 分 为 
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清晰 谓词 (4) 和 模 
糊 谓 词 (B) 两 类 .在 
正规 限制 下 (如 图 )， 
有 正规 清晰 谓词 
(C) 及 正规 模糊 请 
词 (D) 两 类 .而 图 中 阴影 部 分 (E) 表 示 康 托 尔 意义 下 
的 一 切 造 集 谓词 ,C 包括 了 E. 因此 ,再 看 上 述 定理 
的 结论 (在 MS 系统 中 ,任何 正规 清晰 谓词 必 有 惟一 
确定 的 恰 集 ?可知 ,MS 系统 中 的 泛 概 括 公 理 又 在 实 
际 上 全 面 保留 了 康 托 尔 意义 下 概括 原则 的 内 容 . 这 
样 ,“ 在 MS 系统 中 是 否 会 出 现 悖 论 ” 的 问题 就 可 做 
出 肯定 的 回答 :不 会 . 在 MS 系统 中 已 严格 证 明 , 历 
史上 任何 逻辑 数学 悖 论 ,以 及 在 二 值 系 统 内 无 需 解 
释 的 多 值 逻辑 悖 论 和 无 穷 值 悖 论 , 均 可 在 MS 系统 
中 排除 (参见 “ 悖 论 ”). 从 而 ,人 们 一 直 在 寻找 一 种 如 
何 修改 概括 原则 的 方案 ,使 之 既 能 排除 古典 集合 论 
中 的 悖 论 ,又 能 最 大 限度 地 保留 概括 原则 的 合理 内 
容 , 这 一 问题 终于 在 MS 系统 中 得 到 了 解决 (参见 


“中 介 公 理 集合 论 ”). 
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THIS 48 (mathematical logic) 数学 的 重要 分 
X. 它 是 用 数学 方法 研究 诸如 推理 的 有 效 性 .证 明 的 
真实 性 、 数 学 的 真理 性 和 计算 的 能 行 性 等 逻辑 问题 
的 一 门 学 科 . 因此 ,数理 逻辑 既是 一 门 逻辑 化 了 的 数 
学 分 科 , 又 是 一 个 数学 化 了 的 逻辑 分 支 . 

数理 逻辑 以 推理 本 身 作为 自己 的 研究 对 象 ,其 
中 主要 包括 演绎 推理 .形式 推理 .数学 推理 和 各 种 
近 、 现 代 的 非 经 典 推理 .经 典 数理 逻辑 的 研究 领域 包 
括 逻 辑 演算 、 集 合 论 .模型 论 .递归 论 和 证 明 论 等 五 
KH. 非 经 典 逻 辑 包 括 模 态 逻辑 、 多 值 逻 辑 、 非 单调 
逻辑 、 归 纳 逻 辑 、 似 然 逻 辑 \ 不 协调 逻辑 、 开 放 逻 辑 、 
中 介 逻 辑 等 . 

曾 明 推理 的 有 效 性 是 数理 逻辑 的 研究 内 容 之 
一 ,同时 也 从 某 个 侧面 显示 了 逻辑 被 数学 化 的 片段 . 
数理 逻辑 的 早期 发 展 ,是 用 数学 方法 (这 里 主要 指数 
学 中 的 符号 化 方法 或 形式 化 方法 ) 研 究 演绎 推理 的 
有 效 性 开始 的 . 这 就 是 通常 所 说 数理 逻辑 的 基础 部 
分 , 即 命题 演算 和 谓词 演算 的 基本 内 容 .不 少 文 章 或 
著作 中 数理 逻辑 这 个 词 ,往往 指 这 种 狭义 的 数理 逻 
辑 . 最 早 想 到 用 数学 方法 研究 演绎 推理 ,或 者 说 最 早 
想 把 演绎 推理 法 数学 化 的 是 德国 数学 家 、 哲 学 家 莱 
fii JER (Leibniz, G. W. ). 他 被 几何 论证 符号 化 中 显 
示 出 来 的 代数 威力 所 感动 ,进而 设想 一 种 比 数量 代 
数 更 为 宽广 的 代数 学 科 , 这 种 代数 将 是 逻辑 的 一 部 
分 ,并 且 是 代数 化 了 的 逻辑 .实际 上 ,法国 数学 家 第 
JL (Descartes , R. ) 已 经 开始 谨慎 地 去 建立 一 种 逻 
辑 的 代数 ,有 关 此 项 工作 的 一 个 未 完成 的 文稿 至 今 
还 被 保存 着 . (SET KA MRE BT SRL 
所 想 同 样 宽广 的 目标 ,而 且 开 创 性 地 提出 了 一 个 更 
加 雄伟 的 方案 . 1666 年 , 莱 布 尼 光 完成 了 《 论 组 合 的 
艺术 ) 一 书 的 写作 ,其 中 就 包括 有 他 对 演绎 推理 普遍 
系统 的 早期 计划 . 后 来 他 又 写 过 许多 文字 片段 ,借以 
探讨 逻辑 代数 这 一 目标 ,但 是 这 些 文字 片段 直到 20 
世纪 也 未 能 出 版 ,因而 很 少 产 生 直 接 的 影 啊 . 当然 ， 
在 18 世纪 和 19 世纪 也 曾 有 别人 草拟 过 类 似 的 计 
Xi] ,但 都 没有 比 莱 布 尼 获 的 有 关 工 作 更 前 进一步 . 逻 
辑 代数 的 直接 创始 者 ,应 推 英 国 数学 家 德 。 摩 根 
(De Morgan, A. ) 和 英国 数学 家 布尔 (Boole ,G. ). 
1874 年 , 德 。 摩 根 出 版 了 《形式 逻辑 》 和 许多 有 关 文 
E ,在 这 些 论著 中 ,他 修正 了 古 希 腊 哲 学 家 、 科 学 家 
亚 里 士 多 德 (Aristotle) 的 逻辑 ,并 且 开 创 了 关系 逻 
辑 的 研究 . 另 一 方面 ,符号 化 方法 得 以 对 逻辑 代数 的 
研究 起 到 重大 作用 ,关键 的 一 步 是 布尔 走出 来 的 . 布 
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尔 确信 ,语言 的 符号 化 会 使 逻辑 严密 化 . 他 的 主要 想 
法 被 包括 在 他 的 《逻辑 的 数学 分 析 》(1847) 和 《思维 
规律 的 研究 》(1854) 这 两 部 著作 中 . 他 用 ryn K 
示 类 或 集合 ,用 xz 十 y 和 xy 表示 两 个 集合 的 并 和 
交 , 然 后 列 出 一 些 自明 地 反映 推理 规则 的 表达 式 作 
为 公理 ,再 以 这 些 公 理 用 许可 的 规则 去 导出 众多 的 
推理 关系 , 即 从 外 延 去 研究 逻辑 . 布尔 看 到 了 如 上 关 
于 类 的 演算 可 被 解释 为 命题 演算 ,使 他 的 代数 成 为 
直接 反映 推理 规则 的 命题 代数 . 后 来 又 几经 改进 ,最 
后 便 成 为 当今 众所周知 的 布尔 代数 . 因而 几乎 可 以 
说 ,主要 是 布尔 的 工作 使 得 被 符号 化 了 的 逻辑 开始 
成 为 一 种 具有 科学 性 的 逻辑 ,并 由 此 使 得 逻辑 科学 
从 哲学 中 分 化 出 来 而 逐步 接近 数学 . 此 后 ,又 经 一 些 
学 者 的 推进 ,直到 1897 年 ,德国 数学 家 、 数 理 罗 辑 学 
Z dh Eia Frege, (F. L. )G. ) 在 他 的 《概念 演算 ) 一 
书 中 ,建立 了 命题 演算 和 一 阶 谓词 演算 的 公理 基础 ， 
从 而 完成 了 演绎 推理 的 数学 化 工作 . BD Je 
变量 .量词 和 命题 函数 的 运用 ,还 引进 了 实质 列 涵 的 
概念 ,这 种 对 蕴涵 的 解释 ,在 数理 逻辑 中 无 疑 是 极其 
方便 和 重要 的 ,从 而 使 得 逻辑 演算 的 内 容 比 亚 里 士 
多 德 的 逻辑 大 为 丰富 .然而 ,这 种 反映 演绎 推理 规律 
的 逻辑 演算 系统 的 建立 和 完善 ,并 没有 穷尽 数理 逻 
辑 的 研究 . 人 们 很 自然 地 会 问 ,这 两 个 逻辑 演算 系统 
可 反映 的 演绎 推理 规律 的 程度 如 何 ? 或 者 更 确切 地 
说 ,人 们 既 要 问 演绎 推理 的 所 有 规律 是 否 都 在 逻辑 
演算 中 得 到 了 反映 ? 还 要 问 逻 辑 演算 中 的 每 一 条 规 
则 是 否 都 是 演绎 推理 中 某 条 规则 的 反映 ? 这 实际 上 
也 就 是 后 来 人 们 在 逻辑 演算 中 进行 语义 研究 时 的 完 
全 性 和 可 靠 性 问题 . 即 若 对 前 一 问题 的 回答 是 肯定 
的 , 则 就 断定 了 这 个 逻辑 演算 系统 是 完全 的 ;者 对 后 
一 问题 的 回答 是 肯定 的 , 则 就 断定 了 这 个 逻辑 演算 
系统 是 可 靠 的 . 直到 20 世纪 30 年 代 , 以 上 所 问 都 得 
到 了 肯定 的 答案 ,其 中 做 出 重大 页 献 的 首 推 一 阶 谓 
词 演 算 系 统 的 完全 性 . 

关于 证 明 的 真实 性 和 数学 的 真理 性 的 探求 也 是 
数理 逻辑 的 研究 内 容 之 一 ,同时 也 表明 存在 着 数学 
Ay AE SRI BLISS; Fr Ex. 虽然 经 典 数 学 中 可 使 用 
的 推理 几乎 都 是 演绎 推理 .但 是 ,如 果 只 是 将 演绎 推 
理 数 学 化 ,或 者 说 充分 地 达到 了 严密 化 ,那么 证 明 的 
真实 性 和 数学 的 真理 性 等 问题 远 未 解决 . 19 世纪 
未 ,德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 在 提供 
整个 经 典 数学 的 理论 基础 与 扩充 数学 研究 对 象 的 意 
义 下 创建 了 古典 集合 论 . 如 果 该 集合 论 系 统 的 真理 
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性 得 以 保证 ,那么 借助 于 严格 的 逻辑 工具 所 推出 的 
大 块 数学 ,其 真理 性 也 就 不 成 问题 .然而 这 种 理想 的 
情景 未 能 出 现 ,事实 上 ,在 古典 集合 论 中 却 出 现 了 一 
系列 悖 论 . 特别 是 在 1902 年 ,由 于 罗素 悖 论 的 出 现 ， 
使 得 把 集合 论 作 为 整个 经 典 数 学 的 理论 基础 的 设想 
面临 严重 的 困难 .为 了 解决 集合 论 中 的 悖 论 问题 , 数 
学 家 们 的 方案 之 一 是 求助 于 公理 化 手段 . 德国 数学 
家 策 梅 洛 (Zermelo,E.F.F. ) 于 1908 年 首先 给 出 了 
一 个 集合 论 公 理 系 统 ,后 经 德国 学 者 弗 伦 克 尔 
(Fraenkel, A. A. ) 等 数学 家 的 改进 ,最 终 形成 了 当 
前 的 ZF 公理 集合 论 系 统 . 在 ZF 公理 系统 中 ,所 有 
已 经 出 现 之 集合 论 悖 论 得 以 排除 ,而且 迄今 未 发 现 
任何 新 的 悖 论 在 其 中 出 现 . 这 就 使 得 整个 现代 公理 
合 论 得 以 诞生 ,并 使 经 典 数 学 奠定 在 一 个 相对 牢 
固 的 理论 基础 之 上 . 当然 ,现代 集合 论 的 发 展 状况 远 
非 当 年 的 情景 ,限于 篇 幅 , 对 此 不 再 详 述 .但 总 体 来 
说 还 应 指出 ,因为 至 今 尚未 从 理论 上 证 明 近 代 公 理 
合 论 永远 不 会 出 现 新 的 悖 论 . 所 以 近代 公理 集合 
论 的 诞生 ,并 没有 从 根本 上 解决 集合 论 系 统 的 相 容 
性 问题 . 此 外 ,数学 作为 一 门 演绎 推理 性 质 的 学 科 ， 
数学 命题 的 真理 性 至 少 从 形式 上 是 建立 在 公理 的 真 
理性 和 逻辑 规则 的 有 效 性 之 上 的 . 因而 即使 在 非 欧 
几何 的 出 现 , 致 使 “数学 真理 是 绝对 真理 ”这 一 观念 
受到 冲击 之 后 ,数学 家 还 可 用 逻辑 推理 的 严格 性 作 
为 精神 支柱 ,并 以 此 解释 数学 在 应 用 中 的 有 效 性 .但 
因 和 集合 论 悖 论 的 出 现 , 这 一 精神 支柱 也 动 授 了 ,在 数 
学 家 中 形成 一 种 危机 感 ,进而 促使 数学 家 们 去 探索 
数学 推理 在 什么 情况 下 有 效 ,在 什么 情况 下 无 效 ; 数 
学 命题 在 怎样 的 情况 下 具有 真理 性 ,在 怎样 的 情况 
下 失灵 . 20 世纪 初 ,数学 基础 论 这 一 学 科 诞生 了 . B 
在 从 事 数 学 基础 问题 研究 的 数学 家 面前 的 首要 任 
务 ,就 是 如 何 为 数学 的 有 效 性 重新 建立 可 靠 的 依据 . 
由 于 在 这 项 巨大 工程 中 所 持 的 基本 观点 不 同 , 在 数 
学 基础 论 的 研究 中 形成 了 各 个 流派 . 德国 数学 家 希 
尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 是 其 中 一 个 主要 流派 的 代表 人 
物 , 他 提出 了 著名 的 希 尔 伯 特 规划 ,希望 规划 的 实现 
能 一 劳 永 逸 地 解决 数学 系统 的 相 容 性 问题 . 他 的 基 
本 想法 是 利用 具体 的 .有 穷 的 证 明 作 为 出 发 点 ,用 简 
单 的 .直观 的 和 有 限 的 元 数学 工具 来 证 明 数 学 系统 ， 
特别 是 算术 公理 系统 的 相 容 性 . 这 就 是 证 明 论 这 个 
数理 逻辑 的 重要 分 支 在 原来 意义 下 的 涵义 . 38 ZR TH 
特 和 他 的 学 派 , 确 实证 明了 一 些 简单 的 形式 系统 的 
无 矛盾 性 ,并 且 相 信 他 们 即将 实现 算术 和 集合 论 之 
无 矛盾 性 证 明 这 一 目标 . 然而 , 美 籍 奥地利 数学 家 哥 
f& /K (Godel, K. ) F 1931 年 证 明了 下 述 事实 :任何 
一 个 包含 数论 的 数学 系统 的 相 容 性 不 可 能 在 自身 系 
统 内 得 到 证 明 ,必须 凭借 更 强 的 .在 系统 内 不 能 表述 
的 方法 去 证 明 对 象 系统 的 相 容 性 . 就 是 说 , 当 人 们 使 
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用 元 理论 去 证 某 个 对 象 理 论 的 无 矛盾 性 时 ,这 个 元 
理论 要 比 对 象 理论 更 强 , 必 需 是 一 个 能 表述 对 和 象 理 
论 所 不 能 表述 的 那个 方法 的 理论 ,因而 元 理论 不 可 
能 比 对 象 理论 简单 ,而 是 更 复杂 、 更 不 可 靠 . DIG LE 
德尔 就 从 理论 上 推断 了 和希 尔 伯 特 规划 是 不 可 能 实现 
HJ. 于 是 ,原来 意义 下 证 明 论 的 涵义 开始 变化 ,而 那 
些 仍 想 证 明 算 术 系 统 相 容 性 的 数学 家 ,也 开始 寻求 
其 他 的 、 较 为 直观 的 元 数学 工具 . 1935 F, IR 
(Gentzen,G. ) 使 用 直到 超 穷 序 数 
Eo = Ww” 

的 超 穷 归纳 法 ,证 明了 算术 系统 的 相 容 性 . 另 一 方 
面 , 证 明 论 的 研究 已 成 为 运用 现代 数学 工具 去 全 究 
数学 证 明 的 一 门 学 问 , 亦 即 证 明 论 把 数学 本 身 作 为 
自己 的 研究 对 象 , 从 而 这 种 研究 也 更 加 逻辑 化 了 .在 
研究 证 明 的 真实 性 和 数学 真理 性 过 程 中 ,形式 语言 、 
形式 系统 这 类 概念 是 必 不 可 少 的 .那么 这 种 形式 和 
它 所 反映 的 内 容 之 间 究 竟 是 一 种 什么 关系 ? 为 探索 
这 种 关系 ,开展 了 对 模型 论 这 个 数理 逻辑 重要 分 文 
的 研究 . 确切 地 说 ,模型 论 是 研究 形式 语言 与 其 解释 
或 模型 之 间 关 系 的 一 门 学 问 ,或 者 说 是 研究 语法 和 
语义 之 间 关 系 的 一 门 学 问 . 这 种 关系 的 探索 对 于 证 
明 的 真实 性 和 数学 的 真理 性 的 研究 是 必 不 可 少 的 . 

计算 的 能 行 性 问题 是 数学 中 的 一 个 至 关 重 要 的 
问题 . 并 且 对 数学 家 、 逻 辑 学 家 或 哲学 家 都 是 十 分 重 
要 的 .但 究竟 什么 问题 是 能 行 可 计算 的 ?在 直观 上 认 
为 是 可 计算 的 郴 数 有 哪些 ? 如 何 用 形式 的 方法 定义 
可 计算 性 ?哪些 问题 是 不 可 计算 的 ? 对 能 行 性 的 研 
究 导 致 了 递归 论 的 诞生 . 早期 递归 论 致力 于 用 形式 
方法 定义 直观 意义 下 的 能 行 可 计算 性 . 美 籍 奥地利 
数学 家 哥 德 尔 法 国 数学 家 埃 尔 布朗 (Herbrand J. ) 
和 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S.C.) 最 早 
引进 了 一 般 递 归 范 数 的 概念 ,相继 出 现 了 图 灵机 、 波 
斯 特 系统 入 演算 等 计算 模型 ,并且 先后 证 明了 在 这 
些 模型 下 所 定义 的 可 计算 函数 恰恰 就 是 部 分 递归 销 
数 . 继而 又 发 现 所 有 已 知 的 直观 上 承认 为 可 计算 的 
函数 丝 为 一 般 递归 函数 .美国 数学 家 、 逻 辑 学 家 甘 奇 
(Church, A. ) 提 出 了 一 个 著名 的 丘 奇 论题 :一 个 全 
PR CR ED ERE TT RT TER]. SARS EE RB 
归 函 数 ; 一 个 部 分 函数 是 直观 上 能 行 可 计算 的 , 当 且 
仅 当 它 是 部 分 递归 函数 . 随 着 计算 机 的 出 现 和 发 展 ， 
人 和 伞 注 意 到 机 器 可 计算 的 函数 恰好 也 是 一 般 递 归 郴 
数 . 因此 递归 论 的 研究 也 变 得 更 加 重要 . 现代 递归 论 
的 主要 研究 方向 有 如 下 几 种 :其 一 是 将 能 行 性 的 研 
究 范 围 从 数论 函数 拓宽 到 一 般 的 数学 结构 上 ;其 二 
是 将 直到 o 的 递归 拓 广 到 直到 超 穷 数 a 的 超 穷 递 
归 , 通 常 称 为 a 递归 ;其 三 是 研究 不 可 解 问题 之 间 的 
归 约 问题 , 即 研究 不 可 解 问题 之 困难 程度 的 差别 ;其 


四 是 研究 计算 和 推理 等 问题 的 复杂 性 问题 . 至 此 , 计 
算 能 行 性 的 研究 ,也 是 数理 逻辑 研究 的 内 容 之 一 . 因 
此 也 就 明确 了 递归 论 也 和 钦 辑 演算 、 集 合 论 .模型 
论 . 证 明 论 一 样 地 被 包括 在 广义 数理 逻辑 的 研究 领 
域 之 中 

现在 ,再 让 人 们 回 过 去 看 看 如 上 所 论 之 数理 认 
辑 的 主流 所 说 的 用 数学 方法 研究 推理 ,显然 还 是 轩 
于 演绎 推理 的 范畴 . 然而 人 类 思维 的 过 程 与 功能 是 
极其 丰富 和 复杂 的 ,人 类 思维 活动 中 的 种 种 推理 方 
式 决 非 演绎 推理 所 能 完全 喜 括 的 . 由 于 受到 种 种 时 
代 因 素 的 刺激 ,从 20 世纪 30 年 代 开 始 , 人 们 仿照 用 
数学 方法 研究 演绎 推理 的 办 法 ,开始 用 数学 方法 去 
研究 各 种 各 样 的 非 经 典 的 推理 ,从 而 导致 了 诸如 模 
AGE mt AER dE CORDE 4 E (DE SR UH AGE 
8. ARE E & Bp e REMO dE SE HUGE E SE OO EE. 
通常 认为 数理 逻辑 的 研究 领域 并 不 包括 这 些 非 经 典 
的 逻辑 系统 ,而 认为 仅 由 逻辑 演算 、 集 合 论 、 模 型 论 、 
证 明 论 和 递归 论 五 个 部 分 构成 . 但 从 数理 逻辑 是 用 
数学 方法 研究 推理 之 有 效 性 这 一 点 来 看 ,将 如 上 所 
说 之 种 种 非 经 典 的 逻辑 系统 一 并 纳入 数理 逻辑 的 研 
究 领 域 之 中 才 更 为 合适 . 
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命题 (proposition) ”命题 逻辑 的 基本 概念 之 
一 . 通常 用 日 常生 活 的 语言 ,如 中 文 、 英 语 , 给 出 数学 
命题 ,但 是 日 常 语言 的 语义 有 歧义 性 ,是 不 精确 的 ， 
因而 从 它们 抽象 出 来 的 逻辑 概念 命题 也 就 很 难 
精确 定义 了 . 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell,B. A. 
W. ) 在 《数理 哲学 导论 ?中 说 :” (命题 ) 这 个 词 不 能 严 
格 地 定义 ”但 他 认为 “命题 这 个 词 应 该 限制 于 可 以 
在 某 种 意义 上 被 称 为 符号 的 东西 ,或 更 进一步 地 说 ， 
限制 于 那些 表达 真 假 的 符号 ”因此 ,按照 罗素 的 观 
点 ,命题 是 陈述 名 .例如 “二 加 二 等 于 五 ?是 命题 ， 
“ 苏 格 拉 底 是 人 ”和 “ 苏 格 拉 底 不 是 人 ”也 都 是 命题 ， 
因为 第 一 句 和 第 三 名 所 表达 的 意义 是 假 的 ,而 第 二 
句 所 表达 的 意义 是 真 的 . 有 一 些 陈述 名 ,如 “火星 上 
有 生物 ”,“2 ”是 代数 数 ”, 目 前 尚 不 能 判定 其 真 
假 , 这 些 句 子 是 不 是 命题 呢 ? 根据 排 中 律 知道 ,这 些 
句子 或 为 真 , 或 为 假 , 因 而 在 承认 排 中 律 的 古典 逻辑 
中 ,这 些 句 子 也 是 命题 . 因此 ,在 古典 逻辑 中 ,可 以 认 
为 陈述 句 是 命题 .但 是 必须 指出 的 是 ,以 荷兰 数学 家 
M A R (Brouwer, L. E. J. ) 为 代表 的 直觉 主义 不 
承认 排 中 律 , 因 而 也 就 不 承认 每 一 命题 必 可 分 真 假 . 
对 于 他 们 来 说 命题 又 有 男 一 种 解释 了 . 

真 值 (truth value) 命题 逻辑 的 基本 概念 之 
—. 指 命题 所 取 的 值 . 在 二 值 逻 辑 中 , 真 值 有 两 种 : 
“ 真 ” 和 “ 假 ”. 通 和 常用 符号 “TT "表示 真 ,用 “Ff” 或 “| ” 
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表示 假 . 如 果 一 个 命题 正确 地 反映 了 客观 , 则 该 命题 
的 真 值 为 真 ,或 称 该 命题 有 真 值 “7”. 否则 该 命题 的 
HAB. RARE F” L”). 例如 ,命题 “ 苏 
格拉 底 是 人 ”的 真 值 是 TT”, 而 “二 加 二 等 于 五 "有 真 
(B"F^". 真 值 这 个 词 是 德国 数学 家 、 数 理 逻 辑 学 家 弗 
雷 格 (Frege. (F. L. )G. ) 首 先 提出 来 的 . 

联结 词 (connectives) ” 亦 称 命题 联结 词 . 命题 
逻辑 的 基本 概念 之 一 . 指 由 已 有 的 命题 构造 出 新 命 
题 所 用 的 词语 .例如 ,由 命题 “二 加 二 等 于 五 ”和 “ 苏 
格拉 底 是 人 ”可 以 构造 出 新 命题 “二 加 二 等 于 五 并 且 
苏 格 拉 底 是 人 ”在 这 里 ， 并 且 ? 是 联结 词 . 又 例如 ， 
由 命题 “ 苏 格 拉 底 是 人 ?可 以 构造 出 它 的 否 命 题 “ 苏 
格拉 底 不 是 人 ”. 在 这 个 否 命题 中 ,“ 不 ”是 联结 词 . 最 
重要 的 联结 词 有 否定 “ 非 ”, 合 取 “ 旦 ”, 析 取 “ 或 ”, 蕴 
A Rs isses “以 及 等 价 " 当 且 仅 当 ”. 

命题 联结 词 (propositional connective ) 
tig. 

原子 命题 (atomic proposition) 亦 称 简单 命题 
或 初始 命题 . 命题 逻辑 研究 的 基本 对 象 . 指 不 含 任何 
联结 词 的 命题 . 例如 ,命题 “二 加 二 等 于 五 并 且 苏 格 
拉 底 是 人 ”不 是 原子 命题 ,因为 该 命题 中 含有 联结 词 
“并 且 ” 而 “二 加 二 等 于 五 ?是 原子 命题 , 因 它 不 包含 
任何 联结 词 . 在 命题 逻辑 中 ,原子 命题 是 最 基本 的 研 
究 对 象 ,把 它们 作为 一 个 整体 而 不 再 加 以 分 解 进行 
研究 . 但 是 在 谓词 演算 中 ,命题 即使 是 命题 演算 的 原 
子 命题 也 不 再 是 最 基本 的 成 分 了 ,还 可 以 分 解 为 更 
加 基本 的 成 分 ,如 谓词 (参见 “谓词 ”) 与 个 体 . 

简单 命题 (simple proposition) 即 “ 原 子 命 
题 ”. 

初始 命题 (primitive proposition) 
A. 

f & tf M (compound proposition) 一 种 含有 
命题 联结 词 的 命题 . 指 由 其 他 较 简 单 的 命题 经 联结 
词 联结 而 成 的 较为 复杂 的 命题 . 构成 该 命题 的 较为 
简单 的 命题 称 为 该 复合 命题 的 成 分 命题 ,或 支 ( 胶 ) 
命题 . 如 命题 “二 加 二 等 于 五 并 且 苏 格拉 底 是 人 ?是 
复合 命题 ,因为 它 含 有 联结 词 “ 并 且 ”. 而 命题 “二 加 
二 等 于 五 > 和”“ 苏 格拉 底 是 人 ?是 它 的 成 分 命题 . 在 命 
题 逻 辑 中 ,复合 命题 与 其 成 分 命题 的 逻辑 关系 是 一 
项 重要 研究 内 容 . 

成 分 命题 (component proposition) 
命题 ” 

支 ( 肢 ) 命 题 (component proposition ) 
合 命题 ” 

E {A A ZI (truth-value function) ZR FK A {É PR 
项 . — PP RPGR RAN. TR BRT OP} A eC A 
Jk HY PLC. EE HEL (ew Be YE 761 C , 真 值 函数 可 分 
H — 76 R (B PR C. 70 AA PROC n JU {6 PR 

4] 


BI“ Ek 


即 “ 原 子 命 


RSE 


RUE 


等 .对 任意 的 自然 数 nS. BA ARMM n TH 
{E PR. 

A fÉ ES Ig (truth-value function) BD ^ Et (Ei e 
真 值 表 (truth table) 研究 命题 逻辑 的 一 种 工 
A. 反映 真 值 冰 数 与 其 变 元 之 间 的 真 值 对 应 关系 的 
HRA AAR. 例如 , 设 p.g 
为 命题 , f(p,qg) 为 “pp 并且 
gq”, 则 右面 的 表格 反映 了 真 值 
PR hp OS p,q 之 间 的 真 
值 对 应 关系 ,被 称 为 (p,q) 
的 真 值 表 ， 

给 定 一 个 真 值 函 数 , 人 们 
能 列 出 一 个 惟一 的 真 值 表 . 但 对 于 同一 个 真 值 表 ,在 
自然 语言 里 却 能 有 许多 真 值 联结 词 与 之 对 应 . 真 值 
表 是 美国 哲学 家 、 物 理学 家 皮尔 斯 (Peirce,C.S. ) 首 
先 使 用 的 ,现在 它 已 成 为 命题 逻辑 中 的 一 个 有 力 的 
研究 工具 . 

HER (negation) ” 真 值 联结 词 之 一 . 通常 用 
符号 “一”“~”,“N”,“-” 等 来 表 
示 ( 右 表 ). 设 p 为 一 命题 ,; 则 Hp p| Te 
~p Np P RAE PORR 
Xf UB d n. T p ARNE p 
的 否定 式 . 例如 , 若 p 为 命题 “二 加 
SFR” Ju p 表示 命题 “二 加 
二 不 等 于 五 ”.p 与 否定 式 站 pp 之 间 的 逻辑 关系 是 : 
PAR SERA p 为 假 . 这 可 用 上 面 的 真 值 表 来 
表示 . 

否定 式 (negative form) WMF”. 

合 取 词 (conjunction) 真 值 联 结 词 之 一 . 通常 
用 符号 ”人 ”，& ”天 ”等 来 表示 . 如 果 p,g 为 两 个 
命题 , 则 pAg peq. Kpa E p Ag”) RAN A 
p,q 组 成 的 复合 命题 “p Ha”. pAg ARAE p Mg 
的 合 取 式 ,而 p,q 称 为 该 合 取 
式 的 合 取 项 ,或 合 取 支 ( 肢 ). 
例如 ,用 合 取 词 可 以 由 命题 
“ 苏 格 拉 底 是 人 ”和 “二 加 二 等 
于 五 ”组 成 命题 “ 苏 格 拉 底 是 
人 并 且 二 加 二 等 于 五 ”. 合 取 
式 与 其 合 取 项 之 间 的 真 值 关 
系 可 用 右面 的 真 值 表 来 表示 . 


合 取 式 (conjunctive form) 


T F 
T 


"n 


见 “ 合 取 词 ”. 

见 “ 合 取 词 ”. 

真 值 联结 词 之 一 . 通常 

用 符号 *“V”,“A” 等 来 表示 . 如 果 p.a 是 两 个 命题 ， 

则 pV q CX Apg, 读 做 “p 或 g”) 表 示 由 p,g 组 成 的 

fin di" p 或 9”.pVg 被 称 为 是 p Aa WHER. pig 
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合 取 项 (conjunctive term) 


析 取 词 (disjunction) 


被 称 为 是 该 析 取 式 的 析 取 项 ,或 析 取 支 ( 肢 ). 2 $8 1j 
联结 词 “ 或 ”的 含意 与 日 常 语言 中 “或 ”的 含意 有 所 不 
同 . 日 常 语言 中 “或 ”的 含意 有 两 种 ,其 一 为 可 兼 的 
“或 SFA SRA “Rp mq 是 真 的 , 当 且 仅 当 命 
题 p 和 9g 中 至 少 有 一 为 真 . 例如 ,命题 “我 每 天 打球 
或 跑步 "中 的 “或 "是 可 兼 的 . 如 果 客 观 情况 是 我 每 天 
又 打球 又 跑步 ,人 们 也 认为 该 命题 是 真 的 . 另 一 种 是 
不 可 兼 的 “或 ”对 于 不 可 兼 的 
“Wp 或 g ZEW, SAM 
当 命 题 p 和 9g 中 有 且 仅 有 一 
个 是 真 的 . 例如 ,语句 “这 两 本 
书 我 们 每 人 分 一 本 ,你 可 拿 这 
AR aK AB AR” HF BY “a” GEAR BY 
的 , 即 你 须 拿 亦 仅 只 能 拿 一 本 
书 .在 逻辑 中 , 析 取 词 “ 或 ?是 可 兼 的 . 析 取 式 与 其 析 
取 项 之 间 真 值 的 关系 可 用 上 面 的 真 值 表 来 表示 . 

析 取 式 (disjunctive form) MAF ROA”. 

析 取 项 (disjunctive term) |. JL," puis]. 

蕴涵 词 (implication) 亦 称 条 件 词 . FX (E EX 
词 之 一 .通常 用 符号 “一 ”也 ”,“C ”等 来 表示 . MR 
pg 是 两 个 命题 ,p 一 gq (或 pq. Cpq iE C p 蕴涵 
q”) 表 示 由 p 和 9g 组 成 的 复合 命题 “如 果 p. DU q^. 3E 
辑 中 的 荀 涵 词 与 日 常 语言 中 的 联结 词 <“ 如 果 …… 则 
et "不 尽 相 同 . 在 日 常 语言 ,语句 DE p, M g” 
Hy p 与 gq 要 有 某 种 联系 才能 
成 立 . 但 在 逻辑 中 ,只 要 不 是 
b 真 且 9g 假 , 则 p 一 gq 有 真 值 
“ 真 ”, 而 不 管 p,q 之 间 是 否 有 
某 种 联系 . 例如 ,在 逻辑 中 , 命 
题 “ 如 果 法 国 在 欧洲 , 则 海水 
是 咸 的 "和 “如 果 法 国 在 澳洲 ， 
则 海水 是 甜 的 " 均 有 真 值 * 真 ”但 在 日 常 语言 中 ,人 
们 就 不 认为 这 些 语句 是 真 的 了 . 因为 人 们 认为 ,海水 
是 咸 是 甜 与 法 国 的 位 置 无 关 . 蕴涵 词 可 用 下 面 的 真 
值 表 来 定义 (上 表 ). 对 于 蕴涵 词 这 种 定义 ,逻辑 学 家 
曾 有 过 长 期 争论 . 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell， 
B. A. W. ) 认 为 这 种 定义 的 主要 特点 是 “ 真 命题 所 草 
涵 的 命题 是 真 的 ”. 但是, 如果 第 一 个 命题 是 假 的 ,这 
个 性 质 就 没有 了 . 罗素 本 人 也 认为 这 种 定义 有 点 人 
为 的 做 作 . 美国 逻辑 学 家 刘易斯 (Lewis,C.I. ) 批 评 
过 蕴涵 词 的 这 种 定义 .他 说 ,因为 假 命 题 蕴 涵 任 何 命 
题 和 任何 命题 蕴涵 真 命 题 , 所 以 “月 亮 是 用 绿色 乳 酷 
制 成 的 ”蕴涵 了 “二 加 二 等 于 四 ”刘易斯 认为 这 样 一 
类 命题 不 能 应 用 于 有 效 的 推理 . 按照 刘易斯 的 观点 ， 
这 样 定义 的 蕴涵 是 一 种 实质 蕴涵 . XI b Rr s t T S 
— fb Za if 严格 蕴涵 ,并 据 此 创立 了 模 态 逻辑 ( 参 
DFR AS eB” “严格 蕴涵 ”). 但 必须 指出 的 是 ,在 数 
学 推理 中 ,实质 蕴涵 是 行 之 有 效 的 . 


HERCZ. CERE AE OR SE BOK (Frege, CF. 
L. 0G. ) 首 先 将 蕴涵 词 称 为 条 件 词 . 条件 词 又 名 实质 
条 件 词 . 形 如 pg 的 式 子 , 称 为 蕴涵 式 ,p,g 称 为 命 
题 . 位 于 列 涵 词 符号 前 面 (或 左边 ) 的 部 分 称 为 前 件 . 
位 于 更 涵 词 符号 后 面 ( 或 右边 ) 的 部 分 称 为 后 件 . 

条 件 词 (conditional) M“ iR in] ". 

ZR zk (implication form) “Za ial”. 

BijfF(antecedent) J “Za ial”. 

Ja fF (seccedent,consequent) “24 jx ial”. 

$ fri (equivalence) 亦 称 等 值 词 . 双 条 件 词 . 
真 值 联结 词 之 一 . 通常 用 "二 “+”,“E” 等 符号 来 表 
AN. 如 果 p,g 均 为 命题 , 则 pq (X pq. Epa ik p 
当 且 仅 当 gqg) 表 示 由 p 和 g 组 成 的 命题 *p SARS 
9”, 其 直 党 含义 是 说 命题 p 与 
q 的 真 值 完 全 相同 , 即 同 为 真 
或 同 为 假 . 例如 ,由 命题 “ 苏 格 
拉 底 是 人 ”和 “二 加 二 等 于 五 ” 
及 等 价 词 可 以 组 成 命题 “ 苏 格 
拉 底 是 人 , 当 且 仅 当 二 加 二 等 
于 五 ”. 等 价 词 可 由 右面 的 真 
值 表 来 定义 . 形 如 p5 的 式 子 , 称 为 等 价 式 ,此 处 
pq 是 命题 . 在 等 价 式 中 ,位 于 等 价 词 符号 左边 (或 
右边 ) 的 部 分 称 为 左 端 ( 右 端 ). 

等 值 词 (equivalence)” 即 “等 价 词 ”. 

WEE (biconditional) 即 “ 等 价 词 ” 

等 价 式 (equivalent form) 见 “ 等 价 词 ” 

左 端 (the left end) 见 “ 等 价 词 ” 

右 端 (the right end) 见 “ 等 价 词 ” 

”断定 号 (assertion sign) 一 种 逻辑 语法 符号 . 

指 由 德国 数学 家 、 数 理 逻 辑 学 家 弗 雷 格 (Frege, (F. 
L. )G. ) 首 先 引 入 的 符号 “ 广 ”. 将 断定 号 加 在 一 命题 
户 前 , 即 广 p, 是 指 p 被 断言 是 真 的 . 而 美国 学 者 罗 
Æ (Rosser, J. B. ) 和 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 
(Kleene, S. C. ) 对 此 符号 的 用 法 作 了 发 展 ,表达 式 
“Di Da, 5) = 五 "表示 E 可 从 Dj, :D;, uo PA HE 
in Amit fea SHS; 4 n=0,“ ERI E 
是 可 证 的 . 在 一 些 命 题 演算 和 谓词 演算 系统 中 ,在 公 
理 和 和 定理 前 加 上 上 断定 号 以 表示 该 公式 在 该 系统 中 是 
可 证 的 ,如 一 个 公式 前 不 加 上 这 个 符号 则 表示 这 个 
公式 仅仅 是 被 考虑 到 的 . 位 于 推演 号 前 面 (或 左面 ) 
的 部 分 , 称 为 前 提 . 位 于 推演 号 后 面 ( 或 右面 ) 的 部 
分 , 称 为 后 承 . 例如 ,在 a 路 8 中 ,a 为 前 提 ,p 为 后 
TK. 

推演 号 (deduction sign) “eS”. 

前 提 (premise) “Bes”. 

E (consequence) WRES”. 

命题 变 元 (propositional variable) 亦 称 命题 
字母 .命题 符 等 . 命题 逻辑 的 基本 概念 之 一 . 指 命题 


数理 逻辑 基础 


演算 中 表示 命题 的 符号 . 命题 逻辑 研究 的 是 复合 命 
题 的 真 值 与 其 成 分 命题 的 真 值 之 间 的 逻辑 关系 ,而 
在 命题 逻辑 中 的 联结 词 都 是 真 值 联结 词 ,复合 命题 
的 真 值 完 全 可 由 其 成 分 命题 的 真 值 而 确定 ,所 以 在 
命题 演算 中 只 须 注 意 命题 的 真 值 ,而 不 需 考虑 这 些 
命题 本 身 的 意义 . 因此 命题 变 元 仅 保留 了 命题 最 基 
本 的 逻辑 属性 一 一 “ 真 ”与 “ 假 ”, 它 是 以 真 值 集 {T， 
下 ) 为 变 域 的 变 元 . 其 真 值 恒 为 真 (了 了) 或 恒 为 假 (F) 
的 命题 . 称 为 命题 常 项 (或 常 元 ). 


命题 字母 (propositional letter) 即 “ 命 题 变 
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JB s 

命题 符 (propositional symbol) 即 “ 命 题 变 
JB. 

命题 常 元 (propositional constant) 见 “ 命 题 变 

命题 常 项 (propositional constant) JL“ arg 
JG”. 


命题 公式 (propositional formula) 亦 称 合式 
公式 . 数理 逻辑 术语 . 它 是 按照 一 定 规律 形成 的 符号 
序列 . 在 命题 演算 中 ,公式 通常 用 归纳 定义 给 出 . 例 
如 ,在 一 个 具有 五 个 联结 词 门 , V，A ,一 ,三 的 系统 
中 ,合式 公式 定义 如 下 : 

1. 命题 变 元 和 命题 常 元 是 公式 . 

2. 如 果 a Ji XX MWe 也 是 公式 . 

3. 如 果 a p EARM aVR a ^ B,a— B, oa 

4. 只 有 由 1 一 3 条 给 出 的 才 是 公式 . 

Ait aR FIRE. T p (pod V 1p 等 是 
公式 ,而 b pq > SRA BAK. 

RIA (expression) 数理 逻辑 术语 . 4848 23 K 
的 符号 串 . 公式 是 表达 式 , 但 表达 式 未 必 是 公式 . 例 
题 公 式 的 组 成 规则 . 

命题 原子 公式 (propositional atomic formula ) 
不 含 联结 词 的 命题 公式 . 指 由 单独 一 个 命题 变 元 或 
命题 常 元 组 成 的 命题 公式 . 如 p,g 等 均 为 原子 公 
X 59.15 等 均 不 是 原子 公式 . 含有 联结 词 的 
命题 公式 . 称 为 命题 复合 公式 . PII p.p. (pA 
g) V r 均 为 命题 的 复合 公式 . 

命题 复合 公式 (propositional compound formu- 
la)” 见 “命题 原子 公式 ”. 

完备 联结 词 集 (adequate set of truth functional 
connectives)” 亦 称 完 全 联结 词 集 . 若干 真 值 联结 词 
组 成 的 集合 . 指 具 有 下 列 性 质 的 联结 词 的 集合 :对 于 
任 给 的 一 个 真 值 表 , 存 在 一 个 仅 由 该 集中 联结 词 构 
成 的 命题 演算 公式 ,使 得 该 公式 所 对 应 的 真 值 表 恰 
ABBR. ATV A TTN h TA h e] 
等 均 为 完备 的 联结 词 集 . 如 果 一 个 联结 词 集 的 子 集 
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是 完备 的 , 则 该 集 也 是 完备 的 . 一 个 完备 的 联结 词 集 
至 少 要 包含 几 个 联结 词 呢 ? 谢 佛 CSheffer,H. M. ) 曾 
指出 ,由 一 个 被 称 为 谢 佛 竖 的 联结 词组 成 的 集合 是 
完备 的 联结 词 集 (参见 “ 谢 佛 竖 ”). 

完全 联结 词 集 (adequate set of truth functional 
connectives)” 即 “完备 联结 词 集 ”. 

谢 佛 坚 (Sheffer stroke) 亦 称 析 取 和 否定 词 . 一 
种 联结 词 .由 谢 佛 (Sheffer,H. M. ) F 1913 年 首先 
定义 的 一 种 真 值 联结 词 .通常 以 “|” 记 之 ,其 定义 如 
HR. pla ORT HE p RIEG”, 
BI pV oq. 按照 英国 数理 
逻辑 学 家 罗素 (Russell,B. A. 
W.. ) 在 《数学 原理 ) 中 给 出 的 
pq 不 相 容 的 定义 ,pig 表示 
pq ABA. 由 单独 一 个 谢 佛 
竖 组 成 的 集 {|} 是 完备 的 联结 
词 集 . 


析 取 否定 词 (negation of disjunction) fl “ii 
佛 竖 ”. 
合 取 否定 词 (negation of conjunction) 一 种 联 


结 词 . 是 谢 佛 (Sheffer,H. M.) F 1913 年 在 定义 谢 
佛 竖 时 同时 定义 的 另 一 种 联 
结 词 . 以 “y” 记 之 ,其 定义 如 
右 表 . pv a 表示 “ 非 p RE 
q”, BP Ae" bi Re 
pq 同 假 . 由 单独 一 个 析 取 否 
定 词 组 成 的 联结 词 集 {vy ) 是 
完备 的 联结 词 集 . 

命题 演算 指派 (assignment in propositional 
calculus) ” 亦 称 命题 演算 的 真 值 指派 .简称 指派 .一 
种 特殊 映射 . 指 从 全 体 命题 变 元 集 到 真 值 集 的 一 种 
映射 . 

命题 演算 真 值 指派 (truth assignment in propo- 
sitional calculus)” 即 “命题 演算 指派 ”. 

命题 公式 特异 指派 (special assignment for a 
propositional formula) 一 种 特殊 映射 .是 从 某 命 
题 公 式 中 出 现 的 命题 变 元 集 到 真 值 集 的 映射 . 设 公 
A a= (p>q) Vr filp.qer) CF) Jg — WR i, fi 
得 SST., f MSF, f OST, MASSAAN a 
的 一 个 特异 指派 . 公式 的 特异 指派 对 公式 全 部 变 元 
都 指派 以 真 值 , 通 常用 按照 变 元 的 某 种 顺序 列 出 赋 
予 各 变 元 的 真 值 的 方法 表示 . 例如 ,给 公式 a 的 变 元 
以 顺序 p,q,r, 则 上 面 的 指派 为 f= (T. F.T). 

命题 公式 部 分 指派 (partial assignment for a 
propositional formula) 亦 称 命题 公式 的 有 缺 指 
UK. 一 种 特殊 映射 .是 从 一 命题 公式 的 命题 变 元 集 到 
真 值 集 的 部 分 映射 . 部 分 指派 可 以 对 某 些 命题 变 元 
不 指派 真 值 . 例如, 设 公式 a= (pq) Vr, BEAT TB IR 
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太一 (T,z,F) 是 指 fP=T. fO=F, lix mae 
元 dg 没有 指派 真 值 . 

fp ao ZS KO AR FEB MK (partial assignment for a 
propositional formula) ”有 即 “命题 公式 部 分 指派 ”. 

命题 公式 加 缺 指派 (relatively partial assign- 
ment of a propositional formula) 一 种 有 缺 指派 . 
设 了 为 一 (特异 或 部 分 ) 指 派 . 若 了 为 一 部 分 指派 g 
的 相 容 扩张 , 则 g 称 为 邯 的 加 缺 指派 . 例如 f= 
(FTF), W g=, T, POM g' =z, F) A f 
的 加 缺 指派 . 前 者 称 为 SIR. a AAI 
THIR, H g IRA g By C—O Sk T8 UK. 

命题 公式 成 假 指 派 (falsifying assignment of a 
propositional formula) 一 种 指派 . 是 使 命题 公式 
的 真 值 为 下 的 指派 . RAR a= (pg) Ar. a 对 应 
于 指派 (了 ,Ff,F) 的 真 值 为 ,这 时 (了 ,了 ,下 ) 便 称 为 
a B5 METS UK A SR i UK ZI A BU Mec Ti UR. 例如 ,不 
论 指派 p.g 以 何 真 值 ,只 要 指派 ”以 下, 则 o B5 RR 
WF. AI (rox. POW a A RR IE. 

命题 公式 成 真 指派 (satisfying assignment of a 
propositional formula) 一 种 指派 . 是 使 命题 公式 
的 真 值 为 真 的 指派 . 例如 , 设 公 式 a= (pq) Vr. X} 
应 于 指派 4T FT). WREN T. IAT, EFTER 
为 a 的 成 真 指派 .有 缺 指派 亦 可 为 成 真 指派 . 例如， 
不 论 指派 p.q 以 何 真 值 ,只 要 指派 7 以 了 T, 则 所 对 应 
的 公式 a 的 真 值 总 为 ,所 以 (zx,Xx,T) 为 a NAR 
WAH W. 

命题 公式 饱和 成 假 指 派 (saturated falsifying 
assignment of a propositional formula) 一 种 特殊 
的 成 假 指派 . 8 E EE (ey IU i 8 UK 25] A ds LB HB UK HE 
成 假 指 派 . 设 a= (p>q) Ar. f=(F,T,F)} a Bm 
假 指 派 , 但 不 是 饱和 成 假 指 派 ,因为 它 的 加 缺 指派 g 
=(x,x,F) J} a 的 成 假 指 派 .但 g 为 a 的 饱和 成 假 
指派 ,因为 g BL d UK Cac BEN a 的 成 假 
ta UK. 

命题 公式 饱和 成 真 指派 (saturated satisfying 
assignment of a propositional formula) 一 种 特殊 
的 成 真 指派 . 指 其 任何 加 缺 指派 均 不 是 成 真 指派 的 
成 真 指派 . 设 a= (p>q) Ar. f=. FA a WR 
真 指派 ,但 不 是 饱和 成 真 指 派 ,因为 它 的 加 缺 指 派 g 
—(F.T x). 二 (FP,X,X) 为 a 的 成 真 指 派 . 但 g' 为 
ax 的 饱和 成 真 指派 ,因为 & B LR 48 UK Cx sm x2 
再 为 a 的 成 真 指派 . 

命题 演算 赋值 (valuation of propositional cal- 
culus) 一 种 特殊 映射 .是 从 全 部 命题 演算 公式 集 
到 真 值 集 的 映射 . 该 映射 必须 满足 下 列 条 件 :对 任何 
一 个 命题 公式 we, 有 一 个 惟一 确定 的 真 值 rcCc) ,并 且 
使 得 : 


0712) — lola); 

.o(a V B) —o(a) Y. op). 

„ola A B) —aCa) A oCR). 

.o(a— B) —a(a)7toC). 

6 (a 8) =0(a) iof). 

REL, V LÀ om LEE BRE MOF: 


m 
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任 一 赋值 "必须 给 每 二 个 命题 变 元 以 一 赋值 ,因而 

确定 了 一 个 指派 A; 同时 ,对 任 一 指派 4, 有 一 惟一 

确定 的 赋值 c 与 之 对 应 ,使 得 对 所 有 命题 变 元 p.f 
A(p)=a(p). 

真 值 表 方 法 (truth table method) 一 种 求 真 
值 的 重要 方法 . 指 利 用 真 值 表 来 求 命题 演算 公式 真 
值 的 方法 . 这 种 方法 首先 列 出 公式 中 所 有 变 元 的 各 
种 可 能 的 真 值 组 合 , 即 指派 ,然后 遵循 由 简 到 繁 的 原 
则 逐步 列 出 各 指派 所 对 应 的 该 公式 的 子 公 式 的 真 
值 ,最 后 列 出 该 公式 的 真 值 . 例如 , 求 公 式 a= (7 p 
—q)—C14q-— pP HAA) BB Re AB: 


“lp 1q| lp-4 


从 上 表 可 以 发 现 a 是 永 真 公式 . 真 值 表 方法 是 命题 
逻辑 语义 部 分 的 重要 方法 , 它 有 许多 重要 作用 ,如 求 
成 真 指派 , 求 成 假 指 派 , 证 明 一 个 公式 是 永 真 公式 ， 
可 满足 公式 等 . 其 缺点 是 对 于 复杂 的 公式 ,用 此 法 工 
作 量 太 大 . 

命题 可 满足 公式 (satisfiable propositional for- 
mula) 一 种 命题 公式 ; 在 某 个 指派 下 其 值 为 真 的 
命题 公式 称 为 命题 的 可 满足 公式 . 例如 ,公式 pg 
是 可 满足 公式 ,因为 对 于 指派 (F TO ,该 公式 的 真 值 
为 了 .所 有 永 真 公式 皆 是 可 满足 公式 ,但 可 满足 公式 
未 必 都 是 永 真 公式 .上 面 所 给 出 的 可 满足 公式 pg 
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就 不 是 永 真 公式 ,因为 对 于 指派 (TT, ), 其 真 值 为 
下. 一 个 永 假 公 式 不 是 可 满足 的 公式 ， 

命题 永 真 公 式 (valid propositional formula) 
亦 称 重 言 式 . 一 种 命题 公式 . 对 于 任何 指派 ,其 真 值 
总 是 真 的 命题 公式 称 为 命题 的 永 真 公式 . 例如 pV 
— p 是 一 个 永 真 公式 ,因为 无 论 给 p 以 什么 样 的 真 
值 其 总 有 真 值 了 . 永 真 公式 反映 了 命题 的 逻辑 规律 . 
例如 永 真 公式 下 2V 记 反映 了 排 中 律 , 171 pA p) 
反映 了 了 矛盾 律 等 . 永 真 公式 是 命题 逻辑 的 研究 重点 ， 
在 一 个 融 贯 的 命题 演算 公理 系统 中 推演 出 的 公式 都 
是 永 真 公式 (参见 “ 融 贯 性 ”). 

在 命题 演算 中 有 一 类 永 真 公式 ,这 类 公式 所 表 
示 的 直觉 意义 与 人 们 通常 的 直觉 思维 不 上 尽 相 符 , 因 
此 被 视 为 “ 怪 论 ”, 称 这 类 命题 演算 中 的 永 真 公 式 为 
蕴涵 怪 论 . 如 公式 p> (q> P0 E EE» Ee kK 
真 公式 ,而 它 反映 的 逻辑 规律 “如 果 p M g 蕴涵 p" 
不 符合 人 们 日 常 的 思维 方式 . 对 于 蕴涵 怪 论 的 态度 
有 多 种 . 有 人 认为 它 既 然 是 永 真 公式 ,就 应 将 它 与 其 
他 永 真 公式 一 样 对 待 , 甚 至 有 人 将 一 些 蕴 泣 怪 论 , 如 
p 阅 (gqg 习 p) 作 为 公理 .有 人 则 不 承认 蕴涵 怪 论 , 设 法 
在 命题 演算 系统 中 避免 它们 的 出 现 . 有 的 认为 蕴涵 
怪 论 也 是 永 真 公式 ,只 要 将 它们 与 其 他 永 真 公式 区 
别 开 就 可 以 了 . 中 国 数理 逻辑 学 家 葛 绍 把 在 20 世纪 
50 年 代 初 建立 的 一 个 命题 演算 系统 就 能 很 好 地 区 
别 列 涵 怪 论 和 其 他 永 真 公式 . 

反映 命题 演算 规律 永 真 的 等 价 式 称 为 命题 演算 
的 运算 律 . 例如 , 设 a,B 为 命题 ,(aV PB) 圭 (BV a) 反 
映 了 真 值 联结 词 *“V ”运算 的 交换 律 . 主要 的 命题 演 
算 的 运算 律 有 交换 律 ,结合 律 ,分 配 律 , 德 ， 摩根 律 
等 . 命题 演算 的 运算 律 与 命题 演算 的 系统 有 关 , 不 同 
的 系统 可 有 不 同 的 运算 律 .例如 , 双 否 律 ( T a) = 
a 在 古典 系统 中 成 立 , 但 在 直 党 主义 系统 中 就 不 成 
xr. 正确 地 使 用 运算 律 能 使 公式 得 以 简化 并 更 深刻 
地 揭示 这 些 公 式 所 反映 的 逻辑 规律 . 

28 38 HEC (implication paradox) 
AX 

命题 演算 的 运算 律 (the operational laws of 
propositional calculus)” 见 “命题 永 真 公式 ”. 

命题 永 假 公式 (falsehood propositional for - 
mula) 亦 称 不 可 满足 公式 .矛盾 式 等 . 一 种 命题 公 
式 . 对 于 任何 指派 其 真 值 总 是 假 的 命题 公式 称 为 命 
题 的 永 假 公 式 . 例如 一 pA 人 p 是 一 个 永 假 公 式 . 一 个 
公式 “是 永 假 的 当 且 仅 当 一 a 是 永 真 的 . 

i + BERG (De Morgan law) 一 种 运算 律 . 
该 运算 律 由 两 个 公式 组 成 ,两 公式 均 含 否定 词 . 

1. am pV oQ =G pA Tq). 

2. IP AgI =C TEV-T. 

命题 演算 的 德 。 摩 根 律 可 从 类 逻辑 的 德 。 摩 根 
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见 “ 命 题 永 真 
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律 演变 过 来 .类 逻辑 的 德 . 摩根 律 虽然 以 英国 数学 
RR WE + 摩根 (De Morgan, A. ) 的 名 字 命 名 ,但 实际 
上 该 运算 律 在 中 世纪 就 很 著名 ,只 是 后 来 又 被 德 。 
摩根 重新 发 现 . 直觉 主义 逻辑 并 不 完全 承认 德 ， 摩 
RE ,他们 不 承认 一 (pAg) 圭 (于 PV og). 

HER Claw of excluded middle) 还 辑 学 的 重 
要 定律 . 在 命题 演算 中 反映 排 中 律 的 公式 为 pV 1 
p. 正如 在 逻辑 中 不 同学 派对 排 中 律 采 取 不 同 态 度 
一 样 ,在 各 种 不 同 的 命题 演算 系统 中 ,对 公式 pV 1 
p 的 态度 也 不 一 样 . 在 古典 的 命题 演算 系统 中 pV 
T p 是 一 条 定理 ,而 在 直觉 主义 和 构造 主义 系统 中 
pV 1p 不 再 是 一 条 定理 . 

范式 (normal form) 在 命题 演算 和 谓词 演算 
中 具有 某 种 标准 形式 的 公式 . 每 个 命题 演算 或 谓词 
演算 的 公式 均 有 无 穷 多 个 与 之 等 值 的 公式 . 这 无 穷 
多 个 公式 中 ,有 一 类 具有 特殊 形式 的 公式 能 更 清楚 
地 显示 这 些 互相 等 值 的 公式 所 反映 的 逻辑 规律 ,将 
这 类 公式 称 为 该 公式 的 范式 .在 命题 演算 中 有 合 析 
范式 , 析 合 范式 等 . 在 谓词 演算 中 有 前 束 范 式 ,前 
束 范式 ( 参 见 “ 斯 科 朗 范式 ”) 等 . 范式 在 理论 证 明和 
电路 设计 中 有 很 重要 的 作用 . 

简单 析 取 式 (simple disjunctive formula) 一 
类 析 取 式 . 是 含有 一 个 变 元 及 其 否定 的 析 取 式 . 它 的 
每 一 个 析 取 项 或 是 一 个 命题 变 元 ,或 是 一 个 命题 变 
元 的 否定 . p> 1ps 1pVas 1 pV 1aV p 等 均 为 
简单 析 取 式 . 简单 析 取 式 的 重要 特点 是 其 成 假 指 派 
很 容易 找 出 , 且 它 的 真性 也 容易 判定 . 一 个 简单 析 取 
式 是 永 真 的 , 当 且 仅 当 该 公式 至 少 含 有 一 个 变 元 及 
其 否定 .例如 pVaVp 是 永 真 公式 , 因 它 它 含有 p 
与 pW Ae p. MAAT Va IEKA. 当 人 们 指 
派 p AT 以 ,该 公式 的 真 值 为 F. 

简单 合 取 式 (simple conjunctive formula) — 
类 合 取 式 . 是 含有 一 个 变 元 及 其 否定 的 合 取 式 . 每 一 
个 合 取 项 或 为 命题 变 元 ,或 为 命题 变 元 的 否定 的 合 
RR. 5.15 158Aq 15 A74 ^ p 等 均 为 简单 
ash. 简单 台 取 式 的 重要 特点 是 它 的 成 真 指派 很 
容易 找到 , 且 它 的 永 假 性 也 容易 判定 . 一 个 简单 合 取 
式 是 永 假 的 , 当 且 仅 当 它 至 少 含 一 个 变 元 及 其 否定 . 
MART pA Tg Ag 是 永 假 的 ,因为 它 含 有 命题 变 
Tq 及 9g 的 否定 ~ 了 1g. 而 公式 下 pAg 不 是 永 假 的 ， 
当 指 派 p A Fg 以 全 时 ,该 公式 有 真 值 工 . 

析 合 范式 (disjunctive normal form) | ZR Ek Er 
取 范 式 .一 种 析 取 式 . AAT BARA RH. 
Alp. 1p. dpVq.CApAq)VCOBACAqDIAER 
范式 . 析 合 范式 的 重要 特征 是 它 的 成 真 指派 集 是 各 
析 取 项 的 成 真 指派 的 并 集 . 由 于 它 的 各 析 取 式 是 简 
单 合 取 式 , 它 的 成 真 指派 集 很 容易 找到 ， 

析 取 范式 (disjunctive normal form) 
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ix. 

& # 3G HK (conjunctive normal form) JPRS 
取 范 式 .一 种 合 取 式 . 是 简单 析 取 式 和 简单 析 取 式 的 
合 取 式 . 如 5,15. 1b^q. 1B Vq;C1PVqDA 
(PV 下 9g) 等 均 为 合 析 范式 . 合 析 范 式 的 重要 特征 是 
它 的 成 假 指 派 集 是 各 合 取 项 的 成 假 指 派 集 的 并 集 . 
由 于 它 的 合 取 项 均 为 简单 析 取 式 , 它 的 成 假 指 派 集 
很 容易 找到 . 

合 取 范式 (conjunctive normal form) 
范式 ” 

优 析 合 范 式 (superior disjunctive normal form) 
规范 表示 的 析 合 范式 . 指 具 有 下 列 特征 的 析 合 范式 : 

1. 如 果 某 个 命题 变 元 在 范式 中 出 现 , 则 该 变 元 
要 在 该 范式 的 每 一 个 简单 合 取 式 中 都 出 现 ， 

2. 范式 中 没有 永 假 的 简单 合 取 式 . 

3. 在 该 范式 中 没有 相同 的 简单 合 取 式 ,在 每 一 
个 简单 合 取 式 中 没有 相同 的 合 取 项 . 

4. 根据 事先 给 定 的 所 有 命题 变 元 及 其 否定 的 排 
列 顺序 ,所 有 简单 合 取 式 和 每 一 个 简单 合 取 式 中 的 
每 一 个 合 取 项 均 按 字典 顺序 排列 . 

例如 , (pAg)V CAP A 319298 — DG GH. 
MipAgdV( 1a4Vr) ANG pAg pip qg SE 
都 不 是 优 析 合 范 式 . 每 一 个 命题 演算 公式 均 有 惟一 
一 个 与 之 等 值 的 优 析 合 范 式 . 

优 合 析 范 式 (Csuperior conjunctive normal for- 
m) 规范 表示 的 合 析 范式 . 指 具 有 下 列 特征 的 合 析 
范式 : 

1. 如 果 某 个 命题 变 元 在 范式 中 出 现 , 则 该 变 元 
要 在 该 范式 的 每 一 个 简单 析 取 式 中 都 出 现 ， 

2. 没有 永 真 的 简单 析 取 项 . 

3. 在 该 范式 中 没有 相同 的 简单 析 取 式 , 在 每 一 
个 简单 析 取 式 中 没有 相同 的 析 取 项 ， 

4. 根据 事先 给 定 的 所 有 命题 变 元 及 其 否定 的 顺 
序 , 所 有 简单 析 取 式 和 每 一 个 简单 析 取 式 中 的 每 一 
个 析 取 项 均 按 字典 顺序 排列 . 

例如 , PVIADN (pVg) 为 一 优 析 合 范 式 . 
MipVogdAp- ,pV TpVag, V1 A QAT 
gqg) 人 入 (pVg) 等 都 不 是 优 析 合 范式 . 每 一 个 命题 演 
算 公 式 均 有 惟一 一 个 与 之 等 值 的 优 合 析 范 式 . 

命题 演算 的 范式 存在 定理 (existence theorem 
of normal form in propositional calculus) 命题 演 
算 的 基本 定理 之 一 .每 一 个 命题 演算 公式 都 有 与 之 
等 值 的 合 析 范式 和 析 合 范式 . 范式 定理 的 证 明 是 “能 
行 的 ”, 即 它 的 证 明 不 仅 证 明了 范式 的 存在 性 , 而且 


即 “ 合 析 


给 出 了 求 范式 的 方法 . 
命题 公式 的 特异 析 合 范式 (special disjunctive 


normal form of a propositional formula) 一 种 特 


殊 的 析 合 范式 . 指 根据 一 个 命题 公式 的 特异 成 真 指 


派 集 做 出 的 析 合 范式 . 设 a— (pog Ar. 其 特异 成 
真 指派 集 为 {(T,T,T),(F,T,T),(F,F,T)). 由 此 
集 做 出 一 范式 a =P, A Ê: A £,, HP Pi» Bas B 为 分 
别 对 应 于 该 特异 指派 集中 各 指派 的 简单 合 取 式 . 做 
出 这 些 简 单 合 取 式 的 规律 是 知 指派 变 元 S LA T , Wu] 
对 应 的 简单 合 取 式 中 含有 ,否则 含有 一. 根据 此 
规律 , 便 得 到 ww — Cp AqAr2V (TpAgAr)V CAP 
A-71qAr). 9 为 a 的 特异 析 合 范式 . 

命题 公式 的 特异 合 析 范式 (special conjunctive 
normal form of a propositional formula) 一 种 特 
殊 的 合 析 范式 . 指 根据 一 个 命题 公式 的 特异 成 假 指 
派 集 做 出 的 合 析 范 式 . 设 a= (pg) Ar. 其 特异 成 
假 指派 集 为 {CT,T,F),(T,F,T),(T,F,F),(F,， 
T,F),(F F,F)j. 由 此 集 做 出 一 范式 a —8 ABA 
Bs ^ B, A f, rp Bis Bas Bas Bao Bs 为 分 别 对 应 于 该 
特异 成 假 指派 集中 各 指派 的 简单 析 取 式 . 做 出 这 些 
简单 析 取 式 的 规律 是 : 重 指派 变 元 9 以 了 , 则 对 应 的 
简单 析 取 式 含有 一 S, 否 则 含有 5S. 根据 此 规律 , 便 
得 到 a 二 (于 pV 了 TgVr)A(THTpVgaV 170 A C 
PVaqVr)AC(pVT1gqgVr)A(pVgVr).a 为 a 的 特 
异 合 析 范 式 . 

命题 公式 的 饱和 合 析 范式 (saturated conjunc- 
tive normal form of a propositional formula) 一 种 
特殊 的 合 析 范式 , 指 根据 一 命题 公式 的 饱和 成 假 指 
Ue Fe ft A TER. 设 a= Cp) Ar. o 的 饱和 成 
S IRS — (CT FX) OX X F2). 由 此 集 做 出 一 
范式 a' — ff Ap, 其 中 Pis B; H Bi BAT CX, s 根据 
TR UK CD FX) h B; AR SR UK CX X FO iih. 其 
WEN ER EAE AE ZU S 以 了 , 则 对 应 的 简单 析 取 式 
PAS AHY S 以 下 , 则 对 应 的 简单 析 取 式 中 
BA SAX S 没有 指派 , 则 在 对 应 的 简单 析 取 式 中 
S 不 出 现 .根据 这 规律 p= 二 pVg,P;: 二 +r,a 的 一 个 
饱和 合 析 范式 为 a = 二 (地 pVaq)Ar. 

命题 公式 的 饱和 析 合 范式 (Csaturated disjunc- 
tive normal form of a propositional formula) 一 种 
特殊 的 析 合 范式 . 指 根据 一 个 命题 公式 的 饱和 成 真 
指派 集 做 出 的 析 合 范式 . 设 a= (prog Vr. a 的 饱和 
成 真 指 派 集 ={(F,X,X),(X,T,X),(X,X,T)}. 
由 此 集 做 出 一 个 范式 a! = f; V B; V Bs. 其 中 Pis P2» 
Bs 为 分 别 对 应 于 此 集合 中 三 个 指派 的 简单 合 析 式 . 
做 出 这 些 简 单 合 取 式 的 规律 为 : 若 指 派 S 以 了 , 则 在 
对 应 的 简单 合 取 式 中 含有 S AIRS 以 下 , 则 对 应 
的 简单 合 取 式 中 有 S AR S 没有 指派 , 则 在 对 应 
的 简单 合 取 式 中 S 不 出 现 . RAM. = p> 
pp 一 gp 一 ra 的 一 饱和 析 合 范式 为 

a! = 1pVaVr. 

命题 演算 分 离 规 则 (modus ponens in a propo- 

一 种 推演 规则 . 指 在 命题 演算 和 


sitional calculus) 


数理 逻辑 基础 


谓词 演算 形式 的 公理 系统 中 广泛 使 用 的 推演 规则 . 
此 规则 的 符号 表示 为 a,a>B, 厂 B, 即 从 a,a—p 可 
推演 出 B. 此 规则 的 逻辑 意义 是 如 果 一 个 蕴涵 式 及 
其 前 件 均 为 逻辑 真 的 , 则 它 的 后 件 也 是 逻辑 真 的 .分 
离 规则 保持 了 永 真 性 , 即 如 果 a,a 一 8B 是 永 真 的 , 则 
8 也 是 永 真 的 . 

推理 定理 (deduction theorem) 亦 称 推演 定 
理 .演绎 定理 . 说 明 形 式 系统 推演 规律 的 一 个 定理 . 
该 定理 断言 : 设 本 为 公式 集 ,a,B HAR Drab 
BWAT E of. 推理 定理 的 作用 在 于 消去 假设 . 
如 果 由 假设 工 ,a 可 以 推出 8, 则 消去 假设 a, P AR 
r 1E H1 a— B. 在 自然 推理 系统 中 推理 定理 是 消去 假 
设 的 依据 . 

命题 逻辑 (propositional logic) ”符号 逻辑 的 一 
部 分 .在 命题 逻辑 中 研究 的 是 由 命题 经 联结 词 而 构 
成 的 复杂 命题 的 规律 以 及 它们 之 间 的 逻辑 关系 . 命 
题 逻辑 的 形式 系统 称 为 命题 演算 .一 个 命题 演算 . 即 
命题 逻辑 的 形式 系统 由 以 下 几 部 分 组 成 ， 

1. 组 成 部 分 : 

1) 原始 符号 . 其 中 包括 命题 变 元 的 符号 及 命题 
联结 词 的 符号 . 

2) 形成 规则 . 其 中 包括 公式 的 定义 . 

2. 推理 部 分 (又 称 变形 部 分 ): 

1) 公理 .不 同系 统 有 不 同 的 公理 ,但 所 有 命题 
演算 的 公理 均 为 命题 逻辑 的 重 言 式 . 

2) 推理 规则 , 即 从 公理 推导 出 定理 的 规则 . 不 
同 的 系统 有 不 同 的 规则 ,但 大 多 数 命 题 演 算 中 有 分 
离 规 则 . 

命题 演算 (propositional calculus ) 
a ". 

希 尔 伯 特 - 贝 尔 奈 斯 命题 演算 系统 (Hilbert- 
Bernays' system of propositional calculus) 一 种 
简明 的 命题 演算 系统 . 由 德国 数学 家 希 尔 伯 特 
(Hilbert, D. ) 和 德国 学 者 贝尔 奈 斯 (Bernays , P. ) 在 
1934 年 出 版 的 《数学 的 基础 一 书 中 提出 的 命题 演 
算 系 统 . 该 系统 有 五 个 基本 联结 词 : “一 ”( 蕴 涵 )， 
“&”( 合 取 )*“V”( 析 取 ),“~”( 等 价 ),“ “(否定 ). 该 
系统 与 其 他 系统 不 同 的 显著 特征 是 其 公理 按 五 个 基 
本 联结 词 分 成 五 组 . 每 组 有 三 条 公理 , 它 刻 画 了 一 个 
基本 联结 词 的 特征 .各 组 公理 是 相对 独立 的 ,就 是 
说 , 仅 含 某 几 种 联结 词 的 定理 公式 可 由 与 其 对 应 的 
几 组 公理 推导 出 . 该 系统 的 公理 如 下 : 

LRT AMi]: 

1) A>( BA). 

2) CA—-CA— B))—CA— B). 

3) CA—B)—((B—C)o—CA-—C)). 

2. 关于 合 取 词 : 

1) A & B>A. 


JL" ds BUE 
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2) A&.B— B. 

3) (A>B)>((A>C) > (A> B&C)). 

3. 关于 析 取 词 : 

1) A—AV B. 

2) B>AV B. 

3) CA>C)>((B>C)>(AV B>C)). 

4. 关于 等 价 词 : 

1) (A~B)>(A>B). 

2) (A~B)—(B—A). 

3) (4 一 局) 一 (CC 一 4) 一 (4 一 已 ) )， 

5. 关于 否定 词 : 

D CGCA—B)—(CB- A). 

2) 4 一 4. 

3) 4 一 4. 

希 尔 伯 特 -贝尔 奈 斯 系统 的 公理 意义 很 直观 , 便 
于 推导 . 正 因 为 如 此 , 它 广泛 地 被 采用 ,是 一 个 影响 
很 大 的 系统 . 

罗素 -怀特 海 命 题 演算 公理 系统 (Russel and 
Whitehead axiomatic system of propositional calcu- 
lus) 一 种 重要 的 命题 演算 公理 系统 . 是 由 英国 数 
理 逻 辑 学 家 罗素 (Russell,B. A. W. ) 和 英国 逻辑 学 
家 、 数 学 家 怀特 海 (Whitehead,A. N. ) 在 《数学 原 
理 ) 一 书 中 给 出 的 命题 演算 公理 化 的 形式 系统 .该 系 
统 中 只 有 否定 词 和 析 取 词 两 个 命题 联结 词 作 为 初始 
联结 词 , 合 取 词 和 蕴涵 词 都 是 被 定义 的 概念 . 且 该 系 
统 有 7 条 原始 命题 ,其 中 1 条 为 定义 ,其 余 6 条 为 公 
JE. 和 意大利 数学 家 、 人 逻辑 学 家 佩 亚 诺 (Peano,G.) 
一 样 ,罗素 和 怀特 海 在 一 个 命题 后 加 上 符号 “P,” 表 
示 该 命题 为 原始 命题 . 这 7 条 原始 命题 为 : 

l.pOq* —*-pVq filix. 

2. W — L8] lt fb el Zia 8 BJ [E A) ae RE. 

3.—:5Vp*O*p ERARE. 

4.F-:.4*0*pVq 添加 原理 . 

5. : pVq 了 .9Vr 交 换 原 理 . 

6.—:5V(qVr)* O*qV(pVr) 

结合 原理 . 

PN eee: ED a ee oe se bs 

附加 原理 ， 

根据 罗素 的 定义 ,初始 命题 就 是 不 包含 任何 变 
元 的 命题 , 它 表 示 由 感官 得 知 的 东西 , 像 "太阳 是 明 
亮 的 ”， 坎 加 罗 住 在 澳大利亚 ?等 .在 罗素 和 怀特 海 
的 系统 中 有 两 条 演绎 规则 s 

1. 分 离 规则 . 

2. 代入 规则 . 

尼 科 德 (Nicod,J. ) 在 他 的 论文 “原始 命题 数 的 
减少 ”中 证 明了 罗素 和 怀特 海 系统 中 的 6 条 公理 不 
是 独立 的 .但 尽管 如 此 ,罗素 和 怀特 海 的 系统 仍 是 一 
个 十 分 重要 的 命题 演算 系统 , 它 对 后 来 建立 的 许多 
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命题 演算 系统 都 有 很 大 影响 ,罗素 和 怀特 海 所 建立 
的 符号 至 今 仍 被 广泛 采用 着 . 

尼 科 德 命题 演算 公理 系统 (Nicod axiomatic 
system of propositional calculus) 一 种 命题 演算 
公理 系统 . 该 系统 的 显著 特征 是 只 含 谢 佛 竖 “| ”一 个 
联结 词 和 一 条 公理 : 

pl(alry els tlt) | Gig. 
推演 规则 为 :从 王 A 和 ACC | Bo RT B. 如 采用 
通常 的 联结 词 符 号 表示 ,此 规则 为 
A,A— (CA BEB. 

该 系统 是 由 尼 科 德 (Nicod,J. ) 于 1916 年 建立 的 . € 
具有 一 定 的 理论 研究 价值 ,但 它 的 直觉 解释 较 难 理 
解 , 证 明定 理 的 方法 较 复 杂 , 不 易 掌 握 , 因 此 在 实际 
中 很 少 有 人 采用. 

公理 的 完备 性 (completeness of axioms) Jf 
称 公理 的 完全 性 . 公理 系统 的 重要 性 质 之 一 . 有 三 种 

1. 相对 完备 性 . 一 个 理论 的 公理 系统 是 完备 的 ， 
是 指 该 公理 系统 能 将 该 理论 中 所 有 定理 推出 , 即 奢 
一 个 公式 是 该 理论 的 定理 , 则 该 公式 也 是 该 系统 中 
HJ XE JH. 

2. 绝对 完备 性 . 一 个 公理 系统 是 完备 的 ,是 指 若 
将 该 系统 中 任何 非 定 理 的 公式 作为 新 公理 加 入 该 系 
统 , 则 所 得 的 新 系统 是 (语法 ) 不 协调 的 . 

3. 古典 完备 性 定义 .一 个 公理 系统 是 完备 的 ,是 
指 对 任何 一 个 没有 变 元 的 闭 公 式 a.a 与 了 a 中 必定 
有 一 个 为 该 系统 的 定理 . 

命题 演算 的 完备 性 (completeness of proposi- 
tional calculus) 命题 演算 公理 系统 的 一 个 重要 性 
质 .古典 命题 演算 公理 系统 均 具 有 相对 (语义 ) 的 和 
绝 对 (语法 ) 的 完备 性 . 按照 克 里 普 克 (Kripke, S. 
A. ) 对 直觉 主义 逻辑 的 公理 系统 的 语义 解释 ,直觉 
主义 命题 演算 公理 系统 具有 相对 (语义 ) 的 完备 性 . 
但 由 于 直觉 主义 命题 演算 公理 系统 是 上 古典 命题 演算 
公理 系统 的 真子 系统 ,所 以 它 不 可 能 具有 绝对 ( 语 
法 ) 的 完备 性 . | 

^x 38 BJ EH US ME (consistency of axioms) ZR Ff 
公理 的 相 容 性 .和 谐 性 .不 和 矛盾 性 . 公理 系统 的 重要 
性 质 之 一 . 有 三 种 类 型 的 协调 性 : ! 

1. 古典 协调 性 .一 个 公理 系统 是 协调 的 ,是 指 不 
存在 任何 公式 ,使 得 a, Va BAKA EB. 

2. 语法 协调 性 .一 个 公理 系统 是 协调 的 ,是 指 并 
非 任 一 公式 a 均 在 该 系统 内 可 证 . 

3. 语义 协调 性 .一 个 公理 系统 是 协调 的 ,是 指 一 
切 在 系统 内 可 证 的 公式 都 是 永 真 的 . 语义 的 相 容 性 
又 称 可 靠 性 ,有 效 性 . 

公理 的 相 容 性 (consistency of axioms) 
理 的 协调 性 ” 


即 “人 


命题 演算 系统 的 协调 性 (consistency of a pr- 
opositional calculus system) 命题 演算 公理 系统 
的 一 个 重要 性 质 . 命题 演算 系统 均 具 (古典 的 ,语法 
的 ,语义 的 ) 协 调 性 , 因为 命题 演算 公理 系统 的 公理 
都 是 永 真 的 ,而 其 推理 规则 (如 分 离 规 则 ) 保 持 永 真 
性 ,所 以 推演 出 的 定理 也 是 永 真 的 , 即 命题 演算 公理 
系统 具有 语义 的 协调 性 . 对 于 任 一 个 公式 Xo dE 
定理 , 则 a 是 永 真 的 ,一 a FIKAR AI » Pr EA e 不 可 
能 也 是 定理 ,因而 并 非 所 有 公式 均 为 定理 ( 即 可 证 
的 ), 故 命题 演算 系统 具有 古典 的 和 语法 的 协调 性 . 

公理 的 独立 性 (independence of axioms) 7 
理 系 统 的 重要 性 质 之 一 . 如 果 一 个 公理 系统 中 某 条 
公理 在 该 系统 中 可 由 其 他 公理 推出 , 则 称 该 系统 中 
的 公理 不 是 独立 的 ,否则 称 是 独立 的 , 即 该 系统 具有 
公理 的 独立 性 .具有 公理 独立 性 的 系统 是 较 简 明 的 
系统 .大 多 数 公 理 系统 具有 公理 独立 性 ,但 也 有 一 些 
系统 不 具有 此 性 质 . 德国 数学 家 、 数 理 逻 辑 学 家 弗 雷 
tS (Frege, (F. L. )G. ) 开 始 构造 的 谓词 演算 系统 中 
的 九条 公理 互相 不 独立 . 后 来 他 改进 了 他 的 系统 ,将 
公理 减 为 六 条 ,但 这 六 条 中 仍 有 三 条 公理 可 用 其 中 
ek A. 

^ WGndividuaD 一 阶 逻 辑 的 概念 之 一 . 指 独 
立 存 在 于 客观 世界 的 事物 .个 体 可 以 是 具体 的 ,也 可 
以 是 抽象 的 ,它们 可 以 用 专 有 名 词 来 指称 .在 命题 
中 ,个 体 是 作为 主 词 出 现 的 . 抽象 的 事物 如 “实数 集 
中 的 实数 ”, “罗素 类 型 论 中 的 类 型 ”是 个 体 , 具 体 的 
事物 如 “五 台山 “长 江 大 桥 ” “熊猫 ”等 也 是 个 体 . 

在 一 个 逻辑 系统 中 ,所 有 的 个 体 组 成 的 集合 , 称 
为 个 体 域 , 亦 称 论 域 . 以 个 体 域 为 其 变 域 的 变 元 , 称 
为 个 体 变 元 ,通常 用 字母 ,如 z,y,z,… 等 来 表示 .个 
体 变 元 不 是 专 指 某 一 个 个 体 ,而 是 表示 某 类 个 体 中 
的 一 个 . 表示 特定 的 个 体 的 符号 , 称 为 个 体 常 元 , 通 
常用 字母 ,如 a,b,c,… 或 x ",y ,xz ,… 来 表示 . 例如 ， 
可 用 z^ 表示 北京 . 个体 常 元 表示 的 值 不 能 变化 . 

个 体 域 (individual universe) J^". 

论 域 Cuniverse of discourse) 见 “ 个 体 ” 

个 体 变 元 (individual variable) 见 “ 个 体 ” 

个 体 常 元 (Cindividual constant) ”网 “个 体 ”. 

谓词 (predicate) 一 种 映射 . 以 个 体 域 为 定义 
域 . 真 假 值 为 值 域 的 映射 . 谓词 描述 个 体 的 性 质 以 及 
它们 之 间 的 关系 , 它 是 谓词 演算 中 研究 的 基本 对 象 
之 一 .在 命题 “2 是 偶数 "中 ，……: 是 偶数 ?是 谓词 . 
AHF AC ) 表 示 此 谓词 , 则 4(2) 为 命题 “2 是 
偶数 ”“ 王 ”( 等 于 ) 也 是 一 个 谓词 , 称 逻 辑 谓词 , 且 是 
谓词 演算 中 惟一 的 逻辑 谓词 ;其 他 谓词 均 被 称 为 非 
逻辑 谓词 . 根据 谓词 所 含 变 元 个 数 的 多 少 , 谓 词 还 可 
分 为 零 元 谓词 .一 元 谓词 二 元 谓词 等 . 零 元 谓词 通 
党 是 指 命题 常 元 . 上 面 所 说 的 谓词 A 是 一 元 谓词 ， 


数理 远 辑 基础 


“一 ”是 二 元 谓词 . 

一 元 谓词 演算 中 除 谓词 “ 王 ”( 等 于 ) 以 外 的 所 有 
谓词 统称 为 非 逻 辑 谓 词 . 以 谓词 为 变 域 的 变 元 ,称谓 
词 变 元 ,通常 用 字母 来 表示 , 故 又 称 " 谓 词 字母 ” 谓 
词 变 元 一 般 都 被 指明 是 几 元 谓词 变 元 , 即 指明 它 具 
有 几 个 空位 .在 谓词 后 面 的 空位 中 填 以 项 所 得 的 式 
子 为 谓词 填 式 .在 谓词 后 面 的 空位 中 填 以 不 同 变 元 
所 得 的 式 子 为 谓词 命名 式 . 

2 #8718 tl (logical predicate) W“ i”. 

jE XE 48 iB id (non-logical predicate) J “if 
Ta”. 

iB il BIC (predicate variable) MW“ iia)”. 

iB ial da st (stuffed form of a predicate) “if 
Tal ^. 

iB if] ft € st (name form of a predicate) Wy 
"Wi. 

函 词 (function) ” 亦 称 函数 .一 种 映射 . 指 以 个 
体 域 为 定义 域 和 值 域 的 映射 . 设 (zr) 表示 “x HU C 
K” Sry RRL 和 yy ZA" FS EIE BR TRI. 
He HE Riel PA eo TR BD. ew ial] OP A SC 
函 词 — FC PR i], — 70 Pa. 通常 将 个 体 看 做 是 堆 
元 图 词 .上 面 所 说 的 图 词 F 是 一 元 图 词 ,S 是 二 元 图 
词 . 以 函数 为 变 域 的 变 元 , 称 为 函 词 变 元 , 即 困 数字 
ER ,通常 用 字母 来 表示 . 图 词 变 元 通 销 被 指明 是 几 元 
PR ia] 46 76 , BUGS BH FUB JL ZAL. ÉE Dus Go x2 
trs) =x, ENT MS PR iR] On n> 00 RR ARE BR Tal, 
MPR) X 2 BET. TE PR iu] Je) TG HJ 28 dz PB 4G 
Ay sh FA BR tel Sash. TE BÉ i8] a AY 2S he SL A fn] 
变 元 所 得 的 式 子 称 为 函 词 命名 式 . 


函 词 变 元 (function letter) Ml“ pg ia]. 

#2 #2 ER ta) (projection function) J“ px ial”. 

bial fast (stuffed form of a function) J“ eK 
in]". 

Ej iR fy 4 zv (name form of a function) UJ." PR 
ii". 

量词 (quantifier) 逻辑 演算 的 基本 概念 之 一 . 


数理 逻辑 语言 的 一 种 符号 ,是 全 称 量词 与 存在 量词 
的 统称 ,也 是 命题 演算 与 谓词 演算 的 区 别 所 在 ,在 命 


” 题 演算 中 不 研究 量词 ,而 谓词 演算 研究 量词 . 量词 是 


德国 数学 家 、 数 理 逻 辑 学 家 弗 雷 格 (Frege, (F. L. ) 
G. ) 首 先 引 进 的 . 

全 称 量 词 (universal quantifier) ”数理 逻辑 语 
言 的 一 种 符号 . 是 表示 数量 概念 的 一 种 逻辑 词 .通常 
用 符 与 (Vx), C), llr 等 来 表示 , 读 做 “对 任何 x 都 
sania "SERA 4 c RGR?) FE fa] — (8 B] SE 
用 的 命题 均 为 真 .例如 (CVz)Lz>0] 表 示 “ 所 有 x 均 
A s 

存在 量词 (existential quantifier) — HE GE Bis 
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言 的 一 种 符号 . 是 表示 数量 概念 的 一 种 逻辑 词 . 通常 
HIS Gr), (Ex), Sc 等 来 表示 , 读 做 “存在 x 使 
e ” 它 表 示 存 在 一 个 ( 论 域 中 的 )z 使 得 受 其 作 
用 的 命题 为 真 . 例如 ,(3z)Lz>0j] 表 示 “ 有 一 个 二 使 
得 x70". 

量词 指导 变 元 (operating variables of a quanti- 
fier) ” 亦 称 量词 作用 变 元 .一 种 变 元 . 指 受 量词 作用 
的 变 元 . 例如 ,在 量词 (3zxz) 和 (Vx) 中 zx 为 指导 变 
JL. 

量词 作用 变 元 (operating variables of a quanti- 
fier) Bl“ Stina Soc”. 


逻辑 运算 子 (logical operator) JRR $8 in]. 
命题 联结 词 和 量词 的 统称 . 
逻辑 词 (logical operator) BIZE BAr”. 


出 现 (occurrence) A HEP Riz. 指 一 个 变 
元 或 一 个 子 式 在 表达 式 中 的 存在 形式 . 一 表达 式 a 
在 另 一 表达 式 B 中 有 一 个 出 现 , 是 指 存在 表达 式 
Y, Y, 1818 B — Y,aY,. 一 个 表达 式 可 以 在 另 一 表达 
式 中 有 多 于 一 个 的 出 现 . 例如 , 设 8—O V ada, KR 
达 式 “在 8 中 有 两 个 出 现 . 

辖 域 (scope) 数理 逻辑 术语 . 指 逻 辑 运算 子 的 
作用 范围 . 辖 域 的 定义 如 下 : 

1. 一 元 运算 子 . 如 “一 ”, “(Vz)”, “(jz)” 的 辖 域 
是 紧 跟 其 后 的 一 对 插 号 元 内 的 部 分 . 

2. 二 元 运算 子 . 如 “一 ”,“&.”,“V ”的 辖 域 是 左 


右 两 个 表达 式 . 它 们 的 右 辖 域 是 与 其 紧 相 邻 的 左面 ， 


一 对 括号 内 的 部 分 ,它们 的 右 辖 域 是 与 其 紧 相 邻 的 
右面 一 对 括号 内 的 部 分 . | 

例 G0, AT r > 008 (y =1)) PST B5 88 3a 
f Gr270)8.Cy — 1) , mij "8." FA DEI s Ze a E 
x>0, HRA y=1. 

约束 出 现 (bound occurrence) 变 元 在 公式 中 
的 一 种 出 现 . 一 个 变 元 xz 在 一 个 公式 中 的 约束 出 
现 是 指 存在 一 个 PRUTAR yy, 使 得 y 是 以 量词 
(Vz) 或 (jz) 开头, 并 且 x 在 该 量词 的 辖 域 中 . 例 
如 EZ Va) La? ym sT 是 约束 出 现 , 也 可 小 工 
在 该 公式 中 的 出 现 是 约束 的 . 

自由 出 现 (free occurrence) ” 变 元 非 约 束 的 出 
现 .一 个 变 元 在 一 公式 中 的 出 现 如 果 不 是 约束 的 , 则 
称 该 变 元 在 该 公式 中 为 自由 出 现 . 例如 ,在 公式 
(20 [777 y [P y 的 出 现 是 自由 的 . 

约束 变 元 (bound variable) 一 种 变 元 . 指 在 一 
个 公式 中 约束 出 现 的 变 元 . 约束 变 元 的 一 个 重要 特 
征 是 ,尽管 它们 的 取 值 不 定 , 但 如 果 其 所 在 公式 没有 
自由 变 元 ,这 个 公式 的 真 值 是 确定 的 . 例如 ,在 公式 
(Yz)Lz0j 中 ,zz 是 约束 变 元 ,尽管 人 们 不 给 取 
定 某 值 ,但 仍 可 确定 该 公式 在 实数 域 上 的 值 为 假 . 

自由 变 元 (free variable) 一 种 变 元 . 指 在 一 个 
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公式 中 自由 出 现 的 变 元 . 自由 变 元 的 一 个 重要 特征 
是 其 值 不 取 定 , 则 所 在 公式 的 值 也 不 确定 . 例如 ,在 
BANOO’ >y]: y 为 自由 变 元 , 若 y 取 值 一 1， 
则 该 公式 值 为 真 ,各 y 取 值 1, 则 该 公式 值 为 假 . 

(term) 谓词 演算 公式 的 基本 组 成 部 分 .项 
的 归纳 定义 如 下 : 

1. 每 一 个 个 体 常 元 .个 体 变 元 是 项 ; 

2. UR F Æ n1 5p iR] toto sot 是 项 ， 
则 FG, 2, st, TLE ; 

3. 只 有 根据 1,2 给 出 的 表达 式 才 是 项 . 

根据 上 面 的 定义 ,个 体 常 元 c 是 项 ,个 体 变 元 z 
是 项 . 若 下 是 二 元 函 词 , 则 天 (z,c) 也 是 项 . 

公式 (formula) 数理 逻辑 术语 . 指 具 有 一 定形 
式 的 表达 式 . 其 归纳 定义 如 下 : 

l. 原子 公式 是 公式 ， 

2. WR a,B EAR Ma, aV Bah P,a=P 是 
公式 : 

3. 如 果 r 是 个 体 变 元 ,a 是 公式 , 则 (VYx)a， 
(dada 均 是 公式 . 

4. 只 有 根据 1,2,3 给 出 的 表达 式 才 是 公式 . 

BA BH BIH AMAA AH. 例如 , 设 R 
为 二 元 谓词 ,公式 (3z)RGzyy) 含 有 上 自由 变 元 > 为 
FAR. 不 含 自由 个 体 变 元 的 公式 称 为 闭 公 式 或 语 
^J. 例如, 设 R 为 二 元 谓词 , 则 公式 (3zx) Gy) 
Rz; ERAR. 

FA Copen formula) WAR”. 

闭 公 式 (closed formula) — ZU. 

语句 (sentence)” 见 “公式 ”. 

原子 公式 (atomic formula) 一 种 基本 公式 , 请 
词 演 算 的 原子 公式 是 形 如 RG tase ot) (m0) H 
表达 式 , 此 处 R 是 上 一 个 元 谓词 或 谓词 变 元 ,4i， 
test st, 是 项 . 因为 命题 党 元、 命题 变 元 是 零 元 谓词 ， 
所 以 它们 都 是 原子 公式 . 

IE ig AJ (positive sentence) — riz BA — fp 
语句 . 指 由 原子 公式 及 联结 语 A,V,VY ,3 构成 的 语 
fi]. 

谓词 演算 公式 的 财 包 (closure of a formula in 
predicate calculus) 一 种 闭 公 式 . i a 为 一 谓词 演 
人 中 所 有 的 自由 变 元 , 则 公 
XX (Vari) Vande (Vx)a BA a WA. 

全 称 封闭 式 (universal closure) 一 种 闭 公 式 . 
是 用 全 称 量词 约束 给 定 公 式 所 有 自由 变 元 所 得 的 闭 
DT Du, d pe nTH8 由 的 个 体 变 元 X1 9X23 
uns sl A On Ol) Vara RH o 的 全 称 
封闭 式 , 以 符号 Aa 记 之 . 一 个 公式 是 永 真 的 , 当 且 
仅 当 它 的 全 称 封 闭 式 是 永 真 的 . 

存在 封闭 式 (existential closure) 一 种 闭 公 
XX. 是 用 存在 量词 约束 给 定 公 式 的 所 有 自由 变 元 所 


得 的 闭 公 式 . 设 公式 a 含 有 nn 个 自由 的 个 体 变 元 x1， 
Lost s Ln MAR Ax, Gr) Gara FE a INTE 
在 封闭 式 . 一 个 公式 是 不 可 满足 的 , 当 且 仅 当 它 的 存 
在 封闭 式 是 不 可 满足 的 

代入 (substitution) 谓词 演算 的 基本 运算 之 
一 . 设 2 是 一 个 谓词 演算 公式 ,zz，…z 是 2 中 
BJ CR AE REO El BH AE JU otto tot, Æ n TIA, DU] FH 
Ji £i ste sett sta 分别 代替 mixto 在 2 中 所 有 出 
MAH, PA H tistre stn 代入 Lis Leet s £n 其 
结果 式 用 符号 


Ais vr ; x 
d ty t» L, | 或 A £5 ,* st 
cna NN 9 | 
Xi To Tan 41 $025*** 9X, 


记 之 . 例如, eG y) =R, y) V TO z) t= 2, 
则 


t zr 
| j= | |o= REES WT Or se). 
y y 


代入 的 一 个 重要 特征 是 ,代入 必须 是 处 处 代入 , 即 用 
一 个 项 t 代入 一 个 自由 变 元 xz, 必须 用 t 代替 z 在 公 
式 中 所 有 的 自由 出 现 . 

谓词 变 元 代入 规则 (substitution rule for predi- 
cate variables) 谓词 (和 图 词 变 元 ) 公 式 等 价 变 换 
的 规则 之 一 . 先 将 大 小 代入 式 都 改名 (参见 “改名 ”)， 
使 得 大 小 代入 式 的 约束 变 元 与 对 方 的 一 切 变 元 ( 目 
由 或 约束 ) 都 不 相同 ,然后 做 出 小 代入 式 的 相应 填 
式 , 再 把 这 些 填 式 代入 到 代入 变 元 的 相应 填 式 处 . 例 
如 ,要 在 公式 (Yz)L4 xz Bx] GEL AE A,B AB 
EDERE alesen ARA A. ,根据 上 述 原则 , 先 将 
大 代入 式 改 名 ,得 (Vu)[LA uz 一 Buj, 然 后 将 小 代入 
K ale e,r) {RAE (WVu)lalu,z,x)>Bu]. 

ER ial SP 7c 4S A FED (substitution rule for func- 
tional variables) W “Aia 2E 76 fX ARM”. 

改名 (change of bound variables) ”谓词 演算 
的 基本 运算 之 一 .在 一 个 公式 中 将 一 个 约束 变 元 改 
为 男 一 个 约束 变 元 的 运算 .正确 的 改名 不 改变 公式 
的 真 值 . 例如 ,可 将 公式 (3zx)[x: 二 yj] 中 的 约束 变 元 
r UON z.48 GDDz—yl. 所 得 公式 与 原 公式 是 等 
价 的 . 

改名 规则 (rule for change of bound variables ) 
改名 遵循 的 原则 . 该 规则 要 求 公 式 中 约束 变 元 改名 
后 真 值 不 变 . 如 果 一 个 公式 a 中 没有 变 元 y 的 任何 
出 现 ( 自 由 或 约束 出 现 ), 当 把 a 中 一 切 xz 的 自由 出 
JN y 的 自由 出 现 , 其 结果 记 为 8, 则 水 有 

(Yr)a= (Vy)B, (322a = (dy)p. 

替换 (replacement)” 亦 称 置换 . 谓词 演算 的 一 
种 语法 运算 . 设 表达 式 a 在 表达 式 B 中 有 一 个 出 现 ， 
则 由 表达 式 7 代 蔡 表达 式 a 在 B 中 的 这 一 出 现 的 运 
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算 称 为 蔡 换 . 替换 结果 可 用 符号 
M. 

记 之 .例如 ,在 公式 B= O Vaa 中 ,用 7 分 别 蔡 换 
a 在 8 中 的 第 一 个 出 现 和 第 二 个 出 现 的 结果 分 别 为 
(Y VY)—>a 和 (7Y Va)—7. 

谓词 演算 替换 定理 (replacement theorem in a 
predicate calculus) ”谓词 演算 的 重要 定理 之 一 .该 
定理 断言 :谓词 公式 中 的 某 个 子 公式 被 与 其 等 价 的 
公式 代 换 ,其 真 值 不 变 . 设 a,8,7 均 为 谓词 演算 公 
式 . a,B 中 仅 含 目 由 的 个 体 变 元 ziyzs，… X TE Y 


中 A 出 现 ， 则 从 a (Xis Los ttt, gio) = 
BC x1 990% Ly) FY AR 
a 
nam 
B 
前 束 范 式 (prenex normal form) ZREKBI IR XX. 


一 种 谓词 演算 公式 . 指 其 一 切 量词 都 未 被 否定 地 处 
于 公式 的 最 前 端 且 其 辖 域 都 延伸 至 公式 的 末端 的 谓 
词 演 算 公 式 . 设 QE {99,V); 一 个 公式 a 是 前 束 范 
式 , 当 且 仅 当 存 在 一 个 不 含量 词 的 公式 8, 使 得 
a— (Quri) Qo; (Qr) B. 

fil AK VALE GG GO Dg —^f^ BU RIK, 
(VaxOLFO2V GCGO ] AVRO FERRARA. 与 
一 个 谓词 演算 公式 等 价 的 前 束 范 式 公 式 称 为 谓词 演 
算 公 式 的 前 束 范 式 . 例 如 ,公式 p> (22a GO BS BI 
束 范式 为 (Vx)[Lp 一 alx)j], 此 处 p 为 一 个 命题 变 元 . 
其 所 有 存在 量词 都 在 全 称 量词 的 前 面 出 现 的 前 束 范 
式 称 为 斯 科 朗 范式 ,又 称 3 前 束 范 式 .一 个 公式 a 是 
斯 科 肯 范式 , 当 且 仅 当 存在 一 个 不 含量 词 的 公式 B, 
使 得 

a= (Jx) (dz) (dz) (Vr) 

© (Vx: Olx0BOnzz0,nz0). 

例如 ,公式 p, OODLE, 320  GI32QV AD LF Ox 32] 
Ay WUREBH ye XX. 

斯 科 朗 范式 (Skolem normal form) 
mx. 

Bj 3 3B zX Tr TE XE XE (existence theorem of 
prenex normal form) 谓词 演算 的 重要 定理 之 一 . 
该 定理 断言 :谓词 演算 的 每 一 个 公式 都 有 与 之 等 价 
的 前 束 范式 . 前 束 范式 存在 定理 的 证 明 是 能 行 的 , 即 
证 明 本 身 给 出 了 求 公式 前 束 范式 的 步骤 .但 是 ,一 个 
公式 的 前 束 范式 不 具有 惟一 性 . 

谓词 演算 在 个 体 域 上 的 指派 (assignment of a 
predicate calculus over an individual domain) — 
种 映射 . 指 谓词 演算 形式 系统 的 语义 解释 .个 体 域 了 
上 的 指派 是 满足 下 列 条 件 的 映射 o: 

1. 对 每 一 个 命题 变 元 p,o(p)€ (P. FJ). 

2. 对 每 一 个 个 体 变 元 ro EIT. 


Ji," gi R 


ol 


Zi 3B 有 运 辑 


3. 对 每 一 个 谓词 变 元 R,o(R) 为 1 上 的 一 个 具 
体 的 nn 元 谓词 . 

4. 对 每 一 个 函 词 变 元 PR,c(CP) 为 上 的 一 具体 
的 JG PR is]. 

谓词 演算 公式 在 个 体 域 上 的 指派 (assignment 
of formula in a predicate calculus over an individual 
domain) 一 种 映射. 指 局 限于 公式 中 符号 的 指派 . 
设 谓词 演算 公式 a 中 含有 目 由 的 个 体 变 元 n.n 
… ,Xm; 命 题 变 元 Pis Post Pas BA BIG Ro Rote, 
R,;; PR i8] AE 7C Pub, 公式 a 在 个 体 域 I ER 
指派 是 满足 下 列 条 件 的 映射 c: 

1l.6(r0 ET (=]1,2,.,m). 

2.0(p) € (T FF} (i=1,2,.",n). 

3. 90(Ri) 为 TI 上 的 一 个 具体 的 ;元 谓词 (二 1， 
2 ,，… ,7). 

4. cCFO AT ERS— T RAE RBS n; TOR G—1, 
2,*,k). 

谓词 演算 赋值 (valuation in a predicate calcu- 
lus) 满足 一 定 条 件 的 指派 . 它 是 从 全 体 谓 词 演算 
公式 集 到 真 值 集 的 映射 c( 设 a 8B 为 任意 两 个 谓词 
演算 公式 ) ,该 映射 o 必须 满足 下 列 条 件 : 

1.0312) = lola). 

2.0(aV 8) — oC) X oC). 

3. ola A B)=0(a) No). 

4. 0(a— B) —o(a)7£o(Cp). 

5. 0 (a2) =a(a)=a(f). 


JE Rb 1. A , 专 的 定义 与 命题 演算 赋值 中 的 
这 些 符号 的 定义 相间 . 

6. 如 果 对 任 一 个 x, 在 IT 上 的 取 值 a(x) 为 真 , 则 
(Vx)aCxr) =T, A8 W|I(Vz2aC(x)—F. 

7. 如 果 对 某 个 xz, 在 TT 上 的 取 值 a(x) 为 真 , 则 
(3220aCr) —T AN Gral) — F. 

个 体 域 上 的 可 满足 公式 (satisfiable formula 
over an individual domain) 一 类 基本 公式 . 指 对 于 
个 体 域 上 某 个 指派 的 值 为 真 的 公式 . 例如 ,a 为 公式 
(TOL Yl ls a TE I; 上 是 可 满 
足 的 ,因为 对 于 指派 y 以 1,a 的 值 为 真 .但 a 在 个 体 
5 I, 上 不 是 可 满足 的 ,因为 对 于 yy 的 任何 IT 上 的 指 
派 ( 实 际 上 只 有 一 种 指派 , 即 指派 y 以 1),a 的 值 均 
为 假 . 由 此 可 见 谓 词 演 算 公 式 的 可 满足 性 与 个 体 域 
AK. 

个 体 域 上 的 永 真 公式 (valid formula over an 
individual domain) 一 类 基本 公式 . 指 对 于 个 体 域 
TT 上 的 任 一 指派 的 值 均 为 真 的 公式 .例如 ,a 为 公式 
Anla>yl] IA BRR. M e 是 1 上 的 永 真 公 
式 , 因 为 无 论 指派 y 以 什么 样 的 自然 数 ,总 存在 r> 
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y, 从 而 a 为 真 .个体 域 1 上 的 永 真 公式 均 为 个 体 域 
7 上 的 可 满足 公式 ， 

个 体 域 上 的 永 假 公式 (falsehood formula over 
an individual domain) 一 类 基本 公式 . 指 在 某 个 个 
体 域 上 不 可 满足 的 公式 . 

可 满足 谓词 演算 公式 (satisfiable formula of a 
predicate calculus) 一 类 公式 . 指 在 某 个 个 体 域 上 
可 满足 的 谓词 演算 公式 . 

永 真 谓词 演算 公式 (valid formula of a predi- 
cate calculus) 亦 称 重 言 式 . 一 类 公式 . 指 在 任何 个 
体 域 上 均 是 永 真 的 谓词 演算 公式 . 

(tautology)  BD"Zk EG iR] RR Ask”. 

永 假 谓词 演算 公式 (falsehood formula of a 
predicate calculus) 一 类 公式 . 指 不 可 满足 的 谓词 
E A X. 

全 称 量词 引入 规则 (introduction rule of a uni- 
versal quantifier) 谓词 演算 的 一 种 语法 规则 . RA 
式 7 中 没有 r WAREM. 则 全 称 量词 引入 规则 为 
AC! + a(xr)) F AQ' > (Vx)a(7x)), 式 中 Ah 表示 
公式 4 的 存在 封闭 式 . 

存在 量词 引入 规则 (introduction rule of an ex- 
istential quantifier) 谓词 演算 的 一 种 语法 规则 . 设 
公式 7 中 没有 x 的 目 由 出 现 , 则 存在 量词 的 引入 规 
MA ACatr) — Y) — ACG ralz) — Y), 此 处 A4 
表示 公式 4 的 全 称 封闭 式 . 

全 称 量词 消除 规则 (elimination rule of univer- 

谓词 演算 的 一 种 语法 规则 . 即 
(V z)a€(x) Fr a), | 


sal quantifier) 


式 中 上 为 项 . 

存在 量词 消除 规则 (elimination rule of an exis- 
tential quantifier) 谓词 演算 的 一 种 语法 规则 . : 
不 在 公式 7 中 出 现 , 则 

(at) — Y) |G x2)a€r) — Y. 

谓词 演算 公式 的 对 偶 式 (dual formula of a 
predicate formula) 具有 特定 形式 的 一 对 公式 . 设 
e 为 谓词 演算 公式 ,a 中 不 含 联结 词 “ 一 ”“ 圭 ”,a 的 
对 偶 式 a’ 是 在 a 中 : 

1. 把 联结 词 “V ”与 “人” 互 换 . 

2. 把 全 称 量 词 (Vz) 与 存在 量词 (jz) 互 换 的 结 
RR. 

例如 ,公式 (Vz)FGz)A(G3z)GGz) 的 对 偶 式 为 
CIF CIO VOV DG Cr). 
谓词 演算 对 偶 规 则 (duality principle in predi- 

cate calculus) 谓词 演算 的 一 种 语法 规则 . 对 偶 规 
则 指出 : 设 a. 为 两 谓词 演算 公式 ,而 a" ,8 分 别 为 
它们 的 对 偶 式 , 则 : 

LMea=P HIF =p. 

2. M a 可 得 8'—a'. 


利用 对 偶 原 则 ,可 以 从 一 些 定 理 迅 速 得 到 与 之 
相应 的 男 一 些 定理 . 例如 ,由 定理 广 (Yz)LRFCz)A 
Ga) J=LWVa)F Cr) A (CF 32 G (zx)j, 利 用 对 偶 原 则 
818 S zg i— ADL (432 VG) ]E [C332 F (32 V 
(322GC2) ]. 

谓词 演算 分 离 规则 (modus ponens in a predi- 
cate calculus) 谓词 演算 的 一 种 推理 规则 . 设 a, B 
为 任意 两 个 谓词 演算 公式 . 谓词 演算 的 分 离 规则 是 

Aa — B),Aat AD. 

BAK «8 是 命题 演算 公式 , 则 此 分 离 规 则 与 命题 
演算 的 分 离 规则 相同 , 即 命题 演算 的 分 离 规 则 是 此 
规则 的 特例 . 此 处 AA 表示 公式 4 的 全 称 封 闭 式 . 

谓词 演算 公式 否定 式 的 求法 (deduction of the 
negation of a formula in a predicate calculus) iB 
词 公式 的 一 种 变形 方法 . 设 x 为 任 一 不 含 联结 词 
“一 ”和 “三 ”的 谓词 演算 公式 .a 的 归纳 定义 如 下 : 

1. Zr a 为 原子 公式 Ra xx no), W) 
OM URGE We EP 

2.# aJ M. M] a — B. 

3.ra M BVY,Wja =f x. 

4.4: aA BAY Ma =P V7. 

5. 帮 xc 为 (jz)8, 则 co —O/20f8 . 

6. 3; a AVA Mao — (32287. 

可 以 证 明 aca , 所 以 a 被 称 为 a 的 否定 
sh. 其 定义 同时 给 出 了 它 的 求法 . 

具 相 等 性 谓词 演算 (predicate calculus with e- 
quality) 带 等 号 的 谓词 演算 . 它 是 将 相等 性 与 谓词 
演算 结合 起 来 ,并 将 下 列 公 理 与 公理 模式 加 到 谓词 
演算 的 公理 系统 中 所 得 的 系统 . 相等 性 公理 如 下 : 

1]. t—t , ICA t AM. 


2. (1, =t:)—> Ca (t2 =a(t:)), I Ah Lists 为 项 ， 


ace a A Boe 的 公式 ， 

Ak SZ 18 ial i $8 (restricted predicate logic) Jf 
FK— Brig 3E 48x — riz 88. 一 种 基本 的 谓词 逻辑 . 
该 逻辑 的 特点 是 在 其 中 除 命题 联结 词 外 ,所 讨论 的 
函 词 和 谓词 都 只 以 个 体 为 变 元 ,而 量词 的 指导 变 元 
也 只 是 个 体 . 一 阶 逻 辑 是 应 用 最 广泛 的 逻辑 , 它 可 以 
形式 公理 化 .但 一 阶 逻 辑 不 是 自封 闭 的 . 虽然 一 阶 逻 
辑 中 含有 量词 “jj”“Y” 以 及 谓词 变 元 A, ein] BI 
下 ,但 没有 以 谓词 变 元 和 函 词 变 元 为 指导 变 元 的 量 
i). 例如 , 当 A.B 为 谓词 变 元 ,公式 4(z) 一 BCz) 是 
一 阶 逻 辑 的 公式 ,但 (34)(3B)[LA(zx) 一 B(xz)] 却 不 
是 一 阶 逻 辑 的 公式 . 一 阶 谓词 逻辑 的 形式 系统 和 狭 
义 谓词 逻辑 的 形式 系统 分 别称 为 一 阶 谓 词 演 算 和 狭 
义 谓词 演算 . 

— Hy i8 ia] i $8 (first-order predicate logic) BẸ 
“LAE AI" 

- — Ur if mA (first-order predicate calculus? 
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见 “ 狭 义 谓词 逻辑 ”. 

狭义 谓词 演算 Crestricted predicate calculus) 
见 “ 狭 义 谓词 逻辑 ”. 

谓词 逻辑 Cpredicate logic) ”符号 逻辑 的 一 部 
分 . 即 在 谓词 逻辑 中 ,研究 由 个 体 、 函 词 .谓词 构造 的 
命题 ,以 及 这 些 命 题 经 使 用 量词 和 命题 联结 词 构造 
的 更 复杂 命题 的 规律 和 这 些 命 题 之 间 的 逻辑 关系 . 

谓词 演算 (predicate calculus) 谓词 逻辑 的 形 
式 系 统 .第 一 个 谓词 演算 系统 是 德国 数学 家 数理 逻 
辑 学 家 弗 雷 格 (Frege, (F. L. 2G. ) 于 1897 年 建立 ， 
此 后 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell,B. A. W. )、 德 
国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 也 相继 建立 了 各 自 
的 谓词 演算 系统 ,使 得 谓词 演算 系统 更 加 丰富 多 彩 . 

谓词 的 阶 (Corders of predicate) 谓词 的 一 种 分 
25. 设 I 为 一 个 体 域 ,以 IT。 上 的 个 体 变 元 为 变 元 的 
TH 18] BY PA Te) SCR A AE — Br 1d 18] EX — BY p i]. E 1. A 
I, EB RIS iA i7) H NRS.NULI, EY eR a] AE 
元 . iH 18] 2E 76 A AP oY TRE TR] BK A — BT 38. 13] gx, — DT 9 
is] , B JL 7r PE BY LA XE. X Ha RR BA EA TRE ted A BRL Td. 

ER i) AY Br Corders of functions) 5, ^38 da] iJ 
Br". 

JO SC iB id 2 48 (generalized predicate calculus) 
亦 称 高 阶 逻 辑 . 谓词 逻辑 的 推广 . 指 量词 的 指导 变 元 
不 仅 可 以 是 个 体 变 元 ,而且 也 可 以 为 命题 变 元 .谓词 
变 元 或 函 词 变 元 的 谓词 逻辑 . 广义 谓词 逻辑 可 以 分 
成 不 同 的 层次 .通常 称 狭义 逻辑 为 一 阶 逻 辑 . 量词 的 
指导 变 元 可 以 为 一 阶 谓词 (和 荫 词 ) 的 谓词 逻辑 称 为 
二 阶 逻 辑 . 一 般 地 ,量词 的 指导 变 元 可 以 为 n 阶 谓词 
《入 阶 函 词 ) 的 谓词 逻辑 称 为 十 1 MER. 

高 阶 逻 辑 (higher order logic) ” 即 “ 广 义 谓 词 
XR. 

谓词 演算 的 构造 (construction of a predicate 
calculus) 谓词 演算 形式 系统 的 组 成 . 一 个 谓词 演 
算 , 即 谓词 逻辑 的 形式 系统 由 下 列 几 个 部 分 组 成 ， 

1. 组 成 部 分 : 

1) 原始 符号 .包括 命题 变 元 符号 .个 体 变 元 符 
号 .谓词 符号 、 函 词 符号 、 联 结 词 符号 .量词 符号 . 

2) 形成 规则 .包括 项 的 定义 和 公式 的 定义 . 

2. 推理 部 分 (又 称 变形 部 分 ): 

1) 公理 .不 同 的 谓词 演算 系统 有 不 同 的 公理 ， 
但 所 有 谓词 演算 系统 的 公理 均 为 谓词 逻辑 的 重 言 
Be 

2) 推理 规则 . BI JA 2s BB ES oh E 8 JA Bp de 
出 后 承 的 规则 . 其 中 包括 分 离 规则 ,全 称 量词 引入 规 
则 、 全 称 量词 消除 规则 、 存 在 量词 引 人 和 人 规则 、 存 在 量 
词 消除 规则 等 . 

谓词 演算 系统 的 完备 性 (completeness of a sys- 
谓词 演算 系统 的 特性 
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tem of predicate calculus) 
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之 一 . 指 谓词 演算 公式 或 公式 集 的 协调 性 与 可 满足 
性 等 价 的 特性 . 谓词 演算 形式 化 公理 系统 不 具有 十 
典 的 .语法 的 完备 性 (参见 “ 哥 德 尔 不 完备 性 定理 ”). 
但 是 它 具 有 语义 的 完备 性 ,这 种 完备 性 是 哥 德 尔 完 
备 性 定理 所 指出 的 (参见 “完全 性 定理 ”). 

谓词 演算 系统 的 协调 性 (consistency of a sys- 
tem of predicate calculus) ”谓词 演算 系统 的 特性 
之 一 . 指 谓词 演算 形式 化 公理 系统 均 具有 古典 的 、 语 
法 的 .语义 的 协调 性 ， 

自然 推理 系统 (axiomatic system of natural de- 
duction) 一 种 谓词 演算 公理 系统 . 它 是 由 法 国学 
者 亚 希 科 夫 斯 基 (Jaskowski) 于 1934 年 创建 的 . 该 
系统 的 特征 是 不 含 公理 ,只 有 形成 规则 和 变形 规则 ， 
从 这 些 变形 规则 ,不 用 公理 就 可 以 推演 出 一 阶 谓 词 
演算 的 全 部 重 言 式 . 由 于 这 些 变 形 规 则 是 日 常人 们 
思维 ,特别 是 数学 思维 规律 的 抽象 ,该 系统 被 称 之 为 
. 自然 推理 系统 . 自然 推理 系统 的 变形 规则 的 一 个 重 
要 特征 是 可 以 引入 假设 和 消去 假设 . 下面 是 一 种 自 
然 推 理 系统 的 变形 规则 (在 下 列 规则 中 ,a,B8,7Y 为 公 
式 , 卫 ,三 等 为 公式 集合 ): 

1. 前 件 规则 . 设 CET r 0 a, W I’ o. 

2. 假定 规则 . 设 a € DD I a. 

3. 4} ffi DU WE BA AL. oe B, A, at 
BM Or 8. 

4. 反 证 规则 .T, a 85D, 4a 7£, NU] 
IL 

5. Bii fF Pr]. Do — Y, RD. E Y, Wi 
Pay Br 7. 

6. SARA. DP (7 o, | Cr aV 8; D Ió a, 
HIE £V a. 

7. zi PF P I TE eS AMM. Ce oL, WW] D 
(Jr)alx). 

8. Bi PF PEE S| A RUM. Coat B, Hy ^ 
TE I',jza,.B 中 H 由 出 现 , 则 IEEE. 

9. 相等 性 的 自 反 规则 . ce. 

10. 等 式 代 和 人 规则 CF of Wu] Drm al. 

根 崔 谓词 演算 系统 (Gentzen system of predi- 
cate calculus) 上 古典 的 和 直觉 的 谓词 演算 系统 的 总 
称 . 根 崔 系统 是 根据 根 罕 (Gentzen,G. ) 提 出 的 根 败 
方法 建立 起 来 的 , 根 穿 方法 的 两 个 显著 特征 是 : 

1. 通常 的 公理 系统 是 尽量 使 用 较 少 的 规则 ,为 
此 而 不 惜 增加 公理 .但 根 穿 方法 与 之 相反 ,宁可 增加 
规则 而 减少 公理 . 在 两 种 根 罕 系统 中 ,公理 均 只 有 一 
条 ,但 规则 却 很 多 . 

2. 大 多 数 谓词 (或 命题 ) 演 算 系 统 都 使 用 分 离 规 
则 ,而 该 规则 的 特点 是 由 繁 到 简 , 即 由 公式 a 和 a 一 
B 得 到 公式 8,8 为 a>B 的 子 公 式 . 以 被 证 公式 6B 为 
子 公 式 的 公式 有 无 穷 多 个 ,所 以 g 是 否 可 证 不 能 行 
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地 判定 .但 是 在 根 穿 系 统 中 , 除 切 痕 规 则 外 ,其 他 规 
则 都 是 由 简 到 繁 , 即 前 提 公 式 是 后 承 ( 被 证 ) 公 式 的 
TAR. 根 岂 还 证 明了 在 他 的 系统 中 所 有 可 证 公式 
均 可 不 使 用 切 痕 规 则 来 证 明 ,因而 在 根 罕 系统 中 ,一 
个 公式 是 否 可 证 ,可 以 能 行 地 判定 . 根 宪 系统 的 这 些 
特点 使 得 它 在 计算 机 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 该 系 
统 是 根 崔 于 1934 年 建立 起 来 的 . 

海 丁 谓词 演算 公理 系统 (Heyting axiomatic 
system of predicate calculus) 谓词 演算 的 一 种 公 
理 系统 . 它 是 由 海 丁 (Heyting,A. ) F 1934 年 建立 
的 .该 系统 是 直觉 主义 逻辑 的 形式 化 , 它 反映 了 在 直 
觉 主义 框架 中 数学 思维 的 逻辑 规律 . 这 个 系统 实际 
上 是 在 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell,B. A. W. ) 
和 英国 逻辑 学 家 、 数 学 家 怀特 海 (Whitehead, A. 
N. ) 的 系统 基础 上 修改 而 成 . 在 海 丁 系统 中 ,排除 了 
罗素 和 怀特 海 系 统 中 所 有 表达 排 中 律 的 命题 以 及 以 
这 些 命题 为 基础 的 命题 .与 罗素 一 样 , 海 丁 在 定理 前 
加 上 一 个 断定 号 “一 ”与 罗素 不 同 的 是 , 海 丁 在 公理 
前 加 上 两 个 断定 号 “一 厂 ”. 海 丁 系 统 的 命题 演算 部 
分 的 公理 共有 十 一 条 : 

]. FE a2a Aa. 

I-- *aA62b5Aa. 
Er * aDb * Da AcDb Ac. 
E *aDb* A * bDc * Deade. 
F-F- * bD * ab. 
* aa V b. 
FF * aa V b. 
F-F- -aVbDbVa. 
ae fs ble a ble 

10..—l—* aD *a 0: 

LLIHl *aDb* N * aD" 16 * 2-14. 

在 上 述 公 理 中 , 海 丁 引用 了 一 个 新 的 否定 词 符 
号 “一 ”以 区 别 于 在 他 以 前 通常 使 用 的 否定 词 符号 
“一 ”他 之 所 以 这 样 做 ,是 因为 直 党 主义 的 否定 与 通 
常 的 否定 意义 有 很 大 不 同 . 例如 ,在 罗素 和 怀特 海 的 
系统 中 ,命题 : 

l. *@lD~—a. 

2. * ~~ala. 

均 为 定理 .但 在 海 丁 的 系统 中 ,命题 1 是 定理 ， 
命题 2 不 再 是 定理 . 

为 了 建立 谓词 演算 , 海 丁 引进 全 称 量词 (以 符号 
“(zx)” 表示 ) 和 存在 量词 (以 符号 “(Kx)” 表示 ) ,并且 
添 了 两 条 公理 : 

lar ay). 

2.— aly) * Dee Chaat); 

海 丁 认为 ,借助 于 命题 演算 和 谓词 演算 能 重建 
整个 算术 . 然而 ,他 又 认为 ,只 有 将 这 些 命题 和 运算 
的 内 容 的 实际 意义 记 在 心头 ,这 种 重建 才 真正 可 能 . 
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公理 集合 论 


公理 集合 论 (axiomatic set theory) 数理 逻辑 
的 一 个 分 支 . 它 用 公理 化 方法 研究 集合 的 形式 理论 . 
德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P.) F 19 世纪 
末期 创立 的 超 穷 集 合理 论 , 将 无 限 对 象 作为 实体 引 
入 到 数学 研究 的 领域 . 然而 由 于 他 所 从 事 的 关于 无 
穷 集合 及 其 性 质 的 研究 从 根本 上 背离 了 数学 的 传统 
思想 ,从 而 引起 了 激烈 的 争论 . 另 一 方面 ,从 集合 论 
内 部 引发 的 种 种 悖 论 也 困扰 着 康 托 尔 及 其 支持 者 
们 . 最 初 发 现 的 集合 论 悖 论 是 关于 “最 大 基数 ”和 “最 
大 序数 ”的 矛盾 结果 . 康 托 尔 本 人 于 1898 年 发 现 了 
第 一 个 集合 论 悖 论 ,但 他 没有 发 表 . 两 年 后 ,意大利 
学 者 布 拉 利 ， 福 尔 蒂 (Burali-Forti,C. ) 重 新 发 现 了 
同一 悖 论 ,并 公 之 于 世 . 当时 康 托 尔 以 及 他 的 一 些 支 
持 者 们 并 不 认为 集合 论 悖 论 是 集合 自身 的 本 质 缺 陷 
引起 的 ,而 认为 是 某 些 表述 不 够 严格 或 某 些 证 明 有 
朴 忽 的 结果 ,只 要 将 集合 论 理 论 充 分 形式 化 ,这 些 予 
盾 就 会 自然 消失 . 然而 ,1902 年 ,英国 数理 逻辑 学 家 
罗素 (Russell ,B. A. W.A AKRA ie EE 16 0 EC 
针对 集合 的 最 基本 概念 (参见 “罗素 悖 论 ”), 它 表明 
出 现 集合 论 悖 论 的 原因 不 在 于 表达 的 方式 ,而 在 于 
合 论 内 部 的 本 质 缺 陷 . 为 了 排除 集合 论 悖 论 , 建 立 
起 可 靠 的 超 穷 集合 理论 ,人 们 试图 从 多 种 途径 改造 
康 托 尔 的 集合 论 . 罗素 认为 ,应 该 对 定义 集合 的 谓词 
进行 限制 ,禁止 使 用 诸如 “一 切 集合 的 集合 ”、“ 一 切 
序数 所 组 成 的 良 序 集 的 序数 ?等 所 谓 的 非 直 谓 谓词 
定义 集合 ,这 一 思想 后 来 被 发 展 成 他 的 类 型 论 . 1908 
年 ,德国 数学 家 策 梅 洛 (Zermelo,E.F.F. ) 利 用 公理 
化 方法 改造 康 托 尔 的 集合 论 ,建立 了 第 一 个 公理 化 
的 集合 论 系 统 . 与 罗素 的 类 型 论 相 比 , 策 梅 洛 的 系统 
更 为 数学 家 们 乐意 接受 . 数学 中 的 公理 化 方法 开始 
于 欧 几 里 得 (Euclid) 的 《几何 原本 》. 19 世纪 末 ,德国 
数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 利 用 公理 化 方法 成 功 
地 证 明了 欧 氏 几何 相对 于 实数 系统 的 相 容 性 . 策 梅 
洛 希 望 能 用 公理 化 方法 建立 一 个 既 能 保留 集合 论 基 
本 内 容 ,又 能 排除 任何 可 能 的 悖 论 的 集合 论 形式 系 
统 . 
一 个 公理 化 的 集合 论 系 统 ,由 用 于 描述 这 一 系 
统 的 语言 .与 集合 论 相 配套 的 逻辑 体系 以 及 刻画 集 
合 论 基 本 假设 的 公理 等 三 部 分 组 成 . 集合 论语 言 包 
括 若 干 个 变 元 ,谓词 符号 (其 中 包括 表示 “属于 ”关系 
的 二 元 常 谓 词 符号 E)、 命 题 联结 词 . 量 词 以 及 一 些 
推理 符号 . 与 集合 论 相 配套 的 逻辑 体系 通常 采用 带 
等 词 的 一 阶 谓词 演算 系统 ,也 有 用 多 值 逻 辑 作 配 套 
逻辑 的 ,如 近年 来 出 现 的 中 介 公 理 集合 论 系统 . 至 于 
作为 基本 假设 的 公理 , 则 因 系 统 不 同 而 异 . 素 朴 集合 
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论 的 直接 形式 化 以 一 阶 逻 辑 为 配套 逻辑 ,一 阶 语言 
为 形式 语言 ,以 如 下 的 两 条 公理 为 公理 , 即 : 

外 延 公 理 : 

MVaVyCV sic Erer Ey) === y); 

概括 公理 :对 任何 公式 gar), 

3yVz(z € y e9(x)). 
但 是 这 一 系统 并 不 协调 , 即 存在 罗素 悖 论 : 若 取 p(x) 
AcE x, HRI BA. A a, BBV (cteacr€ 
x). 特别 地 ,由 逻辑 的 全 称 量词 消去 律 (V 一 ) 知 ,有 a 
Ca-«aG a. FH. 

策 梅 洛 认 为 引起 了 矛盾 的 根源 在 于 滥用 概括 原 
则 ,可 能 构造 出 “很 大 ”的 集 , 必 须 对 概括 原则 进行 限 
制 ,以 防止 太 大 的 集 作 为 个 体 而 成 为 系统 的 研究 对 
象 . 他 引入 6 条 集合 论 公 理 ( 或 公理 模式 ) 以 代替 概 
括 原则 : 

1. 无 序 对 公理 : 
VxV ydzVu(u€zeou-rNVu-y). 
. 子 集 公 理 : 对 任何 公式 g), 
VadóNVx(x€berCahg(r). 
FRAR: 
VadóVx(irC€bexrCa). 
.并 集 公理 : 
VadbéVx(x€beiy(x€yA»y€a)). 
252: Ee 
Jaiys(rea-*rülicrpyca AQ Ca). 
.选择 公理 : 
VF(FAS AVYrVYy (rEF NyEFNA 
xrEy>r[) y= Ø )—>]cNYr(rEEFNA 
Oe 
其 中 I(c[1z) 表 示 c 站 xz ERAR. 以 上 6 条 公理 与 
外 延性 公理 构成 的 集合 论 系 统称 为 Z 系统 ,这 些 公 
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理 保 证 了 数学 中 常用 的 集合 运算 的 封闭 性 . 由 这 些 


公理 出 发 ,不 仅 可 以 导出 传统 集合 论 的 大 多 数 基本 
结果 ,而 且 可 以 使 已 经 发 现 的 集合 论 悖 论 都 不 会 出 
现 . 然而 ,Z 系统 并 不 足以 推出 传统 集合 论 中 的 所 有 
基本 结果 . 例如 ,在 Z 系统 中 不 能 保证 集合 {N， 
P(N),P(PCN)),…}) 的 存在 性 ,其 中 入 是 自然 数 
集合 P ERREZA. 1932241923 年 ,德国 学 者 弗 伦 
克 尔 (Fraenkel, A. A.) 5 S8 gk X ^E A Hr e Bj 
(Skolem, A. T. ) 独 立地 提出 下 列 替换 公理 : 
VuVvNVw((u,v) A glu, ,w)>v=w)—>Y 
zjyVv(v€ ye> (du€2)29(u,v)). 
该 公理 模式 的 功能 很 强 , 它 可 以 由 旧 集 合 造 出 许多 
新 的 集合 . 为 了 消除 “自身 属于 自身 ”这 类 病态 集合 ， 
斯 科 朗 于 1923 EFAS + HS (von Neumann ,J. ) 
T 1925 年 引入 下 列 正则 公理 
drop (zr) jr (Pr) AVyWe2z>71 @®))). 
HIES EERS TRSH RESAH, 
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并 集 公 理 、 无 穷 公理 .选择 公理 .替换 公理 及 正则 公 
理 组 成 的 公理 集合 论 系统 就 是 现在 最 为 通用 的 
ZFC 系统 ,2 RRR RRS SE w 
尔 ,C 代表 选择 公理 . 不 包括 选择 公理 的 系统 称 为 
ZF 系统 . | 

如 前 所 述 GEC SANA KH’ ROCA 
A. 策 梅 洛 通 过 对 概括 原则 的 限制 ,回避 了 这 些 被 称 
为 “ 真 类 ”的 对 象 , 只 讨论 一 些 “ 较 小 的 ”集合 ,成 功 地 
FARR TFG. 然而 , 冯 ， 诺 伊 曼 认为 ,集合 论 悖 论 的 
出 现 不 在 于 处 理 真 类 ,而 在 于 把 真 类 作为 某 些 集合 
或 其 他 类 的 元 素 . 此 后 的 1937 年 ,德国 学 者 贝尔 奈 
斯 (Bernays,P. ) 遵 循 这 一 思想 ,用 “类 ”作为 基本 概 
念 ,发 展 了 公理 集合 论 系 统 , 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 
尔 (G6del,K. ) 对 之 加 以 改进 ,形成 了 一 个 有 5 组 18 
条 公理 的 NBG 系统 或 GB 公理 集合 论 系统 . BEDI 
两 种 最 重要 的 集合 论 公 理 系 统 之 外 ,还 有 一 些 别 的 
公理 系统 (例如 QM 公理 系统 等 ), 但 它们 远 没有 得 
到 发 展 与 应 用 . A 1908 年 策 梅 洛 建立 第 一 个 公理 集 
合 论 系统 至 今 ,公理 集合 论 得 到 了 长 足 的 发 展 , 形 成 
了 许多 重要 的 分 文 . 集合 论 为 数学 莫 基 的 任务 早已 
完成 ,但 是 , 它 自 身 的 种 种 问题 却 仍然 未 能 获得 最 终 
解决 .这 将 促使 人 们 继续 不 停顿 地 进行 艰难 的 践 涉 . 

ZF 公理 集合 论 系 统 (ZF system of axiomatic 
set theory)” 见 “公理 集合 论 ”. 

GB 公理 集合 论 系 统 (GB system of axiomatic 
set theory) 一 种 重要 的 公理 集合 论 形式 系统 . R 
合 论 悖 论 与 处 理 “ 太 大 的 ”集合 有 关 ,ZF 系统 回避 这 
些 被 称 为 “ 真 类 ”的 对 象 , 只 讨论 一 些 “ 较 小 的 ”集合 ， 
成 功 地 避免 了 罗素 悖 论 . 然而 , 美 籍 匈牙利 数学 家 
冯 。 诺 伊 曼 (von Neumann,J. ) 认 为 ,集合 论 悖 论 的 
出 现 不 在 于 处 理 真 类 , 而 在 于 把 真 类 作为 某 些 集合 
或 类 的 元 素 并 用 “ 孔 词 "作为 基本 概念 来 表达 这 个 思 
4B. 德国 学 者 贝尔 奈 斯 (Bernays,P. ) 于 1937 年 以 后 
遵循 这 一 思想 ,用 “类 ”作为 基本 概念 ,发 展 了 公理 集 
合 论 系统 . 美 籍 奥 地 利 数学 家 哥 德 尔 (Godel,K. ) 于 
1939 年 对 之 进行 改进 ,1940 年 又 利用 这 一 系统 证 明 
了 选择 公理 和 连续 统 假设 的 相对 相 容 性 . 这 一 重要 
的 公理 集合 论 系统 从 此 被 称 为 NBG(Neumann 
Bernays Gödel) 系统 或 GB (Gödel Bernays) 系统 . 
GB 系统 比 ZF 系统 多 一 个 “类 ”的 概念 ,其 公理 分 5 
组 共 18 条 ,它们 分 别 是 :4 组 4 条 ,是 一 些 刻 画 基本 
概念 的 公理 ;B 组 8 条 ,是 关于 类 的 存在 性 的 公理 ; 
C 组 4 条 ,是 关于 集合 存在 的 公理 ;D 组 1 条 ,是 关 
于 类 的 正则 公理 ;EF 组 1 条 ,是 整体 选择 公理 . 由 这 
些 公 理 ,可 在 GB 系统 证 明 一 条 元 定理 :凡是 GB A 
统 的 直 谓 公式 , 均 可 构造 一 个 相应 的 类 . 即 德国 数学 
家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 的 概括 原则 可 得 以 保 
留 . 
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GB 系统 与 ZF 系统 都 是 最 重要 的 公理 集合 论 
系统 ,两 个 系统 都 是 为 避免 罗素 悖 论 . 同 时 又 保留 康 
托 尔 集合 论 中 的 有 益 成 果 而 构造 的 ,所 以 大 部 分 公 
理 都 相同 或 相似 . 但 对 于 概括 原则 的 修改 ,两 系统 采 
取 了 不 同 的 方案 . ZF 系统 确认 在 一 个 已 有 的 集合 
内 ,可 以 用 一 个 谓词 造 一 个 集 , 即 对 任何 合式 公式 
9G) "Bi VadbVx(ir€bxC€ahNgG20,GB 系统 不 
需 有 先 验 的 类 ,直接 由 ( 直 谓 ) 公 式 造 类 ,其 精神 更 接 
近 康 托 尔 概括 原则 .但 ZF 系统 的 对 象 仅 只 “集合 ” 
一 种 ,它们 当然 都 是 系统 内 的 个 体 ;而 GB 系统 的 对 
象 除 了 “集合 ”之 外 ,还 有 “ 真 类 ”, 它 们 实际 上 不 是 
GB 系统 的 个 体 , 这 在 一 定 程度 上 带 来 了 不 便 . 从 系 
统 特征 上 说 ,GB 系统 是 ZF 系统 的 扩张 ,具体 地 说 ， 
凡是 ZF 系统 的 合成 公式 均 是 GB 系统 的 合成 公式 ， 
几 是 ZF 系统 的 定理 均 是 GB 系统 的 定理 ;GB 系统 
是 ZF 系统 的 保守 扩张 , 即 对 ZF 系统 的 合式 公式 


A.ZF- A, ZB AX 24 GB 让 A. 也 就 是 说 ,ZF 系统 


中 非 形 式 定理 的 合式 公式 并 未 被 GB 系统 扩张 为 形 
式 定 理 ;两 个 系统 相对 相 容 , 即 con CZF) con CGB). 
GB 系统 与 ZF 系统 关系 最 为 密切 ,这 不 仅 在 于 两 者 
的 公理 有 许多 相同 或 相仿 之 处 ,而 且 两 者 的 处 理 对 
象 大 体 有 如 下 的 对 应 关系 :GB 系统 的 集 相 应 于 ZF 
系统 的 集 ,GB 系统 的 类 相应 于 ZF 系统 的 谓词 . 另 
外 ,一 般 地 ,GB 系统 是 有 穷 公 理化 系统 ,使 用 起 来 
方便 一 些 . 但 事实 上 ,这 个 优点 不 是 本 质 的 ,因为 若 
建 基 于 二 阶 谓词 演算 , 则 ZF 系统 也 可 有 穷 公 理化 . 
相反 地 ,GB 系统 须 处 理 两 种 变 元 (类 变 元 和 集 变 
元 ) 而 不 甚 方便 . 更 何况 “X 是 集合 ”定义 为 3Y(XE 
Y) ,显得 很 不 自然 ,这 些 都 远 不 及 ZF 系统 . 现在 ,大 
部 分 数学 家 更 习惯 于 使 用 ZF 系统 . 

GB 系统 的 类 (class of GB system) GB 系统 
的 研究 对 象 . 类 是 GB 系统 的 基本 概念 ,在 其 形式 系 
统 中 不 加 定义 ,而 由 一 些 公 理 刻画 它 的 性 质 . 直观 地 
说 ,GB 系统 所 有 研究 对 象 ( 个 体 ) 都 是 类 ,或 者 说 ， 
GB 系统 只 研究 称 为 “类 ”的 对 象 . 类 又 分 两 种 :集合 
与 真 类 . 集合 是 可 以 成 为 其 他 类 的 元 素 的 类 , 亦 即 ， 
若 37Y(CXEY), 则 称 X AR iu mX). R204 
X 不 可 以 成 为 任何 类 的 元 素 , 即 站 了 Y(XEY) ,或 说 
VYCX € YO, LER X 是 真 类 , 记 为 Pr CXO. 比如 ,在 
GB 系统 ,全 集 了 ,所 有 序数 的 类 On ,所 有 基数 的 类 
Cn 等 都 是 真 类 . 若 X 是 真 类 , 则 XEY 不 是 GB 系 
统 的 合式 公式 , 即 无 法 谈论 XEY HAR. 这 一 规定 
有 失 自 然 ,比如 ,一 般 认 为 无 论 X 是 何 物 , 单 点 集 
{X}) 总 是 可 以 接受 的 , 即 了 XE{X) 总 认为 是 真 的 ,但 
GB 系统 却 不 承认 这 一 点 . 尽管 如 此 ,GB 系统 引入 
真 类 ,还 是 有 其 方便 之 处 ,主要 是 可 以 使 用 类 量词 V 
X,43X 等 ,而 在 ZF 系统 中 要 表达 同样 的 意义 , 须 使 
用 二 阶 谓词 Ye, 了 jp 等 ,显得 麻烦 一 些 . GB 系统 的 类 


变 元 用 大 写字 母 A,B,C, X,Y, Ze FRM BEE 
元 则 用 小 写字 母 as,o,cy,z,y,z,… 等 表示 . 
A Æ (proper class)” 见 “GB 系统 的 类 ”. 
GB 系统 公理 (the axioms of GB system) GB 
系统 所 包含 的 公理 .共有 5 组 ,它们 是 : 
4 组 : 
1. 所 有 的 集合 都 是 类 ;CLS (xz). 
2. 类 的 元 素 丝 为 集合 :XEY>m(X). 
3. 外 延性 公理 . 两 个 类 的 所 有 元 素 都 一 样 ,这 两 
个 类 就 相等 :Vu(u€E Xou€ Y) X-—Y. 
4. 对 偶 集 公理 . 任 给 两 集合 ,可 以 构造 一 个 以 它 
们 为 元 素 的 集合 , 称 为 “对偶 集 ”: 
VzxVydzVu(uC€zeu-rVMu-y). 
B £8 : | 
1. 存在 一 个 类 , 它 的 元 素 中 的 二 元 有 序 对 恰好 
EBETA: JAVTYy ry EASE y). 
2. 任何 两 个 类 的 交 仍 是 类 : 
VAVBdCVu(uC C5^uC AAu€C B). 
3. 任何 一 个 类 的 补 仍 是 一 个 类 : 
VA3BVu(u€ Be (€ A»). 
4. 任何 一 个 类 的 二 元 有 序 对 元 素 中 的 第 一 元 仍 
构成 一 个 类 ,或 者 说 ,关系 的 定义 域 仍 是 类 s 
| VAdBNVr(rC€ Be dy. y?) € AD). 
5. 4 是 一 类 , 则 AXV the: 
V43BVzVyCzyyEBe>ZzE4)， 
其 中 的 B 即 是 AXV. 
6. 类 关系 的 道 关 系 仍 为 一 类 : 
VA3BVzN yC(rx, we Be ly, x EA). 
7. 类 的 三 元 关系 的 轮转 仍 是 类 : 
YAIBYzXVyVz((r,y,2)E Bes Gy,z,x) € A). 
8. 类 的 三 元 关系 的 换 逆 序 仍 是 类 : 
VA3BVxVyVz(G y,2?)€ Bex (ir,z,y)€ A). 
由 7 和 8 两 种 类 的 三 元 关系 中 的 三 个 元 素 调 换 
为 任意 次 序 后 ,仍然 构成 一 个 类 . 例如 ,用 以 下 示意 
的 记 法 给 出 三 个 元 素 的 所 有 6 BRUT a,b,c) > 
(cab Sc ba Sac,b) > (bac) > (c.a). 
C 组 (集合 存在 性 公理 ): 
1. 无 穷 公 理 . 存在 一 个 无 穷 集合 : 
jJa(azÉ Ø AYr(rEa>jIy(yEaArCy))), 
其 中 性 是 真 包 含 关系 , 即 包 含 于 且 不 等 于 . 
2. 联 集 公理 . 集合 的 元 素 的 元 汇聚 起 来 , 仍 是 一 
^f AIVxdyVuVv(iuCvAv€ r—uC y), KEKE 
VxdyVu(dv(iu€vAvC€ax)—u€ y). 
3. RE SE AX PH. 集合 的 子 集 仍 汇聚 为 集合 : 
VxdyVu(uC r-u€ y). 
4. FRA. 对 于 任何 集合 x 和 任意 “ 单 值 二 
元 关系 ”的 类 A AERA y, 使 得 y 中 元 素 是 x 
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中 元 素 经 二 元 关系 类 A 替换 而 得 :YA(VYaj !16(《a， 
b)€ A)-MVxdyVu(u€ yedJjv(v€ x A (v,u»€ 
A))). 和 ZF 系统 不 同 , 这 里 的 蔡 换 公理 仅 有 一 条 公 
H, mH ZF 系统 中 ,替换 公理 是 一 个 模式 ,为 无 穷 
多 条 公理 . 

D 组 (关于 类 的 正则 公理 )， 

任何 非 空 类 都 是 正则 的 , 即 至 少 与 自身 的 某 个 
TERA VX(XFAD>AyGEXAyNX=D)). 

E ARRERA), 

存在 一 个 “整体 选择 类 ”4, 它 从 每 个 非 空 集合 
中 挑选 出 惟一 的 一 个 元 素来 : 

jJA(CVad!6CG 50) € A) 

AVxGZ Og dy(yYErA (zr,y)€E A))). 

直 谓 公式 (predicative formula) 一 类 合式 公 
A. GB 系统 的 合式 公式 中 不 出 现 约束 类 变 元 ( 即 
VA,3X 这 类 量词 ), 则 称 该 公式 为 直 谓 公式 .GB 系 
统 的 概括 定理 仅 对 直 谓 公式 成 立 . 

GB 系统 概括 原则 (comprehension principle of 
GB system) GB 系统 的 一 个 元 定理 :对 于 GB 系统 
的 任 一 直 谓 公式 PCZ1 TERE OED GED CORE Yn) AF 
在 一 个 类 4( 它 当然 依赖 于 Yi,Y:,，…,Y,) 使 得 

WV DV eV ss E E 

€ Ae or 22, Ta YY Vm) )> 
其 中 小 写字 母 是 集合 变 元 ,大写 字母 是 类 变 元 . KE 
理 保留 了 康 托 尔 集合 论 中 概括 原则 的 主要 精神 :一 
个 谓词 决定 一 个 类 . 但 有 两 处 修改 ,一 是 谓词 必须 由 
直 谓 公式 表示 ;二 是 构成 的 类 不 一 定 是 集合 , 即 不 一 
定 能 出 现在 €E 号 之 前 . 正 是 作 了 这 样 的 修改 , 才 得 以 
避免 罗素 悖 论 的 出 现 . 

if (Wang, H. ) 指 出 , 告 去 掉 对 合式 公式 的 
“HR RR, RFA airt x2 IB 
束 真 类 变 元 , 则 命题 模式 

A AY xus Wo I CERE X 
€ AP GCL, 2, 5 Z,)) 
不 可 化 归 为 有 限 条 公理 ,而 且 , 该 命题 与 GB 系统 是 
相对 相 容 的 

QM 公理 系统 (QM-axiomatic system) 一 种 
重要 的 公理 集合 论 形式 系统 . 是 对 GB 系统 略 加 修 
改 得 到 的 一 个 系统 :对 GB 系统 ,保留 其 A,C,D,E4 
组 公理 ,而 将 B 组 公理 换 为 以 下 的 公理 模式 : 

B' :对 任 一 合式 公式 PCZ1y Za 和 YY) 
了 
Ln) © Ae QC To TY Ys," ,Yn)) 是 公理 . 

这 样 组 成 的 系统 即 为 奎 因 一 英 尔 斯 系统 , 简称 
QM 系统 . 因为 由 B' 可 推出 GB 系统 的 B 组 公理 ， 
所 以 QM 系统 是 GB 系统 的 扩张 ;又 由 于 B' 不 可 化 
IH AUS BR RAE CE ÉD MUDA QM 系统 的 定理 
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是 GB 系统 所 证 不 出 的 ,这 样 ,QM 系统 是 GB 系统 
的 非 保守 扩张 . 

公理 模式 B EHAA EN Quine, W. V. 
O. ) 于 1940 年 给 出 的 ,但 把 它 与 GB 系统 相 结 合 形 
成 新 的 公理 系统 来 研究 却 是 源 于 莫 尔 斯 (Morse,A. 
P. ) 于 1965 年 的 专著 . 这 一 系统 一 般 并 不 引 人 注 
H. 

# &itiBE (language of set theory) 一 种 形 
式 语言 . 即 用 于 描述 公理 集合 论 理论 体系 的 形式 语 
言 .通常 所 说 的 集合 论语 言 是 由 可 列 个 自由 变 元 、 可 
列 个 约束 变 元 、 二 元 谓词 符号 E BAFA, V, 
A .—.9.N.d.— RB DAS CO. ,构成 的 一 阶 
语言 .其 中 谓词 符号 6 描述 集合 的 属于 关系 ,逻辑 符 
号 分 别 为 否定 词 、 析 取 词 、 合 取 词 .蕴涵 词 、 双 问 蕴 涵 
词 .全 称 量 词 .存在 量词 及 等 词 .集合 论语 言 中 的 合 
式 公 式 由 下 列 规则 生成 : 

d X a,b 是 自 由 变 元 , 则 a€b,a=b 为 合式 公 
式 , 称 之 为 原子 公式 . 

2. 若 20 为 合式 公式 , 则 站 UPV p pAg PP 一 
dog) 为 合式 公式 . 

3. 藻 9 为 合式 公式 ,xz 为 约束 变 元 , 则 Vzp(Cz) 及 
了 xzp(z) 为 合式 公式 .其 中 YCz) 为 将 合式 公式 o PH 
个 自由 变 元 a 的 出 现 蔡 换 为 约束 变 元 x 所 得 . 

4. 当 且 仅 当 由 规则 1,2,3 生成 的 公式 为 集合 论 
语言 中 的 合式 公式 , 通常 称 不 含 自由 变 元 的 公式 为 
语句 . 

集合 (set) 合 论 研究 的 基本 对 和 象 . 指 公 理 集 
合 论 系统 中 的 个 体 . 在 公理 集合 论 系统 中 ,集合 被 作 
为 原始 概念 引入 ,其 性 质 由 系统 的 公理 所 界定 . 因此 
在 不 同 的 公理 集合 论 系 统 中 ,集合 的 性 质 及 相互 之 
间 的 关系 也 不 同 . 如 在 ZFC 公理 系统 中 ,集合 具有 
下 列 最 基本 的 性 质 : 

1. 外 延性 . 任何 两 个 具有 相同 元 素 的 集合 相等 . 

2. 遗传 性 . 集合 的 任何 元 素 仍 是 集合 . 

3. 正则 性 . 任何 一 个 集合 不 属于 它 本 身 . 

在 含 原 子 的 公理 集合 论 系统 中 的 集合 不 满足 遗 
RE ,在 不 含 正则 公理 的 公理 集合 论 系 统 中 ,集合 通 
常 不 具有 正则 性 . 在 素 朴 集合 论 中 ,集合 用 概括 原则 
定义 , 即 为 {x1p《zx)} 的 形式 ,p(x) 表 示 关 于 x WHE 
个 性 质 . 集合 a 二 {x1p(zr)) 意 指 Yr(rEap(r)). 

X (class) 公理 集合 论 的 基本 概念 之 一 . 指 满 
足 某 种 特定 性 质 的 个 体 构 成 的 整体 . 设 p(x) 为 一 个 

合 论 公式 ,使 YIz) 成 立 的 所 有 个 体 组 成 一 个 类 ， 
记 为 {zip(z)}). 类 不 是 ZFC 公理 系统 中 的 形式 概 
念 ,但 为 方便 起 见 ,大 多 数 介 绍 ZFC 公理 系统 的 文 
献 均 引 入 类 的 概念 . 由 于 类 完全 由 定义 它 的 公式 所 
决定 ,所 以 通常 把 类 与 定义 它 的 公式 等 同 看 待 . 从 历 
史上 说 ,德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 4 
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初 对 集合 的 定义 就 相当 于 现代 公理 集合 论 中 类 的 概 
念 ,由 于 康 托 尔 集合 论 中 出 现 了 悖 论 ,因此 有 些 数 学 
家 把 类 看 成 为 一 种 不 祥 之 物 , 尽 可 能 避 而 不 用 . 德国 
数学 家 策 梅 洛 (Zermelo,E.F.F. ) 于 1908 年 构造 其 
公理 集合 论 系统 时 ,完全 避免 了 类 的 出 现 ;德国 学 者 
弗 伦 克 尔 (Eraenkel A. A. ) 与 美 籍 匈牙利 数学 家 汉 
* VB S (von Newmann,J. ) 在 构造 自己 的 公理 化 

合 论 系统 时 , 是 利用 函数 代替 类 的 概念 . 第 一 个 将 
类 作为 形式 概念 的 集合 论 系统 由 德国 学 者 贝尔 奈 斯 
(Bernays,P. ) 于 1937 年 给 出 ,后 来 美 籍 奥 地 利 数学 
家 哥 德 尔 (G6del,K. ) 对 这 一 系统 作 了 改进 ,形成 
GB 系统 . 把 类 看 成 公式 的 一 种 简写 方法 的 是 美国 
数学 家 奎 因 (Quine,W.V.O. ) 于 1963 年 正式 提出 
的 . 这 种 处 理 方 法 有 很 多 优点 ,因为 类 除了 不 能 作为 
集合 的 元 素 外 ,其 他 性 质 基 本 等 同 于 集合 ,因此 在 许 
多 场合 把 类 与 集合 一 同 处 理 , 从 而 简化 了 许多 性 质 
的 叙述 . 对 于 那些 不 喜欢 “类 ”的 人 ,只 要 把 所 有 类 的 
出 现 替换 成 相应 的 公式 即 可 . 

使 用 类 的 公理 集合 论 系 统 ,通常 需要 对 集合 论 
语言 加 以 扩充 . 扩充 的 集合 论语 言 是 在 普通 集合 论 
语言 中 增加 类 变 元 ,合式 公式 包含 形 为 4a€ (x | 
PT)}, {rip(rz)}Ea, irlo) E {riy(z)} 及 其 复 
合 形式 ,这 里 a€ rie NX Ga) (rie) €a 
表示 jyC(yEaA(Vz)(zE yo Glz))s (x | G(x) GE ix 
Id GO FM Ay) we ixl 2) ACV2Z2(z€ y e 
9G. 因此 ， 一 个 类 属于 一 个 集合 ?或 “ 另 一 个 类 
必然 含有 这 个 类 ”表示 一 个 集合 . 通常 把 不 是 集合 的 
K ARX, W V= {r:r=r}),On= {ala 为 序数 } 
等 均 为 真 类 . 类 的 相等 关系 、 子 集 关 系 及 并 、 交 、 补 的 
定义 与 集合 基本 相同 ,其 运算 性 质 也 与 集合 类 似 , 但 
通常 不 考虑 类 的 帘 集 运算 . 

无 序 对 (unordered pair) 亦 称 二 元 集 . 公理 集 
合 论 术语 . 指 由 两 个 元 素 构成 的 集合 . 通常 记 为 (a， 
b},a,b HENK. Æ a=b, Mj (a b) REE — AI 
素 , 称 其 为 单 点 集 , 记 为 {z}. 由 无 序 对 公理 ,任何 两 
个 集合 均 可 构成 一 个 二 元 集 . 在 无 序 对 中 ,两 个 元 素 
无 先后 次 序 , 即 {a,5}) 二 46,a), 这 正 是 无 序 对 一 名 的 
由 来 . 

F A (singleton) M“ EFX”. 

有 序 对 (ordered pair) 一 种 二 元 集 . 指 由 两 个 
元 素 构成 的 具有 先后 次 序 的 集合 . 对 任意 集合 a,b, 
sg X, (a, 0) — ( {a} , {a,b} j , 由 无 序 对 公理 知 ， (a,b) 
为 集合 , 称 之 为 a,b 的 有 序 对 . 根据 外 延 公理 , a,b) 
= (cd), BA a—c H b=d, AKE aA~b,M 

(a,b) Æ lba}. 

AFIRE UN n FRSA n TCA 
组 . 设 asas san (Z2 CR JE E n SRA BA 
Xn MAJTA la azs ,a,) 如 下 : 


l. (asaz) ={ {ai} s {asap}. 

2. (ai saz san) = (Ai ap, °° 
一 元 组 (4) 定 义 为 a. lasas" Qn) = (bi bg t, , 
当 且 仪 当 a=b sa: =b," s an= bn 实际 上 , 几 具 有 
此 性 质 的 由 41,as，…,a, 定义 的 集合 都 可 作为 元 
有 序 组 的 定义 . 比如 “序列 ”中 的 有 限 序 列 . 

空 集 (empty set) 一 种 特殊 集合 .不 含 任何 元 
素 的 集合 称 为 空 集 . ZFC 公理 集合 论 中 的 空 集 公 理 
保证 了 空 集 的 存在 性 . 空 集 通常 记 为 作 或 0, 因此 

r= ODeVy(yE x). 

集合 的 并 (union of sets) 集合 的 基本 运算 之 
一 .集合 r 的 并 , 指 x 中 所 有 元 素 的 元 素 构 成 的 集 
合 , 记 为 Uz. 故 Uz={t13y€ExQEy)). 如 U {40}， 
{1}}={0,1}. Æ ZFC 公理 系统 中 ,并 集 的 存在 性 由 
并 集 公 理 所 保 证 , 即 任何 集合 的 并 集 均 为 集合 . 二 元 
集合 {a,5} 的 并 集 记 为 aU6, 因 此 

aUb—ixi|x€aVz€C€b). 

f£ & HJ 35 (intersection of sets) 集合 的 基本 
运算 之 一 .集合 z 的 交 , 指 由 xz 中 所 有 元 素 的 共同 
元 素 构 成 的 集合 , 记 为 们 x. 故 站 z= 二 {tIVYy€EX(E 
y)). 如 门 {{0,1,},{1,2)) 二 41),[10 二 V,V 为 集合 
论 全 域 . 在 ZFC 公理 系统 中 ,由 子 集 公理 知 ,任何 非 
空 集合 的 交 均 为 集合 . 二 元 集合 (a,5) 的 交 记 为 aN 
b, AH aNb=irlrEaArEb}. 

Power set) 集合 的 基本 运算 之 一 .由 集 
合 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 . 对 任何 集合 a,a NRE 
P(a) 王 (zzSa) 在 ZFC 公理 系统 中 ,和 帘 集 公理 保 
HEM RAW RARE. PCa 05) — (2, 
l(a}, lb} la bD- PCO RARR AR. 

AEH (power operation) “Re”. 

F (subset) 合 论 的 基本 概念 之 一 . ER 
映 了 集合 与 集合 之 间 的 包含 关系 . 设 a,b HERR 
合 , 若 YTCTEa 一 TE€5), 则 称 a 为 6 的 子 集 , 记 为 a 
Ch ERF ab, Mi ach, Ra Rb 的 真子 集 .有 
Jo BIURECUE OC. 由 子 集 公理 ,对 集合 a 及 任何 公 
X Plr), FEES b, fBVrirCchóborCahAde), 
即 任何 集合 a 中 满足 某 种 特定 性 质 的 元 素 全 体 均 构 
成 a 的 一 个 子 集 . 

真子 集 (proper subset) 见 “ 子 集 ” 

#4 -FJL3EfR(Cartesian product) 集合 的 基本 
运算 之 一 . 设 a,b 为 任意 两 个 集合 , 称 {x| (jy€a) 
(3zEpb)z 一 (yz)} 为 & 与 2 的 笛 卡 儿 乘积 , 记 为 a 
Xb. 由 外 延 公 理 、 无 序 对 公理 .并 集 公 理 . 子 集 公 理 
BARR HEA FE AT SAY AB LR AR 
合 且 是 惟一 的 . 笛 卡 儿 乘 积 可 以 推广 到 任意 有 限 个 
集合 的 情形 . 对 任意 个 Gus VO di ds 
X Xa, (Gaz et tn) |z Ea, Ave Az, Ea,}, 


sn—l ) E 


合 CC19C29” 


理 k 合 论 


称 之 为 A, 302" ”Cn 的 乘 H, 特别 地 ES a 5a: = 
=a, illii a; Xa X Xa,=a". Geo y) f Gri xt, 
zr) (BSL FEE. 笛 卡 儿 乘 积 推广 到 无 穷 个 集合 
的 乘积 的 情形 见 “ 广 义 笛 卡 儿 乘积 ” 

序列 (sequence) 以 序数 为 定义 域 的 函数 . 设 
j 了 为 一 个 函数 dom COPS FRAG WE f 为 一 个 序列 ， 
iij GCFXGO |a€ dom C2). 24 dom Cf) «e 时 , 则 称 序 
列 了 为 有 穷 序 列 ;车 dom (了) 二 =n, 则 称 这 一 序列 为 nn 
元 有 序 组 ; 若 dom (f) Sw, MERFI f 为 无 穷 序列 
BY X8 23 FF 9]. 有 时 为 了 某 些 特殊 需要 ,也 将 一 般 的 孙 
数 变 成 一 个 序列 . 设 f 为 集合 TIT 上 的 渔 数 ,用 符号 
(FG) |i EDRR WC wR BCT PR UE | A — 7p 
序列 ,了 称 为 指标 集 . AS 的 值 域 为 序数 集 , 则 称 
GG) 1iE7T) 为 一 个 序数 序列 ; 若 f 的 值 域 为 基数 ， 
WK PG) 1iE7T) 为 基数 序列 等 . 

有 穷 序列 (finite sequence) 

无 穷 序列 (infinite sequence) 

序数 序列 (ordinal sequence) Jl“ FRI”. 

基数 序列 (cardinal sequence) M“ JI)”. 

T X. f8 -F JLSE TR (general Cartesian product? 
笛 卡 儿 乘积 的 推广 形式 . 设 (4,1i€E7) 为 一 个 (集合 ) 
序列 , 令 TTA; = {J| HI EW BRAVE EIG) 
€ A;)}. PR LA: 为 序列 (4;|i € 7) 的 广义 笛 卡 儿 乘 


积 ,有 时 记 为 XA. 若 对 任何 i € 7, 均 有 4; = 4, 则 


见 “ 序 列 dt 
T, FE Al T. 


I1A, —'A. CA 表示 从 了 到 A 的 函数 的 全 体 构成 的 


集合 ) ,广义 笛 卡 儿 乘 积 的 概念 由 德国 数学 家 康 托 尔 
(Cantor,G. (F. P. )) F 1895 4E £5 H. 

& iz 8 (operations on sets) 合 论 基本 运 
算 的 总 称 . 集合 的 运算 包括 并 运算 、 交 运算 、 相 对 补 
运算 、 才 集运 算 . 笛 卡 儿 乘 积 运算 等 ,其 定义 如 下 : 

并 集运 算 : 设 a 为 任意 集合 ,a 的 并 和 集 Ua= (x 
I(3y€a)(x€ y). & a={zroy} MU {ry wK 

zrUy: 

交集 运算 : 设 a 为 非 空 集合 ,a 的 交集 fa={(z 
l(Vy€a)ir€ y). diam xs yi, li yi 

z[ly: 

补 集运 算 : 设 a,b 为 任意 两 个 集合 T 在 a 中 的 
相对 补 ( 或 称 a É baN=(zizEaAzg oa 也 
可 记 为 a—b; 

震 集 运算 : 设 a 为 任意 集合 ,a WHE 

Pla)= (x|xzCal 

笛 卡 儿 乘 积 : 设 a,b 为 任意 集合 TEN, H É F 
JL3ETH aX b— ((x, y? |x€aA y€ bj. 

关系 (relation) 集合 论 的 基本 概念 之 一 . 设 4 
为 任意 集合 , 称 4" 的 任何 子 集 R 为 集合 A 上 的 一 
^" n JUR A BD 

RE {lasas QE A}, 


sAn?) :44»0»5,"*** 


o9 


Zi BE o 辑 


通常 用 RXG;.a;.7a,) FEAR (apa Sa) CR. FR 
为 二 元 关系 ,通常 将 (a,5)ER 记 为 aRb, 将 (a,6) € 
R 记 为 aRb. 关系 的 概念 是 自然 界 事物 与 事物 之 间 
的 相互 关系 的 一 种 抽象 . 例如 ;自然 数 集 N 上 的 小 
FRA RRAN 上 的 一 个 二 元 关系 

R= (ye NA EN 

it 4 为 一 个 真 类 ,车 RCA", 则 R 可 能 为 一 个 
集合 ,也 可 能 为 一 个 真 类 . 如 果 R 为 集合 , 则 R 可 以 
表示 为 A 的 某 个 子 集 B EBJ— n UA UE RON 
真 类 , 亦 称 R 为 类 A 上 的 nn 元 关系 ,有 时 也 称 R 为 
— ^^ n TRR. A R 为 一 个 二 元 关系 , 则 称 {zx| 
Jy Cr, 432 € ROJAS R 的 定义 域 , 记 为 dom(R), 
或 Dom(R), PMiyldcCr, ER) ARA R 的 值 
域 , 记 为 rang(R) 或 Rang CR). dom (R) Urang(R) 
称 为 R 的 域 . 夺 RR 为 集合 上 的 二 元 关系 , 则 
dom(R),Rang(R) 均 为 集合 . 

设 R 为 一 个 二 元 关系 , 记 Rl yo. 
ER}, 称 之 为 R 的 道 关系 ;集合 (x,y)| (x,y)ER 
人 xE€AAyE€4}) 称 为 R 在 A 上 的 限制 , 记 为 RIA 
MRA: BPA (y|GrE A) Cr ECR) ABH A E 
RAR PFHR.IW RAJ: R LARA A 在 关系 
R FEES SY ZR.RSS—(G.z dy, ERA 
《(y;z)E5)) 称 为 关系 R 与 关系 S 的 复合 . 

设 R 为 A 上 的 一 个 二 元 关系 , 若 YxE A((x,x) 
€ R), 则 称 R E BR EV € A(lz,zx) ER), W 
FRROSEBEARGABEARISUEVr.y€AC(O y ER> 
Gy) € RO, WER 是 对 称 的 ; 若 VzyyE4(CCzyy) 
ERA (y z) E R>r=y), NER R ERMAN A 
Va, vEACr y) ER><y, L> ÉR), MFR R EW 
RITER EYT zrEACr,wWERA y, z) ER> 
(rsz) ER), WER R 是 可 传 的 或 传递 的 . 

n 元 关系 (n-ary relation) WRA”. 
关系 的 定义 域 (domain of definition of rela- 

DU“ RAR”. 
关系 的 值 域 (range of relation) WRZ”. 
闭关 系 (inverse relation)” 见 “关系 ”. 
关系 的 象 (image of relation) V," c A". 
关系 的 复合 (composition of relations ) 


tion) 


US A 
Rr”. 

A R X R (reflexive relation) WMX”. 

Xj FRX R (symmetrical relation) 见 “ 关 系 ” 

传递 关系 (transitive relation) WRA”. 

RAST (mapping) ” 亦 称 函数 . 数学 的 基本 概念 
之 一 . 设 4,B 为 两 个 集合 ,YAXB, ENGA rE 
4 ,存在 惟一 的 y€EB, 使 (x,y)E9, 则 称 8g 为 4 到 B 
的 映射 , 记 为 g:A>B. 显然 2 为 一 种 特殊 的 二 元 关 
系 . 称 A-—dom(o97j e He X ran (PEB) A 9 
的 值 域 . GL ORE Kr EC e iy gr — y, PR y Ax 

60 


的 象 ,x 为 y 的 原 象 . 设 QA A F| B KRI, Æ 
YVrEAYyEAlrÆy>glr)Ægly)), 

则 称 p 为 单 射 . 若 ran C2 — B. WE e ARI. Ao BE 
A XE (function) 即 “ 映 射 ” 
单 射 (one-to-one mapping) 见 “ 上 映射 ” 

见 “ 映 射 ”. 
——fk it (one-to-one mapping)” 见 “上 映射”. 
集合 划分 (partition of a set) 合 论 的 基本 

概念 之 一 . 指 对 集合 进行 分 类 的 抽象 表示 . 假设 把 集 

合 ( 或 类 )4 分 成 行 干 类 ,那么 同一 个 元 素 不 可 能 分 

在 两 个 或 两 个 以 上 不 同 的 类 中 ,所 有 类 中 的 元 素 合 

并 起 来 即 是 4 本 身 . 这 一 思想 可 形式 的 表示 为 : 知 

FCP(A),F 满足 : 

1. UF=A; 

2. 对 任何 X,YEF,X 人 站 Y==2; 

QF Fg 4 的 一 个 分 类 ,或 称 玉 为 A 上 的 一 个 划 

分 . 如 对 自然 数 集 ,No,Ni 分别 表示 偶数 集 与 奇数 

集 , 则 F={N Ni} AM N 上 的 一 个 划分 . 集合 的 

划分 概念 与 集合 的 等 价 关系 有 密切 的 关系 ,通常 是 

通过 构造 集合 上 的 一 个 等 价 关 系 对 集合 进行 划分 

(参见 “等 价 关 系 ”). 

等 价 关 系 (equivalence relation) 一 种 特殊 的 
二 元 关系 .即日 常 相 等 关系 的 抽象 和 推广 形式 . 知 五 
为 集合 (或 类 )4 上 的 一 个 二 元 关系 ,满足 自 反 性 、 对 
称 性 与 传递 性 (参见 “关系 ”), 则 五 称 为 4 上 的 一 个 
SKA. 在 日 常生 活 中 ,人 与 人 之 间 的 “同龄 ” 关 
系 ,学 生 与 学 生 之 间 的 “同班 同学 ”关系 , 均 满足 上 自 反 
性 、 对 称 性 和 传递 性 ,因而 分 别 为 人 的 集合 与 学 生 的 
集合 上 的 等 价 关系 . 自然 数 的 同 余 关系 也 为 等 价 关 
系 . 由 此 可 见 , 等 价 关 系 已 经 脱离 了 相等 关系 的 原始 
意义 . 利用 等 价 关 系 可 以 对 元 素 进行 分 类 . 设 五 为 
集合 (或 类 )4 上 的 等 价 关系 , 对 4 的 每 个 元 素 工 ,把 
所 有 与 x 等 价 的 元 素 构 成 的 集合 (u|《u,zx) EER 
为 的 一 个 等 价 类 , 记 为 Lzj. 若 4 为 集合 , 则 [zxj 也 
为 集合 ,这 时 称 {Lzj:zE4)} 为 集合 4 在 关系 五 下 
的 商 集 , 记 为 A/E. AR AE 即 是 A 在 等 价 关 系 E 
之 下 的 分 类 . 行 五 为 集合 4 上 的 一 个 等 价 关 系 , 则 
4 在 E 下 的 商 集 恰好 为 集合 4 的 一 个 划分 . 反之， 
对 集合 A 的 任何 划分 ,存在 A 的 一 个 等 价 关 系 
,使 A 在 下 的 商 集 恰好 为 F. 

商 集 (quotient set) 见 “ 等 价 关 系 ” 

集合 的 可 传 性 (transitivity of sets) 集合 的 一 
种 特殊 性 质 . AEA a 的 每 个 元 素 均 为 a 的 子 集 , 则 
WR a 为 可 传 集 (或 集合 的 可 传 性 ) 如 :0, {0}, 
{0,{0)), 为 可 传 集 ,{{{0}},{0),0),{{0)}) 不 是 可 
传 集 . 行 在 上 列 定 义 中 把 集合 a 改 为 类 4, 即 类 A 
可 传 , 当 且 仅 当 它 的 每 个 元 素 均 为 4 的 子 集 , 则 可 


igs SY (one-to-one mapping) 


以 得 到 可 传 类 的 概念 ,如 :集合 全 域 耻 ,序数 全 域 
On ,可 构造 全 域 世 等 均 为 可 传 类 (或 类 的 可 传 性 ). 
根据 正则 公理 ,任意 类 都 可 通过 一 种 目 然 的 方式 压 
缩 成 一 个 可 传 类 (参见 “ 朋 塌 定理 ”). 

类 的 可 传 性 (transitivity of classes) 
的 可 传 性 ”. 

集合 的 可 传 闭 包 (transitive closure of a set) 
一 个 特殊 集合 . 指 包 含 这 个 集合 的 最 小 可 传 集合 . 集 
合 A 的 可 传 闭 包 , 记 为 trcl(4) , 它 可 递归 构造 如 下 
4 U'A—-A.U"" A-UCU"A), WA 的 可 传 闭 包 为 

trcl CA) =U CU"AD. 


直观 地 讲 ,4 的 可 传 闭 包 是 由 4 的 元 素 加 上 A 的 元 
素 的 元 素 ,再 加 上 A 的 元 素 的 元 素 的 元 素 等 构成 . 

序 关 系 (order relation) 现代 数学 的 基本 概念 
之 一 . 它 由 日 常 的 顺序 关系 抽象 而 来 . 一般 而 言 , 序 
关系 可 以 看 成 为 某 个 论 域 ( 集 合 或 真 类 ) 上 满足 一 定 
顺序 性 质 的 一 个 二 元 关系 . 奇 论 域 为 U ,二 元 关系 为 
R(CU XDU), 则 称 4U,R) 为 一 个 序 结 构 ,R 为 U 上 
的 序 关 系 ,U 称 为 有 序 集 . 对 R 限定 不 同 的 顺序 性 
质 , 可 以 得 出 不 同类 型 的 序 关 系 . 

通常 对 序 关 系 的 约 东 条件 有 : 自 反 性 、 反 上 自 反 
性 .传递 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 、 拟 自 反 性 、 连 通 性 等 . 
M R 为 反 自 反 的 传递 关系 时 , 则 R 为 一 个 偏 序 关 
fü R 满足 反 自 反 性 ,传递 性 和 三 皮 性 , 则 R 为 一 
个 全 序 或 线性 序 关 系 . 

常见 的 序 关 系 有 :( 强 、 弱 ) 偏 序 关 系 、 全 序 关 系 、 
良 序 关系 等 . 设 (U ,R) 为 一 个 序 结构 ,对 任何 EU, 
称 {y |yRz) 为 U 上 到 x( 关 于 R) 的 一 个 初始 段 , 记 
Aisegu Ci. fil n," € "HAA o 上 的 一 个 序 关 系 ( 良 
HO HERI nE wsegen= ix|r€ n) =n. i K = 
URD = QUs RO Fy BA FE ZG AE ER 
fiU URBIS EE] xy € Ui, cRiy> f(r) 
Rf Cy) WE SAH, BW, 内 的 保 序 映射 , 若 f 
MAU, BU, EBJ——BESE. DER 了 为 K 到 化， 
的 序 同 构 ,也 称 A 5, FAM. af REA V 
到 «^, 内 的 单 射 , 则 称 f 为 红 到 2, ARIF HR 
入 .由 于 历史 的 原因 ,对 序 关 系 的 定义 ,各 种 文献 称 
谓 不 尽 相 同 ,很 容易 引起 混 靖 , 需 视 其 上 下 文 而 定 . 

序 结 构 (ordered structure) ” 见 “ 序 关系 ”. 

序 同 构 (order isomorphism) 见 “ 序 关系 ” 

偏 序 关系 (partial order relation) # OLA RPK 
系 之 一 . 车 二 元 关系 R 满足 可 传 性 、 反 自 反 性 , 则 称 
R 为 一 个 严格 偏 序 关 系 , 通 常 记 为 二 ,或 二 . BW 
集合 4 上 的 严格 偏 序 关系 , 则 称 44,< ?为 一 个 严格 
偏 序 结构 , 称 4 为 严格 偏 序 集 . A OT KR OR 满足 
可 传 性 、 自 反 性 , 则 称 R 为 一 个 弱 偏 序 关 系 ,通常 记 
NMS. GARG 4 ESSA AR MERA, 


见 “ 集 合 


委 ;为 一 个 弱 偶 序 结构 , 称 4 为 弱 偏 序 集 . 若 R 为 集 
合 4 上 的 严格 偏 序 关 系 , 则 尺 王 RU(Czyz)?|zE 
ASA A ER SSIPRA: RZ ARARG A 上 的 
弱 偏 序 关 系 , 则 R SRN T D |crEC ASH A 上 的 严 
格 偏 序 关系 . 严格 偏 序 关系 与 弱 偏 序 关系 均 可 简称 
偏 序 关系 ,或 偏 序 . 

WAR) AT ba FP COCA H A 的 非 空 
TPR, aCCAVrEC(aRr) WK a ACH RE 
Kw sae CAVxr€C(rcRa), Wa WC WH R 
ING; AEC CAVxE CCrRaV r=a), MER a X C 
NR RAKE aECAYTEClaRV r=a), MER a 
ACH RERNE; 4 aC AAYTECRaNV xa), 
WRaAACH ER: a€CAAVxE€C(GRrVx— 
a) MER a 为 C 的 下界; 在 a 为 CC 的 上 界 , 且 对 任何 
C 的 上 界 5,aRbV a=b, N a RR CEMR: A a 
为 C 的 下 界 , 且 对 任何 CH FR 6,6RaV b=a,M a 
FROM CH PRR. A 4 的 任意 两 个 元 素 a,b 组 成 的 
集合 (ta ,2)} 都 有 上 确 界 和 下 确 界 , 则 称 (4, 尺 为 格 . 

严格 偏 序 集 (strict partial order set) Ji“ fj FF 
关系 ” 

弱 偏 序 集 (weak partial order set) 
A”. 

£k tt Fe KH (linear ordering relation) 亦 称 全 
序 关 系 . 常见 的 序 关 系 之 一 . 设 R 为 集合 或 类 A 上 
的 一 个 二 元 关系 , 称 RA A 上 的 一 个 线性 序 关系 ， 
PRA, RI APRA a RWE: 

1. 对 每 个 x€ A, eRe GEA RYE). 

2. 对 任何 ryss €E A, Æ XRy,yRz, 则 xRz( 传 
xe PED. 

Sn 对 任何 zyE4, 或 者 XRy, 或 者 mc y. 8X 
者 yRzxz( 三 歧 性 ). 

若 4 为 集合 , 则 称 4 为 线 件 序 集 或 全 序 集 . 性 
质 xRyV r= yV yRr 称 为 三 歧 性 . 因此 线性 序 关 系 
即 为 满足 反 自 反 人 性、 传递 性 及 三 歧 性 的 序 关 系 . 自然 
数 集 、 整 数 集 、 有 理 数 集 、 实 数 集 上 的 小 于 关系 均 为 
线性 序 关 系 . 实质 上 ,线性 序 概念 正 是 从 数 的 大 小 关 
系 抽象 而 来 的 . 以 上 定义 的 是 “严格 线性 序 ”, 有 的 文 
献 将 满足 自 反 性 、 传 递 性 和 三 攻 性 的 序 关系 也 称 为 
线性 序 关 系 , 实 际 上 是 上 述 “严格 线性 序 关 系 " 再 加 
上 “等 于 ”关系 . 即 前 者 相当 于 二 ,后 者 相当 于 专 . 

线性 序 关 系 的 概念 是 德国 数学 家 康 托 尔 (Can- 
tor,G. CF. P. )) 于 1895 年 在 系统 整理 良 序 集 的 理 
论 时 提出 的 ,后 人 称 之 为 全 序 或 序 . 它 已 成 为 现代 数 
学 中 最 基本 的 概念 之 一 ,被 广泛 应 用 于 数学 的 各 个 
领域 中 ， 

全 序 关 系 (total ordering relation ) 
JR 

& FF € (total ordered set) 


BD ^X HE FF 
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良 序 关系 (well order relation) 7$ B, B FF A 
之 一 . 设 U 为 一 个 集合 或 真 类 ,R 为 U 上 的 一 个 全 
序 关系 , 奉 对 U 的 每 个 非 空 子 集 均 有 R 最 小 元 , 即 
对 U 的 每 个 非 空 子 集 z, 均 存在 y€x, 使 得 不 存在 
x 的 任何 元 素 z, 有 (Cz,y)ER. 这 时 称 R 为 U 上 的 
恨 序 关 系 ,或 称 R RU. AU 为 集合 , 则 称 (U ,R) 
为 良 序 结构 ,U PKA RAPS. 如 自然 数 集 上 的 小 于 关 
系 即 为 一 个 良 序 关系 ,但 因为 整数 集 本 身 不 存在 最 
小 元 ,所 以 整数 上 的 小 于 关系 不 是 良 序 关系 ， 

良 序 的 概念 由 德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. 
CF. P. )) 于 1883 年 引入 ,当时 还 没有 线性 序 的 概 
念 ,他 将 良 序 U 定义 为 “U 的 每 个 严格 有 界 子 集 在 
U 中 都 有 直接 后 继 ” 并 且 证 明了 任意 两 个 良 序 集 
(类 ) 都 可 以 比较 : 设 4 和 B 都 为 良 序 集 ( 类 ), 则 A 
同 构 于 B 的 一 个 初始 段 ,或 B 同 构 于 4 的 一 个 初始 
段 ,或 者 4 与 B 同 构 . 康 托 尔 在 考虑 良 序 理 论 时 曾 
认为 所 有 集合 均 可 以 被 良 序 , 并 给 出 了 一 个 直观 的 
“证 明 ”. 1904 年 ,德国 数学 家 策 梅 洛 (Zermelo E. F. 
F. ) 在 试图 严格 证 明 这 一 结论 时 提出 了 著名 的 选择 
公理 ,并 且 证 明 在 选择 公理 的 假设 下 ,任何 集合 均 可 
被 良 序 ,现在 常 称 之 为 良 序 定 理 . 事 实 上 ,和 良 序 定理 
与 选择 公理 等 价 . 

Fa Pe HE (well-ordered set) WR JIFXZ". 

E E A (well-founded relation) 一 种 特殊 
的 二 元 关系 . 是 良 序 关 系 中 抽 去 全 序 的 成 分 后 获得 
的 一 种 二 元 关系 . Xx R 为 集合 (或 类 )U 上 的 一 个 二 
KA. BU 的 每 个 非 空 子 集 均 有 RR 最 小 元 , 则 称 
RAU 上 的 一 个 民 基 关系 . 亦 即 RR 为 U 上 的 良 基 关 
R SARSWU 的 每 个 非 空子 集 x, 存 在 xz 的 元 素 
y, 使 得 对 任何 zEU,(z,y) 均 不 属于 R. AU 为 集 
A WRU, RA REA A 为 真 类 ,通常 要 求 
U 的 每 个 元 素 关 于 R 的 初始 段 必 须 为 一 集合 . 良 序 
关系 一 定 为 良 基 关系 ,反之 则 不 成 立 . 例如 ,在 ZF 
公理 系统 中 ,由 正则 公理 知 ,€ 关系 为 集合 论 全 域 V 
上 的 良 基 关系 ,但 不 是 良 序 关 系 . 从 直观 上 讲 , 被 良 
基 化 的 集合 或 类 ,可 以 通过 其 上 的 良 基 关系 对 其 元 
素 进 行 分 层 . 事实 上 , 奇 R 为 U 上 的 一 个 良 基 关 系 ， 
则 可 利用 良 基 关系 上 的 超 穷 递归 原理 定义 U 中 每 
个 元 素 xr 关于 R 的 秩 rank(x,U,R) 二 sup (rank(y， 
U,R) 十 1:yR+ Ay€U). WR U 可 传 ,R= 二 €, 则 
rank(x,U ,EE ) 怡 好 为 x ARK rank (x). 

良 基 结构 (well-founded structure) 
关系 ”. 

超 限 递归 原理 (principle of transfinite recur- 
sion) ”自然 数 上 的 递归 原理 在 无 穷 集 合 上 的 推广 . 
是 集合 论 中 构造 新 的 概念 或 对 象 的 一 种 方法 . 集合 
论 中 的 超 限 递归 原理 有 多 种 形式 .最 一 般 的 形式 为 
民 基 关系 上 的 超 限 递归 原理 . 设 R 为 集合 (或 类 )4 
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上 的 一 个 良 基 关系 , 超 限 递归 原理 是 指 ,对 任何 A X 
V BV 上 的 函数 F FETE HE BY PR G ASV ,使 得 
Vx€ ALGG)O —FG,G sega r2) |, X Bseger (x) = 
(y|yRY Ay € AG Ù segrr= (Kz, y?) € G|z€ 
sega (x2). 如 果 尺 为 4 上 的 良 序 关系 , 则 上 列 结论 
称 为 良 序 关系 上 的 超 限 递归 原理 . 奋 4 为 序数 ,R 
为 “YE” 关系 , 则 上 列 结论 称 为 序数 上 的 超 限 递 归 原 
理 . 德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 早 在 
1897 年 就 已 经 提出 了 和 良 序 集合 上 的 超 限 递归 原理 
的 基本 思想 ,1923 年 至 1928 年 间 , 美 籍 匈 牙 利 数学 
Ri» WPS (von Neumann, J. ) 给 出 了 该 定理 的 
严格 表述 . 1955 年 ,波兰 学 者 塔 尔 斯 基 (Tarski,A. ) 
和 蒙 太 古 (Montagne,R. ) 将 这 一 原理 推广 到 和 良 基 关 
RE 超 穷 递归 原理 的 基本 思想 是 :在 定义 某 个 集合 
论 对 象 时 ,可 按 某 种 层次 性 ,用 低层 次 已 定义 的 项 来 
定义 更 高 层次 的 项 . 这 种 定义 集合 论 对 象 的 方法 称 
为 超 限 归纳 定义 , 它 是 集合 论 中 定义 新 对 象 的 最 重 
要 的 方法 之 一 . 


超 限 归纳 定义 (definition by transfinite induc- — 


TL“ PR VF RE. 

超 限 归纳 原理 (principle of transfinite induc- 
tion) ”数学 归纳 法 的 推广 .证明 集合 论 命题 的 基本 
方法 之 一 . 当 需 要 证 明 某 集合 论 命 题 B(x) 对 集合 
(或 类 )A 上 的 所 有 元 素 成 立时 ,如 果 4 被 关系 尺 良 
序 , 则 只 需 证 明 对 任何 xzE4, 在 假设 VyCyRzr 一 
PDF OERZ. 这 一 结论 称 为 良 序 关系 上 的 
超 限 归 纳 原 理 , 这 种 证 明 方法 称 为 超 限 归纳 证 明 ,其 
HRV y yRr> Oly) RAI ARK. BRA A 
上 的 良 基 关 系 , 上 列 结论 同样 成 立 , 这 时 称 之 为 民 基 
关系 上 的 超 限 归纳 原理 . 如 果 4 为 序数 或 序数 全 域 
On, R ASE ”关系 , 则 称 这 一 结论 为 序数 上 的 超 限 
归纳 原理 , 它 也 可 以 表述 为 下 列 更 常用 的 形式 : 

1. 60 JN vr. 

2. D(a) fl, B] Bla 十 1) 也 成 立 . 

3. 车 a 为 极限 序数 , 且 YVB 二 a@B CD A PCa) 
成 立 , 则 对 任何 序数 a, CoD WRL. 

超 限 归 纳 原 理 的 基本 思想 与 自然 数 上 的 归纳 原 
理 相当 , 它 是 公理 集合 论 中 最 基本 的 证 明 方 法 ,特别 
是 当 一 个 概念 是 用 超 限 递归 方法 定义 时 ,证 明 关 于 
这 个 概念 的 结论 时 通常 都 是 用 超 限 归纳 方法 . 

超 限 归纳 证 朋 (proof with transfinite induc- 
tion) 见 “ 超 限 归 纳 原 理 ”. 

选择 公理 (axiom of choice) 简称 AC. 公理 集 
合 论 的 一 条 重要 公理 . 它 有 多 种 等 价 形式 (参见 ye 
择 公 理 的 简单 等 价 形式 "“ 良 序 定 理 "“ 优 恩 引 
理 ”), 其 中 的 一 种 可 叙述 为 : 任 给 由 非 空 集合 组 成 的 
集合 多 , 必 存 在 函数 f, 使 得 对 每 个 ACH, RA 
SACARA SMA F Wit FEB. E HY RE D 


tion) 


是 从 每 个 集合 4 中 选 出 一 个 元 素 SCAR. 

选择 公理 的 清晰 表达 ,一般 归 功 于 德国 数学 家 
策 梅 洛 (Zermelo,E. F. F. ). 不 过 ,首次 明确 提 到 选 
择 原 则 的 是 意大利 数学 家 . 罗 辑 学 家 佩 亚 诺 
(Peano,G. ). 他 在 1890 年 关于 党 微分 方程 的 一 篇 
文章 中 陈述 了 选择 原则 ,并 对 它 提 出 了 怀疑 . 德国 数 
学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) 在 发 明基 数理 论 
时 ,就 提出 了 确定 连续 统 的 大 小 问题 ,并 且 假 定 “ 全 
体 实数 的 集合 (连续 统 ) 可 以 被 良 序 ”. 由 于 这 种 良 序 
一 直 没 有 被 构造 出 来 ,所 以 康 托 尔 的 这 一 假定 遭 到 
强烈 反对 . 1904 年 , 策 梅 洛 在 用 现代 术语 明确 叙述 
了 选择 公理 之 后 ,严格 地 证 明 出 “每 个 集合 可 被 良 
序 ”( 良 序 定 理 ). 策 梅 洛 是 用 一 个 较为 明显 的 陈述 替 
代 了 康 托 尔 的 假定 ,实际 上 这 种 明显 的 陈述 (选择 公 
理 ) 是 与 恨 序 定理 等 价 的 ， 

20 世纪 以 来 ,英国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell， 
B. A. W.) WEA Ae 2E I e X: (Hausdorff, F. )、 
波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski,K. ) 等 人 先 
后 发 现 和 证 明了 上 百 个 与 选择 公理 等 价 的 命题 ,并 
且 在 数学 的 许多 分 文中 找到 了 广泛 的 应 用 . 事实 上 ， 
在 不 少数 学 命题 的 证 明 中 ,尤其 是 在 某 种 数学 对 象 
的 非 构造 性 的 存在 性 断言 的 证 明 中 ,人 们 和 常常 自觉 
不 自觉 地 使 用 选择 公理 ,最 常见 的 例子 有 : 实 函 数 连 
续 性 的 两 种 定义 (序列 式 、 邻 域 式 ) 的 等 价 性 ;可 数 个 
可 数 集 合 之 并 仍 为 可 数 集 ;任何 紧 空 间 的 拓扑 乘积 
仍 是 紧 空间 ( 吉 洪 诺 夫 定 理 ); 每 个 向 量 空 间 都 有 基 
底 ; 给 定向 量 空间 的 一 个 子 空间 上 的 任何 线性 泛 消 ， 
必 有 可 扩张 为 全 空间 上 的 一 个 线性 沁 函 (哈恩 - 巴 拿 赫 
定理 ); 每 个 布尔 代数 都 有 素 理想 ( 塔 尔 斯 基 系 理想 
定理 ). 由 此 看 来 ,选择 公理 是 现代 数学 中 不 可 或 缺 
的 一 条 重要 的 基本 原则 .但 是 ,由 于 选择 公理 的 非 构 
造 性 本 质 , 对 于 它 的 使 用 一 直 存 在 着 反对 意见 . 反对 
者 的 主要 依据 是 ,使 用 选择 公理 会 导出 某 些 有 那 于 
直觉 的 结论 ,比如 勒 贝 格 不 可 测 集 的 存在 性 ,以 及 著 
名 的 “分 球 怪 论 ”, 从 而 对 它 的 相 容 性 提出 疑问 . 这 一 
疑问 已 被 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 (Godel,K. ) F 
1939 年 彻底 澄清 . 他 证 明了 选择 公理 对 于 ZF 公理 
集合 论 系 统 是 相对 相 容 的 (参见 “选择 公理 的 相 容 
HE”). 此 外 ,1963 年 ,美国 数学 家 科恩 (Cohen ,P.J. ) 
用 力 迫 法 证 明了 选择 公理 的 独立 性 ,表明 由 公理 集 
合 论 的 ZF 系统 不 可 推出 选择 公理 ,为 在 ZF 系统 中 
加 入 与 选择 公理 相 蔬 盾 的 蔡 代 物 ( 如 决定 性 公理 ) 留 
出 了 余地 . 事实 上 , “任何 非 空 集合 之 集 都 存在 选择 
晴 数 ”是 一 种 过 强 的 假设 ,基于 这 种 考虑 ,人 们 探索 
对 选择 公理 中 的 集合 之 集 罗 (或 其 元 素 ) 加 上 某 些 
限制 ,使 选择 晒 数 得 以 存在 ,并 且 作 了 大 量 工作 ( 参 
见 “ 可 数 集 选择 公理 ”“n 元 集合 族 的 选择 公理 >“w 
相依 选择 公理 ”等 ). 
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选择 公理 的 简单 等 价 形式 (simple equivalence 
forms of axiom of choice) 一 类 命题 . 指 与 选择 公 
理 有 较 明 显 等 价 性 的 命题 . 选择 公理 的 上 百 条 等 价 
命题 中 ,有 一 些 命题 的 等 价 性 是 简单 易 证 的 . 比如 : 

1. 如 果 F 是 由 两 两 不 交 的 非 空 集合 组 成 的 
集 , 则 存在 一 “代表 集 ”C, 它 与 多 中 任何 非 空 集合 
B 的 交集 B 门 C 是 单 点 集 . 

2. 任 给 一 个 二 元 关系 R, 存 在 一 个 水 数 SO 
If 的 定义 域 全 等 于 R 的 定义 域 . 

3. 任 给 函数 Sf ARTE PRK og ,使 g 的 定义 域 是 
了 的 值 域 , 且 对 f 的 值 域 中 的 任何 zx, 均 有 

f(g(7rx))=zx. 

4. 非 空 集合 的 笛 卡 儿 乘 积 仍 为 非 空 集合 A. 

5. 任何 集合 4 ,存在 序数 a, 使 得 a BOE T A. 

6. 任何 集合 ,存在 基数 1, 使 得 1 与 4 等 价 ( 存 
在 一 一 对 应 ). 

7. 任何 两 个 集 AB 之 间 可 比较 大 小 : 

A<BV A=BV 4>B( 三 分 律 ). 

良 序 定理 (well-ordering theorem) 选择 公理 
的 一 种 等 价 形式 .该 定理 断言 :每 一 个 集合 可 以 被 良 
T. FÆ 1883 年 ,德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor, G. 
(CEF.P.)) 发 明基 数理 论 之 时 ,他 就 提出 了 连续 统 的 
大 小 问题 ,并 且 假 定 全 体 实数 的 集合 (连续 统 ) 可 以 
RR. 由 于 这 个 良 序 时 至 今日 仍 示 找到 ,所 以 康 托 
尔 的 假定 一 直 遭 到 强烈 反对 . 1904 年 ,德国 数学 家 
w iI (Zermelo, E. F. F. ) 给 出 了 选择 公理 的 明确 
表达 ,并 用 之 证 明了 每 个 集合 是 可 被 良 序 的 . 不久 ， 
又 证 明了 良 序 定理 与 选择 公理 是 等 价 的 . 由 良 序 定 
理 可 知 , 每 一 集合 序 同 构 于 某 个 序数 ,又 可 基 等 价 于 
某 个 基数 ,从 而 给 人 们 带 来 了 极 大 的 方便 ,例如 ,可 
以 在 任何 集合 上 应 用 超 穷 归纳 的 证 明 方 法 . 

佐 恩 引 理 (Zorn’s lemma) 选择 公理 的 一 个 等 
价 命 题 . 该 引 理 断言 : 任 给 非 空 半 序 集 , 若 其 中 每 个 
全 序 子 集 ( 有 时 又 称 为 链 ) 都 有 上 界 , 则 该 半 序 集 有 
MAT. 这 条 引 理 在 近代 数学 中 有 广泛 应 用 ,许多 用 
选择 公理 证 明 的 命题 ,使 用 佐 恩 引 理 常常 显得 更 方 
fg. 例如 ,以 下 在 代数 . 泛 函 拓扑 中 出 现 的 重要 和 定理 
都 是 直接 应 用 佐 恩 引 理 的 结果 :每 个 线性 空间 必 存 
在 基底 ;每 个 域 的 代数 财 包 存在 且 惟 一 ;哈恩 - 巴 拿 
赫 扩 张 定理 : 任 给 线性 空间 的 子 空 间 上 的 线性 泛 酚 ， 
必 可 扩张 为 全 空间 上 的 线性 泛 函 ; 吉 洪 详 夫 乘积 定 
理 : 紧 空间 的 拓扑 乘积 也 是 紧 空 间 . 

佐 恩 引 理 首 先 作 为 定理 被 德国 数学 家 豪 斯 多 夫 
(Hausdorff, F.) F 1914 年 所 证 明 . 20 FR. AA 
(Zorn, M. ) 重 新 发 现 了 它 , 证 明了 该 命题 与 选择 公 
理 等 价 (1935 年 ). 此 后 ,又 利用 它 证 明了 任何 集 是 
可 比较 的 , 即 任何 集 4,B, 必 有 4 入 已 或 下 入 4 
(1944 年 ). 称 之 为 “ 引 理 ”, 完 全 是 由 于 历史 的 沿袭 . 
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St Hr S ARAB (Hausdorff maximality prin- 
ciple) 选择 公理 的 一 种 等 价 形式 . 该 原理 断言 :每 
个 非 空 半 序 集 必 包含 一 个 极 大 全 序 子 集 . SEM BRK 
极 大 原理 与 优 恩 引 理 密切 相关 ,两 者 都 对 半 序 集中 
具有 菜 些 性 质 的 元 素 (或 子 集 ) 的 存在 性 做 出 判断 ， 
因而 广泛 地 应 用 于 数学 的 各 分 支 . 该 原理 由 德国 数 
学 家 豪 斯 多 夫 (Hausdorff ,F. ) 于 1904 年 利用 选择 
公理 加 以 证 明 ,实际 上 它 与 选择 公理 等 价 . 

图 基 引 理 (Tukey’s lemma) 选择 公理 的 一 种 
等 价 形式 . 设 有 集合 之 集 .x , 若 任 一 集合 4 属于 该 
集 xx, 当 且 仅 当 集合 4 的 每 个 有 穷 子 集 都 属于 该 
集 ox WU PRSE o 具有 有 穷 特 征 . 例如 ,一 给 定 线性 
空间 的 所 有 线性 无 关 组 构成 的 集 即 具有 有 穷 特征 . 
图 基 引 理 断 言 ,每 个 具有 有 穷 特征 的 非 空 集 必 有 和 集 
合 之 间 包 含 关 系 下 的 极 大 元 .可 以 证 明 , 图 基 引 理 与 
优 恩 引 理 等 价 , 因 而 也 与 选择 公理 等 价 . 因为 有 许多 
概念 是 用 有 穷 性 质 定 义 或 由 有 人 穷 时 的 性 质 推 广 至 无 
穷 的 ,所 以 ,要 断言 极 大 元 的 存在 性 ,使 用 图 基 引 理 
就 其 为 方便 了 . 证明 “ 任 一 线性 空间 都 有 基底 ” 即 是 
例证 . 

分 球 怪 论 (the“paradoxical” decomposition of a 
ball) 
是 在 承认 选择 公理 时 得 到 的 一 个 与 人 们 的 直 党 相悖 
的 结论 :利用 选择 公理 ,可 以 将 一 球体 切割 成 有 限 多 
块 , 然 后 重新 拼合 而 得 到 与 原 球 同 样 大 小 的 两 个 球 . 
之 所 以 得 到 如 此 奇怪 的 结论 ,是 由 于 在 选择 公理 之 
下 ,存在 勒 贝 格 不 可 测 集 , 而 以 上 所 作 切 割 得 到 的 小 
块 , 正 是 一 些 不 可 测 集 . 这 样 , 在 重新 拼合 它们 时 ,就 
可 以 使 其 测度 发 生变 化 ,致使 1 个 单位 体积 变 为 2 
个 单位 体积 了 . 该 怪 论 虽然 在 逻辑 上 不 导致 矛盾 ,但 
由 于 它 与 人 们 的 直觉 直接 冲突 ,所 以 成 为 反对 使 用 
选择 公理 的 最 有 力 的 根据 . 

1914 年 ,德国 数学 家 豪 斯 多 夫 (Hausdorff, F. ) 
给 出 球面 的 一 种 奇异 分 解 ,基于 这 种 分 解 ,波兰 数学 
RS fo (Banach, S. ) 与 波兰 学 者 塔 尔 斯 基 (Tars- 
ki. A. ) 于 1924 年 证 明了 分 球 怪 论 . 当然 ,他 们 的 工 
作 皆 是 在 选择 公理 的 前 提 下 进行 的 . 

E d- ud t5itüBanach-Tarski paradox) 
BU SPER PETE”. 

A) A & YE FE ZS FB (the axiom of choice for denu- 
merable sets) 简称 AC。. 选择 公理 的 一 种 减弱 形 
XX. WE 是 可 数 集 ( 多 的 元 素 是 任意 非 空 集 ), 则 
此 类 FY 上 存在 选择 函数 ,此 即 为 可 数 集 选 择 公 理 . 
APRIRE C 是 有 限 集 的 情形 , 则 在 ZF 系统 中 可 证 
F 上 存在 选择 图 数 . 对 之 稍 作 加 强 , 就 成 为 可 数 集 
选择 公理 . 此 公理 弱 于 选择 公理 AC, H AC ^£ 
AC,1H 1E ZF 系统 中 不 可 证 明 ACL. 人 们 甚至 已 经 
证 明 , 当 可 数 集 FH 中 的 元 素 是 实数 的 无 穷 集 时 ( 美 

64 


JR EL HE IR AREY. 一 个 著名 悖 论 .” 


国 数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ),1963), 或 是 实数 集合 
的 二 元 集 时 (美国 数学 家 费 弗 曼 (Fefferman,C.)， 
1965), AC, Æ ZF 系统 中 不 可 证 明 . 虽然 如 此 ,这 
种 弱 形式 的 选择 公理 却 较 易 于 为 反对 者 所 接受 . 其 
间 并 没有 什么 逻辑 上 的 理由 ,完全 是 人 们 的 一 种 感 
觉 . 
在 许多 使 用 选择 公理 的 场合 ,尤其 是 在 分 析 等 
学 科 中 ,实际 上 只 需 使 用 可 数 集 选 择 公理 就 足够 了 . 
例如 ,假定 可 数 集 选择 公理 成 立 , 则 可 证 :可 数 个 可 
数 集合 之 并 仍 是 可 数 集合 (这 一 事实 广泛 地 应 用 于 
实 分 析 和 测度 论 中 ) ;每 个 无 穷 集合 必 包 令 一 可 数 子 
集 , 亦 即 每 个 戴 德 金 有 限 集 是 有 限 集 ;wi 是 正则 序 
数 . 在 描述 集合 论 中 ,可 数 集 选 择 公 理 是 必 不 可 少 
的 ,同时 ,在 许多 情况 下 ,可 数 集 选 择 公理 也 就 足够 
n 元 集合 族 选 择 公 理 (the axiom of choice for 
family of sets that have exactly n elements) 人 简称 
C,. 选择 公理 的 一 种 减弱 形式 . 对 于 恰 含 ”个 元 素 的 
集合 所 形成 的 族 ,该 公理 断言 其 上 存在 一 选择 函数 ， 
C: 的 一 个 直观 例子 就 是 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 
(Russell,B. A. W. ) 所 说 的 “在 无 穷 多 双 袜 子 中 ,从 
每 双 中 选 出 一 只 ” 起 初 是 波兰 学 者 塔 尔 斯 基 (Tars- 
ki, A. ) 对 C, 的 研究 ,十 分 巧妙 地 证 明了 C. ZR 
C 以 后 ,人 们 还 证 明了 , 当 且 仅 当 n= 二 1,2,4 N.C, 
蕴涵 C. 此 种 类 型 的 选择 公理 在 公理 集合 论 中 作用 
不 大 . 研究 哪些 C, 组 合 在 一 起 可 以 蕴涵 为 一 些 C, 
成 为 组 合 数学 中 的 研究 课题 . 对 此 尚未 得 到 很 好 的 
结果 . 一 个 显然 的 结果 是 ,对 任何 正 整数 &,Cuw 列 洱 
Cu 
ww 相依 选择 公理 (the axiom of w dependent 
choices) 简称 DC.. 选择 公理 的 一 种 减弱 形式 . 该 
公理 断言 : 设 4 是 一 个 集合 ,R 是 4 上 的 二 元 关系 ， 
若 对 每 个 r€ AFR y€ A 满足 Ry WFE AP 
的 元 素 序 列 {x, [n e) ,使 得 xo =u A 中 任 一 指定 
元 素 ), 并 且 对 所 有 的 nm mr Roi. 因为 每 次 选择 
的 x,, 要 依 束 于 前 面 已 选 好 的 元 素 r,- (因而 依赖 
于 前 面 的 所 有 元 素 ), 所 以 称 之 为 “相依 ”选择 公理 . 
该 公理 由 德国 学 者 贝尔 奈 斯 (Bernays,P. ) 于 1942 
年 提出 . 他 还 证 明了 ,在 ZF 中 ,选择 公理 AC ZR A o 
相依 选择 公理 DC.. DC 蕴涵 可 数 集 选择 公理 AC... 
zt dk (Jensen, R. ) 于 1966 证 明了 AC, AZ ii DC。， 
又 由 于 可 证 明 DC. 不 蕴涵 AC (wi 选择 公理 :任何 
含有 o 个 集合 的 集 上 存在 选择 函数 ), 又 AC BR 
AC. 是 显然 的 ,所 以 知 DC KAE AC. 利用 DC 可 
证 明 如 下 结论 :集合 上 的 全 序 5 不 是 良 序 之 充 要 条 
件 是 存在 S 序 之 下 的 “无 穷 倒 退 ?" 序 列 ( 奉 对 所 有 n 
<w, H z, 419 z, s M) ER C, In<iw} FETE S 序 之 下 的 无 


穷 倒退 序列 ). 

良 序 集 选 择 公 理 (the axiom of choice for well- 
ordered sets) ”简称 AC.. 选择 公理 的 一 种 减弱 形 
A. 该 公理 断言 :在 每 个 良 序 集 ( 但 其 元 素 不 一 定 被 
R JF) EEEH A. HE FE (Jensen. R.) 于 1967 
年 证 明了 和 良 序 集 选择 公理 AC, AO o 相依 选择 公 
H DC., fH Js [5] Zi HAR JV, S. 

WS Eg (Dedekind's sets) 一 种 特殊 集 
合 . 指 没 有 可 数 ( 无 穷 ) 子 集 的 无 穷 集 合 . 因为 在 选择 
公理 之 下 ,任何 无 穷 集 合 都 有 可 数 子 集 , 所 以 , 戴 德 
金 集合 只 能 在 没有 选择 公理 的 系统 中 讨论 . 没有 选 
择 公 理 时 ,甚至 不 能 证 明 无 穷 集 a WER POA 
一 可 数 无 穷 子 集 .但 是 ,波兰 学 者 塔 尔 斯 基 (Tarski， 
A.) F 1924 年 证 明了 (不 用 选择 公理 ) 一 个 集合 a 
是 无 穷 集 , 当 且 仅 当 4a ARR PP(a) 包 含 一 
个 可 数 无 穷 子 集 . 

选择 公理 的 相 容 性 (the consistency of the ax- 
iom of choice) 选择 公理 的 重要 特性 之 一 . 指 选择 
公理 不 会 导致 逻辑 矛盾 的 特性 . 由 于 分 球 怪 论 等 与 
人 们 直觉 相悖 结论 的 出 现 , 对 选择 公理 是 否 会 导致 
其 他 逻辑 矛盾 产生 了 严重 怀疑 ,于 是 ,人 研究 它 的 相 容 
性 成 为 紧要 的 任务 .用 哥 德 尔 不 完全 定理 只 能 研究 
选择 公理 对 集合 论 公 理 系统 ZF 的 相对 相 容 性 , 即 
由 ZF 系统 的 相 容 性 证 明 ZF 十 AC(ZFC) 的 相 容 性 . 
该 问题 由 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 (Godel,K. ) F 
1939 年 解决 ,他 用 两 种 在 ZF 系统 中 构造 ZFC 模型 
的 方法 (内 模型 法 ) 证 明了 这 种 相对 相 容 性 .第 1 个 
模型 称 为 可 构造 模型 L,L 由 所 有 可 构造 集 组 成 ,可 
构造 集 是 由 空 集 出 发 ,用 各 种 集 论 运 算 逐 次 构造 得 
到 的 集合 . 工 中 成 立 ZF 的 所 有 公理 ; 另 一 方面 , 工 中 
的 所 有 集合 可 以 依 其 被 构造 的 前 后 定义 一 个 良 序 ， 
所 以 在 该 模型 中 ,选择 公理 成 立 .第 2 个 模型 是 遗传 
序数 可 定义 模型 HOD (hereditarily ordinal-defin- 
able). HOD 中 的 元 素 是 可 用 包含 序数 作 参 数 的 公 
式 定义 出 的 集合 ,该 集合 的 元 素 、 该 集合 的 元 素 的 元 
素 等 也 都 是 可 如 此 定义 的 集合 . 模型 HOD ERE 
运算 下 封闭 , 它 满足 ZF 的 所 有 公理 . 另外 ,因为 可 
以 将 定义 集合 的 所 有 可 能 方式 加 以 枚 举 , 故 可 用 这 
一 枚 举 及 序数 参数 的 自然 恨 序 来 构造 HOD 上 的 良 
序 ,再 加 之 HOD 中 元 素 的 元 素 仍 是 HOD 的 元 素 ， 
于 是 选择 公理 在 HOD 中 成 立 . 

选择 公理 的 独立 性 (independence of the axiom 
of choice) 选择 公理 的 重要 特性 之 一 . 指 选 择 公理 
不 可 由 其 他 集合 论 公 理 推 导出 来 的 特性 . 自 1939 年 
美 籍 奥 地 利 数学 家 哥 德 尔 (Go6del,K. ?证 明了 选择 
公理 相对 于 ZF 公理 系统 的 相 容 性 之 后 ,又 提出 选 
择 公 理 对 于 ZF 公理 系统 是 否 独 立 的 问题 . 直到 
1963 年 ,美国 数学 家 科恩 (Cohen ,P.J. ) 引 进 一 种 构 


造 模 型 的 强 有 力 方 法 一 力 迫 法 , 才 使 选择 公理 的 独 
立 性 问题 得 以 完满 解决 . 

要 构造 一 个 模型 ,使 得 选择 公理 在 其 中 不 成 立 
这 样 一 种 想法 ,可 以 追溯 到 20 世纪 20 年 代 的 德国 
学 者 弗 伦 克 尔 (Fraenkel,A. A. ) ,他 的 思想 于 20 tit 
纪 30 年 代 被 波兰 数学 家 莫 斯 托 夫 斯 基 (Mostows- 
ki. A. ) 吸 取 和 发 展 . 葛 斯 托 夫 斯 基 引 入 了 称 为 置换 
模型 的 结构 ,使 选择 公理 在 其 中 为 假 . 但 是 ,并 没有 
证 明 选 择 公 理 ( 对 于 ZF 公理 系统 ) 的 独立 性 ,因为 
这 个 结构 的 基础 全 域 不 是 集合 论 全 域 ,而 是 包罗 了 
原子 在 内 . 事实 上 ,在 上 述 置 换 模 型 中 ,所 找到 的 一 
个 不 能 被 良 序 的 集合 ( 它 被 用 来 否定 选择 公理 ) 是 原 
子 的 集合 ,而 不 是 实数 集 或 其 他 真正 数学 上 的 集合 . 
然而 这 个 思想 被 科恩 用 来 与 力 迫 法 相 结 合 , 就 彻底 
解决 了 选择 公理 的 独立 性 问题 . 他 的 做 法 是 ;在 ZF 
系统 的 基础 模型 M 之 上 只 附加 有 对 称 名 的 那些 新 
集 , 得 到 M 的 对 称 扩张 的 结果 模型 . 在 结果 模型 中 ， 
存在 由 整数 集 组 成 的 无 穷 集 , 它 不 能 被 良 序 ,此 集 就 
是 戴 德 金 集合 的 例子 . 又 因 整 数 集 可 等 价 地 看 做 实 
数 ,这 就 是 实数 的 戴 德 金 集合 的 例子 . 戴 德 金 集合 的 
存在 性 是 当选 择 公 理 不 成 立时 才 有 可 能 的 ,从 而 证 
明了 选择 公理 在 结果 模型 中 不 能 为 真 . 

选择 公理 对 于 ZF 公理 系统 的 独立 性 表明 , 存 
在 着 在 ZF 系统 之 上 加 入 选择 公理 的 弱 形式 的 可 能 
(如 不 独立 ,这 种 加 入 弱 形 式 的 办 法 实 属 无 效 ) ,其 至 
存在 在 ZF 系统 之 上 加 入 与 选择 公理 相 矛 盾 命 题 为 
公理 的 可 能 (如 不 独立 ,这 种 加 入 将 导致 予 盾 ). 

置换 模型 (permutation models) ” 见 “ 选 择 公 理 
的 独立 性 ”. 

不 用 选择 公理 的 数学 (mathematics without 
the axiom of choice) 一 类 数学 体系 及 模型 . 指 不 
使 用 选择 公理 可 以 推导 出 的 数学 体系 以 及 不 满足 选 
择 公 理 的 集合 论 模 型 . 选择 公理 虽然 在 现代 数学 中 
扮演 了 十 分 重要 的 角色 ,然而 ,由 于 它 的 非 构 造 性 的 
特点 ,使 人 们 对 它 的 真实 性 一 直 有 所 争论 . 这 样 , 考 
察 不 使 用 选择 公理 能 得 出 一 些 什 么 结论 ,当然 是 一 
件 很 有 意义 的 工作 .涉及 实数 的 例子 是 最 令 人 感 兴 
趣 的 . 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. M. ) 构 造 了 一 
个 集合 论 模型 ,其 中 选择 公理 不 成 立 , 因 而 消除 了 使 
用 选择 公理 才 会 有 的 不 自然 反例 .在 这 个 模型 中 ,每 
个 实数 集合 是 勒 贝 格 可 测 的 ,不 存在 不 连续 的 可 加 
函数 等 ;同时 ,该 模型 中 w 相依 选择 公理 成 立 ,这 
样 , 勒 贝 格 测度 理论 和 描述 集合 论 中 的 标准 定理 仍 
然 成 立 . 美国 数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 构 造 的 模型 
中 包含 了 一 个 实数 的 戴 德 金 集 , 即 没有 可 数 子 集 的 
无 穷 集 合 ; 由 之 可 构造 一 个 函数 ,满足 连续 函数 的 序 
列 型 定义 , 却 不 满足 连续 函数 的 邻 域 型 定义 . 劳 切 利 
(Láuchli, H. ) 还 构造 了 模型 ,其 中 一 个 是 没有 基底 
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的 问 量 空 间 ; 另 一 个 是 存在 两 个 不 同 基 数 的 基底 的 
问 量 空间 ;还 有 一 个 是 没有 代数 财 包 的 域 . 在 没有 选 
择 公 理 时 ,基数 理论 也 变 得 复杂 起 来 . 首先 ,基数 的 
定义 要 作 修 改 . EERS mE xr 可 良 序 , 仍 可 用 等 
MF x 的 最 小 序数 来 定义 xz 的 基数 |x|; 若 不 然 , |z 
| 定义 为 与 x 等 价 的 .具有 最 小 秩 的 所 有 集合 之 集 ， 
此 定义 是 斯 科 特 (Scott,D.S. ) 于 1955 年 给 出 的 . 这 
样 定 义 的 合理 性 的 根据 是 ;由 正则 公理 ,上 述 具 最 小 
秩 的 所 有 集合 ,确实 构成 一 个 集合 ,而 不 是 真 类 .在 
此 定义 下 的 基数 ,不 再 具有 三 分 性 , 即 有 的 基数 之 间 
无 法 比较 大 小 .并且 ,这样 定义 的 基数 具有 一 些 奇 妙 
的 结果 ,例如 ,存在 一 无 穷 基 数 x, 它 本 身 以 及 2” 都 
是 不 能 证 明 比 兴 。 大 的 戴 德 金 基 数 . 又 如 ,有 模型 使 
得 兴 ; 是 奇异 的 , 即 存在 递增 序列 {taeo ya，…，a，…)}， 
其 极限 是 €. 

序 型 (order type) 公理 集合 论 的 基本 概念 之 
—. WR B IT SERT CARO 5 GB SD JEFF [REA B , BD 
在 一 一 对 应 fs A> B, Wi Æ Va E AVa; € Ala, Ra; 
Fla, )Sf(ar)), WFR, R) 5 GS) ER — 3 78 B9. 
ALTRE 5! ERA, BL FF 5 B5] Fr 03, A EA ,任何 良 序 集 
《A4,R) 都 与 惟一 的 一 个 序数 a 同 序 型 .以 后 就 称 该 
序数 a 为 该 良 序 集合 的 序 型 , 记 为 a=ord(A,R). 

良 序 集合 的 序 型 (order type of well ordered 
sets) 见 “ 序 型 ” 

序数 Cordinal number) 公理 集合 论 的 基本 概 
念 之 一 .序数 理论 基本 上 就 是 良 序 集 理论 . 德国 数学 
家 康 托 尔 (Cantor,G. (F.P. )) 最 早 考虑 如 何 用 集合 
的 概念 来 定义 序数 ,他 认为 ,序数 就 是 由 一 个 ( 良 序 
化 了 的 ) 集 合 M 中 抽象 掉 其 元 素 的 各 种 属性 ,只 保 
留 它们 之 间 的 次 序 关 系 所 得 到 的 一 般 概念 ,MM 的 序 
数 记 为 M. M 上 的 一 横 表 示 一 次 抽象 ,但 这 一 叙述 
只 说 明了 序数 应 该 如 何 , 却 没有 说 明 序 数 究竟 怎么 
样 定义 .1903 年 ,英国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell, 
B. A. W. ) 把 序数 定义 为 良 序 集 在 序 同 构 下 的 等 价 
类 ,该 定义 有 着 直观 的 意义 . 按 此 定义 ,序数 1 就 是 
所 有 和 良 序 化 了 的 单元 素 集 组 成 的 类 ,序数 2 就 是 所 
有 和 良 序 化 了 的 两 元 集 组 成 的 类 等 .但 这 一 定义 从 ZF 
公理 集合 论 的 角度 看 却 有 着 致命 的 弱点 :它们 都 是 
真 类 而 不 是 集合 , 即 不 能 成 为 ZF 系统 的 个 体 . 人 们 
要 想 对 之 进行 研究 和 计算 ,当然 需要 序数 是 系统 内 
的 个 体 . 在 ZF 系统 中 ,定义 序数 的 办 法 是 属于 美 籍 
fy ZA X EXP GAR (von Neumann,J. ) 的 . Bf 
将 序数 定义 为 等 价 类 中 的 一 个 具体 代表 元 素 , 而 不 
是 该 等 价 类 本 身 . 此 被 选 出 的 代表 元 素 是 一 个 被 GE 
关系 良 序 化 的 集合 ,并 且 是 下 列 意义 下 可 传 的 :4 可 
fete A 的 每 个 元 素 都 是 4 的 子 集 , 亦 即 4 的 元 素 
的 元 素 仍 是 4 的 元 素 . X ELO LU UL DY, 
UBL UI UO RETR, CT BRK Kid A 
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0,1,2,3,-- mit. DDI L2) ) SERIDS 
是 序数 . 这 样 定义 的 序数 有 许多 好 的 性 质 , 便 于 在 序 
数 上 定义 符合 人 们 直觉 的 大 小 关系 以 及 各 种 运算 . 
例如 , 当 BPM. ver 时 , 则 yy 必 为 序数 .又 如 , 除 
了 有 属于 关系 0E1E2E… 之 外 ,还 有 包含 关系 0C 
1C2C… 最 小 的 无 穷 序数 w 是 所 有 有 限 序 数 之 集 
合 :w 二 40,1,2,…). 利 用 后 继 序 数 和 极限 序数 的 概 
念 ,还 可 以 定义 更 大 的 序数 . 所 有 序数 构成 的 类 常 记 
为 On, 康 托 尔 最 初 定义 序数 时 认为 On 也 是 序数 ， 
an ROSE TE TRI FF 3C o. 8 XE X a 8—a€ B, Wi" — KR 
Hy On 上 的 一 个 良 序 关 系 . 大 On 为 序数 , 则 On 将 是 
最 大 的 序数 ,但 On U {On} 也 是 序数 ,这 与 On 为 最 
KF BOF A. 康 托 尔 于 1895 年 发 现 这 一 矛盾 ,但 未 
曾 公 开发 表 , 后 来 由 意大利 学 者 布 拉 利 。 福 尔 蒂 
(Burali-Forti,C. ) 于 1897 年 再 次 发 现 并 公 之 于 世 ， 
这 就 是 著名 的 布 拉 利 。 HAR ETE IC. 在 ZFC 公理 系 
统 中 ,显然 On 不 是 集合 ,从 而 也 不 可 能 为 序数 , 故 
这 一 悖 论 在 ZFC 公理 系统 中 不 成 立 . 

Tn ju) > FBR GE T£ it (Burali-Forti's paradox) 
见 “ 序 数 ”. 

后 继 序 数 (successor ordinal) 一 种 序数 . 设 8 
是 序数 , 称 BULB) AB 的 后 继 . 可 以 证 明 ,B 是 序 
数 , 则 8 的 后 继 也 是 序数 , 记 为 82-1. 如 果 由 序数 a， 
可 以 找到 序数 p, TE o AB By AE BA 5Ca— 80 D, 
则 称 a 为 后 继 序数 . 例如 ,自然 数 1,2,3,… 都 是 后 
继 序数 ,但 0,w 不 是 后 继 序 数 . 

极限 序数 (limit ordinal) 一 种 序数 . GF a 关 0 
H a 不 是 后 继 序 数 , 则 称 a 为 极限 序数 .极限 序数 不 
直接 跟 在 某 个 序数 之 后 ,因此 它 有 这 样 的 性 质 : 若 A 
二 a, 则 必 有 序数 7 满足 8 二 7=a. 因而 极限 序数 a 
又 满足 

Mm ps B 

人 们 经 常见 到 的 极限 序数 有 2e," 等 . 

自然 数 Cnatural number) 一 种 序数 . 指 有 限 
序数 .在 ZF 系统 中 ,人 们 可 以 避 开 “有 限 ” 概 念 而 定 
X BA BK o A BER TRV BascaC(g—0V B 是 后 继 
序数 ). 由 这 个 定义 知 , 只 有 0,1,2,… 是 自然 数 ,w,w 
十 1,…,2w… 都 不 是 自然 数 . 公理 集合 论 中 把 0 也 
作为 自然 数 处 理 , 有 一 定 的 方便 之 处 . 所 有 自然 数 形 
成 的 集合 就 是 序数 w, 但 是 w 的 存在 性 是 由 无 穷 公 
理 所 保 证 的 . 

有 限 集 (finite set) 一 种 特殊 集合 .有 限 集 似 
乎 可 以 定义 为 元 素 个 数 为 有 限 的 集合 ,但 这 一 定义 
本 身 就 用 了 有 限 这 一 概念 . 德国 数学 家 康 托 尔 
(Cantor,G. CF. P. )) 最 初 将 其 定义 为 能 与 自然 数 集 
合 等 势 的 集合 ,但 这 一 定义 又 依赖 于 自然 数 的 概念 . 
1888 年 ,德国 数学 家 戴 德 金 (Dedekind, (J. W. )R. ) 


给 出 了 有 限 集 的 另 一 种 定义 方式 ,他 将 有 限 集 定义 
为 不 能 与 其 真子 集 等 势 的 集合 . 然而 在 利用 这 一 定 
义 证 明 某 些 有 限 集 的 性 质 时 需要 选择 公理 . 英国 逻 
辑 学 家 、 数 学 家 怀特 海 (Whitehead,A.N. ) 与 英国 
数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell ,B. A. W. ) 于 1912 年 给 
出 的 下 列 有 限 集 的 定义 克服 了 这 一 缺点 . 给 定 一 个 
合 a, 设 u 为 a KEN T 3 4E € u 满足 : 

1.0€u; 

2.X] 8^ z€uy€a A cU ly} €u; 
则 称 为 a 的 一 个 归纳 集 . 若 a 属于 它 的 每 个 归纳 
集 , 则 称 a 为 有 限 集 . 怀特 海 与 罗素 证 明 , 当 且 仅 当 
选择 公理 的 一 种 情形 AC, 成 立时 ,他 们 的 定义 与 戴 
德 金 的 定义 等 价 ( 参 见 “ 可 数 集 选 择 公 理 AC。”). 不 
是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 . 在 ZF 公理 系统 中 , 称 
满足 戴 德 金 有 限 集 定义 的 集合 为 戴 德 金 有 限 集 ,和 否 
则 称 为 戴 德 金 无 限 集 . 


无 限 集 (infinite set) MARE”. 

+ 8 ER (Dedekind finite set) “AiR 
f. 

X 8 3c BR & (Dedekind infinite set) V, 8 


限 集 ”. 

可 数 集 (countable set) 一 种 特殊 集合 . 能 与 
自然 数 集 o 建立 一 一 对 应 关系 的 无 限 集 称 为 可 数 
集 . 不 能 与 自然 数 集 建 立 一 一 对 应 关系 的 无 限 集 称 
为 不 可 数 集 

不 可 数 集 (uncountable set)” 见 “可 数 集 ”. 

序数 算术 (ordinal arithmetic) 序数 的 基本 运 
算 . 指 序 数 的 加 法 、 差 .乘法 、 乘 方 运 算 . 序数 的 加 法 
运算 递归 定义 为 : 

Qa 十 0 二 a; 
a 十 (8B 十 1)== (a 十 B) 十 1; 
当 6 为 极限 序数 时 ， 
at B= U a+). 


序数 的 加 法 运算 具有 下 列 主要 性 质 . 


2.0 十 a 二 a 十 0 二 a. 
3. 车 a 过 8, 则 a 十 7 过 7 十 p. 
4. E ac B, WU] a-- Y g4-Y. 
5. 车 a 二 8, 则 存在 惟一 的 序数 7, 使 a 十 7=B. 
6. (加 法 的 结合 律 )(a 十 8) 十 7=a 十 (8 十 7). 
注意 序数 加 法 不 满足 交换 律 , 如 1-7 o5 3-1. 
序数 的 差 运 算 定义 为 
a--B- [1 |84-Yza]j. 

序数 的 乘积 运算 递归 定义 为 : 

a *0-—0; 

a * C93-12 — Ca * B) d-a5 


公理 集合 d 


当 8 为 极限 序数 时 ， 
ap uS : y). 
序数 的 乘法 运算 具有 下 列 基 本 性 质 ， 
1. (乘法 运算 封闭 ) 若 ap 为 序数 , 则 a 8 为 序 


2.0。a 一 a。 0 一 0，]。a 一 wa，。1 一 wa， 
3. a8 H Y7»0, Jl] Y * a-—Y » B. 
4.4: Y *oa—Y* B H Y—0,W| a—g. 

5.35 ac B W a+ VKB e Y. 

6.a* 8=0, 4 HA 4 a—0 m P=0. 

7.〈 乘 法 对 加 法 的 分 配 律 ) 

ae (8+Y)=ae B-ra * Y. 

8. GE1E WES fO (a - B) - Y—a-* CB * »). 

9. d BAO, WW fETETE— Yy, e fd a— B eyt’ 
Hoe. 

注意 序数 乘法 不 满足 交换 律 ,如 2 * eo * 2. 

序数 的 乘 方 运算 递归 定义 如 下 : 

a ems 


atime? 


当 8 为 极限 序数 时 ， 
Jis re (a Æ 0), 
0 (a — 0). 

序数 的 乘 方 运算 具有 下 列 基本 性 质 : 
1.0°=1, 0^—0(87-0), ，18 一 1. 
2. Æ a 宇 1, 则 Œl. 
3. € a, Y1, Wl Y*—». 
4. Æ a B, Mi a^ p. 7 


BY 


* a, 


5. a? * o? —a 

6. (a ) =a", 

基数 (cardinal number) 亦 称 势 . 公 理 集 合 论 
的 基本 概念 之 一 . 是 度量 集合 大 小 的 量 . 在 德国 数学 
家 康 托 尔 (Cantor,G. (下 .P. )) 之 前 ,无 穷 只 是 一 个 
很 模糊 的 概念 ,人 们 无 法 区 分 两 个 无 穷 集 的 大 小 . 
1873 年 , 康 托 尔 发 现 自然 数 集 与 实数 集 之 间 不 存在 
一 一 对 应 的 关系 ,由 此 意识 到 可 以 用 一 一 对 应 作为 
度量 无 穷 集合 大 小 的 尺度 . 他 把 集合 的 大 小 称 为 集 
合 的 势 , 记 为 工 ,z 为 一 集合 . 并且 他 定义 ,车 集合 4 
与 集合 B 之 间 可 建立 一 一 对 应 关系 , 则 称 4 与 B 等 
势 , 记 为 Az B. 然而 康 托 尔 对 势 没 有 作 非 常 严格 的 
定义 ,而 将 集合 的 势 定义 为 从 集合 中 抽 去 元 素 特 性 
及 顺序 特性 得 出 的 一 般 概念 . 德国 数学 家 、 数 理 逻 辑 
学 家 弗 雷 格 (Frege,(F.L. )G. ) 与 英国 数理 逻辑 学 
家 罗素 (Russell,B. A.W. HEH ERM A) EM 
为 在 等 势 关 系 下 该 集合 所 在 的 等 价 类 . 这 一 定义 虽 
然 比 较 严 格 , 但 这 样 定 义 的 基数 不 是 ZF 公理 集合 
论 中 集合 的 基数 . 在 ZF 公理 集合 论 中 , 按 如 下 方法 
定义 集合 z 的 基数 |z|: 
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数 理 È 辑 


1. Æ r ERFAR, MEX c ARDS z 
等 势 的 序数 . 

2. 名 不 然 , 则 定义 |zj| 为 与 等 势 的 真 类 中 所 
有 具有 最 小 秩 的 元 素 的 全 体 所 组 成 的 集合 . 

如 果 某 个 集合 的 基数 是 a, 则 如 此 定义 的 基数 
WElrl= ly KENK rxy. 定义 1 是 由 美 籍 匈 
牙 利 数学 家 冯 ， 诺 伊 曼 (von Neumann,J. ) 于 1928 
年 引入 的 ;定义 2 则 是 上 述 弗 雷 格 与 罗素 思想 的 翻 
版 . 如 果 存 在 从 集合 x 到 y MBH, E X zx 
Iyl 如果 |zxl 志 |y| 且 |y| 志 |z|, 则 |z|= yl. 这 就 
是 著名 的 康 托 尔 - 伯 恩 施 坦 定理 . 对 于 任意 的 集合 x 
和 >, 有 |zj 委 |y| 或 者 |jy| 科 |z|, 当 且 仅 当选 择 公 
理 成 立 . 可 和 良 序 化 的 集合 的 基数 称 为 良 序 基数 . 每 一 
个 良 序 基数 都 是 序数 . 因此 , 若 设 定 某 一 选择 公理 ， 
则 每 一 个 基数 都 是 序数 . 对 任意 的 序数 a, 存 在 大 于 
a 的 最 小 良 序 基数 , 记 为 a* (参见 “后 继 基 数 ”). 由 此 
可 见 , 所 有 的 良 序 基 数 构 成 序数 全 域 的 一 个 无 界 的 
子 类 , 即 为 真 类 . 因此 ,可 以 定义 一 个 从 序数 全 域 到 
所 有 无 穷 良 序 基数 构成 的 真 类 上 的 保 序 映 射 淮 ( 参 
U RFRA”), BEI Vac BC MOB CODO Xm 
Ss Be dac NR”. AAS. RBS CO ,表示 第 a] 
无 穷 良 序 基数 ,用 Wa 表示 Ba 的 序 型 ES) = w = 
Wy Seti = Wat = TU * a AR BR PP WW SS. = e. = 
sup {w| p € a}. 55. 是 极限 基数 , 当 且 仅 当 a 是 极限 
序数 . 

后 继 基 数 (successor cardinal) 基数 的 一 种 . 
设 a 为 一 个 序数 , 令 a 表示 大 于 wa 的 最 小 基数 . 设 
K 为 一 个 基数 ,大 存在 序数 ovK —a* , 则 称 天 为 
后 继 基数 ,所 有 非 0 有 限 基 数 均 为 后 继 基 数 ,0 和 ww 
不 是 后 继 基数 . 在 选择 公理 之 下 ,任何 基数 都 是 兴 ， 
TEN Bes Vs, SEX DE EYE C= 
w)，, 愉 。 都 不 是 后 继 基数 . 不 是 后 继 基 数 的 无 穷 基数 
为 极限 基数 . l 

极限 基数 (limit cardinal) W“ Ja AEA. 

共 尾 度 (cofinality) 公理 集合 论 术语 . 指 良 序 
集 或 线性 序 集 的 一 个 无 界 子 集 的 序 型 . 设 (4,R) 是 
线性 序 集 , 且 BS4, 如 果 VzE4CGzEBYV 3 
yCrRy)) WR B 为 A WIR FR GH ERA A 的 
JG E 3 880. 对 于 包含 一 个 可 良 序 化 的 共 尾 子 集 的 线 
性 序 集 , 定 义 它 的 共 尾 度 为 同 构 于 它 的 一 个 共 尾 子 
集 的 最 小 序数 . 例如 ,自然 数 集 是 有 理 数 集 的 可 恨 序 
化 的 共 尾 子 集 , 故 有 理 数 集 有 共 尾 度 . 实际 上 ,有 理 
个 序数 ,都 有 共 尾 度 . 如 果 假 定 选 择 公 理 , 则 每 一 个 
线性 序 集 都 有 共 尾 度 . REFRA ,R) 如 果 有 共 尾 ， 
则 它 的 共 尾 度 记 为 cf(4), 设 a 为 序数 , 则 cf Coo 
a. 例如 ,后 继 序 数 a 十 1 的 共 尾 度 为 lo 的 共 尾 度 
cf Co) =o. 一般 地 ,如 果 B 是 线性 序 集 (A,R) 的 共 
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尾 子 集 , 则 B 有 共 尾 度 , 当 且 仅 当 4 有 共 尾 度 , 且 
cf(B)=cf CA). 

共 尾 子 集 (cofinal subsets) Wl, “SERRE”. 

无 界 子 集 (unbounded subsets) — JL" 3E Eg BE". 

正则 基数 (regular cardinals) 一 种 特殊 基数 ， 
如 果 a 为 极限 序数 , 且 chile) — a, WR a 为 正则 的 . 
正则 的 基数 称 为 正则 基数 . 不 正则 的 无 穷 基数 称 为 
奇异 基数 . 由 于 正则 的 序数 一 定 是 基数 ,故人 们 对 正 
则 的 序数 .正则 序数 .正则 的 基数 和 正则 基数 这 几 个 
概念 不 加 区 别 地 使 用 .通常 也 有 人 将 w 称 为 正则 基 
AC ,将 兴 s: 称 为 正则 序数 .正则 性 是 基数 的 重要 概 
念 之 一 , 它 由 德国 数学 家 豪 斯 多 夫 (Hausdorff,F.) 
于 1908 年 引入 .关于 正则 基数 的 性 质 曾 引申 出 许多 
重要 的 集合 论 命题 ,其 中 最 重要 的 问题 是 :是 否 能 在 
ZF 系统 中 证 明 存 在 大 于 o 的 正则 基数 ? 一 方面 ,由 
PEPE BEAD SS No Se MEK FT w 的 正则 基 
数 . 另 一 方面 ,以 色 列 集合 论 学 家 吉 帖 元 (CGitik， 
M. ) 于 1979 年 在 假定 存在 某 种 大 基数 真 类 的 情况 
下 ,证 明了 不 存在 大 于 o 的 正则 基数 ,也 是 和 ZF OAR 
统 相 容 的 . 

奇异 基数 (singular cardinals) 
A. 

正则 序数 (regular ordinals) ” 见 “ 正 则 基数 ”. 

基数 算术 (cardinal arithmetic) 基数 的 基本 运 
算 . 指 基数 的 加 法 、 乘 法 及 乘 方 运算 . 两 个 基数 «与 
4 的 和 , 指 将 « 的 元 素 与 4 的 元 素 合 并 起 来 构成 的 
集合 的 基数 , 即 < 十 4= |<X (0}UAX (1}|. 基数 的 
加 法 运算 满足 交换 律 与 结合 律 . 两 个 基数 «与 4 的 
积 , 指 它们 的 笛 卡 儿 积 的 基数 , 即 ee a= |xX4|. 基 
数 乘法 满足 交换 律 .结合 律 以 及 对 加 法 的 分 配 律 . 基 
数 乘 方 运 算 对 应 于 集合 的 乘 方 运算 , 即 x*==|'x|, 其 
中 表示 所 有 从 A BBA RANA , 乘 方 运算 满 
E: 

LEIV es hv 

2. (c * pY — ^ * uf. 

a renew ao 
对 无 穷 基 数 而 言 ,基数 具有 下 列 独 特 的 性 质 : 

l. aT N= SO nd Caci | 

Zi Ya - N= Pure D 

3. X Ba, Wi Ss 3«— 25». 
基数 的 加 法 运算 和 乘法 运算 还 可 以 扩充 到 无 穷 多 个 
基数 的 加 法 与 乘法 运算 . 设 (c:zE7) 为 一 个 基数 序 
列 ,7 为 指标 集 ,定义 

De = | Ue x DI, 


见 “ 正 则 基 
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式 中 Lle: AN AEDST XAFI n 乘积. 


柯 尼 希 引 理 (Ko6nig lemma) 亦 称 柯 尼 希 不 等 
A AHS AION BAR EHS. RR TETRA 
E7) 为 两 个 基数 序列 ,7 为 共同 的 索引 集 . AMER 
i € I , E; «A, , M 


这 一 结论 由 柯 尼 希 (Konig,J. ) 于 1905 年 给 出 . 如 采 
对 每 个 i€7, 取 Ki 二 1,N 二 2, 令 A= |Z | ,; 则 柯 尼 希 引 
理 变 为 4 二 2 , 即 康 托 尔 定理 ,因此 柯 尼 希 引 理 是 康 
托 尔 定理 的 推广 . 柯 尼 希 引 理 的 重要 性 在 于 它 给 出 
了 基数 运算 的 一 个 严格 不 等 式 , 这 在 基数 运算 定律 
中 并 不 多 见 . 柯 尼 希 引 理 有 一 些 常 用 的 推论 ,如 : 

1. 对 任何 基数 e c 2 2 8. 

De 对 任何 无 穷 基 数 Ky Asch) >K. 

3. 对 任何 无 穷 基 数 e A cf OO SCA S M] x* 之 x. 式 
中 cf GO « 的 共 尾 数 . 

人 们 常 将 柯 尼 希 无 限 引 理 称 为 柯 尼 希 引 理 . 

连续 统 假 设 (continuum hypothesis) 简称 
CH. 公理 集合 论 术语 . 指 连续 统 的 势 的 一 个 假设 . E 
是 德国 数学 家 康 托 尔 (Cantor,G. CF. P. )) F 1878 
年 提出 的 ,通常 称 直线 上 所 有 点 的 集合 为 连续 统 , 它 
的 势 ( 基 数 ) 记 为 c. 这 个 势 与 所 有 实数 组 成 的 集合 
的 势 相 等 ,也 与 自然 数 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 的 势 
相等 . 但 这 个 势 究 竟 有 多 大 ? 却 是 一 个 不 易 回 答 的 问 
题 . 远 在 亚 里 士 多 德 时 期 ,人 们 认为 无 穷 集合 无 大 小 
之 分 , 即 所 有 的 无 穷 集 都 是 等 势 的 ,这 自然 也 就 不 存 
在 连续 统 的 势 有 多 大 的 问题 . 直至 两 千年 之 后 的 
1874 年 , 康 托 尔 证 明了 : 任 一 集合 4 的 需 集 局 (4) 的 
势 都 大 于 4 的 势 , 这 才 指 出 上 述 观点 是 错误 的 . 现 
在 要 问 ,连续 统 的 势 ( 它 等 于 P(N) 的 势 ,N 是 自然 
数 集合 ,也 即 250 , jx No 是 第 1 个 无 穷 基 数 ) 与 可 
数 无 穷 集 的 势 兴 。 之 间 是 否 有 其 他 势 ? 康 托 尔 猜测 ， 
这 两 者 之 间 不 存在 其 他 的 势 . 用 基数 的 术语 , 即 是 任 
何 基 数 & 不 可 能 满足 汽 , 二 4 二 2*, 此 即 连续 统 假 
设 . 车 承认 选择 公理 , 则 因 任 何 无 穷 基数 等 势 于 一 个 
SS ,连续 统 假设 便 成 为 2 二 沪 1, 即 实数 集 等 势 于 最 
小 的 一 个 不 可 数 基数 . 将 连续 统 假设 记 为 CH. 在 数 
学 研究 的 许多 领域 中 ,CH 是 不 可 或 缺 的 . 例如 ,在 
研究 实数 子 集 的 测度 性 质 与 拓扑 性 质 时 ,其 中 有 一 
个 基本 问题 :与 实数 集 R 不 等 势 的 子 集 是 否 测度 
必 为 零 ? 是 否 属于 第 一 范畴 (第 一 纲 )? "在 没有 CH 
时 ,不 能 给 以 确定 的 回答 . 数学 家 在 研究 这 类 问题 
时 ,常常 承认 CH 为 附加 公理 ,事实 上 ,CH SPR 
命题 K 和 工 的 合 取 等 价 : 

区 :存在 一 与 R 等 势 的 R 的 子 集 , 和 每 一 无 处 笛 
密集 的 交 都 是 至 多 可 数 的 . 

CH 也 与 下 述 命 题 MAS Be ROSE: 


4 理 € sS d 


M:5 RASA R 的 子 集 测度 为 零 . 

S :存在 一 与 R 等 势 的 R 的 子 集 , 和 每 一 零 测 度 
集 的 交 都 是 至 多 可 数 的 . 

CH 的 真 与 假 ,直接 给 数学 带 来 重大 影响 ,波兰 
数学 家 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski,W. ) F 1934 年 就 曾 
列举 了 12 个 与 CH 等 价 的 数学 命题 ,又 曾 列 举 了 
CH 的 82 个 推论 ,近年 来 ,又 有 新 的 推论 出 现 . 正 因 
为 连续 统 问题 是 数学 中 很 基础 的 问题 ,长 期 以 来 , 它 
一 直 是 数理 逻辑 ,特别 是 其 中 公理 集合 论 分 支 关 心 
的 重点 . 连续 统 假设 的 原始 形式 是 康 托 尔 1874 年 首 
次 宣布 的 ,当时 虽 未 给 出 证 明 ,但 他 肯定 这 个 证 明 是 
不 难 给 出 的 . 他 写 道 :“ 这 个 定理 通过 归纳 的 过 程 将 
会 被 搞 清楚 ”, 从 那 时 起 , 康 托 尔 就 试图 做 出 这 样 一 
个 证 明 . 例如 ,1883 年 他 又 宣称 ,他 希望 不 久 用 一 个 
精确 的 证 明 来 正面 地 回答 这 个 问题 .一 年 后 ,在 其 著 
作 的 结尾 ,他 再 次 允诺 在 稍 后 的 续篇 中 给 出 这 个 证 
明 . 但 是 ,直至 康 托 尔 1918 年 去 世 , 他 也 未 能 给 出 这 
个 预期 的 证 明 . 1900 年 ,德国 数学 家 希 尔 伯 特 
(Hilbert, D. ) 在 著名 演讲 《数学 问题 ?中 列举 了 23 
个 未 解决 的 数学 难题 ,其 第 1 个 就 是 “28。 等 于 
5512". 1925 年 , 希 尔 伯 特 曾 提出 一 个 试图 解决 CH 
的 大 纲 , 然 而 ,后 来 人 们 发 现 他 的 大 纲 是 错误 的 , 因 
为 他 使 用 了 “自然 数 集 合 的 每 一 个 子 集合 都 是 递归 
集合 ”这 一 命题 . 但 是 , 随 着 递归 了 录 数 论 对 算法 概念 
的 精确 化 ,到 20 世纪 30 年 代 , 发 现 并 非 自然 数 集合 
的 一 切 子 集合 都 是 递归 的 . 直到 1939 年 , 美 籍 奥 地 
利 数 学 家 哥 德 尔 (G6del ,K. ) 提 出 可 构造 集 的 概念 ， 
才 用 内 模型 法 证 明了 广义 连续 统 假 设 GCH (因而 
CH) 是 相对 于 ZFC 系统 相 容 的 ;到 1963 年 ,美国 数 
学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 创 造 了 力 迫 法 ,用 构造 外 模 
型 的 办 法 证 明了 CH( 因 而 GCH) 相 对 于 ZFC 系统 
是 独立 的 . 这 就 是 说 , 仅 在 公理 集合 论 系统 ZFC 中 
无 法 判定 CH 与 GCH 的 真 假 , 哥 德 尔 早 在 1947 年 


就 曾 猜 测 , 在 ZF 这 样 的 系统 中 CH 是 不 可 判定 的 . 


接着 ,他 又 说 ,从 已 承认 的 公理 中 给 出 一 个 不 可 判定 
性 的 证 明 ,并 未 解决 问题 ,因为 “集合 论 的 概念 和 定 
理 描述 了 一 些 完全 确定 的 实在 世界 ,在 其 中 , 康 托 尔 
的 猜想 一 定 或 是 真 的 或 是 假 的 .因此 ,从 今天 承认 的 
公理 所 得 到 的 它 的 不 可 判定 性 ,只 能 意味 着 这 些 公 
理 并 未 包括 那个 实在 世界 的 完全 描述 ”从 这 个 认识 
出 发 ,人 们 一 直 在 寻找 新 的 公理 或 新 的 公理 系统 ,以 
求 可 以 判定 CH 75 € GCH 的 真 假 . 但 其 进展 缓慢 . 
后 来 知道 ,就 是 附加 像 可 测 基数 存在 公理 那样 的 直 
观 上 可 靠 的 公理 ,仍然 无 法 推出 CH. 因而 许多 数学 
家 认为 CH 不 可 信 , 想 用 新 的 公理 取代 CH. 在 这 一 
方面 ,美国 学 者 马丁 (Martin ,D. A. ) 等 人 在 1970 年 
提出 的 马丁 公理 应 该 是 最 佳 的 选择 . 目前 ,其 研究 仍 
在 继续 中 . 
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连续 统 (Continuum) 见 “ 连 续 统 假设 ” 

广义 连续 统 假 设 (generalized continuum hy- 
pothesis) 简称 GCH. 连续 统 假设 的 推广 . 是 对 一 
般 无 穷 基 数 的 寡 的 一 种 假设 , 它 可 以 令 述 为 :对 任何 
无 穷 集合 4 ,不 存在 集合 的 势 大 于 AW Ai) Fe 
集 PARR. MERRE RRA om 是 无 
穷 基 数 , 则 不 存在 基数 满足 m n 2". E X Se fr 
于 :和 车 m 是 无 穷 基 数 , 则 对 任何 基数 n, m xn 
2”, 则 n=m 或 2 一 27. 称 此 为 GCHC IO. FERA 
HB AC 成 立 , 则 可 叙述 为 :对 任何 序数 a, A 2 一 
Satie 称 此 为 GCH(I). 波兰 数学 家 谢 尔 品 斯 基 
(Sierpinski, W. ) F 1947 年 证 明了 GCH( 1 ) 等 价 于 
GCH( I )5 AC 的 合 取 . 在 GCH? F AHUREA 
可 以 简化 为 

R= Mar CARS SNS 

Sa (Xp 之 Na). 
广义 连续 统 假设 在 ZF 系统 中 是 不 可 判定 的 (参见 
“连续 统 假设 ”). 

集合 论 系 统 的 相对 相 容 性 (relative consistency 
of set-theoretical system) 一 种 减弱 形式 的 相 容 
性 .一 个 公理 化 理论 相 容 (或 称 协调 一致 ) 是 指 其 公 
理 体系 无 了 矛盾. 即 在 这 一 理论 中 不 存在 一 个 矛盾 的 
证 明 , 哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 指出 ,没有 一 个 强 于 
公理 化 算术 的 公理 化 理论 ,可 以 通过 这 一 理论 本 身 
的 形式 化 方法 证 明 其 相 容 性 ,尤其 在 ZF 系统 中 不 
可 能 证 明 ZF 系统 的 相 容 性 .因此 ,通常 所 说 的 某 集 
合 论 公理 系统 相 容 ,一 般 指 该 集合 论 系统 相对 于 男 
一 公理 集合 论 系 统 相 容 . 更 确切 地 说 , 硅 zi ,> 为 两 
个 集合 论 公 理 系统 , 则 在 假设 >, 相 容 的 前 提 下 ,能 
在 >, 中 证 明 2, 相 容 ,这 时 称 >, 相对 于 2 相 容 , 记 
为 conl Zi) — con (2) , 这 里 con(S) RI 2 FAB. 

EW PA 为 佩 亚 诺 算术 系统 ,ZF 一 P 表示 在 ZF 
Ly BRS PARRA ZF 表示 在 ZF 系统 中 去 
掉 正 则 公理 ,ZF 十 CH 表示 在 ZF 系统 中 加 上 连续 
统 假设 , 则 有 : 

con(PA)—con(ZF—P); 

con(ZF )—con(ZF); 

con (ZF )—con (ZFC); 

con(ZFC)—con(ZFC+CH). 

集合 论 命题 的 相 容 性 (consistency of set-theo- 
retical proposition ) 合 论 命题 的 重要 性 质 之 一 . 
指 集合 论 命题 相对 于 某 个 公理 集合 论 系统 的 相 容 性 
(以 下 与 独立 性 一 起 阐述 ). 设 4 为 一 个 集合 论 命 
题 ，> 为 某 公理 集合 论 系 统 , 如 果 之 U CAD 相对 于 
> 相 容 , 即 conl 3) — con X U CADO , WRK A 相对 
于 公理 系统 X 相 容 (或 协调 、 一 致 ). 在 命题 4 及 其 
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Be TA LAM T 之 相 容 , 则 称 4 独立 于 公理 系统 
2 .因此 ,4 相对 于 之 相 容 , 表 明 当 > 协调 时 ,4 的 
否定 不 能 由 之 推出 ;4 独立 于 公理 系统 之 ,表明 当 
S 协调 时 ,4 与 4 的 否定 在 之 中 均 不 可 证 . 通常 把 
A 相对 于 ZF 系统 或 ZFC 系统 相 容 (或 独立 ) 简称 A 
相 容 (或 独立 ). 

在 公理 集合 论 中 ,证 明 一 个 命题 相 容 或 独立 于 
某 个 集合 论 公 理 系 统 ,往往 具有 非常 重要 的 意义 . 当 
一 个 重要 的 集合 论 假说 需要 作为 一 条 新 加 公理 时 ， 
为 保证 添加 这 一 公理 后 集合 论 系 统 仍然 相 容 ,人 们 
首先 必须 证 明 该 命题 相 容 于 原 集 合 论 公理 系统 . 如 
果 考 虑 简洁 性 ,还 需要 证 明 这 一 命题 独立 于 原 公 理 
系统 .近代 公理 集合 论 发 展 的 一 个 主流 方向 正 是 证 
明 某 些 具 有 重要 意义 的 集合 论 命题 与 ZF 或 ZFC 等 

合 论 公理 系统 的 相 容 性 或 独立 性 . 最 著名 的 相 容 
性 与 独立 性 结果 有 :选择 公理 相对 于 ZF 系统 的 相 
容 性 与 独立 性 .连续 统 假设 相对 于 ZFC 系统 的 相 容 
性 与 独立 性 、 苏 斯 林 假 设 相对 于 ZFC 系统 的 相 容 性 
与 独立 性 .马丁 公理 相对 于 ZFC 系统 的 相 容 性 与 独 
立 性 等 .目前 , 相 容 性 与 独立 性 证 明 已 成 为 现代 公理 
合 论 的 一 个 重要 分 文 ;用 于 相 容 性 与 独立 性 证 明 

的 一 些 重要 方法 ,如 可 构造 性 方法 、 力 迫 法 已 被 广泛 
应 用 于 其 他 数学 领域 或 集合 论 分 文 . 

集合 论 命题 的 独立 性 (independence of set-the- 
oretical proposition) 见 “ 集 合 论 命 题 的 相 容 性 ”. 

内 模型 法 (method of inner model) $& & ic 4H 
对 相 容 性 证 明 的 基本 方法 之 一 . 设 22s 为 集合 论 
语言 中 的 两 个 公式 集 ,M AD, 的 一 个 模型 , 知 存 在 
AA AC), 4E N—(x|x€ M;ACGOJ)JX X, HRA, 
Wi NAM 的 内 模型 .假定 > PAA CAS. 有 
模型 MAREE 2 下 证 明 存 在 M 的 一 个 内 模型 N， 
使 N 为 3, 的 模型 , 则 就 证 明了 对 于 2, 相对 相 
容 . 通常 把 这 种 相对 相 容 性 证 明 方 法 称 为 内 模型 . 美 
籍 匈 牙 利 数学 家 汉 。 诺 仇 曼 (von Neumann, J. ) 于 
1929 年 最 先 使 用 内 模型 法 证 明基 础 公理 的 相 容 性 ， 
美 籍 奥 地 利 数学 家 哥 德 尔 (G6del,K. ) F 1938 年 证 
明 连 续 统 假设 与 选择 公理 的 相 容 性 时 也 是 采用 内 模 
型 法 . 1951 年 至 1953 年 , 谢 泼 德 森 (Shepherdson， 
J. C. ) 连 续 发 表 三 篇 论文 详细 阐述 了 内 模型 方法 ， 
他 指出 ,对 可 传 模型 而 言 , 不 能 用 内 模型 方法 证 明 连 
续 统 假说 的 独立 性 . 美国 数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 
于 1963 年 通过 对 内 模型 方法 的 局 限 性 分 析 , 发 明了 
相 容 性 与 独立 性 证 明 的 外 模型 方法 , 即 力 迫 法 . 

外 模型 法 (method of outer model) 合 论 相 
容 性 与 独立 性 证 明 的 主要 方法 之 一 . 设 EM AR 
合 论语 言 中 的 两 个 公式 集 ,M 为 E 的 一 个 模型 , 奉 
NDƏDM, NÆM, H N X E: 的 模型 , 则 称 入 为 M 的 
一 个 外 模型 . 假定 2X FAB AA x ARN M, ARE 


在 Xy 下 证 明 存在 M 的 一 个 外 模型 N ,使 N 为 E 
的 模型 , 则 就 证 明了 丈 对 于 zx. 相对 相 容 . 通常 把 这 
种 相对 相 容 性 证 明 方法 称 为 外 模型 法 . 外 模型 法 是 
美国 数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 于 1963 年 证 明 连 续 
统 假设 及 选择 公理 的 独立 性 时 发 明 的 . 对 内 模型 法 
而 言 ,可 以 构造 集合 论 全 域 V 的 一 个 子 类 (如 WF, 
L,HOD 等 ) ,使 这 个 子 类 满足 一 些 特殊 的 命题 ,从 
而 证 明 这 些 命题 的 相 容 性 . 然而 ,人 们 却 不 能 构造 V 
的 任何 外 模型 ,因为 了 已 经 包含 了 所 有 的 集合 . 科 
恩 的 方法 是 首先 假设 ZF 系统 存在 一 个 可 数 标 准 集 
合 模型 ( 即 标准 模型 假设 ) ,构造 这 一 集合 模型 的 一 
个 外 模型 ( 即 兼 纳 扩充 ), 以 获得 相 容 性 结果 ,然后 说 
明 取 消 标 准 模 型 假设 并 不 影响 相 容 性 结果 的 正确 
性 . 

集合 论 模 型 (model of set theory) 解释 集合 
论语 言 的 系统 或 结构 . 设 M 为 非 空 集合 或 真 类 ,EE 
AM 上 的 一 个 二 元 关系 , 则 结构 iM,E) 为 集合 论 二 
言 的 一 个 模型 ,M 称 为 模型 的 域 . 这 里 ,集合 论 全 域 
V 中 的 每 个 集合 被 解释 成 M 中 的 一 个 元 素 , 集 合 的 
属于 关系 EE 被 解释 成 二 元 关系 E 对 任意 集合 论语 
言 中 的 合式 公式 9, 模 型 CM,E) 与 9 的 满足 关系 
(OM.E)F- 9, 可 递归 定义 如 下 : 

1. 若 PHATAK, WM, E)E r— ys 4 HAX 
M r=y; M, E)E rEy, HHAH r€ y. 

2. Æ PÆ gp Ap MCM, E)E p Agp HAX 
4M, E)E 9$, ROM E)E p. 

3. 若 eJÉ 8-3 9. 0 OM, E)E g, SAMY 
(M, EXE yy 不成立. 

4. dy OF xg. MWM, E= rd, BC E 
TE a€ M f& OM. ED EP gla). 

合 论 模 型 与 模型 论 中 定义 的 模型 有 着 非常 密 
切 的 关系 . 一 方面 集合 论 模 型 只 是 对 集合 论语 言 
解释 ,因此 , 它 是 一 种 特定 语言 的 模型 ; 另 一 方面 模 
型 论 中 的 模型 之 论 域 必 须 为 一 集合 ,而 集合 论 模 型 
的 域 可 以 为 一 真 类 . 尽管 两 者 有 一 定 区 别 , 但 模型 论 
中 的 许多 定理 ,如 完备 性 定理 .LST 定理 、 紧 致 性 定 
理 等 在 集合 论 中 均 有 相应 的 形式 . 

相对 化 (relativization) 模型 满足 关系 的 一 种 
表述 形式 . 设 M 为 非 空 集合 或 真 类 ,gy 为 集合 论语 
言 中 的 合式 公式 ,用 o 表示 9 到 模型 M 的 相对 化 ， 
它 可 递归 定义 如 下 : 

1. 关 9 为 原子 公式 ,; 则 (x 二 y)” 成 立 ,当日 位 当 
ZX 二 y; (XE y) ”成立 , 当 且 仅 当 x€y. 

2. Æ PIER GA $, , MI Ce, ^ €," 成 立 , 当 且 仅 


Mog Aq 成 立 . 
3. 若 8 形 如 一 yy, 则 (J)* 成 立 , 当 且 仅 当 
19" 成立. 


4. 若 GFE 31329. WU C3 xg" 成 立 , 当 且 仅 当 


公 BR & xs d 


JrG€MHMJqd"Dmr.. 

H bE MA ae ”成立 等 价 于 (MED 
ME e Aw gp 相 对 化 到 MM, 相当 于 集合 论 公式 
9 到 模型 (M,E€ 门 M， 上 的 解释 .类似 于 模型 论 中 的 
术语 ,对 语句 集 S, 知 对 任何 e€ So" mr ER M 
为 S 的 模型 .集合 论 的 相对 化 处 理 方法 使 得 人 们 可 
以 在 纯 集 合 论 的 框架 下 进行 集合 论 公 理 的 相 容 性 与 
独立 性 证 明 , 而 不 必 借 助 模型 论 的 工具 . 设 S,T 为 

合 论 语言 中 的 两 个 语句 集 , 夺 存在 某 个 集合 或 真 
类 M ,使 得 由 了 能 证 明 MzEO AM AS 的 模型 , 则 
T FEA ZR S 相 容 , 即 S 相对 于 了 相对 相 容 ， 

集合 论 概 念 的 绝对 性 (absoluteness of concepts 
of set theory) 合 论 概念 的 重要 性 质 之 一 . 指 集 
合 论 概念 在 不 同 模型 中 的 不 变性 . 设 M,N 为 集合 
论语 言 的 两 个 标准 模型 (MCN qiix ttim 
任意 公式 ,Xi ,Xs，… ,x 为 公式 中 的 所 有 自由 变 元 ， 
若 对 任意 的 isos ttt ,aE Mig" laisara) 
Am GY (Caisassa) , MER o 对 M,N 绝对 ,这 里 
P” 表示 9 在 M 中 的 相对 化 ,yg* 成 立 , 亦 即 MF g. 
43 exp M.V 绝对 (V 为 集合 全 域 ), 即 对 任何 asaz, 
"a, EM, g” (a, 520° 5 Qn) 4 AMY laisat, 
a,). MEK 2 对 模型 M 绝对 . 直观 地 讲 , 一 个 集合 论 
概念 相对 于 两 个 模型 绝对 ,是 指 这 个 概念 在 这 两 个 
模型 中 具有 相同 的 意义 ,这 一 点 在 用 模型 方法 证 明 

合 论 命题 的 相 容 性 或 独立 性 时 非常 重要 . 比如 在 
力 迫 法 构造 中 ,由 于 序数 概念 对 任何 ZF 系统 的 可 
传 模 型 均 绝 对 ,因此 只 要 兼 纳 扩充 MEcj] 不 包含 M 
之 外 的 序数 , 则 就 可 以 知道 M 与 Mtcj 具 有 相同 的 
序数 . 而 由 于 基数 概念 不 绝对 ,因此 可 以 利用 兼 纳 扩 
充 将 一 个 不 可 数 基数 崩塌 为 可 数 基数 ,或 将 一 个 不 
HY iA SER AG a A ASE. 最 重要 的 绝对 性 概念 有 : 
“r 为 序数 “x 为 可 构造 集 *、“R 为 一 个 关系 ”、“R 
良 序 4”“R 为 4 上 的 良 基 关 系 ” 等 ,这 些 概念 对 ZF 
系统 的 任意 可 传 模型 均 绝对 . 典型 的 非 绝 对 性 概念 
有 :“a 为 基数 ”a 可 数 ”“|y|==|x|”,“y 二 p(x)”， 
“a 为 正则 基数 ”等 . 设 F(z) 为 一 个 函数 , 若 公 式 y= 
F(z) 对 模型 M 绝对 , 且 F 在 MM 下 仍 为 水 数 , 则 称 
PAA F Xt M 绝对 .对 ZF 系统 的 任意 可 传 模型 绝对 
AY) oe AY pki A : Ja SK pa BS (x),dom(R),ran(R)， 
type(A,R),rank(x),L(a), Ra). BI, BEA 
然 数 集 w 对 ZF 系统 的 任意 可 传 模 型 也 绝对 . 任意 
能 由 受 限 公式 表达 的 集合 论 概念 对 ZF 系统 的 任意 
可 传 模型 均 绝对 . 另外 ,绝对 概念 对 函数 的 复合 运算 
并 与 递归 运算 封闭 . 

绝对 性 概念 最 初 由 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 
(Gödel, K. ) F 1940 年 提出 ,当时 他 把 对 可 构造 全 
域 工 绝对 的 概念 称 为 是 绝对 的 ,后 来 绝对 性 概念 被 
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推广 到 一 般 集 合 模型 上 . 

标准 模型 (standard model) 亦 称 EE 模 型 . 一 
种 集合 论语 言 模型 . 若 结构 (M, 五 ?中 的 二 元 关系 五 
AM ERBUJACTAXARBI E- €f] OMX MD, MFM, 
巨 ) 为 集合 论语 言 的 标准 模型 ,简称 M 为 模型 . 标准 
模型 是 将 集合 论 的 属于 关系 符号 E 解 释 为 MEN 
属于 关系 ,因此 ,相当 于 集合 论 到 自身 的 一 种 解释 . 
在 集合 论 相 容 性 与 独立 性 证 明 中 所 构造 的 模型 ,一 
般 均 为 标准 模型 . 对 标准 模型 而 言 ,满足 关系 M E 
?9 可 以 用 相对 化 的 方法 来 描述 (参见 “相对 化 ”). 

可 传 模型 (transitive model) 一 类 标准 模型 
EM 为 集合 论语 言 的 一 个 标准 模型 且 M 可 传 , 则 
称 M 为 一 个 可 传 模型 . 可 传 模型 是 集合 论 相 容 性 与 
独立 性 证 明 中 最 常 采 用 的 一 类 模型 . 模型 的 可 传 性 
可 保证 模型 满足 外 延 公 理 , 也 可 保证 许多 集合 论 概 
念 绝对 . 由 毅 塌 定理 ,任意 良 基 模型 均 同 构 于 一 个 可 
传 模型 . 可 数 的 可 传 模 型 称 为 可 数 可 传 模 型 , 记 为 
CTM. 这 种 模型 在 力 迫 法 中 经 常 采 用 . 

可 数 可 传 模型 (countable transitive model) 
见 “ 可 传 模型 ”. 

集合 模型 (set model) 一 类 集合 论语 言 模型 . 
在 集合 论 相 容 性 与 独立 性 证 明 中 ,集合 模型 通常 指 
域 为 集合 的 标准 模型 . 由 反射 原理 ,对 任何 ZFC 系 
统 有 限 条 公理 而 言 ,一 定 存 在 一 个 满足 这 有 限 条 公 
理 的 集合 模型 (参见 “反射 原理 ”). 设 9 为 强 不 可 达 
基数 , 令 HOD — (xi |trel(xr) | «0) tre. (O) RA x 
的 可 传 闭 包 , 则 HOA ZFC 系统 的 一 个 集合 模型 ， 
因此 强 不 可 达 基 数 存 在 公理 蕴含 着 存在 ZFC 系统 
的 集合 模型 .但 由 哥 德 尔 不 完全 定理 ,在 ZFC 系统 
中 不 能 构造 出 ZFC 系统 的 标准 集合 模型 ,否则 由 
ZFC 系统 就 可 以 证 明 其 自身 的 相 容 性 .由 此 可 见 ， 
强 不 可 达 基 数 的 存在 性 是 不 可 能 从 ZFC 系统 中 推 
出 的 . 

极 小 模型 (minimal model) 合 论 的 一 种 模 
H. E M 为 ZF 系统 的 一 个 可 传 模型 , 且 为 ZF 系统 
的 所 有 可 传 模型 的 子 模型 , 则 称 M 为 ZF 系统 的 极 
小 模型 . 可 构造 集 全 域 工 为 ZF 系统 的 极 小 真 类 模 
型 (参见 “可 构造 集 全 域 L”). 在 标准 模型 假设 SM 
下 ,存在 ZF 系统 的 极 小 集合 模型 (参见 “标准 模型 
假设 ”). 

HB 3B Ze FE (collapsing theorem) 公理 集合 论 
的 重要 定理 之 一 . 设 R 为 类 A 上 的 二 元 关系 , 行 对 
任何 A 中 的 元 素 xz,y,; 有 VzE AGRxrozRy—r-— 
y WR RN A 上 的 外 延 关系 . 崩塌 定理 是 指 : 对 任 
何 类 4 上 的 良 基 关 系 R, ROSA 上 的 外 延 关 系 ， 
且 对 任何 xE€ A,{y:yRz) 为 集合 , 则 存在 惟一 的 可 
传 类 M 及 从 (4,R) 到 (M,E ) 的 一 个 惟一 的 同 构 映 
5]. EU a CARO EE Gre IE T 的 模型 , 则 存 
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在 一 个 惟一 的 理论 7 的 标准 可 传 模型 同 构 于 (4， 
RO. 崩塌 定理 由 波兰 数学 家 英 斯 托 夫 斯 基 
(Mostowski, A. )F 1949 年 给 出 , 它 在 集合 论 相 容 
性 与 独立 性 证 明 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 

反射 原理 (reflection principle) 亦 称 反射 定 
H. 模型 论 中 LST 和 定理 的 集合 论 形式 . 设 pps 
P 为 ZF 系统 的 任意 有 限 条 公理 , 则 存在 集合 模型 
MT ,使 ME Pi A P ^ 9, BD MA Pi o Po s**t Q, 的 模 
型 . 这 一 结论 称 为 反射 原理 .在 ZF 系统 中 ,不 可 能 
证 明 存 在 ZF 系统 标准 集合 模型 (参见 “集合 模 
型 ”) ,但 由 反射 原理 ,可 以 证 明 ( 在 ZF 系统 中 ), 任 
何 有 限 片段 均 存 在 集合 模型 .反射 原理 还 可 以 表述 
为 下 列 更 一 般 的 形式 ; 设 五 为 一 个 类 ,对 每 个 序数 
a Z(a) 为 一 个 集合 , 且 满 足 : 

]. eC 8—ZCa) CZ C8); 

2. 38 Y 为 极限 序数 , 则 ZO»—-UZ(G); 

3. Z= U Z (2,0, 表示 序数 的 全 体 ; 


则 在 ZF 系统 中 可 以 证 明 , 对 任何 公式 更 及 任意 序 
XX a, 存 在 序数 877a, 1818 Z 上 e, SAMY Z (RE 
SHAK OSM ZIGOD.Z 绝对 .反射 原理 由 蒙 太 古 
(Montague R. ) 最 先 给 出 , 它 在 公理 集合 论 中 有 着 
非常 广泛 的 应 用 . 

受 限 公式 (bounded formula) 亦 称 A, 公式 或 
SAK. 只 用 受 限 量词 的 公式 . 受 限 公式 由 下 列 规 
则 生成 ; 

1. 原子 公式 为 受 限 公式 . 

2. Pd HEBR A X19 9^ d. oV do 


doe o 为 受 限 公式 . 


3. PA SIRAH WIA Gre yO RVTE 
y9) 的 公式 为 受 限 公式 . 

通常 把 形 为 YxEy,jxEy 的 量词 称 为 受 限量 
i. 因此, 受 限 公 式 即 为 所 有 量词 均 为 受 限 量词 的 公 
X. E ZF 公理 系统 下 ,许多 集合 论 基本 概念 可 以 用 
受 限 公式 表达 .如 :zCy 可 表达 为 了 jzEx(“1zE 
y),z 一 (zy} 可 表达 为 

r€zAyC€CzAVwC€zGo-—rNVMw-y). 

受 限 公式 对 ZF 系统 的 任何 可 传 模 型 绝对 ,因此 用 
受 限 公式 描述 的 集合 论 概念 在 不 同 的 可 传 集合 论 模 
型 中 性 质保 持 不 变 . 这 一 性 质 在 集合 论 相 容 性 与 独 
立 性 证 明 中 有 非常 广泛 的 应 用 . 

受 限 量词 (bounded quantifier ) 
A 

集合 论 公 式 分 层 (hierarchy of set-theoretical 
formula) 公理 集合 论 术 语 . 指 集合 论 公 式 的 分 类 
方法 . 设 E, 与 ,ln€w) 为 按 下 列 递 归 方 式 定 义 的 
公式 集 : 

1. Zo( 二 J) 为 受 限 公 式 集 . 


见 “ 受 限 公 


2. qr) € E, 为 9 中 的 任 一 自由 变 元 , 则 
]xeG 2€ Dir Vrolr) EI. 

3.46 ga) € IL, x 为 p 中 的 任 一 自由 变 元 , 则 
了 zep(z)EZiVZOCZ)E IL. 

公式 的 马 与 了 ,分 层 是 一 个 纯 语 法 概念 ,但 一 
个 公式 可 以 随 它 所 在 的 集合 论 系统 的 不 同 , 而 分 别 
具有 不 同 的 分 层 种 类 或 层次 .在 ZF 系统 中 , 行 公 式 
p 既 可 表示 为 I, 公式 ,又 可 表示 为 I, 公式 , 则 称 9 
为 A, AA. 特别 地 ,A 公式 即 为 受 限 公式 (参见 “ 受 
限 公 式 ”). 公式 分 层 理论 与 绝对 性 概念 有 非常 密切 
的 关系 ,一 般 随 着 的 增 大 ,公式 的 绝对 性 也 越 差 ， 
因而 它 在 不 同 模 型 中 的 性 质 差异 也 越 大 . 公式 的 F, 
分 层 与 IL, 分 层 方法 在 模型 论 与 证 明 论 中 和 常 被 使 
用 . 

良 基 集 (well-founded set) 一 种 特殊 集合 . 指 
可 传 闲 包 上 良 基 关系 的 集合 . Atre) HRA r 
的 可 传 闭 包 . VAR" C ”关系 为 trcl(x) 上 的 良 基 关 
系 , 那 么 称 x 为 良 基 集 ; 所 有 和 良 基 集 构成 的 类 称 为 
良 基 集 全 域 , 记 为 WF. WFCV,V 为 集合 全 域 . 在 
ZF 公理 系统 下 ,V 二 WF, 即 ZF 系统 中 的 任何 集合 
均 为 良 基 集 . 如 果 在 ZF 系统 中 去 掉 正 则 公理 ( 记 为 
ZF ), 则 不 能 证 明 V=WF, 但 可 以 证 明 WF 为 ZF 
系统 的 可 传 模 型 ,由 此 可 知 ,ZF 系统 相对 于 ZF OR 
统 相对 相 容 , 亦 即 正则 公理 相对 于 ZF 系统 公理 系 
统 相 容 . 民 基 集 还 可 以 用 累积 分 层 的 方法 来 定义 . 设 
R(Q) 为 从 序数 全 域 On 到 集合 全 域 V 的 函数 , 超 穷 
递归 定义 R(a) 如 下 : 

1. R(0)=0. 

2.R(a+1)=P(R(e@)). 

3. 4 a 为 极限 序数 时 ， 

RG) — URC). 
A 
WF= U RC», 


在 ZF 中 WF 的 两 种 定义 方式 等 价 . 良 基 集 的 概念 
由 梅 利 曼 诺 夫 Mirimanoff) 于 1917 年 引信. 

fk & XE AY E (cumulative hierarchy of sets) 
一 种 集合 分 类 方法 . 它 是 对 集合 按 其 构造 的 层次 进 
行 分 类 的 . 对 每 一 序数 a, 递 归 定 义 集合 R(a) 如 下 : 

1. R(0)=0. 

2. RCa- 10 — PCR Ca). 

3. 4a HR RIF ZET R Ca) = URA). 


WRRG):2€ On ARGH RADE. 

在 ZF 公理 系统 中 ,集合 的 累积 分 层 具 有 下 列 
性 质 : 

1. 每 个 Ra) HI f£. 

2.4 ax<iP,R(a)CR(BP). 

3. a R(Ca). 


公理 集合 i 


4. Me R(Ca),V 为 集合 全 域 . 


因此 对 任何 集合 z, 必 然 存 在 一 个 累积 分 层 R(a) 包 
含 z. 通 党 把 使 xER(c 十 1) 成 立 的 最 小 序数 a 称 为 
合 z 的 秩 ( 参 见 “ 集 合 的 秩 ”), 它 反映 了 该 集合 所 
在 的 累积 层次 . 若 没 有 正则 公理 , 即 在 ZF" 公理 系 
统 中 ,不 能 证 明 
v= UR, 
这 时 , 记 WF— U R(a) (参见 “ 良 基 集 ”). 
集合 的 秩 (rank of sets) 公理 集合 论 概 念 之 
一 . 是 反映 集合 所 在 的 构造 层次 的 量 . 设 (Ra) ia € 
On) 为 集合 的 累积 分 层 ( 参 见 “ 集 合 的 累积 分 层 ”) ， 
在 ZF 公理 系统 中 ,有 
V = YRO), 


因此 ,任何 集合 zx 必然 属于 某 个 累积 分 层 R(a). 通 
FS PRE ce RC(a 十 1) 成 立 的 最 小 序数 a 为 集合 z 的 
秩 , 记 为 rank(x). 若 rank(x) 二 a,; 则 xzCR(Ca), 但 x 
¢ Ra), AE >a, xE RCA). liirank(0) —0, 
rank(1)=1,rank(w) — o. Æ ZF 公理 系统 中 ,由 于 
关系 为 集合 全 域 V 上 的 民 基 关系 ,因此 ,也 可 以 
根据 良 基 关系 的 超 穷 递归 原理 直接 定义 集合 z 的 
秩 为 
rank(x) = U (rank (y) SET 


上 列 两 种 关于 集合 秩 的 定义 是 等 价 的 . 秩 的 概念 由 
梅 利 曼 诺 夫 (Mirimanoff) 于 1917 年 引入 ,1935 年 ， 
E E] BY 2E 2 OR E iS Zermelo, E. F. F. ) 将 秩 的 概念 
推广 到 一 般 良 基 关 系 上 . 设 尺 为 类 4 上 的 良 基 关 
系 , 若 对 任何 zxE4,{y:yRz)} 为 一 集合 ,对 任何 集合 
LEA HEX r RFRA 的 秩 如 下 
rank(z,R,A)= U (rank(y,R,A)+1). 


Æ F (filter) 合 论 的 基本 概念 之 一 . 是 由 一 
个 集合 的 某 些 子 集 组 成 的 具有 特定 性 质 的 集合 . 设 
I 为 一 非 空 集合 ,SC7) 是 由 工 的 所 有 子 集 构成 的 集 
合 , 如 果 DIESES FIAR: 

1.1€ D; 

2.4; X YED, M X()Y€ D; 

3.4% XED H XCZCIWze€D; 
则 称 DD 为 定义 在 T 上 的 一 个 滤 子 . 滤 子 的 例子 是 很 
多 的 ,如 平凡 滤 子 D= {I} ERW DESI). 对 每 
个 YCT, 称 滤 子 D 二 {XCI:YCX}) 为 由 Y 生成 的 
主 滤 子 ; 滤 子 D= 二 {XES(I1);:I\X 是 1 的 有 限 子 集 } 
PAR MMT. WR DET ENT. HAM 
Exil XesaD,X€eD,MB4MINXe€D. WE D 
是 了 上 上 的 一 个 超 滤 子 . 超 滤 子 实 质 上 是 极 大 真 滤 子 
( 即 ,D 为 1 上 的 真 滤 子 , 并 且 在 IT 上 不 存在 真 滤 子 
FAD. 使 得 DCF). 滤 子 和 理想 有 非常 密切 的 关 
A.X 为 集合 S 上 的 理想 , 则 f= {XCS:S\XE 
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DARAS 上 的 一 个 滤 子 , 称 之 为 了 的 对 侦 滤 子 , 记 
KIRZA F HRES ETM F= XT 
S:S\XEF} 为 集合 S 上 的 一 个 理想 , 称 之 为 F 的 对 
偶 理 想 . 滤 子 概念 也 可 以 定义 在 偏 序 结构 上 . E CP, 
过) 为 一 偏 序 结构 ,FCP 且 满 足 : 

1. F dE ; 

2.4 pq H PEF Mj aC F; 

3. Æ p,q9EF, 则 存在 元 素 rEF 使 rr 三 p A 

rsq; 

MPF 为 偏 序 (已 , 委 ) 上 的 滤 子 .集合 S 上 的 滤 子 可 
以 看 成 偏 序 (P(S),G? 上 的 滤 子 . 滤 子 有 很 多 变 体 ， 
但 一 般 均 可 看 成 是 某 个 特定 偏 序 结构 上 的 滤 子 . 全 
如 ,布尔 代数 B 上 的 滤 子 可 以 看 成 是 偏 序 结构 
(BNO 和 ?上 的 滤 子 ,这 里 “ 委 ?为 布尔 代数 中 定义 
的 普通 序 关 系 . 滤 子 概念 在 数理 逻辑 的 其 他 领域 以 
及 抽象 代数 .拓扑 学 、 微 分 几何 等 现代 数学 分 支 中 有 
着 非常 广泛 的 应 用 . 

A F (proper filter) 

自由 滤 子 (free filter) WMT”. 

+% F (principal filter) WT”. 

超 滤 子 Cultrafilter) MT”. 

非 主 超 滤 子 Cnonprincipal ultrafilter) 一 种 超 
滤 子 . 设 I 是 一 非 空 集合 ,D 是 TT 上 的 超 滤 子 . UR 
He: MRE ET.) ED, WR D 为 非 主 超 滤 子 . 

对 偶 滤 子 (dual filter) MT”. 

对 偶 理 想 (dual ideal) WMT”. 

理想 (ideal) 合 论 中 的 基本 概念 之 一 . 设 $ 
为 任意 集合 , 若 ICP(S) 且 满足 : 

1. Ø EI; 

2.2; X YEI,MXUYET; 

3. # X, YCS, XEI,YGCX, MJ YEI; 

则 称 7 为 集合 S 上 的 理想 . 理想 的 概念 在 现代 数学 
的 几乎 每 个 分 支 中 均 有 应 用 , 且 有 许多 变 体 或 引申 . 
例如 ,布尔 代数 上 的 理想 即 为 集合 上 的 理想 的 一 种 
变 体 . 设 BAER RRR. B RI T EIN 
E: 

1.0E7, 1E I 0,1 分 别 为 布尔 代数 BP 
的 零 元 与 么 元 )， 

2. S Efi] u€ l,vel,Aut+vel; 

3. 对 任何 uv € B, Buel Av<u,NvETl; 
则 称 了 为 B 上 的 理想 . 

理想 与 滤 子 有 非常 密切 的 联系 (参见 “ 滤 子 ”). 

偏 序 集 的 稠密 集 (dense set in ordered sets) 
偏 序 集 的 一 种 子 集 . 设 ( 己 ,和 ;为 一 个 偏 序 集 , DS 
PEX PER ICR p FTE GED, IE gp, MH 
DA p 的 稠密 子 集 . 偏 序 集 中 的 稠密 集 概 念 与 拓扑 
学 中 的 稠密 集 概念 有 非常 密切 的 关系 , 奇 对 每 个 p 
CP, O,— (q € p:qx p) , D O, 构成 P 上 的 一 个 
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拓扑 基 , 这 个 拓扑 基 诱 导 的 拓扑 称 为 己 上 的 序 拓 
扑 . 书 的 一 个 子 集 忆 在 偏 序 集 P PH. SARS 
它 在 相应 的 序 拓扑 下 稠密 . 

稠密 集 的 概念 还 可 以 推广 到 布尔 代数 上 . 设 B 
为 一 个 布尔 代数 , 则 B,— B\(0} O A BPW S70) 
关于 B om BR B — 1 aR. a DCB, 为 
B, 的 稠密 子 集 , 则 称 D 为 B 的 稠密 子 集 . 即 对 任何 
PCB, pO WHETR q€ D,g 关 0 H qz p. 对 偏 
FEP, R pC P,ECP ,车 对 任何 gq 三 p, 存 在 rEE， 
使 rxcq,WU ER EE P'BH) p POPE S.935 5 B3 
概念 是 组 合集 合 论 、 大 基数 理论 ,描述 集合 论 、 布 尔 
值 模 型 理论 . 力 迫 法 等 领域 中 的 基本 概念 . 

iR Pe E SE HRA (complete embedding of par- 
tially ordered sets) 一 种 映射 . 指 一 个 偏 序 集 到 另 
— ^ Ai FF S B BRE. E CP <p) 5 (Qa JJ PS P 
序 集 ,i 为 P 到 Q 的 一 个 映射 , 称 i 为 P 到 Q 的 一 个 
TERA E i 满足 : 

1. 对 任何 p, p € P p'Scipp A ip!) Sai CD). 

2. 对 任何 bsp EP. Æ pi E p, Æ P 中 不 相 
容 , 则 i(p1) 与 i(p2) 在 @ 中 不 相 容 . 

3. IHEM EQ FE p Ep, 使 得 对 任何 p' E 
PG ppp Wi) 5 q ER PHR. 

若 志 bp 二 过 a 门 (PXP), 且 PP 到 QQ 的 恒 等 映射 
为 一 个 完备 散人 人, 则 记 为 PCcQ. 5c 4 Bx A Ji 7138 1 
中 ,尤其 是 迭代 力 迫 法 中 的 重要 概念 . ERARA 
下 列 重要 的 力 迫 性 质 ; 设 P,Q 为 基 模 型 M( 参 见 “ 力 
EPH ARS. AP 到 QQ 的 一 个 完备 租 入 ， 
则 ， 

LG@HAM PH Q SERE DU] H Ei Paw 
i DA M "PRÉS P sR aASe H 

ML; (H) ]CMLH ]. 

2.35 PAX ZFC 系统 的 可 传 模型 绝对 的 公式 ， 
MEP, HAH ims. 

ta FF SR 88 E He NX (dense embedding of partially 
ordered sets) 一 种 映射 . 指 一 个 偏 序 集 到 另 一 个 
偏 序 集 的 映射 . E CP LL (QS Sa) DIARI Bt 为 
P 到 QQ 的 一 个 映射 ,各 :满足 : 

1. 对 任何 p.p € PAP P Srp H 

Cp Rai Cp), 

2. 对 任何 pi b; € PP pi 5 po EP PAA 
^. A i(p) 5 i(p2) 在 Q 中 不 相 容 ; 

3.P 在 i 下 的 象 集 是 Q 的 稠密 子 集 ; 
Wik PS QI SE WX A. 

HERA XE A 56 RA OR A BUE. 8] 
密 租 和 人 有 下 列 重要 的 力 迫 性 质 ; 

1. Æ P 8| Q fe TES AE Bx A I P 5; QUE fH S] 
RAP E. 


281i APBMQONMBRA.SALERAH, 
则 PEB, 4AM IOS. 

A FF. 8 HE FR (product of partially ordered sets) 
偏 序 集 的 一 种 运算 . Pi Spr) (Pos, ABT 
偏 序 集 , 令 P= 二 P1 XP(Pi 5 P: 的 笛 卡 儿 乘积 ), 定 
X. P PAS FEAR AR SZ, 如 下 :对 任何 Bom € Pop» 
qE Ps Bis Po 0190s) s EL 2d pi 日 P2 
«qs. WP A Ps 与 P, 的 乘积 , 仍 记 为 PiXP, 或 
WA PEOP: ,此 时 称 为 己 与 Pi WAR. 偏 序 集 的 
乘积 具有 良好 的 力 迫 性 质 ,下 面 的 结论 是 迭代 力 迫 
法 中 的 基本 结论 , 常 称 之 为 乘积 引 理 ,由 以 色 列 学 者 
#8 H (Solovay, R. M. ) 于 1970 年 给 出 ; 设 P, P, 
AM 中 的 偏 序 集 , 则 GOP, XP, AM EW PXP.: 
RAE, MAM GG XG, ,其 中 GG; 分 别 为 M 
中 的 P, 5 P: AR. eit, MLG]=MLG ILC, J. fi 
序 集 的 乘积 运算 还 可 以 推广 到 任意 多 个 偏 序 集 的 积 
的 情形 . 设 (Pi:iE€7) 为 一 个 偏 序 集 序列 ,了 为 索引 
集 , 设 1 为 每 个 P; 的 共同 的 最 大 元 . 对 任意 的 

p= (pt EL) 

e D^ [TP osseerentisse m ， 


称 集合 SQ)— (iE I D aS 的 支持 . 于 是 对 任 
何 基数 &,(P:EZ) 的 & 乘 积 己 定义 为 
P= {pE [[P:lScolI <k). 


PHA fi FF OS AR Lp EMA: PE pq SAM SWE 
fi] 2€ I, pq. 4 k— o Bb, RP ACE DNA PR 
支持 乘 职 ; 当 k=a, 时 , 称 P 为 《pj;:TET) 的 可 数 支 
TEE RA. | 

可 数 链条 件 (countable chain condition) ”简称 
CCC. 现代 数学 的 基本 概念 之 一 . 设 (p, 三 ) 为 一 个 
WFR ASCP 为 PP 的 一 个 子 集 ,车 对 任何 p,qg€ 4， 
不 存在 rE P,{¥ rap A rq, MER A ^9 P 中 的 一 
RRE. E 已 中 每 一 反 链 均 可 数 , 则 称 ( 己 ,和 具有 
可 数 链 条 件 ,在 拓扑 学 与 布尔 代数 中 也 有 可 数 链条 
件 的 概念 ,它们 可 以 看 成 偏 序 集 上 的 可 数 链条 件 概 
念 的 变 体 . 设 B AARRE, ABOSS) R 
有 可 数 链条 件 , 则 称 B ee a 
EX iascb,MBÍT M a+b=b. WOX,.TON— 
Ya dbz A) ATN), Co WS ER, aad 
具有 可 数 链条 件 , 即 X 中 每 个 两 两 不 相交 的 非 空 开 
E Sk FY AC. 

$i 244 (chain condition) 可 数 链 条 件 概 念 的 
HED. Ue AERA REM PQA PMA 
若 忆 中 每 条 反 链 的 基数 均 小 于 “, 则 称 〈 已 , 委 ) 具 有 
x 链条 件 , 记 为 x-CC ,因此 ,可 数 链条 件 即 为 
w-CC . EWF RP, OBA « BRE, WEP, 
<) Æ e 饱和 的 (x-saturated)., 通常 用 sat (P) aN 


假设 “了 = 元 ? 称 为 可 构造 性 公理 (参见 


理 集合 id 


x。w， 这 里 的 «是 使 P 为 «饱和 的 最 小 的 基数 x. 
sat《P) 一 定 为 正则 基数 . 

可 构造 性 (constructibility) 一 种 可 构造 集 理 
论 . 是 研究 集合 的 可 构造 性 以 及 可 构造 集合 的 各 种 
特殊 性 质 的 理论 ,也 是 证 明 集 合 论 命题 相对 相 容 性 
的 一 种 重要 方法 .集合 论 的 可 构造 性 由 美 籍 奥 地 利 
数学 家 哥 德 尔 (G6del,K. ) 于 1938 年 在 证 明 选 择 公 
理 相 对 于 ZF 系统 ,及 连续 统 假设 相对 于 ZFC 系统 
的 相 容 性 时 提出 . 在 ZFC 系统 中 ,似乎 所 有 集合 都 
可 以 通过 累积 分 层 的 方法 从 空 集 开 始 , 通 过 反复 运 
FAR Bie Bo WOK BS RO) =0,R(e41)= 
P(R(a)). 当 a 为 极限 序数 时 ， 

R(a) = URCA) JI V = Y RA), 


这 里 On 为 所 有 序数 构成 的 类 . 然而 ,这 种 构造 只 说 
明了 VV 的 构造 过 程 ,并 不 是 7 中 的 每 个 元 素 都 可 以 
用 这 种 方法 构造 出 来 . 也 就 是 说 ,ZFC 系统 只 提供 
了 构造 出 一 个 集合 框架 的 手段 ,而 未 曾 提供 构造 杠 
架 中 每 个 元 素 的 方法 .其 原因 在 于 需 集 运算 似乎 将 
集合 扩充 得 过 大 ,使 得 人 们 只 能 说 明 对 任何 集合 > 
而 言 ,z 的 所 有 子 集 可 以 构成 一 个 新 的 集合 PCr), 
但 P(z) 究 竟 包 含 了 哪些 元 素 , 却 无 法 在 ZFC 系统 
中 具体 地 描述 出 来 .例如 ,不 能 一 一 定义 出 P(w) 中 
的 所 有 元 素 ,否则 P(o) 的 基数 就 可 以 轻松 地 确定 下 
来 ,从 而 也 就 可 以 解决 连续 统 假设 问题 . JJ T RR RE 
> 
& oc WH EME Def(Cz) , 指 包 含 能 用 集合 
语言 言 定义 出 的 所 有 x 和 
BU ,因此 ,一旦 z 已 知 , 则 Def(Cz) 中 的 每 个 元 素 也 
可 描述 . 令 L(O0O-0,L(a4d-D)—DefCL(Ca)) 34 a 为 
极限 序数 时 ， 
L(a) = ULC). 
PRL (a) :a€ On) 为 集合 的 可 构造 分 层 , 青 令 
L = d Lla), 


称 工 为 可 构造 集 全 域 ， l 中 的 元 素 称 为 可 构造 集 

可 构造 集 一 定 为 集合 ,但 随 之 而 来 的 一 个 问题 是 ;是 
否 每 个 集合 都 是 可 构造 集 , 即 是 否 有 工 ==V. 通常 把 
“可 构造 性 公 
FH”). 哥 德 尔 1938 年 证 明 ,可 构造 性 公理 与 ZFC 系 
统 相 容 , 亦 即 在 ZFC 系统 中 无 法 证 明 VAL. 后 来 ， 
美国 数学 家 科恩 (Cohen , P. ]. ) 于 1963 Al HHI 


”法 证 明了 V 关 L 与 ZFC 系统 也 相 容 ,从 而 得 出 可 构 


造 性 公理 独立 于 ZFC 公理 系统 . 尽管 在 ZFC 系统 
中 无 法 确定 每 个 集合 是 否 都 是 可 构造 集 , 但 人 们 可 
以 通过 可 构造 集 的 特别 的 构造 方式 获得 有 关 可 构造 
集 的 若干 特殊 性 质 , 由 可 构造 性 公理 相对 于 ZFC 系 
统 的 协调 性 可 知 , 这 些 性 质 也 协调 于 ZFC 公理 系 
统 . 以 这 种 方式 可 以 获得 大 量 集合 论 相 容 性 结果 ,这 
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种 相对 相 容 性 证 明 方 法 称 为 可 构造 性 方法 .选择 公 
理 相 对 于 ZF 系统 的 协调 性 以 及 连续 统 假设 (包括 
广义 连续 统 假设 ) 相 对 于 ZFC 系统 的 协调 性 正 是 利 
用 这 种 方法 获得 的 . 另外 许多 重要 的 组 合 原则 KE 
数 性 质 及 一 些 拓扑 学 性 质 相 对 于 ZF 系统 或 ZFC 系 
统 的 协调 性 也 可 以 利用 这 种 方法 得 到 证 明 . 法 国 数 
oF RR. TFB SE HE (Lévy, A. ) 与 体 恩 菲 尔 德 (Shoen- 
field, J. R. ) 等 人 于 20 世纪 50 年 代 末 期 ,在 哥 德 尔 
可 构造 性 方法 的 基础 上 ,发 展 了 一 种 更 为 灵活 的 可 
构造 性 理论 , 称 为 相对 可 构造 性 . 目前 可 构造 性 理论 
已 经 成 为 现代 集合 论 的 一 个 重要 分 文 , 被 广泛 应 用 
于 无 穷 组 合 论 .拓扑 学 、 描 述 集 合 论 等 数学 分 支 中 的 
相 容 性 证 明 中 . 延 森 (Jensen,R. ) 于 20 世纪 70 ER 
发 展 了 他 的 精细 结构 理论 (fine-structure theory). 
延 森 的 可 构造 域 的 覆盖 定理 ,是 20 世纪 70 年 代 集 
合 论 中 最 引 人 注 目的 .最 深刻 的 进展 . 如 今 ,研究 满 
足 很 强 的 大 基数 假设 又 具有 某 种 履 盖 性 质 的 内 模 
型 ,成 了 现代 集合 论 中 最 富 挑战 性 和 最 深刻 的 课题 . 

可 构造 分 层 (constructible hierarchies) 见 “ 可 
构造 性 ”. 

Ay $438 E 4 I (universe of constructible sets) 
一 种 可 构造 集 模 型 . 美 籍 奥 地 利 数 学 家 哥 德 尔 
(Gödel, K. ) 用 于 证 明 连 续 统 假设 与 选择 公理 的 相 
容 性 所 构造 的 ZF 系统 模型 ,也 是 ZF 系统 的 最 重要 
的 内 模型 . Def (xz) 表示 通过 对 x 及 ox 的 元 素 进行 
有 限 次 哥 德 尔 运算 所 能 得 到 的 z 的 全 部 子 集 , 即 

Def(x)-—cl(GrU {LD NP), 
其 中 cl(M) 表 示 M 的 哥 德 尔 财 包 , 称 Def (a) A x 的 
FY 4E MC EE. 对 任意 序数 BIE MRAL(@) iM 
F.LC)-0;L(C T1) —2Def CL Co)) 5 34 a 为 极限 序 
数 时 ， 
L(a) = ULC). 
则 称 
L = U Li)» (On 表示 序数 全 域 ) 

为 可 构造 集 全 域 , 民 中 的 元 素 称 为 可 构造 集 . 可 构造 
集 全 域 最 初 由 哥 德 尔 于 1938 年 构造 ,上 列 定义 方式 
是 他 在 1940 年 给 出 的 . 戴 夫 林 CDevlin,K. ) 利 用 模 
型 论 术 语 重 新 给 出 了 可 构造 集 的 概念 ,目前 流行 的 
方法 是 通过 形式 化 集合 上 的 元 可 定义 子 集 来 定义 
Oe CE. 哥 德 尔 于 1938 年 证 明 可 构造 集 全 域 L 
具有 下 列 基 本 性 质 : 

1. L Jy ZF 系统 的 模型 . 

2. 志 满足 可 构造 性 公理 , 即 工 片 耻 一世. 

3. 春 M 为 ZF 系 统 的 可 传 模型 且 包 含 所 有 序 
f. LEM. Æ L PAM V=L,GCH CAE CHO R 
AC RZ FERRER, WO, Ot W.LISERAEE 
大 基数 性 质 、 拓 扑 性 质 在 亏 中 也 成 立 , 因 此 亏 是 ZF 
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系统 的 最 重要 的 内 模型 之 一 . 男 外 ,用 来 构造 工 的 
序列 (L(a):a€ On) 也 具有 非常 重要 的 性 质 , 这 些 性 
质 在 公理 集合 论 中 具有 非常 广泛 的 应 用 . 通常 称 
(LCa) :a€ On) AWG. CRA POE: 

1. 对 任何 序数 a, LCCR (a). 

2. L(a) Xt ZF 系统 的 任何 可 传 模型 绝对 . 

3. Æ A ZF—P CP WERE ED WEE AR 
条 公理 的 合 取 , 则 对 任何 y 的 可 传 模型 M,L“CM. 

类 似 于 集合 秩 的 概念 ,利用 可 构造 分 层 可 定义 
可 构造 集 的 工 秩 ;对 任何 xE€EL, 令 pa) HIE rE 
L(B6 十 1) 成 立 的 最 小 序数 68, 称 之 为 xz H LEk. LEk 
反映 了 可 构造 集 所 在 的 构造 层次 , 它 是 研究 可 构造 
集 的 重要 工具 . 

A) #4 34 4 (constructible set) 
a” 

可 构造 性 公理 (the axiom of constructibility) 

合 论 的 重要 假设 之 一 . 即 命题 “每 个 集合 都 是 可 构 

造 集 ”, 记 为 V==L( 参 见 “ 可 构造 性 ”). 可 构造 性 公 
理 虽 被 称 为 公理 ,但 人 们 并 不 把 它 视 为 像 ZF 系统 
的 基本 公理 一 样 理所当然 地 为 “ 真 ”, 也 不 把 它 作 为 
一 个 新 的 集合 论 基本 假设 加 到 ZF 或 ZFC 公理 系统 
上 .之 所 以 称 之 为 公理 ,是 因为 它 是 一 个 非常 强 的 集 
合 论 命题 ,在 可 构造 公理 下 ,许多 重要 的 不 能 由 ZF 
系统 或 ZFC 系统 决定 的 集合 论 假 设 ( 如 广义 连续 统 
假 论 、 选 择 公 理 \, 某 些 组 合 原则 等 ) 就 可 以 被 确定 下 
来 


见 “ 可 构造 集 全 


美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 (Go6del,K.) 和 美国 
数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 分 别 证 明了 可 构造 性 公 
理 相 容 且 独立 于 ZFC 公理 系统 ,可 以 用 构造 性 公理 
扩充 ZFC 系统 ,以 便 获 得 更 多 相 容 于 ZFC 系统 的 
集合 论 命题 . 这 方面 的 研究 构成 了 可 构造 性 理论 的 
主要 内 容 , 然 而 并 没有 任何 迹象 表明 可 以 将 可 构造 
性 公理 作为 集合 论 基 本 假设 加 到 ZFC 公理 系统 中 . 
相反 地 , 随 着 大 基数 理论 的 研究 ,人 们 发 现 某 些 大 基 
数 的 存在 性 与 可 构造 性 公理 相悖 ,如 假设 可 测 基 数 
存在 , 则 可 以 证 明 存 在 不 可 构造 的 集合 . 而 某 些 大 基 
数 的 存在 性 似乎 比 假设 可 构造 性 公理 更 具 直观 基 
础 . 尽管 如 此 ,可 构造 性 理论 作为 一 种 集合 论 相 容 性 
与 独立 性 证 明 的 强 有 力 的 工具 ,仍然 被 广泛 研究 与 
应 用 . 

哥 德 尔 运 算 (Go6del operations) ”用 于 构造 集 
的 基本 运算 . 设 Fi(rxyy)= 二 {ry) ,人 F(X,y) 二 XX 
y .ar.y——((u,v?:;u€rAvCcyAuCuv).T.G, 
yr 
=dom(z),F(r)= {uv (VU Er}, F (x)= 
{UUW UYU € x) oF (x)= (uv WwW): (v, 
weur€r) , 则 称 由 上 列 十 种 运算 及 它们 的 有 限 次 复 
合 构 成 的 函数 为 哥 德 尔 运算 . 哥 德 尔 运算 是 美 籍 奥 


地 利 数 学 家 哥 德 尔 (G6del,K. ) 于 1940 年 重新 修改 
可 构造 集 全 域 艺 的 定义 时 引 人 和 人 的. 

集合 的 哥 德 尔 闭 包 (G6del closure of sets) 一 
种 哥 德 尔 闭 集 . 对 所 有 哥 德 尔 运算 均 封 闭 的 集合 称 
为 哥 德 尔 闭 集 . 包含 集合 M 的 最 小 哥 德 尔 闭 集 称 为 
M WY At FBR i cl CM). 

JE R H] $& (Gödel close set) 
&". 

定义 的 可 定义 性 (defining definability) 公理 

合 论 中 的 基本 问题 之 一 . 一般 而 言 ,一 个 集合 a 是 

可 定义 的 ,是 指 存在 一 个 集合 论 公 式 g(x), 使 得 
Valea) Sr=a). 如 :0 是 可 定义 的 ,因为 Yz(Cz 一 0 
eV y CysE x2) ,类 似 地 ,ww 等 均 是 可 定义 的 . 然而 
“可 定义 ”这 一 概念 本 身 却 无 法 在 ZF 公理 系统 中 被 
定义 ,因为 若 存 在 一 个 集合 论 公 式 D(x) 表示 “x 可 
定义 ”, 则 由 于 集合 论语 言 是 可 数 的 ,因此 用 来 
定义 集合 的 公式 也 只 有 可 数 个 ,从 而 在 所 有 集合 中 
只 有 可 数 个 集合 可 被 明确 定义 ,尤其 只 有 可 数 个 
序数 是 可 定义 的 . 设 9 为 第 一 个 不 可 定义 的 序数 , 即 
VYz(z 为 序数 人 下 DCz)A(YyEz)DCy) 全 zz 一 9)， 
但 这 恰好 已 经 定义 了 序数 9, 这 与 9 不 可 定义 矛盾 . 
因此 “可 定义 ”这 一 概念 不 能 在 ZF 公理 系统 中 被 形 
式 化 .然而 ,“ 相 对 于 集合 A 可 定义 ”能 被 在 ZF 系统 
中 形式 化 . 具体 地 讲 , 对 任意 集合 4 及 自然 数 ”可 
通过 递归 方式 定义 集合 D A,n) EZ BEHN 
含 所 有 可 由 相对 化 到 A 上 的 元 公式 所 能 定义 的 
集合 . 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 (Godel,K. ) 于 1939 
年 在 构造 可 构造 集 全 域 工时 使 用 了 集合 上 的 可 定 
义 集 的 概念 ,但 未 给 出 严格 的 构造 过 程 . 利用 上 列 相 
对 可 定义 性 的 概念 ,可 以 定义 出 在 构造 可 构造 集 全 
域 L 时 使 用 的 可 定义 客 集 的 概念 . 令 Def 4) 表示 
能 由 相对 化 到 A 上 的 任意 有 限 元 公式 所 能 定义 的 
A 的 子 集 , 因 此 ,就 可 以 用 DfA(A,n) 的 形式 定义 在 
ZF 系统 或 ZF—P CP DN RESE EB XE XL th RT RE OUR 
集 的 概念 ， 

相对 可 构造 性 (relative constructibility) 一 种 
可 构造 性 理论 . 由 法 国 数学 家 、 工 程 师 菜 维 (Levy， 
A. ) 与 休 思 菲尔德 (Shoenfield,J. R. ) 在 美 籍 奥 地 利 
数学 家 哥 德 尔 (G6del,K. ) 的 可 构造 性 方法 的 基础 
上 发 展 起 来 的 一 种 可 构造 性 理论 . 设 4 为 任意 集 
合 , 仿 照 可 构造 集 全 域 工 的 构造 方法 定义 L.LAj 如 
下 : 


VE E Ni 


LLA] = Ø 3 Lari LA] = Def; (LLAD; 
34 a 为 极限 序数 时 ， 
LA] = U LAT. 
A 
L[A] = U LAI, 


X P Defi (r)=c XU LX} ULAUXÐNANPCT), On 
为 序数 全 域 . 称 LLAj] 为 相对 4 的 可 构造 集 全 域 ， 
ZL4j] 中 每 一 元 素 称 为 相对 A 可 构造 集 . LL ] 即 为 
L. LLA] 具 有 与 工 相 类 似 的 性 质 , 事 实 上 ,对 任何 集 
SA: | 

1. LCA] ZFC 的 模型 . 

2. LLA gd X CV — L[x D. 

3. 存在 序数 Qo 使 得 对 所 有 

aZ LLA] E 2”: = Netis 

相对 可 构造 集 全 域 还 可 用 另 一 种 方式 构造 . 设 
A 为 一 个 可 传 集合 ,定义 L.(4) 如 下 : 

L(A) = Ø Lai CA) = U Detr (L(A)); 


24 a 为 极限 序数 时 ， 
L(A) E U L;CA). 
Ba 
4 
L(A) = U L(A). 
a€ On 


LARA XWF LLAj] 的 性 质 , 但 它们 之 间 的 最 大 
区 别 在 于 AC 在 L(A4) 中 可 以 不 成 立 . 相对 可 构造 性 
方法 比 哥 德尔 的 可 构造 性 方法 具有 更 大 的 灵活 性 ， 
用 它 可 以 获得 很 多 更 为 细致 的 相 容 性 结果 . 
序数 可 定义 集 (ordinal-definable set) 简称 
OD. 一 种 特殊 的 集合 .能 在 集合 论语 言 中 由 有 限 个 
序数 所 定义 的 集合 称 为 序数 可 定义 集 . 设 4 为 一 个 
合 , 知 存在 公式 2 及 序数 aya ,*** 0, y AE 
A= ix:97,0,,0,,**,0,)], 
则 称 4 为 序数 可 定义 集 . 但 这 种 定义 不 能 在 集合 论 
语言 中 形式 化 ,形式 的 定义 方式 可 利用 哥 德 尔 运算 
的 概念 定义 序数 可 定义 集 . 设 cl(M) 表 示 集 合 MM 的 
哥 德 尔 闭 包 ,R(a) 为 V BI BL AEG EAR CS TL" RÆ 
聚积 分 层 ”) ,On 表示 所 有 序数 构成 的 真 类 , 则 称 
OD = U cl({R(B):8 < @}) 


a € On 


为 序数 可 定义 全 域 ,OD 的 元 素 称 为 序数 可 定义 集 . 
4E0O0D, 当 且 仅 当 存 在 一 个 分 式 2 及 有 限 个 序数 
0,05 77,0, 使 4 一 (zip(zyoyo yw)) 由 于 在 
OD 中 可 以 定义 一 种 良 序 关系 ,因此 AC 在 OD 中 成 
立 , 并 且 在 其 中 可 以 证 明 无 序 对 公理 .并 集 公 理 、 震 
集 公 理 等 但 在 ZF 系统 中 不 能 证 明 OD 为 可 传 类 ， 
因此 在 ZF 系统 中 不 能 证 明 OD 为 ZFC 系统 的 模 
型 .但 根据 OD 可 以 构造 ZF 系统 的 一 个 可 传 模型 
HOD, 用 它 可 证 明 AC 与 ZF 系统 的 相 容 性 (参见 
“遗传 序数 可 定义 全 域 HOD”). 序数 可 定义 的 概念 
由 美 籍 奥 地 利 数学 家 哥 德 尔 (G6del,K. ) 于 1946 年 
HB SOEUR (CVopénka, P. ) 等 人 于 1968 年 给 出 了 
上 列 形 式 定 义 , 斯 科 特 (Scott ,D. S. ) 与 迈 希 尔 (My- 
hill,J. )(1971) 对 这 一 定义 作 了 更 进一步 的 推广 . 
序数 可 定义 全 域 (ordinal-definable universal) 
见 “ 序 数 可 定义 集 ”. 
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数 3B GE 辑 


遗传 序数 可 定义 全 域 (hereditarily ordinal — de- 
finable universal) ZF 系统 的 内 模型 . 设 trcl(z) 表 
示 工 的 可 传 闭 包 , 则 遗传 序数 可 定义 全 域 HOD = 
{rE OD: trel (z) COD}, HP OD 为 序数 可 定义 全 
域 , HOD 的 元 素 称 为 遗传 序数 可 定义 集 . 由 于 HOD 
可 以 在 ZF 系统 中 构造 ,有 旦 满足 选择 公理 ,因此 , 它 
可 以 用 于 证 明 AC 系统 与 ZF 系统 的 相 容 性 ,但 不 
能 用 来 证 明 GCH,CH 以 及 其 他 重要 的 相对 相 容 性 
结 

由 HOD 的 构造 可 知 ,HODCODCV, 但 HOD 
XV 在 ZFC 系统 甚至 在 ZFC 十 GCH 中 不 可 判定 ， 
这 一 结论 可 由 可 构造 公理 的 相 容 性 直接 推论 . 

遗传 序数 可 定义 集 (hereditarily ordinal defin- 
able set)” 见 “遗传 序数 可 定义 全 域 ”. 

大 基数 公理 (large cardinal axioms) 关于 大 
基数 存在 的 一 类 新 加 公理 . 设 有 关于 基数 a 的 一 条 
性 质 PCO , 它 是 可 以 用 ZEFC 系统 的 语言 形式 描述 
的 ,尽管 人 们 根据 直觉 相信 ,有 很 大 的 a 使 PC(a) 为 
真 , 但 却 不 能 在 ZFC 系统 内 证 明 “39aP(la)” 这 一 命 
Bi. 人 们 告 将 3aP(a) 作 为 公理 加 入 到 ZFC 系统 之 
中 ,就 称 之 为 一 条 大 基数 公理 ,满足 P(a) 的 a 称 为 
大 基数 . 大 基数 的 种 类 很 多 . 一般 地 ,PC(a) 都 是 w( 其 
基数 为 汽 ,) 的 某 个 性 质 向 不 可 数 基数 的 推广 ,因而 ， 
可 以 说 大 基数 公理 是 无 穷 公 理 的 自然 延伸 ,是 人 类 
对 无 穷 世 界 的 认识 进一步 深化 的 产物 . 例如 ,不 可 达 
基数 是 将 o 的 “ 集 论 运算 的 不 可 到 达 性 ”推广 到 不 
可 数 基 数 而 得 到 的 大 基数 . 弱 紧 基数 则 是 将 w 所 满 
足 的 分 划 关 系 w 一 (wow): 推广 至 不 可 数 基数 而 得 到 
的 . 从 这 个 角度 看 ,大 基数 公理 为 人 们 所 乐于 接受 . 
增加 了 大 基数 公理 之 后 ,人 们 可 以 对 集合 论 中 某 些 
共 而 未 决 的 问题 做 出 一 定 程度 的 回答 . 例如 E ETE 
强 不 可 达 基 数 e, DJ ZFC 相 容 ;车 存在 拉 姆 齐 基数 ， 
则 六 关 工 , 即 可 构造 公理 不 真 ; 若 存在 强 紧 基数 x, Ml 
V 关 LLXj] 对 任何 集合 XX 成立, 又 对 于 任何 大 于 «的 
奇异 强 极 限 基 数 4,2* 二 让, 这 对 广义 连续 统 假设 做 
出 了 部 分 回答 . 

大 基数 的 研究 由 来 已 入. 例如 , 早 在 1911 年 ,就 
开始 了 对 今天 称 为 马赫 罗 (Mahlo,P. ) 基 数 的 一 类 
基数 的 研究 ;1930 年 后 ,就 提出 了 不 可 达 基 数 和 可 
测 基数 的 概念 .但 在 20 世纪 60 年 代 之 前 ,这 种 研究 
是 零星 的 、 分 散 的 . 直到 20 世纪 60 ER, 人们 才 将 
大 基数 公理 作为 集合 论 的 附加 公理 来 加 以 研究 . 近 
年 来 , 含 大 基数 的 内 模型 成 为 集合 论 人 研究 的 热点 . 人 
们 更 习惯 于 用 从 全 域 V 到 某 传递 类 M 的 非 平 凡 的 
Ak AS gx A, Celementary embedding) j: V — M 来 描述 
大 基数 公理 . 设 x 为 7 的 临界 点 , 即 最 小 的 满足 j(a) 
=a 的 序数 , 记 为 < 一 crit(7). 此 时 ,7 RM 越 相 似 ， 
所 引入 的 大 基数 公理 越 强 . 例如 ,如 果 MOM, WU BR 
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为 4 超 紧 基数 ;如 果 对 任意 为 Are 为 和 4 超 紧 基 
数 , 则 称 & H R ERG R V jo CM, WER k 为 超 
强 基 数 ; 如 果 对 于 任意 的 Sec FE j VM E 
得 crit =k H VSSM ,其 中 MM' 是 传递 的 , 则 
称 « 为 谢 拉 赫 基数 ;如 果 对 于 任意 的 了 ;x 一 «, 存 在 人 6 
二 k, 使 得 ff 在 6 中 封闭 且 存 在 7 了:V 一 MM 满足 
crit C7' ) 一 人 且 V Goo EM ,其 中 M' 是 传递 的 , 则 称 
« HRT ÆR. UR VIM, WR < 为 和 强 基 数 .4 超 
紧 基 数 是 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. M, ) 引 人 
FA). A 强 基 数 和 超 强 基数 这 两 个 概念 是 从 米 雪 和 尔 
(Mitchell, W. ) 的 工作 中 提取 出 的 . WEBS de BE 
别 根据 他 们 发 现 的 大 基数 性 质 而 命名 的 . 可 以 证 明 : 

LÆ « dé 2" 超 紧 基数 , 则 存在 «个 小 于 的 超 
强 基 数 . 

2. 行 < 是 超 强 基数 , 则 “是 谢 拉 赫 基 数 并 且 存 
在 < 个 小 于 “的 谢 拉 赫 基数 . 

3. Æ «FE BH Ti ih EL x FESR TT EMF AG 
在 < 个 小 于 < ARTER. 

4. Xj k dE Bp TBR DU] “< 是 不 可 达 基 数 并 且 存 
在 < 个 小 于 < 的 基数 9 满足 对 于 任意 的 4<&,G 是 4 
强 基 数 . 

作为 公理 集合 论 研究 的 三 大 主流 之 一 ,大 基数 
公理 的 研究 与 可 构造 性 及 力 迫 法 这 两 者 的 研究 有 很 
大 的 不 同 : 如 果 说 后 两 者 对 集合 论 中 的 相 容 性 与 独 
立 性 进行 精细 的 探讨 与 刻画 的 话 , 那 么 前 者 则 是 充 
分 使 用 各 种 数学 工具 ,开拓 越 来 越 丰富 的 集合 论 研 


RETR. 


见 “ 大 基数 公理 ”. 
见 “ 大 基 


大 基数 (large cardinals) 

超 紧 基数 (super compact cardinals) 
数 公 理 ”. 

超 强 基数 (super strong cardinals) 
ABS, 

iB br d HE XE CShelah cardinals) 
3m". 

SBT Æ & (Woodin cardinals) 
fg". 

An iA HE MW inaccessible cardinals) — 358 88 AN 
可 达 基 数 的 统称 . 如 果 e 是 不 可 数 的 .正则 的 极限 基 
数 , 则 称 « 是 弱 不 可 达 基 数 ; 如 果 « 是 不 可 数 的 、 正 
则 的 强 极 限 基 数 , 则 称 « 是 强 不 可 达 基 数 . 这 两 类 大 
基数 合 称 不 可 达 基 数 ( 或 不 可 到 达 基 数 ), 也 有 文献 
只 把 强 不 可 达 基 数 称 为 不 可 达 基 数 .不 可 达 基 数 的 
概念 是 波兰 数学 家 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski,W. ) 和 
波兰 学 者 塔 尔 斯 基 (Tarski,A. ) 于 1930 年 引入 的 . 
由 于 任何 基数 4 的 后 继 基 数 AT ON EB A BUR 2 ,所 
以 每 个 强 不 可 达 基 数 必 为 弱 不 可 达 基 数 ; 又 由 于 在 
广义 连续 统 假设 GCH 之 下 ,入 三 2 所 以 在 GCH 
之 下 ,每 个 弱 不 达 基 数 也 是 强 不 可 达 基 数 . 之 所 以 如 


见 “ 大 基数 


见 “ 大 基数 公 


见 “ 大 基数 公 


此 称呼 这 类 大 基数 ,是 因为 不 能 用 通常 的 集合 论 运 
算 来 "到达 ?它们 . 事实 上 ,者 < 是 强 不 可 达 基 数 ,又 
集合 X WAX | <x, MER P(X) 的 基数 也 小 于 
Kk; 义 若 1S| 过 x, 且 对 每 个 XES,|X|<x, 则 |US | 
<r. 这 就 是 说 ,由 小 于 & 的 基数 ,无 论 进行 何 种 运 
算 , 总 达 不 到 e. 可 数 无 穷 基 数 兴 。 也 具有 上 述 两 条 
性 质 , 因 此 ,也 可 以 说 在 有 限 基 数 的 范围 内 ,用 除去 
无 穷 公 理 之 外 的 任何 集 论 运算 ,Si。 也 是 “不 可 到 
达 ” 的 . 这 就 清楚 地 看 出 ,不 可 达 基 数 确 实 是 无 穷 基 
BLS. 的 一 种 目 然 推 广 “ 存 在 不 可 达 基 数 "已 不 是 
ZFC 系统 的 定理 . 知 想 肯定 这 一 事实 ,只 有 引入 大 
基数 公理 .事实 上 , 若 < 是 强 不 可 达 基 数 , 则 直到 e 
层 的 集 V 就 是 ZFC 系统 的 模型 . 这 样 , 若 存 在 强 不 
可 达 基 数 , 则 ZFC 系统 便 相 容 . 但 不 可 能 在 ZFC 系 
统 中 证 明 ZFC 系统 的 相 容 性 ,于 是 推 知 :“ 存 在 不 可 
达 基 数 ” 不 是 ZFC 系统 的 定理 . 

弱 不 可 达 基 数 (weakly inaccessible cardinals ) 
见 “ 不 可 达 基 数 ”. 

oe Ax A) IA Æ AW (strong inaccessible cardinals) 
GL AN AY 35 FE RL”. 

马赫 罗 基 数 (Mahlo cardinals) 与 不 可 达 基 数 
联系 最 为 密切 的 一 类 大 基数 . 若 < 是 弱 ( 或 强 ) 不 可 
达 基 数 , 且 小 于 «的 所 有 正则 基数 之 集合 是 « 的 驻 
子 集 , 则 称 «是 弱 ( 或 强 ) 马 赫 罗 基数 .通常 ,马赫 罗 
基数 指 强 马赫 罗 基 数 . 早 在 1911 年 至 1913 年 ,马赫 
罗 (Mahlo,P. ) 就 研究 了 现今 称 为 弱 马 赫 罗 基数 的 
一 类 基数 . 

k 为 弱 ( 或 强 ) 马 赫 罗 基数 的 充分 必要 条 件 是 : 
小 于 «的 弱 ( 或 强 ) 不 可 达 基 数 之 集合 是 « 的 驻 子 
集 . 由 定义 知 , 弱 (或 强 ) 马 赫 罗 基数 必 是 弱 ( 或 强 ) 不 
可 达 基 数 . 但 不 可 达 基 数 不 一 定 是 马赫 罗 基 数 . 而 
BAK ESM BRM «DEA < 个 不 可 达 基 
数 . 亦 即 Bie f:On—>g 是 不 可 达 基 数 类 g 的 排序 
男 数 , 则 马赫 罗 基 数 < 是 盟 数 /的 不 动 点 jc) 一 “. 
RZE, MA f O0 m ek A EE D ME 
数 . MA WE SOO = e HR) EMER ES HH 
罗 基 数 . 所 以 在 ZFC 系统 中 ,要 想 通 过 集 论 运算 从 
不 可 达 基 数 构造 出 马赫 罗 基 数 ,与 从 ZFC 系统 中 已 
有 的 基数 构造 出 不 可 达 基 数 同样 是 不 可 能 的 . 

语言 的 紧 致 性 (compactness of language) — Xl 
画 无 穷 语言 中 语句 集 及 其 子 集 相互 关系 的 一 种 重要 
性 质 . dx a,8 为 无 穷 基数 ,在 通常 的 一 阶 语言 基础 上 
进行 如 下 扩张 :允许 其 合式 公式 中 出 现 二 a 个 合 取 、 
析 取 联结 词 和 < 二 8 个 量词 ,这 样 的 形式 语言 系统 记 
K Le RER Le PRETERA E HERE 
有 模型 ,但 该 语句 集 的 每 个 基数 过 7 的 子 语句 集 都 
有 模型 , 则 称 语言 Sot OC DARA R.A a 
og 中 任何 一 个 基数 为 8 的 语句 集 , 欠 它 的 每 个 基数 


«7 的 子 语 句 集 有 模型 , 则 该 语句 集 有 模型 ,此 时 称 
语言 Sok Co EB. 例如 ,通常 的 一 阶 语言 可 记 
NL ws BEE PR HJ BE: Mt Co o) E BJ whe 
Ero RI 3€ JL E BE AAEM. BOSE PR BJ n, 
L wR E Qn) XB. WREE og 19V 1 
d). WA 乞 .是 (3,3) 不 紧 的 .语言 的 紧 致 性 可 用 来 
定义 弱 紧 基数 和 强 紧 基数 . 

弱 紧 基数 (weakly compact cardinals) 大 基数 
的 一 种 ,是 大 基数 理论 中 的 一 个 核心 概念 . Ai 
wm 中 任何 只 用 到 二 «个 非 逻 辑 符 号 的 语句 集 o 
有 模型 , 当 且 仅 当 o 的 每 个 基数 二 « 的 子 语句 集 有 
模型 , 则 称 基 数 ew 是 弱 紧 基数 . 弱 紧 基数 是 由 匈 
牙 学 者 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 和 波兰 学 者 塔 尔 斯 基 
(Tarski, A. ) 于 1961 年 开始 进行 研究 的 . 弱 紧 基数 
的 等 价 性 质 很 多 ,例如 以 无 穷 组 合 论 中 的 一 些 性 质 
来 刻画 ,对 于 coo «Kx 是 弱 紧 基数 与 以 下 各 条 等 价 : 

1. RA DAE e> e)z. 

2. IEM ERK Ye Rnw 具有 分 划 性 质 
k—>(r)y. 

3. 是 强 不 可 达 基 数 且 有 树 性 质 . 

此 外 ,x 是 弱 紧 基数 还 与 下 列 这 些 性 质 等 价 ，; 

4, e 是 超 滤 性 质 . 

5. & A SIS EB UE PE Ja A x 是 强 不 可 达 基 数 . 

6.x 有 VV 可 扩张 性 质 . 

7. k 有 序 性 质 . 

8. 是 xi 不 可 描述 基数 . 
iX 38 (Hanf, W. P.) F 1964 年 与 库仑 (Kunen,K.) 
于 1977 年 的 工作 结合 起 来 ,得 到 如 下 结论 : 弱 紧 基 
数 «是 强 马 赫 罗 基数 ,并 且 e LUPIS Bd eS 
的 集合 是 的 驻 子 集 .通常 的 一 阶 逻辑 语言 是 SH... 
其 紧 致 性 定理 是 : 安 .的 任 一 语句 集 ox 有 模型 , 当 
且 仅 当 -ez 的 每 个 有 穷 子 集 有 模型 . 亦 即 ,语言 E 
是 (w,w) 紧 的 . 上述 弱 紧 基 数 的 定义 与 此 略 有 不 同 ， 
如 果 完 全 依照 w 的 这 一 紧 致 性 而 加 以 推广 , 则 可 定 
义 另 一 种 弱 紧 基数 ,人 们 称 之 为 弱 紧 2 基数 . 基数 
<o PAG A 2 基数 ,是 指 语言 Saeko OASIS. 
即 对 于 区 .的 任何 基数 冬 & 的 语句 集 ow ow 有 模 
型 , 当 且 仅 当 -ez 的 每 个 基数 二 x 的 子 语句 集 有 模 
型 . 车 将 先前 定义 的 弱 紧 基数 称 为 弱 紧 1 基数 , 则 可 
以 证 明 ;« 是 弱 紧 1 BER HAMAR 是 弱 紧 2 基 
数 , 且 是 强 不 可 达 基 数 .在 广义 连续 统 假 设 之 下 , 弱 
紧 1 与 弱 紧 2 基数 是 相同 的 . 弱 紧 2 基数 必 为 弱 马 
赫 罗 基数 . 

强 紧 基数 (strongly compact cardinals) 一 -类 
很 “大 ”的 大 基数 . 大 对 于 任何 无 穷 基 数 ,语言 A 
都 是 (4,x) 紧 的 , 且 >w, Wi ER SEC < 是 强 紧 基 数 ， 
语言 乡 w% 是 (4,w) 紧 的 ,这 儿 4 是 任意 无 穷 基 数 . 因 
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而 , 强 紧 基数 也 是 对 无 穷 基 数 w 的 某 些 性 质 进 行 推 
广 而 得 到 的 . 开 斯 勒 (Keisler,H.J.) 和 波兰 学 者 塔 
尔 斯 基 (CTarski,A. ) F 1964 年 引入 强 紧 基数 的 概 

强 紧 基数 必 是 可 测 基 数 , 因 而 也 必 是 弱 紧 基数 . 
福 平 卡 - 赫 巴 契 克 于 1966 年 证 明了 : 若 存 在 强 紧 基 
数 , 则 对 任何 集合 XxX,V 隆 LLXJ]. 这 里 V 是 全 集 ， 
ZLX 是 相对 于 X 的 可 构造 集 , 或 说 是 从 XX 出 发 的 
可 构造 集 . 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. M.) 于 
1974 年 用 力 迫 法 证 明了 :和 若 < 是 强 紧 基数 ,对 于 每 
AS > « 的 奇异 强 极 限 基 数 4, 有 2 = AT. IRAN HT FF — 
些 很 特殊 的 、 很 大 的 基数 ,证 明了 广义 连续 统 假设 是 
成 立 的 . 

分 划 性 质 (partition property) 亦 称 训 分 性 
质 .无 穷 组 合 论 中 刻画 基数 大 小 的 一 种 基本 性 质 . 设 
KA 都 是 基数 ,n 是 自然 数 ,m 是 有 穷 或 无 穷 基 数 . 如 
果 把 x( 看 做 集合 ) 的 元 子 集 的 集合 Lx 了 = (AC 
rx||4|==n}) 任 意 划 分 为 m 块 ,至 少 有 一 个 基数 为 4 
的 子 集 如 Cx ,使 得 [ 右 了 中 的 元 素 ( 即 五 的 元 子 
集 ) 全 都 落 入 所 划分 的 同一 块 中 , 则 说 这 些 基 数 之 间 
存在 分 划 性 质 x 一 (424);. 分 划 性 质 是 熟知 的 鲍 笼 原 
则 的 直接 推广 . BS E RI" m. 个 物体 放 和 人 n Como 
BSP, BDA 2 个 物体 被 放 和 人 同一 个 盒子 ”, 现 在 
可 记 为 m—(2),. 命题 “任意 6 个 人 中 必 有 3 个 人 互 
相 都 认识 或 互相 都 不 认识 ” 则 可 记 为 6—9 C302. 分 划 
性 质 的 这 种 记号 是 匈牙利 学 者 爱 尔 特 希 (Erd6s， 
P. ) 和 拉 多 (Rado,R. ) 于 1956 年 引入 的 .因此 ,也 有 
称 分 划 性 质 为 爱 尔 特 希 记 号 的 . 早 在 1930 年 ,英国 
BUE Ei djr(ORamsey,F. P. ) 就 证 明了 85, 
— (No). (AMES LE EB E E 8] 3 的 自然 数 m 都 
不 具有 分 划 性 质 关 一 (2)25 而 且 , 人 们 所 熟悉 的 许 
多 比 兴 。 大 的 基数 也 都 不 具有 这 个 分 划 性 质 , 例 如 ， 
波兰 数学 家 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski,W. ) 于 1933 年 
证 明了 2X/(W1)2, 又 由 定义 直接 得 知 当 ww/ CO I 
ki Ck 时, 必 有 /C4)%, 而 Wi 二 2, 所 以 $5;/ 
C55 0$. 那么 具有 分 划 性 质 x 一 Cr); 的 不 可 数 基数 究 
竞 是 否 存在 呢 ? 这 须 由 大 基数 理论 来 回答 . SLL, 
满足 性 质 x 一 (x)i 的 不 可 数 基数 为 弱 紧 基数 , 它 的 
存在 性 在 ZFC 系统 中 是 不 可 证 明 的 . 

分 划 性 质 可 以 用 来 刻画 多 种 基数 ,例如 : 

l. a 是 正则 基数 , 当 且 仅 当 YB 过 alLa-> (a)8j|. 

2. FESS A A ABER, MAM coo H 

VY «ke e), |. 
3. e 是 强 不 可 达 基 数 , 当 且 仅 当 wow H 
V7Y<< k[ i c)» ]. 
A. k EI RHR, HAM >w H e>). 
9. k 是 不 可 表达 基数 , 当 且 仅 当 «> 
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< 一 ( 驻 集 );. 

第 5 个 性 质 是 指 , 如 果 把 “的 2 元 子 集 任 意 分 
为 2 块 , 必 可 找到 4% 的 一 个 基数 为 的 驻 子 集 AE 
得 H WTA 2 元 子 集 都 落 入 同一 块 中 .& 是 拉 姆 齐 
基数 , 当 且 仅 当 KOM k— GO T" 意 为 ,把 «的 有 
RTR = Al AC x BA BARR) A 
两 类 , 必 有 x 的 子 集 HCH, (EH ATR RE 
分 到 同一 类 中 ， 

It F Ẹ stationary subset) 序数 组 成 的 一 种 

合 . 若 对 于 序数 类 N 的 每 个 闭 无 界 子 集 B, 都 有 4 
BAS , 则 称 Q 的 子 集 A 为 2 的 驻 子 集 .相反 地 ， 
BA 2 的 某 个 闭 无 界 子 集 B, 使 A 站 B= 名 , 则 称 4 
是 2 的 些微 子 集 , 驻 子 集 的 基数 与 原 有 序数 类 OQ 的 
基数 相等 ,因而 可 以 说 , 驻 子 集 的 概念 与 “几乎 所 有 ? 
的 概念 很 相似 ,但 却 没 有 用 到 测度 的 概念 来 定义 . HE 
子 集 的 概念 在 定义 马赫 罗 基 数 .不 可 表达 基数 等 大 
基数 时 起 很 重要 的 作用 . 

些微 子 集 (insignificant subset) 见 “ 驻 子 集 ” 

序数 类 闭 无 界 子 集 (closed unbounded subset 
of class of ordinals) 序数 类 的 一 种 子 集 . 给 定 序数 
类 0 及 0 的 一 个 子 集 AGO. E Q 中 不 存在 序数 
aff A 中 每 个 序数 都 小 于 a, UR 4 在 只 中 无 界 ; 
E 4 包含 本 身 的 属于 02 的 极限 点 , 则 称 4 是 0 的 
闭 子 集 . 0 的 无 界 闭 子 集 称 为 Q 的 闭 无 界 子 集 . 简 
WA Q BS c. u. b. 

A 可 加 测度 (2-additive measure) 满足 4 可 加 
性 条 件 的 抽象 测度 . 设 4 是 无 穷 基 数 ,集合 4 上 的 4 
可 加 实 值 测度 y 是 从 4 BS ESE PCA) BYE REE i 
[0,1] 上 的 一 个 函数 , 且 满 足 条 件 : 

1. 4C) —0, 4 CA) —1. 

2. 对 每 个 x€ A, unCia))—0. 

3. 对 于 两 两 不 交集 合 的 集 ACP CA), || 
«A, Mj AURS sea un CB)CA 可 加 性 ). 

“A uf jy] 3c f& ju] BE" ic Jg “Ae 测度” 集合 A 
上 的 4 可 加 二 值 测 度 ( 简 记 为 “A 和 -2 测度 ”) 则 指 满足 
上 述 三 个 条 件 的 从 P(A4) 到 两 点 集 {0,1) 的 函数 . A 
E 测度 和 4-2 测度 合 称 A 可 加 测度 . 这 种 抽象 测度 
的 概念 是 由 美国 数学 家 乌拉 姆 (Ulam,S. M. ) 于 
1930 年 引进 的 , 它 在 研究 可 测 基数 时 起 着 关键 的 作 
用 . 有限 可 加 实 值 测度 是 兴 ,- 儿 测度 ,而 概率 测度 
(可 数 可 加 实 值 测 度 ) 是 1- 儿 测度 . 

Ay M) SE AW Cmeasurable cardinal) 一 类 重要 的 
大 基数 . 指 利 用 抽象 测度 概念 定义 的 基数 . 设 “ 是 无 
SER BARRA «WRG A 上 ,都 存在 4 可 
加 实 值 测度 (或 4 可 加 2 值 测度 ), 则 称 e 是 AS OX 
4-2) 可 测 基数 . E e 只, 是 x- 多 (或 -2) 可 测 基 数 ， 
则 称 « 是 实 值 可 测 ( 或 二 值 可 测 ) 基 数 , 两 者 合 称 为 
可 测 基 数 . 波兰 数学 家 巴 拿 赫 (Banach,S. ) 和 波兰 


数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski,K. ) 于 1920 年 
证 明了 :车 2%==S1, 则 在 连续 统 上 不 存在 (可 数 可 
HOW EE. 因而 ,可 测 基数 的 存在 性 不 是 简单 的 问题 . 
Jr az n] i dE, E d T 1930 FHA SHS A. 两 种 
可 测 基 数 之 间 有 如 下 关系 :首先 ,由 定义 可 直接 可 
得 ,二 值 可 测 基 数 必 是 实 值 可 测 基 数 . 其 次 ,美国 数 
学 家 乌拉 姆 (Ulam,S. M. ) 于 1930 年 证 明了 ,每 个 
实 值 可 测 基 数 要 么 三 2%, 要 么 是 二 值 可 测 基数 .于 
是 可 推 知 ,在 广义 连续 统 假设 下 , 实 值 可 测 基 数 与 二 
值 可 测 基 数 相同 . 

Ail FH LA E 31] A R 18 7B CSolovay. R. M. ) 于 
1971 年 的 结果 可 以 证 明 , 实 值 可 测 基数 e 必 是 弱 马 
赫 罗 基数 ,日 小 于 «的 弱 马 赫 罗 基数 组 成 « 的 驻 子 
Se. 乌拉 姆 早 在 1930 年 就 证 明了 最 小 的 可 测 基数 二 
最 小 的 不 可 达 基 数 . 大 约 1960 年 , 开 斯 勒 (Keisler， 
H. J. ) 和 波兰 学 者 塔 尔 斯 基 (Tarski,A.) 引 入 超 积 
方法 研究 可 测 基 数 , 证 明了 最 小 的 可 测 基 数 比 最 小 
的 不 可 达 基 数 要 大 . 另外 ,由 于 二 值 可 测 基 数 有 树 性 
质 , 于 是 得 知 ,二 值 可 测 基数 必 是 弱 紧 基数 . 若 假设 
“存在 二 值 可 测 基 数 ” 的 大 基数 公理 成 立 , 则 有 如 下 
这 些 关 于 可 构造 公理 与 广义 连续 统 假设 的 结论 :斯 
科 特 (Scott,D. S.) F 1961 年 用 超 寡 方法 证 明了 ,车 
存在 可 测 基 数 , 则 立 夭 亏 , 即 可 构造 公理 不 成 立 ; 罗 
伯 托 姆 (Rowbottom,F. ) 的 下 述 结 论 更 指出 了 大 量 
的 子 集 是 不 可 构造 的 :车 存在 可 测 基数 «, 则 对 每 个 
满足 w<4<“ 的 基数 2, 仅 有 4 个 可 构造 子 集 ,特别 
地 ,w 仅 有 可 数 个 可 构造 子 集 ;法 国 数学 家 工程师 
3k 2 (Lévy, A. AIL £& X] 5E RIT 1971 年 用 
力 追 法 证 明了 , 设 “ZF 十 存在 可 测 基 数 ” 相 容 , 则 “ZF 
十 存在 可 测 基 数 十 CH” 以 及 “ZF 十 存在 可 测 基 数 十 
也 CH” 都 相 容 ,这 儿 CH 表示 连续 统 假设 ,此 定理 断 
定 , 即 使 加 上 “存在 可 测 基数 ”的 假定 ,对 于 连续 统 假 
设 的 真 假 ,ZF 系统 仍 不 能 做 出 明确 的 判断 . 

不 可 表达 基数 (ineffable cardinals) — 28 X d 
数 . 指 对 分 划 性 质 x 一 (x) 进行 适当 扩张 而 定义 的 
基数 . 设 对 于 任何 分 划 f:Lxj] 一 2, 存 在 «的 一 驻 子 
集 XC e, WE | SLX] | 1, RR e 满足 x 一 ( 驻 
AE. A >w, HWE x 一 ( 驻 集 )?, 则 称 « 是 不 可 表 
达 基 数 .注意 到 测度 为 1 的 集 必 为 驻 集 , 驻 集 的 基数 
必 与 原 集合 之 基数 相等 , 故 知 ,可 测 基数 必 是 不 可 表 
达 基 数 , 不 可 表达 基数 必 是 弱 紧 基数 . 不 可 表达 基数 
EER Jensen, R ) 利 用 其 他 方法 定义 的 ,后 来 库仑 
(Kunen, K. ) 证 明了 该 定义 与 现在 给 出 的 定义 等 
价 , 并 且 还 证 明了 不 可 表达 基数 是 zw 不 可 描述 的 . 
延 森 和 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. M. ) 指 出 ,大 
k 是 不 可 表达 基数 , 则 不 存在 < 库 雷 巴 树 ;在 可 构造 
公理 之 下 ,« 是 不 可 表达 基数 , 当 且 仅 当 不 存在 “ 库 
雷 巴 树 . EP e 是 不 可 表达 基数 , 则 不 存在 * 阿 龙 扎 扬 


^ X 集合 d 


树 . 

x 库 雷 巴 树 (x-Kurepa tree) 一 种 无 穷 树 . 指 
对 长 度 . 枝 . 层 的 基数 作 一 定 限 制 的 树 . 设 树 了 的 长 
度 为 <, 对 每 个 序数 4 二 x, 树 了 的 第 4 层 元 素 个 数 
T, 满足 Ti 二 14| 十 Wo, 并 且 该 树 有 多 于 KEKE 
为 « 的 枝 , 则 称 树 T 为 一 棵 x 库 雷 巴 树 . 对 任何 一 
基数 x, 是否 存在 « 库 雷 巴 树 ,是 对 的 重要 特征 的 
一 种 刻画 . 

拉 姆 齐 基数 (Ramsey cardinals) 一 类 大 基数 . 
指 对 分 划 关 系 性 质 <-(x) 的 肩 码 作 适 当 修 改 而 定 
义 的 基数 . 由 于 当 me 时 ,kx 一 (x)2 等 价 于 Km 
GO Q9): 另外 , 拉 多 (Rado,R. ) 又 证 明了 ,在 选 
择 公 理 之 下 ,任何 ew, e/ G2. 可 见 分 划 性 质 < 一 
(G2 的 肩 码 最 多 只 能 增 大 为 x 一 (x)z* 这 种 情况 , 则 
称 满足 x 一 Ce) >” 的 基数 为 拉 姆 齐 基 数 . 由 于 ww/ 
(w)zF”, 所 以 拉 姆 齐 基数 不 能 看 做 是 w 的 某 种 推广 . 
比较 几 种 大 基数 的 定义 匈牙利 学 者 ( 爱 尔 特 希 (Er- 
dós ,P. ) 与 海 纳 尔 (Hajnal,A. ),1962) 可 知 , 可 测 基 
数 是 拉 姆 齐 基数 , 拉 姆 齐 基数 是 弱 紧 基数 .斯 科 特 
(Scott,D. S. ) 等 于 1961 年 证 明了 , 若 存 在 拉 姆 齐 基 
数 , 则 可 构造 公理 不 真 , 即 VÆL. 

爱 尔 特 希 基数 (Erd6s cardinals) 一 类 大 基 
数 . 指 对 分 划 性 质 作 某 种 改变 而 得 到 的 基数 . 任 给 序 
数 a, 记 满足 分 划 性 质 x 一 (a)f* 的 最 小 基数 «为 
rk(a), 称 为 爱 尔 特 希 基 数 .与 其 他 类 型 的 大 基数 不 
同 , 爱 尔 特 希 基数 是 随 a 而 变 的 一 组 基数 . 匈牙利 学 
者 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 与 海 纳 尔 (Hajnal, A. ) F 
1958 年 证 明了 :“x(a)<x(a 十 1), 即 爱 尔 特 希 基数 是 
随 a 严格 上 升 的 ;看 o 是 极限 序数 , 则 rx(a) 是 强 不 可 
达 基 数 . 利用 爱 尔 特 希 基数 ,可 以 很 方便 地 定义 拉 姆 
齐 基数 : 爱 尔 特 希 基数 郴 数 <(a) 的 不 动 点 即 是 拉 姆 
齐 基 数 , 即 满足 «0D —7 的 7 是 拉 姆 齐 基数 . 

延 森 基数 (Jensen cardinals) 一 种 大 基数 . 指 
用 语言 的 模型 概念 定义 的 基数 . 看 每 个 大 小 为 e 的 
(可 数 语 言 的 ) 模 型 都 有 大 小 为 的 初等 真子 模 
AB, MI YR 7623 ERM e 为 延 条 基数 .也 可 用 如 下 的 
等 价 条 件 刻画 延 森 基数 :对 于 每 个 分 划 F : Le — 
K, BFE HCk.|H|—s«,fBLH]" 在 尺 之 下 的 象 
不 是 整个 < 集 . 匈 牙 利 学 者 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 和 
海 纳 尔 (Hajnal,A. ) F 1966 年 证 明了 没有 一 个 并 ， 
是 延 森 基数 . 罗 们 托 姆 (Rowbottom,F. ) 证 明了 最 
小 的 延 森 基数 是 弱 不 可 达 的 或 有 共 尾 w. m E 
(Keisler,H. J. ) 和 罗 伯 托 姆 于 1965 年 证 明 LE V — 
了 上, 则 不 存在 延 森 基数 . 库仑 (Kunen,K. ) 于 1970 年 
证 明了 有 这 样 的 模型 :在 其 中 每 个 延 森 基数 都 是 拉 
姆 齐 基数 . 

He 公式 (Ttormulas) 亦 称 之 ”公式 .一 种 
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重要 公式 . 指 高 阶 语言 中 合式 公式 的 一 种 范式 . 它 在 
定义 大 基数 时 有 很 重要 的 作用 .在 高 阶 语 言 中 , 若 一 
公式 的 前 束 范 式 的 较 高 阶 量词 在 较 低 阶 量词 之 前 ， 
则 称 此 范式 为 完全 前 束 范式 , 硅 完 全 前 束 范式 的 最 
前 面 量词 是 mm 十 1 阶 全 称 量词 (或 存在 量词 ), 并 且 
m 十 1 阶 的 量词 共有 nn 层 ( 车 干 个 相连 的 同名 量词 称 
为 一 层 ), 则 此 公式 称 为 1 1x 公式 或 >” 公 式 . 

Dr 公式 (之 ?-formulas) WIAR”. 

[17 AS By H jE EH OC 1” -indescribable cardi - 
nals) 一 类 大 基数 . ATR 之 ”) 公式 的 概念 
和 模型 论 工 具 所 定义 的 基数 . 知 对 任何 仅 含 一 个 二 
阶 自由 变 元 X( 但 其 中 的 约束 变 元 不 限 二 阶 ) 的 11” 
公式 (或 2” 公式 )@B(X), 4A a 层 结构 (YE 下 
Vao RM Æ BCR) 时 , 即 (V。,€ Va RE BCR) 
立时 ,存在 8 二 a, 使 B 层 子 结构 也 满足 OCR). B 
(Ve E Ve RAVO E BCRN Ve), 则 称 基数 a 为 
L7 (或 27 不 可 描述 基数 . 注意 到 反射 原理 是 指 全 
域 中 的 任何 一 阶 公 式 可 以 用 某 一 层 Vs 中 的 相对 化 
公式 来 代替 ,此 处 的 不 可 描述 性 则 指 , 在 a 层 结构 中 
真 的 公式 , 必 可 在 a 之 前 的 某 8 层 中 为 真 ( 公 式 加 以 
适当 的 限制 ). 故 可 认为 ,这 种 不 可 描述 基数 必 是 很 
大 的 一 类 大 基数 . 

事实 上 ,有 如 下 一 些 结果 ;x BRAT ABR, 
当 目 仅 当 是 [TD 不 可 描述 基数 ,又 当 且 仅 当 * 是 
1 不 可 描述 基数 ;x 是 弱 紧 基数 , 当 且 仅 当 < 是 TH 


不 可 描述 基数 ; 若 < 是 可 测 基 数 , 则 “是 TI; 不 可 描 


述 基数 . 

Dz A T H R E g O? -indescribable cardi - 
nals)” 见 “] 了 ?不 可 描述 基数 ”. 

翻转 (flip) 公理 集合 论 的 基本 概念 之 一 . 设 “ 
是 不 可 数 基数 ,x* 的 子 集 的 任 一 长 度 为 的 序列 
(Aal A,CCK Aa 1 € "PCO B] — 1 BS. EAB PP 
(B, |a 40 , JP H8 B. TAEA BAR «— 
A. 翻转 的 概念 是 由 阿波 拉 松 (Abramson F. G. ) 等 
4 人 于 1977 年 提出 的 . 它 是 由 分 划 性 质 推广 而 得 的 
一 个 概念 . 利用 它 可 对 众多 的 大 基数 给 出 统一 的 描 
述 . 他 们 还 证 明了 如 下 一 些 充分 必要 条 件 , 从 而 成 功 
地 用 翻转 概念 统一 描述 了 多 种 大 基数 : 

1.k 是 强 不 可 表达 基数 , 当 且 仅 当 对 任何 uo 
Ky” PCx) 中 任何 序列 有 一 个 翻转 (B。1a 二 jy) 满足 条 
件 

| MNecpB.| = K. 

2. k 是 罚 紧 基数 , 当 且 仅 当 “pCx) 中 任何 序列 有 

—^r FE CB. | ae) ,使 对 任何 7<, A 
| Bar. =K, 

3. « 是 不 可 表达 基数 , 当 且 仅 当 “pCx) 中 任何 序 

列 有 一 个 翻转 CB。|a 过 xk) ,使 得 
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D,-,B, = ece Be U (B+ 15] 
( 称 为 对 角 线 交 ) 为 的 驻 集 . 

4.& 是 可 测 基数 , 当 且 仅 当 对 任何 基数 A p G0 
中 任何 序列 有 一 个 翻转 (B.|a< 4 ,使 对 任何 g<, 
有 

| Oe B.] = x. 

力 迫 法 (forcing method) 构造 集合 论 模型 的 
主要 方法 之 一 . 它 是 由 美国 数学 家 科恩 (Cohen,P. 
J. ) 于 1963 年 为 证 明 连 续 统 假设 的 否定 ( CH ) 与 
ZFC 公理 系统 的 相 容 性 、 选 择 公 理 的 否定 (AC) 
与 ZF 公理 系统 的 相对 相 容 性 时 发 明 的 . 构造 集合 
论 模型 主要 有 两 条 途径 :一 是 内 模型 方法 , 即 从 
ZF(C) 系 统 的 一 个 模型 M 出 发 ,构造 M 的 一 个 子 
模型 N ,使 和 N 为 ZF(C)U tg} 的 模型 . 美 籍 奥 地 利 数 
学 家 哥 德 尔 (G6del ,K. ) 在 证 明 CH 及 AC 的 相 容 性 
时 采用 的 即 是 内 模型 法 ;二 是 外 模型 法 , 即 从 ZF(C) 
系统 的 一 个 模型 M 出 发 ,通过 扩充 M 成 为 一 个 更 
大 的 模型 NN, 使 NN 为 ZF(C)U {9}) 的 模型 .科恩 通过 
4 Or at GR AK BS uE BH ER EE ALI, BiH CH 及 一 
AC 的 相对 相 容 性 ,至 少 不 可 能 在 已 有 的 ZF(C) 系 统 
的 标准 模型 之 内 构造 一 个 标准 模型 ,使 之 满足 一 
CH R AC. 因此 ,他 采用 了 外 模型 方法 . 假设 
ZF(C) 系 统 有 一 个 可 数 的 可 传 标准 模型 M, 取 不 属 
T MM 的 自然 数 集合 a( 因 MM 可 数 , 故 这 样 的 a 不 仅 
能 找到 ,而 且 很 多 ), 把 a 加 到 M 上 ,以 扩充 出 一 个 
新 的 模型 Nl La] OMU {a)), 使 得 NLaj] 满 足 M 所 
满足 的 ZF (C) 系 统 的 所 有 公理 . 为 此 ,必须 恰当 选 
择 a, 以 “逼迫 ”Forcing)N[Laj 满 足 人 们 所 希望 的 命 
题 . 这 一 过 程 有 些 像 代数 中 构造 代数 扩 域 的 过 程 ,将 
a 作为 一 个 待定 元 ,通过 观察 NLaj 的 性 质 确定 a. 
由 于 < 为 自然 数 集合 ,因此 a 的 性 质 取 决 于 哪些 上 自 
然 数 属于 它 ,哪些 自然 数 不 属 于 它 . 设 如 为 到 (0， 
1) AYA BR eR XC. FH eR aK p 来 表示 a 的 一 个 部 分 信 
BEIM pQd=1 时 ,表示 n€Ea; 当 p(n) 二 0 时 , 表 
I nta. 如 果 能 凭借 a 的 一 个 部 分 信息 p 推 知 
N[Laj 必 定 满足 某 个 集合 论 性 质 4, 则 称 p" 738" A 
在 Nla JPRL WAK pE 4, 这 里 p 称 为 力 迫 条 
件 ,4 称 为 力 迫 结论 “ 力 迫 ?一 词 的 含义 是 因为 4 R 
有 条 件 p 之 后 , 才 连 使 性 质 4 在 NLaj 中 成 立 . 通过 
恰当 定义 力 迫 关系 “IF”, 可 以 使 之 满足 下 列 性 质 : 

1. RH. p- 4 与 IT4 不 能 同时 成 立 . 

2. FILE. & p lr A, WUE g>p.gl ACA 
为 gq 比 p 包含 了 更 多 有 关 a 的 信息 ). 

3. 完全 性 . 对 任何 条 件 p 及 性 质 4, 总 存在 条 件 
qp, ÍË q l- A RIF TTA, INK g 决定 A. 

根据 上 列 性 质 , 先 将 所 有 集合 论 性 质 排 成 一 个 
序列 Ay, Arse FER—T HIRE p FEAR A.A 
P 不 能 决定 4,, 则 由 完全 性 可 知 存在 pi pfi Po 


决定 A, GRR po= p. & po 也 能 决定 A, WER p= 
pos TM pi pos tE pi PE 41, 依 此 类 推 ,可 以 得 
到 一 个 力 迫 条 件 序 列 {p,) ,使 得 对 任何 ,pI A, 
或 p, AC. 称 这 样 的 序列 为 一 个 完全 序列 , 它 完 
全 决定 了 NLaj 的 性 质 . 令 4a=={n:p,(n) 二 1), 从 而 
待定 元 a 就 可 以 由 力 迫 序列 {p;) 所 确定 .一 个 实际 
的 力 迫 证 明 通 常 采 用 反 证 法 , 它 是 一 种 对 角 线 方法 . 
对 给 定 的 力 迫 序列 {z,}, 若 欲 证 明 性 质 4 在 NLaj 
中 成 立 , 反 证 假设 一 4 在 NLaj] 中 成 立 , 从 而 存在 一 
个 力 迫 条 件 p, IF TA, A p, 有 限 , 故 可 对 p. 进行 
恰当 扩充 ,使 qo p, Hg I0 A) (B Bi ETE 2.q 
IT A X51 矛盾 . 从 而 得 出 原 证 结论 . 利用 
这 种 方法 可 以 证 明 ZFC+VAL 相对 于 ZFC 系统 相 
A.X] E) Jr ik BEETI — RR (6. n] A Et AC, 71 
CH 的 相 容 性 结果 . 

以 上 为 科恩 的 力 迫 法 的 基本 思想 ,在 随后 的 十 
多 年 中 ,人 们 对 力 迫 法 作 了 较 大 的 改进 ,形成 了 多 种 
力 迫 法 表述 形式 ,最 有 代表 性 的 是 斯 科 特 (Scott,D. 
S. ) 与 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. M. ) 等 人 发 展 
的 布尔 值 模 型 方法 及 休 恩 菲尔德 (Shoenfield,J. 
R. ) 给 出 的 偏 序 集 上 的 兼 纳 扩 充 方法 . 目前 通常 采 
用 后 一 种 表述 方法 或 将 两 种 方法 相 绪 合 . 力 迫 扩张 
的 过 程 可 大 致 描述 如 下 :对 ZF(C) 系 统 的 一 个 可 数 
可 传 模 型 M( 称 为 基 模 型 ) 以 及 M 中 的 一 个 偏 序 P 
( 称 为 力 迫 概念 ), 令 GCP ON P 的 一 个 兼 纳 子 集 
(参见 “ 兼 纳 集 ”) ,一 般 地 ,GFK M, 由 兼 纳 模型 定理 
(参见 “ 兼 纳 模型 定理 ”) ,存在 一 个 包含 G 且 扩充 MM 
的 模型 MEG]. 4E MLGj] 为 ZF(C) 系 统 的 一 个 可 数 
可 传 模型 . ML[Gj] 称 为 M 的 兼 纳 扩 充 . 为 了 能 在 基 模 
型 M 中 讨论 扩充 模型 MLG 的 性 质 , 引 入 若干 新 的 
常 元 (它们 可 以 在 M 中 定义 出 来 ) ,用 以 表示 MLC] 
中 的 集合 ,通常 称 之 为 MLGj] 中 元 素 的 名 , 记 为 4,a 
€ MLG ]. 借助 这 些 名 ,可 以 在 基 模 型 中 描述 兼 纳 模 
型 MLC 的 性 质 . 

在 基 模 型 中 ,恰当 定义 力 迫 法 关系 pI- e, 
里 PCE POR JR AR CAB BR 
WBA BAIS TR Zo mum ^ Lis Ts?" s Ln 
的 名 ) ,使 得 如 下 力 迫 定理 成 立 :MEG IF PCziyzz， 
…, ZX,), 当 且 仅 当 存 在 p EG, 使 pF gi xs 
z,). 因此 ,MLGj] 的 性 质 就 可 以 由 M 中 的 力 迫 关系 
所 决定 .为 了 证 明 某 个 集合 论 假设 4 加 到 ZF(C) 系 
统 后 相对 ZF(C) 系 统 的 相 容 性 ,可 以 适当 构造 偏 序 
集 尸 ,使 得 兼 纳 扩充 MLG 满足 A. 利用 这 种 方法 可 
获得 诸如 ZEC4- CH,ZF 4-71 AC,ZFC+GCH+ 
VAL 等 相对 相 容 性 结果 . 如 果 进 行 一 次 力 迫 扩充 ， 
仍 不 能 使 兼 纳 扩充 模型 获得 所 需 的 性 质 ,可 以 将 扩 
充 后 的 模型 作为 基 模 型 ,再 进行 若干 次 扩充 ,直至 获 
得 所 需 的 性 质 . 这 种 方法 称 为 迭代 力 迫 法 . 例如 


ZFC+MA+71CH 以 及 ZFC 十 SH 的 相对 相 容 性 
即 是 用 友人 代 力 迫 法 获得 证 明 的 . 近 十 多 年 来 ,应 用 和 迭 
代 力 迫 法 进行 了 大 量 的 研究 ,取得 了 非常 丰富 的 研 
究 成 果 . 以 色 列 数学 家 谢 拉 赫 (Shelah,S. ) 在 这 方面 
的 成 就 举世 瞩目 .他 引入 正常 力 迫 法 并 且 证 明了 许 
多 迭代 力 迫 法 的 保持 定理 . 谢 拉 赫 还 用 他 的 理论 解 
决 了 一 大 批 著 名 的 数学 问题 ,如 拓扑 学 中 的 己 点 存 
在 性 问题 ,无 限 交 换 群 中 的 怀特 海 问 题 等 . 目前 已 被 
应 用 于 递归 论 ERER .无穷 组 合 论 .一 般 拓 扑 、 测 
BiG . 泛 代 数 、 模 型 论 等 众多 领域 ,是 迄今 为 止 获得 
相对 相 容 性 结果 的 主要 方法 . 

Fe ZW SE Cgeneric set)” 亦 称 脱 殊 集 . 力 迫 法 的 
一 个 概念 . 设 M 为 一 个 非 空 集合 ,P 为 M 中 的 偏 序 
£,PECM,AGCPAP HBT. AME PH 
BFE D,.DEM>G)DFS WGA M EWP 
3E 43 5E ,或 称 CA PHATE. 兼 纳 集 的 概念 是 
美国 数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 于 1963 年 在 利用 力 
迫 法 证 明 AC 与 CH 的 独立 性 时 引入 的 . 为 了 在 基 
模型 M 上 构造 一 个 扩张 模型 ,科恩 引入 了 M 之 外 
的 一 些 元 素 ,将 这 些 元 素 与 M 一 起 共同 扩张 成 ZF 
的 另 一 个 模型 N. 为 了 不 至 于 使 扩张 后 的 模型 包含 
更 多 的 序数 ,要 求 新 引入 的 元 素 必 须 具有 与 M 中 的 
“普通 ”元 素 类 似 的 性 质 , 这 些 用 来 扩张 M. 的 “普通 ” 
元 素 称 为 兼 纳 集 . FEA FE EX generic 的 音译 , 意 为 
普通 .一 般 的 意思 . 目前 对 兼 纳 集 的 定义 是 以 色 列 学 
者 索 洛 韦 (Solovay,R. M. ) 在 科恩 思想 的 基础 上 建 
立 起 来 的 一 般 性 概念 , 它 不 仅 是 力 迫 法 中 的 基本 概 
念 ,也 被 经 常 运用 于 其 他 数学 领域 . 

a M 可 数 , 则 对 任何 p EP 了 , 均 存 在 一 个 M 上 
Hg P FRA E PCG. 这 一 结论 称 为 兼 纳 集 C 存在 
定理 ,是 保证 力 迫 扩张 存在 性 的 前 提 . 

兼 纳 扩 充 (generic extension) 力 迫 法 的 一 个 
概念 . 指 力 迫 法 中 利用 兼 纳 集 对 基 模 型 的 扩张 . 设 
M 为 ZF 系统 的 可 传 模型 ,G 为 M 上 的 某 偏 序 集 PP 
的 兼 纳 子 集 , 通 过 力 人 迫 构 造 过 程 ,将 M 扩张 为 包含 
G 的 一 个 模型 MLGj], 则 MLGj 称 为 M 的 兼 纳 扩充 . 
M 称 为 兼 纳 扩充 的 基 模 型 .不同 的 力 迫 构造 过 程 得 
到 的 兼 纳 扩充 通常 也 不 同 ,一 般 地 , 兼 纳 扩充 满足 下 
列 条 件 : 

1.MCM[G]. 

2.GEMIG]. 

3. MLG]5 M 具有 相同 的 序数 . 

4. MLGj] 为 ZF 系统 的 模型 且 为 M 的 所 有 可 传 
扩张 模型 中 最 小 的 一 个 . 

兼 纳 扩充 的 存在 性 称 为 兼 纳 模型 定理 (参见 “ 兼 
纳 模 型 定理 ”). 

3& 2K 18 RU XE JH (generic model theorem) 关于 
力 迫 法 的 重要 命题 . 它 给 出 了 兼 纳 扩 充 的 存在 性 条 
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件 . 设 M 为 ZF(C) 系 统 的 可 传 模型 , (已 , 委 ) 为 M 中 
的 偏 序 集 (参见 “ 力 迫 概念 >) GC P WM EB P 3E 
纳 集 , 则 存在 一 个 可 传 模 型 MG] fe: 

1. M[G P3 ZF(C) 系 统 的 模型 . 

2. MEMIG J]H GEM[G]. 

3. M 与 MLCj 具 有 相同 的 序数 ， 

4.4 N 为 ZF(C) 系 统 的 可 传 模型 ,使 MCEN.G 
EN, 则 MLG]EN. 

兼 纳 模型 定理 为 证 明 集合 论 外 加 公理 的 相 容 性 
与 独立 性 提供 了 一 个 统计 一 一 模式 . Win: AE 
命题 4 与 ZF(C) 系 统 相 容 , 只 须 选择 适当 的 力 迫 概 
念 己 及 兼 纳 集 C, 使 己 与 C 满足 兼 纳 模型 定理 中 的 
条 件 , 且 使 4 在 MLGj 中 成 立 , 即 可 得 出 4 与 ZF(C) 
系统 相 容 , 而 不 必 再 逐一 验证 ZF(C) 系 统 每 条 公理 
在 MLGj] 中 的 可 满足 性 . 

力 迫 语言 forcing language) 一 种 一 阶 语言 . 
它 由 一 个 二 元 关系 符 E 及 大 干 常 量 符 构 成 ,不 同 的 
力 迫 构造 ,用 的 力 迫 语言 通常 也 不 同 . 一 般 地 , 若 M 
为 力 迫 基 模 型 , 则 力 迫 语言 除 含 二 元 关系 符 E 外 ,还 
含 M 中 每 个 元 素 的 一 个 名 及 兼 纳 集 的 名 ,有 些 力 迫 
构造 还 提供 了 对 兼 纳 扩充 M[LG] 的 每 个 潜在 元 素 的 
名 . 一旦 选择 了 一 个 兼 纳 集 C, 则 每 个 力 迫 语言 的 
常 元 都 被 解释 为 模型 MLG] 中 的 一 个 元 素 ,相反 ， 
MLGjJ 中 的 每 个 命题 也 可 以 用 力 迫 语言 来 描述 . 根 
据 这 种 对 应 关系 , 兼 纳 模 型 MLGj] 的 性 质 就 可 以 用 
力 迫 语言 来 描述 . 虽然 集合 论语 言 不 包含 力 迫 语言 
中 引入 的 一 些 新 常量 ,然而 对 力 迫 语言 中 的 每 个 常 
量 可 以 用 类 似 于 哥 德 尔 编 码 的 方式 将 其 用 基 模 型 
M 中 的 惟一 的 元 素 表示 之 . 这 样 , 力 迫 语言 中 的 每 
个 语句 也 对 应 于 M 中 的 一 个 语句 ,从 而 力 迫 关系 就 
可 以 在 M 中 定义 , 兼 纳 扩充 WMLCj] 中 的 每 个 元 素 也 
可 以 用 M 中 的 无 素 指称 . 

力 迫 关系 (forcing relation) 一 种 二 元 关系 . 
指 力 迫 条 件 与 力 迫 语句 之 间 的 关系 .通过 力 迫 定理 ， 
它 又 能 反映 力 迫 条 件 对 兼 纳 模型 中 的 性 质 的 决定 关 
系 . 对 任意 偏 序 集 P.O pEP 为 一 个 力 迫 条 件 ,o 为 
相关 的 力 迫 语言 中 的 一 个 语句 ,zt 与 o 的 力 迫 关系 
记 为 如 lc, 称 之 力 迫 c, 其 定义 随 力 迫 法 的 陈述 形 
式 的 不 同 而 有 和 较 大 的 差异 . 美国 数学 家 科恩 (Co- 
hen,P. J. ) 原 来 对 力 迫 关系 的 定义 是 通过 对 o 的 结 
构 进 行 递 归 定 义 . 现代 力 迫 法 通常 也 采用 这 种 方式 
定义 力 迫 关系 . 在 布尔 值 模型 中 , 力 迫 关系 定义 为 : 
pHo 4HMY4e(po<llo|l RP e RAP AP 
的 正规 开 代 数 B=r.o. (P) 的 规范 嵌入 , || o || 表示 
c 的 布尔 值 . 力 迫 关系 具有 下 列 性 质 : 

LA pl og Sp, W] glo. 

2. 对 任何 pEP, plk o 5 ples 至 多 有 一 个 
成 立 . 

84 


3. 对 任何 pEP, 存 在 qc p fii glo 5j q 1-731 
5 有 且 仅 有 一 个 成 立 ， 

4. 轧 上 一 co, 当 且 仅 当 不 存在 qt p E ql o. 

5. pl oAc, HER plo plc. 

6. p | o V r, 4AM KIHE qx p. FE rZ 
ff r lk o rile r. 

由 于 力 迫 关系 对 ZF 系统 的 任何 模型 绝对 , 因 
此 , 它 可 以 在 力 迫 基 模 型 中 被 定义 ,由 力 迫 定理 可 
知 ,3zECCplF-c) ， 当 且 仅 当 MLGcJIF o. X ik IHR 
纳 模型 M[G 中 的 性 质 可 以 在 基 模 型 中 通过 兼 纳 集 
G 所 决定 ,这 是 力 迫 方法 的 重要 特征 . 

7138 SE (notation of forcing) 公理 集合 论 术 
iB. 指 用 于 构造 兼 纳 扩充 的 偏 序 集 . 设 M 为 ZF COD 
系统 的 可 传 模型 , (已 , 委 ) 为 M 中 的 一 个 非 空 偏 序 
集 , 则 对 M 中 的 每 个 P 兼 纳 集 G, 由 兼 纳 模型 定理 ， 
存在 M 的 兼 纳 扩 充 MLGj, 使 得 MLG jj] 也 是 ZF(C) 
系统 的 可 传 模型 . 这 里 偏 序 集 (OP OPI 2138 RI 
念 ,P 中 的 元 素 称 为 力 迫 条 件 ( 参 见 “ 力 迫 条 件 ”). 对 
给 定 的 基 模 型 , 力 迫 概念 决定 了 兼 纳 扩充 模型 的 基 
本 性 质 , 因 此 ,使 用 力 迫 法 的 关键 在 于 选择 适当 的 力 
迫 概 念 . 构造 不 同 的 力 迫 概念 的 技巧 ,形成 了 具有 不 
同 特色 的 力 人 迫 方法 .最 常用 的 力 迫 概念 有 下 面 几 种 : 

1. 有 限 部 分 函数 偏 序 集 FLUJO. 其 元 素 为 定 
Sin J FE RH J 的 子 集 的 有 限 函 数 , 即 

F,G,J) —ipilpl <w ^ p ARR 

^ dom(p) C I A ran(p) CJ}. 
F (,J) PR RFRA E CON RAN RAK 
AMA p.q€ F,GO,JO0,Bl] pco, HENK pa. 美 
Es By 2: Be BLA (Cohen, P. J. ) 于 1963 年 证 明 连 续 统 
假设 的 独立 性 时 就 是 使 用 这 种 类 型 的 偏 序 集 . 更 具 
体 地 说 ,科恩 使 用 的 是 F, (xXw,2) 型 的 偏 序 集 , 常 
称 之 为 科恩 偏 序 . 

2. 无 穷 部 分 函数 偏 序 集 F, (1,J ,4). 设 4 为 无 
穷 基数 , 令 FF,(I1,J,4) 二 {pp:;|p| 二 4Ap 为 函数 和信 
dom (P) CI Aran Cg) CJ) ,F,GO,J ,4) 中 的 偏 序 关 
系 仍 定义 为 函数 的 反 包 含 关系 . 

3. FERFE 已 (xc). 设 “为 任意 基数 , 令 
L,C) = (bi]lpl 二 wAz 为 函数 A dom(p) 
Ck X o A N (a,n) € dom(p)(p(a,n) € a)}, 

Z:(Cc) 中 的 偏 序 关 系 定 义 为 函数 的 反 包 含 关 系 . 

在 上 列 偏 序 集中 ,Ff, U.S FUJ, VAAR 
好 的 保 基 数 性 ,而 L,(x) 能 月 塌 基 数 . 另外 ,使 用 偏 
序 集 的 乘积 、 偏 序 集 的 完备 或 稠密 艇 入 等 技巧 ,也 是 
构造 新 力 迫 概念 的 重要 手段 . 

力 迫 条 件 (forcing condition) 公理 集合 论 术 
语 . 指 用 于 力 迫 构造 的 偏 序 集 的 元 素 . 美国 数学 家 科 
恩 (Cohen,P.J. ) 对 力 迫 条 件 的 原始 定义 形 为 nEa 


HX n€ a 的 有 限 协调 公式 集 , 这 里 a RRA TRAD 
充 的 兼 纳 集 (或 代表 兼 纳 集 的 名 ),2 AAR. A 
此 ,每 个 力 迫 条 件 就 给 出 了 兼 纳 集 元 素 构 成 的 一 个 
局 部 情况 ,由 于 兼 纳 扩充 模型 MIG ] RAS C 所 
决定 ,因此 ,一 定 的 力 迫 条 件 可 以 确定 出 兼 纳 模型 中 
具有 或 者 不 具有 某 种 性 质 , 一 列 适 当 的 力 迫 条 件 无 
穷 序 列 可 以 确定 出 兼 纳 扩充 MLG ] 中 的 所 有 性 质 ， 
这 种 力 迫 条 件 序列 称 为 完备 力 迫 条 件 序列 . 现代 力 
迫 法 对 力 人 迫 条 件 的 定义 由 科恩 的 原始 定义 抽象 与 简 
化 而 得 . 

设 (P, 一 ) 为 用 于 力 迫 构造 的 偏 序 集 ,p,g€ P 
AN BI 38 RE SEP pq. WE p RT 9. ARTE 
EP rsp Ar<q, WK p So 相 容 ,否则 称 为 
不 相 容 , 记 为 pLa. 

完备 力 迫 条 件 序列 (complete forcing condition 
sequence) J“ Aid wth”. 

J É HE (forcing theorem) 力 迫 法 基本 定 
JE. 它 给 出 了 力 迫 关系 与 兼 纳 模型 中 的 满足 关系 的 
对 应 关系 . 设 MW ZFC) ABE A RCP <<) 
为 M 中 的 偏 序 集 ( 即 力 迫 概念 ),C 为 M EB PR 
纳 集 ,MLC 为 M 的 兼 纳 扩 充 , 则 对 任何 力 迫 语言 


的 公式 0Czizwz),AfCG [IF DOE ee E T 
当 且 仅 当 (dpEG)p I— OQ(ZXi(225***42,), 这 里 X19 


X25ttt X, 为 Xi 9X29°** 410, 的 名 ， 力 迫 定理 表明 :验证 
AdfLCj] 中 的 某 一 性 质 是 否 成 立 , 可 以 转化 为 寻找 某 
个 适当 的 力 迫 条 件 ,使 之 力 迫 这 个 性 质 . 由 于 力 迫 关 
系 可 以 定义 于 基 模 型 ,因此 ,对 给 定 的 兼 纳 集 C ,可 
以 在 M 中 决定 MLGjJ 的 性 质 . 

伊 斯 顿 定理 (Easton theorem) 论证 基数 的 重 
要 定理 . 伊 斯 顿 (Easton,W.) 于 1970 4E JJ Hj 7] i8 
法 ,证 明 对 任何 正规 基数 x, 只 要 不 违反 单调 性 与 柯 
尼 和 硕 引 理 ,2 可 以 等 于 任何 基数 . 具体 地 说 , 设 互 为 
一 个 函数 ,dom (EE) 为 所 有 的 正规 基数 ,者 对 任何 « 
€ dom (E), E GO ABM, H cf (E 000 >r, 又 对 任 
fi] ke € dom (ED , «x — E GO SEC), WEKE X 
— ^r B MRS ER C. DRE sg SET E EOM 为 
ZFC 十 GCH 的 模型 ,五 为 任意 伊 斯 顿 索引 函数 , 则 
存在 M 的 兼 纳 扩充 M[G], 它 与 M 有 相同 的 基数 ， 
且 对 任何 正则 基数 ,MLGjIF 2°= EGO. 伊 斯 顿 在 证 
明 上 列 著 名 结论 时 ,设计 了 一 种 特殊 的 两 步 迭 代 力 
迫 法 ,这 种 方法 常 被 称 为 伊 斯 顿 力 迫 法 .， 

4 Hr th ze 5| ER A (Easton index function) Jl 
“ 伊 斯 顿 定理 ”. 

£t Hr dm 7j 38 jE (Easton forcing) 
m”. 

崩塌 基数 ( cardinal collapsing) 亦 称 跌落 基 
数 . 力 迫 法 的 一 个 概念 . 设 PCM 为 基 模 型 M 中 的 
力 迫 概念 ,x 为 M 中 的 无 穷 基 数 , 石 存在 P OHA 


见 “ 伊 斯 顿 定 


集 G, 使 «在 MLGjJ 中 的 基数 小 于 x, 即 |x| — e, 
则 称 P RSH AER «KAA M 中 的 无 穷 基 数 ,k 一 
A BAT PHAR C ,使 得 在 MLGj 中 «=A, WEK 
P $% A AA Sa Bl) oe. GA, A e IE LAE CAT e 为 任 
意 基 数 , 则 ,Cx,4,k) 可 将 4 崩塌 到 e. 再 如 , 若 e 为 
正规 基数 ,4># A AAT IK BE PRK, Wl HEE Hh F 
L.,GoO ADE A ARA FP F, AOL. ONE 
X (参见 “ 力 迫 概念 ”). 美国 数学 家 科恩 (Cohen P. 
J. ) 于 1963 4E E Atc A MA WR A BY BE RY 83 18 
为 一 个 可 数 基 数 . 后 来 法 国 数 学 家 .工程 师 莱 维 
(Lévy A. ) 发 展 了 科恩 理论 ,发 现任 何不 可 达 基 数 
均 可 以 被 崩塌 为 一 个 可 达 的 正规 基数 . 

RH BW (cardinal preserving) 力 迫 法 的 一 个 
概念 . 车 力 迫 概念 使 其 模型 与 兼 纳 扩 充 有 相同 的 基 
数 , 则 称 之 为 保 基 数 . Ut M 为 力 迫 基 模 型 ,P 为 力 迫 
概念 , 若 对 任意 兼 纳 扩充 MiG]. E p H M 中 的 基 
BI BUS 8 为 MLGj] 中 的 基数 , 则 称 卫 保 基 数 . 
由 于 基数 概念 不 是 绝对 的 ,因此 不 是 所 有 的 力 迫 概 
念 均 保 基数 ,但 可 以 证 明 , 若 PP 在 基 模 型 中 满足 可 
数 链条 件 , 则 P 保 基 数 .在 有 些 力 迫 构造 中 ,并 不 需 
要 基 模 型 与 兼 纳 扩充 中 的 基数 完全 相同 ,因此 ,存在 
保 部 分 基数 的 概念 . 设 PCM 为 基 模 型 M PRAGA 
概念 ,9 为 M PHC EM. AME P RAT 
集 G 及 任何 序数 8250 C€00 WR B Og M 中 的 基 
MN SANS CAM GIP. MW PRERS 
SOD. E P TE M PRA ORBAN PRERS 
0. Pr FE BY) BES EH Se ES BS AC BL IR, (Cohen, P. J. ) 
T 1963 年 引 和 人 ,他 发 现 了 可 数 链 条 件 与 保 基 数 的 关 
系 . 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. M. ) 发 展 了 科恩 
的 理论 ,建立 一 般 链 条 件 与 部 分 保 基数 的 关系 . 

i [€ 71 iB TE (method of iterated forcing) JJ 
迫 法 的 一 种 推广 . 是 重复 进行 力 迫 构造 过 程 ,以 获得 
具有 茶 种 特定 性 质 的 兼 纳 模型 的 方法 . 设 M 为 
ZF(C) 系 统 的 模型 ,对 M 重复 进行 a 次 兼 纳 扩充 过 
Fg 1535] — FRA: M — M, M,G- C M;&-eGM, 
使 得 Mai =MG], G; 为 M: 上 某 个 偏 序 集 Pi 的 
RAR. 上 列 过 程 称 为 a KERNIE. 24 a—2 时 , 称 
之 为 两 步 迭 代 力 迫 , 当 wa 为 极限 序数 时 , 称 之 为 极限 
迭代 力 迫 . 对 两 步 迭 代 力 迫 ,最 自然 的 方法 是 ,首先 
通过 基 模 型 M 中 的 一 个 力 迫 概念 Po。 及 P 的 一 个 
RATE G ERAT E Mi =MG], Hi A 
MiG LEN AIRS P, 及 Pi 的 一 个 兼 纳 子 集 G, 
以 获得 兼 纳 扩充 M; — MiLGoj]==MoLGojLG1], 且 使 
M; 具有 所 需 的 力 迫 性 质 .有限 次 迭代 力 迫 过 程 也 可 
仿 此 方法 进行 . 然而 这 种 方法 不 能 推广 到 极限 迭代 
的 情形 ,因为 当 a 为 极限 序数 时 ,例如 a==w 时 ,AM。 
很 难 给 出 . 如 果 取 
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M, = U M;, 
B«a 


则 M. -ETRA RAR I TER BEL (Go: <a) 
一 般 不 属于 M. 一 般 的 迭代 力 迫 法 是 在 基 模 型 M 
中 寻找 一 列 偏 序 集 {Q::5 过 a} ,使 Pp =Q. CQ, CG. 
CQ 和 CQ, 式 中 性 ,表示 两 个 偏 序 集 的 完备 髓 
入 , 则 对 每 个 Q. BRATE G 存在 一 列 兼 纳 集 
(Gri £0 ,使 Gi 为 Qc WRAT, H 

M=MEMLG EEMIG EEM G]. 
这 就 是 通过 构造 偏 序 集 的 完备 舱 入 序列 实现 迭代 力 
迫 过 程 . 迭代 力 迫 法 最 初 由 以 色 列 学 者 索 洛 圳 
(Solovay , R. M. ) 5 Fe £A fii t (Tennenbaum, S. ) F 
1971 年 在 证 明 MA+— CH 4 Suslin 假设 的 相 容 
性 时 所 发 明 , 现 在 已 成 为 一 种 强 有 力 的 相 容 性 与 独 
立 性 证 明 方 法 . 

几乎 分 离 力 迫 (almost disjoint forcing) 一 种 
力 迫 方法 . 是 以 几乎 分 离 集 艇 作为 力 迫 概念 的 力 迫 
方法 . 设 .xY 二 {hs:4 过 1) 为 一 个 w 上 的 几乎 分 离 集 
ECU SLEDER”), X 为 wi 的 任意 子 集 . S 
P yx—ip:ip AIAX Adom(p)CwA ran(p)= (0, 
1)AVa€ X|domC?pDf1 A.| eA | nip =1} |< 
w) ,定义 Pv x PH ARI AARON : pq. SHARK p 
Dq. WW VA (GP uS JI BE B3 71 38 Fi VR OS JU 
平分 离 力 迫 . 几乎 分 离 力 迫 方法 常 被 用 在 描述 集合 
论 中 . 该 方法 最 初 由 美国 学 者 马丁 (Martin ,D. A. ), 
VA £& 3| = Be p CSolovay,R. M. 2, HE Z& (Jensen, 
R. ) 等 人 所 发 明 . | 

标准 模型 假设 (standard model hypothesis) 
一 种 中 间 假 设 . 它 是 美国 数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 
在 介绍 力 迫 法 时 引入 的 一 个 命题 . 在 证 明 集 合 论 外 
加 公理 的 相 容 性 时 ,通常 以 ZF 公理 系统 本 身 的 相 
容 性 作为 前 提 . 由 模型 论 中 的 完备 性 定理 ,既然 ZF 
系统 相 容 , 则 一 定 存在 ZF 系统 的 一 个 集合 模型 
《M,E). 由 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ,集合 模型 的 存在 
性 不 能 在 ZF 系统 中 证 明 , 因 此 它 只 是 一 种 假设 , 科 
恩 称 之 为 公理 M. 由 假设 M 可 作 下 列 更 进一步 的 假 
设 : 存 在 ZF 系统 的 一 个 标准 集合 模型 , 称 之 为 标准 
模型 假设 , 记 为 SM. 显然 SM 的 存在 性 也 不 能 在 ZF 
系统 中 证 明 , 而 且 在 ZF 系统 中 不 能 证 明 公 理 M A 
家 标准 模型 假设 SM. 大 假设 SM, 则 可 以 证 明 存 在 
集合 M. 使得: 

1. M, 可 数 、 可 传 ; 

2. M; 为 ZF 十 V =L 的 模型 ; 

3. M, 为 ZF 系统 的 任何 可 传 模型 的 子 模型 , 即 

M, 是 ZF 系统 的 可 传 模型 中 最 小 的 一 个 ; 
则 称 这 样 的 Mo 为 ZF 系统 的 极 小 集合 模型 ,因此 
SM 效仿 着 极 小 集合 模型 存在 . 在 科 思 的 力 迫 法 中 ， 
首先 假设 SM ,从 而 存在 极 小 集合 模型 M, 在 M 上 
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进行 力 迫 构造 ,得 出 M 的 一 个 外 模型 N, 使 N 满足 
一 乍 的 力 迫 性 质 ,以 便 得 出 所 需 的 相 容 性 结果 . 由 于 
对 ZF 系统 的 任意 有 限 条 公理 而 言 ,SM 成 立 , 即 ZF 
系统 的 任意 有 限 条 公理 均 存 在 标准 集合 模型 ,而 在 
力 迫 证 明 中 只 用 到 ZF 系统 的 有 限 条 公理 ,因此 只 
要 将 所 用 的 全 部 有 限 条 公理 一 一 列 出 ,就 存在 满足 
这 些 公 理 的 一 个 标准 集合 模型 ,使 力 迫 证 明 过 程 仍 
然 成 立 , 从 而 利用 力 迫 法 得 出 的 相 容 性 结果 也 仍然 
成 立 . 从 这 一 观点 出 发 ,标准 模型 假设 并 不 是 必须 
的 . 然而 ,标准 模型 假设 避免 了 繁琐 地 列 出 所 使 用 的 
每 条 集合 论 公 理 , 突 出 了 力 迫 法 本 质 思想 ,因此 它 对 
简化 力 迫 证 明 起 到 了 不 可 低估 的 作用 . 

完备 布尔 代数 (complete Boolean algebra) 一 
种 特殊 布尔 代数 . 指 每 个 子 集 都 有 上 下 确 界 的 布尔 
代数 . 设 (B, 十 ,，, 一 ,0,1) 为 一 个 布尔 代数 ,对 任 
何 x,yEB, 令 ry RIN z ° y=r, PRS” H B P 
的 目 然 偏 序 ,对 B 的 任何 子 集 X, 记 VX 为 X 的 元 
素 在 自然 偏 序 下 的 上 确 界 , 人 X AX 的 元 素 在 目 然 
偏 序 下 的 下 确 界 , 铬 对 任何 XCB, 均 有 VXEB 且 
人 XEB, 则 称 B 为 一 个 完备 布尔 代数 . 任何 布尔 代 
数 均 可 以 被 扩充 为 一 个 完备 布尔 代数 , 且 可 以 使 之 
成 为 扩充 后 的 完备 布尔 代数 的 稠密 子 代数 . 

布尔 值 模 型 方法 (Boolean-valued model ap- 
proach) 集合 论 独 立 性 证 明 的 基本 方法 之 一 .自从 
1963 年 美国 数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 利 用 他 所 创 
立 的 力 迫 法 ,证 明了 连续 统 假 设 相对 于 ZFC 公理 系 
统 的 独立 性 以 及 选择 公理 相对 于 AFC 公理 系统 的 
独立 性 之 后 ,人 们 对 于 力 迫 法 给 以 极 大 的 关注 ,试图 
利用 力 迫 法 证 明 集 合 论 以 及 其 他 数学 分 支 中 的 独立 
性 问题 . 然而 ,科恩 原来 的 方法 较为 繁琐 , 且 方 法 本 
身 有 相当 大 的 局 限 性 . 1964 年 至 1967 年 之 间 , 由 以 
色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay ,人 . M. ) Epl Bj Scott, 
D. S. ) 沃 朋 卡 (Vopsnka,P. ) 等 人 对 科恩 的 方法 进 
行 了 较 大 的 改进 ,引入 了 布尔 值 模 型 的 概念 ,避免 了 
科恩 原来 方法 中 构造 兼 纳 模型 的 繁琐 细节 ,使 得 模 
型 扩充 过 程 变 得 相当 自然 而 直观 , 力 迫 推理 也 更 易 
于 操作 . 从 科恩 对 连续 统 假设 独立 性 的 证 明 过 程 可 
以 看 出 ,要 想 设 计 一 个 集合 论 模型 满足 ZFC+ 7 
CH, 构 造 一 个 比 V 小 的 模型 是 不 可 行 的 (参见 “内 
模型 法 ”) ,必须 对 V 进行 扩充 ,而 V 已 经 包括 了 所 
有 集合 ,因此 ,从 直观 上 讲 , 在 ZFC 系统 内 构造 出 比 
V 还 大 的 类 模型 似乎 是 不 可 能 的 . 1965 E, RAP 
提出 了 把 对 每 个 公式 的 真 值 指派 从 2 值 扩 充 到 一 个 
布尔 值 域 的 思想 ,随后 ,斯 科 特 将 这 一 思想 付 诸 实 
施 , 从 而 建立 了 一 套 布尔 值 模型 理论 . 众所周知 ,在 
一 个 确定 的 论 域 上 ,任何 一 个 集合 和 可 以 用 它 的 特 
征 函 数 来 惟一 刻画 ,集合 与 其 特征 函数 具有 一 一 对 
应 关系 , 即 对 任何 集合 zxEV ,存在 一 个 与 和 对 应 的 


特征 函数 C., 使 得 e¢Cdom(C,), H %4 y AT rH. 
C,(y=1; M y HBF x YC. =0. PUR xo NE 
的 特征 函数 C. FJ pL B 2S V 7 与 六 就 具有 某 种 同 构 
关系 . 如 果 将 C. 的 取 值 从 {0,1}) 扩 充 为 一 个 布尔 代 
数 B, 则 所 有 这 种 扩充 的 特征 函数 C. 构成 的 类 了 2 
就 可 以 构成 V 的 一 个 扩充 ,从 而 也 可 以 被 视 为 对 
V 的 一 种 扩充 (参见 “布尔 值 模型 ”). 事实 上 ,通过 对 
布尔 代数 适当 的 限制 (要 求 布尔 代数 完全 ), 可 以 证 
Bj VS 满足 ZFC 系统 的 所 有 公理 ,从 而 构成 ZFC A 
统 的 一 个 模型 ,这 样 就 避免 了 科恩 方法 中 利用 兼 纳 
集 构造 兼 纳 扩 充 的 技术 难点 ,也 使 得 模型 扩充 过 程 
变 得 更 为 自然 . 

在 布尔 值 模型 中 ,每 个 集合 论 公 式 9 均 被 赋予 
一 个 布尔 值 , 称 为 公式 的 布尔 值 , 记 为 Lpj (参见 “ 布 
尔 值 模型 ”). BAK 9 的 布尔 值 为 1, 则 认为 在 该 
布尔 值 模型 下 成 立 . 因此 要 证 明 某 命题 4 与 ZFC fH 
容 , 只 须 证明 [LA4]*==1. 为 了 将 力 迫 机 制 引 入 到 布尔 
值 模型 理论 中 , 索 洛 韦 提出 可 以 把 力 人 迫 关系 PI 9 
看 做 布尔 值 的 大 小 关系 , 即 定 义 ple  4AMY p 
<[¢]?. 从 而 ,可 以 用 力 人 迫 条 件 P"538 8 "[ e] — 1. 其 
中 有 一 个 技术 问题 , 即 如 何 将 力 迫 条 件 偏 序 集 P 与 
布尔 代数 B 相 联 系 . 对 任意 偏 序 集 已, 设 pEP, 令 
O= (q€ Piqs p) M O, 构成 的 序 拓扑 的 基 , 这 
个 序 拓扑 的 正则 开 代 数 R. O. (P) 恰 好 构成 一 个 完 
全 布尔 代数 . 当 P 满足 一 定 条 件 时 ,P 与 R.O. CP) 
的 一 个 稠 子 集 之 间 可 建立 一 个 序 同 构 关系 ,从 而 在 
同 构 的 意义 下 ,可 把 两 者 等 同 看 待 ,因此 ,可 以 把 力 
迫 条 件 P 看 成 为 完全 布尔 代数 R.O.(P) 的 子 集 . 通 
过 适当 选择 力 迫 条 件 尸 ,使 得 B—R.O. (PORA — 
些 特定 的 性 质 , 使 得 了 ”满足 某 些 特定 公理 . D P 
二 2”, 以 “二 ”作为 偏 序 关系 ,可 以 证 明 V IF VA 
L. 如 果 令 P—2*7"7^,.Hl4& i GCH 成 立 , 可 证 明 
VPI 2 — $8, 等 .应 该 指出 ,公式 的 布尔 值 的 定义 
实质 上 是 一 种 真 值 定义 ,因此 它 不 可 能 在 ZFC 系统 
中 被 完全 形式 化 . 法 国 数学 家 贝尔 (Bell,J.L. ) 等 人 
于 20 世纪 70 年 代 中 期 ,利用 兼 纳 超 滤 的 方法 ,实现 
TE ZFC 系统 的 可 传 模 型 中 定义 VY 及 L。 | HE 
论 , 从 而 使 布尔 值 模 型 理论 与 科恩 原来 的 兼 纳 扩充 
理论 相 融 合 . 虽然 布尔 值 模型 理论 为 构造 集合 论 模 
型 提供 了 一 种 新 的 思路 ,然而 ,在 具体 使 用 力 人 迫 方法 
证 明 某 些 独立 性 问题 时 ,由 于 力 迫 条 件 与 布尔 代数 
只 是 一 种 同 构 炭 入 关系 ,不 像 科恩 原 来 方法 那样 , 力 
人 迫 条 件 与 被 力 迫 项 之 间 具 有 非常 直接 的 关系 ,因此 ， 
在 具体 选择 力 迫 条 件 时 仍然 有 一 些 较 繁琐 的 细节 . 
1971 年 , 休 恩 菲尔德 (Shoenfield,J. R. ) 提 出 ,可 以 
直接 利用 偏 序 集 ,而 不 必 将 其 宜人 入 到 一 个 完全 布尔 
代数 中 实现 力 迫 扩张 ,从 而 弥补 了 布尔 值 模型 理论 
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的 不 足 . 由 于 布尔 值 模型 方法 具有 简单 .直观 等 优 
点 ,目前 仍然 有 大 量 研 究 者 偏好 于 使 用 这 种 方法 . 

布尔 值 集 全 域 (universe of Boolean-valued 
sets) ”利用 布尔 代数 对 集合 全 域 V 的 一 种 扩充 .在 
某 个 论 域 上 ,集合 与 其 特征 函数 具有 一 一 对 应 关系 ， 
通常 可 把 它们 等 同 看 待 . 如 果 把 特征 函数 的 值 域 扩 
充 为 一 个 布尔 代数 ,那么 同一 个 集合 将 有 多 个 特征 
PR a SRX hz. 利用 这 种 方法 可 将 集合 全 域 V 进行 
“扩张 ”形式 地 讲 , 设 B 为 一 个 布尔 代数 ,对 序数 a, 
递归 定义 .为 满足 下 列 条 件 的 函数 了 的 全 体 : 

l.ran(f)©ŒB. 

2. FETE £a, ff dom( NEV; ”. 
今 

yo a Ve, 


CC On 

On Jy FPR 3 BR VO ARF ABR RR B 的 布尔 值 
集 全 域 ,7 的 元 素 称 为 布尔 值 集 . 显然 , 若 布尔 代 
数 B A TA DUAE DRY B5 Ai OR (EL SR d, V uS n). B 
为 一 个 二 值 布尔 代数 2, 则 VO RAS 2S QUT. V. 的 性 
质 . 事实 上 ,对 每 个 xzEV, 定 义 z={(3,1):y€x)， 
M EV”. RA zc zAV 到 V ”的 一 一 映射 ,是 
对 任何 公式 PCziy ay…y TIA QCri $225 *** 9 Ln) HÀ, 
Z, 4 BIS Vee 由于 yox 
V Eit, VP np DUBIUS RET V. 的 一 种 扩充 ,对 每 
ALEV, ER GEV Fy V™ BY PR ME TE. 必须 指出 ,这 
里 所 说 的 扩充 只 是 模型 论 意义 上 的 扩充 ,因为 V™ 
AV WF. 

fn 7R {8 € (Boolean-valued set) 
全 域 ”. 

布尔 值 模 型 (Boolean 一 valued model) 一 类 特 
殊 的 集合 论 模 型 . 普通 的 集合 论 模 型 是 将 集合 论 公 
式 解 释 成 一 个 多 元 关系 ,模型 满足 该 公式 , 当 且 仅 当 
解释 后 的 关系 式 为 真 . 布尔 值 模型 也 将 集合 论 公式 
解释 为 一 个 多 元 关系 ,而 这 个 多 元 关系 式 不 是 取 真 
假 两 个 值 ,而 是 取 布 尔 代 数 的 一 个 值 .形式 地 讲 , 对 
一 个 布尔 代数 (B, 十 ,，, 一 ,0,1), 与 之 对 应 的 一 个 
布尔 值 模型 由 三 元 组 (U,I,E) 构 成 ,其 中 UU 为 论 
域 ,1,E 为 UXV 到 B 的 二 元 了 滑 数 ,它们 分 别 用 来 解 
释 “二 ”关系 及 ”EE ”关系 ,对 每 个 公式 GEM 9 的 一 
个 布尔 值 [pj” 如 下 : 

1. 对 原子 公式 a=b,a €b MA. 

[o eb. e Tta DOsL-a-€ b] e Eb). 

2. 对 复合 公式 ,[，。 于 的 定义 恰好 使 逻辑 运算 
与 布尔 运算 相对 应 : 

[Liel =le]; 

Ly Agl =Lgy] + Ly]; 

[Jrglr) = Vl? 


式 中 V CoCo)? dem (Leo) P12 €U) E B HR E 
87 


见 “ 布 尔 值 集 


确 界 . 
布尔 值 模型 的 满足 关系 定义 为 
UT, ol 92, 当 且 仅 当 Loj 三 1. 为 了 获得 满足 
ZFC 系统 的 上 所 有 公理 的 布尔 值 模型 ,通常 取 B 为 一 
个 完全 布尔 代数 ,U 为 一 个 布尔 值 全 域 了 ILE 
ME TIR: IHEM roye v”, 
Elzy) Toa P * I(u,y)), 


I(x,y) = pue (u(x) > Ey) | 
A (Culy) > ECy,u2), 


y€ dom(v) 


式 中 A 表 示 取 下 确 界 ,z 一 y 表示 r +y. Eu 
上 定义 的 布尔 值 模型 (V TE) f i A VOD. 对 任 
何 完 全 布尔 代数 B.V 满足 ZFC 系统 的 全 部 公理 . 
同时 ,如 有 果 对 B 进行 适当 选择 ,可 以 使 V” 满足 一 
CH a AC 等 .利用 构造 布尔 值 模型 的 方法 ,可 以 
获得 众多 集合 论 命题 的 相 容 性 结果 (参见 “布尔 值 模 
型 方法 ”). 

决定 性 公理 (axiom of determinacy) 简称 
AD. 描述 集合 论 的 一 条 重要 假设 . 考虑 自然 数 的 一 
些 无 穷 序列 构 成 的 集合 AC w, EM ARIE GCA) 
如 下 :首先 甲 给 出 一 自然 数 n BE OS E n vA 
ni Rin FG n, GLE n3, 如 此 等 ,将 此 过 程 进 行 
到 w 步 结束 ,得 到 一 个 序列 nomi» tt). z AI 
列 在 集合 4 中 , 则 甲 胜 , 该 序列 若 不 在 4 中 , 则 乙 
HE. er P A D RE SERE EX COUR UD HE We, DUI ER OSEE 


GEREN. 决定 性 公理 断言 :对 于 任何 集合 4 
“wo, XIF G(4) 都 是 决定 的 .决定 性 公理 是 由 迈 切 


尔 斯 基 (Mycielski,J. ) 和 斯 维尔 兹 柯 夫 斯 基 (Swier- 
czkowski,S. ) 于 1962 年 引入 的 . 这 些 年 来 ,人 们 对 
决定 性 公理 作 了 大 量 仔 细 而 深刻 的 研究 . 借助 于 决 
定性 公理 ,可 以 解决 描述 集合 论 的 几乎 所 有 的 重要 
问题 .比如 ,在 AD 下 : 

1.( 迈 切 尔 斯 基 和 斯 维尔 兹 柯 夫 斯 基 ) 每 个 实数 
集合 都 是 勒 贝 格 可 测 的 . 

2. (A) 1) 每 个 实数 集合 都 具有 贝尔 性 质 . 

3. (美国 学 者 戴 维 斯 (Davis,M. D. )1964) 每 个 
不 可 数 的 实数 集 都 有 一 完全 子 集 . 

由 此 可 见 , 在 选择 公理 下 决定 性 公理 是 不 成 立 
的 . 男 一 方面 ,决定 性 公理 蕴涵 实数 子 集 的 任何 可 数 
类 都 有 选择 函数 .因此 ,在 AD 下 ,实数 论 中 的 各 种 
基本 定理 ,只 要 它 不 牵涉 到 不 可 数 个 实数 集合 , 皆 不 
会 因 选 择 公 理 的 缺席 而 受 影响 .那么 决定 性 公理 是 
否 与 通常 的 集 论 公 理 系 统 (ZF) 相 容 呢 ? 决定 性 公理 
与 大 基数 有 紧密 的 联系 . 实际 上 ,决定 性 公理 与 大 基 
数 、 描 述 集合 论 与 大 基数 理论 和 内 模型 理论 是 现代 

合 论 中 最 主流 的 研究 领域 . 以 色 列 学 者 索 洛 韦 
(Solovay, R. M. ) .美国 学 者 马丁 (Martin,D. A. )、 
谢 拉 赫 (Shelah ,S. ) 和 库仑 (Kunen,K. ) 等 人 在 这 方 
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面 做 了 大 量 的 工作 (参见 “决定 性 公理 与 大 基数 ”). 
例如 , 索 洛 韦 证 明了 在 AD 下 存在 无 穷 多 个 可 测 基 
数 . 1984 4E, SE T (Woodin, W. H. ) 首 先 在 一 种 非常 
强 的 大 基数 假设 下 ,证 明了 决定 性 公理 AD 与 ZF 
系统 的 相 容 性 . 1988 年 ,马丁 和 斯 梯 尔 (Steel,J. ) 的 
工作 加 上 邬 丁 的 工作 ,蕴涵 如 果 存 在 一 个 超 紧 基数 ， 
W AD 和 ZF 系统 是 相 容 的 . 

在 决定 性 公理 下 的 各 种 大 基数 性 质 . 以 色 列 学 
者 索 洛 韦 (Solovay,R. M. ) 首 开 先河 ,他 证 明了 ,在 
决定 性 公理 AD 之 下 ,Ni 5 都 是 可 测 基数 ,并 且 
tu 上 的 闭 无 界 滤 子 是 超 滤 . 在 他 之 后 ,主要 是 在 20 
世纪 60 年 代 和 70 年 代 初 ,人 们 研究 了 更 多 的 AD 
与 大 基数 之 间 的 关系 ,例如 ,在 决定 性 公理 之 下 : 

1. 美 国学 者 马丁 (Martin,D. A. ) 证 明了 每 个 
(3 生 2”<w) 是 奇异 基数 ,但 愉 。+ 是 可 测 基数 . 

2. 库仑 (Kunen,K. ER T No n] i SER. 

3. 马丁 证 明了 w 具有 分 划 性 质 e 7 (^. 

4. 索 洛 韦 证 明了 存在 ZF 系统 的 一 个 可 传 模 
型 ,其 中 有 许多 可 测 基 数 . 

5. 库伦 还 得 到 ,存在 ZF 系统 的 一 个 可 传 模型 ， 
A rp SS, 是 可 测 基数 的 可 测 极限 . 

这 些 结果 使 人 们 认识 到 ,决定 性 公理 比 许多 大 
基数 公理 都 要 强 . 

决定 性 公理 的 变形 (variety of axiom of deter- 
minacy) ”改变 决定 性 公理 中 的 对 弈 C(4) 得 到 的 
各 种 变化 形式 . ERRE XA ACX ,对弈 规则 为 
甲 乙 依 次 从 X 中 选取 元 素 Xo，T1，T2，"…， 视 最 后 形 
BAI API Cros tis tos FE BIR F A 而 决定 甲 胜 或 
Z HE, IERRA ICA Gx(A). 公理 ADx 是 指 ,任何 4 
C*X,Gx(4) 是 决定 的 . 如 果 将 对 弈 规则 改变 为 : 甲 
每 次 可 取 X 中 元 素 的 有 穷 非 空 序 列 , 乙 每 次 仅 取 一 
个 元 素 , 此 种 对 弈 记 为 Gx CAD. 公理 ADS 是 指 :对 
任何 AC"X ,Gx (4) 是 决定 的 . 又 若 对 弈 规则 中 甲 、 
乙 均 可 取 X 中 元 素 的 有 穷 非 空 序列 , 相 应 的 对 弈 和 
A id Gi CD ADS". 一般 形式 的 决定 性 公 
理 AD 即 为 AD.. A JUL P ix H6 ARA: 

ADC-—AD,)-- AD; ~ AD: ' 

v v v 

AD, AD; AD” 
因而 ,AD: 是 AD 的 等 价 形式 ,AD. ,ADz ADI”, 
AD? ”都 是 AD 的 弱 形 式 .由 决定 性 公理 AD 推出 


”的 有 关 实 数 集合 的 一 些 性 质 , 实 际 上 可 由 其 弱 形 式 


推出 . 例如 ,对 每 个 AC*2, 44 GCG (4) 的 必 胜 策 
略 , 当 生 仅 当 4 有 完全 子 集 . Ali |A\=2*. 424 
Gz (4) 的 必 胜 策略 , 当 生 仅 当 |4|== Wo. 又 因 实 数 
R R 与 2 之 间 一 一 对 应 ,所 以 ,AD; +VACRCIA| 
= tw VIA] =2%0). 又 如 ,利用 AD2*” 即 可 证 明 每 个 


实数 子 集 都 有 贝尔 性 质 . 如 果 将 AD: 中 的 和 UN 
任意 的 , 即 断 言 YXCADx), 记 之 为 AD^, 则 有 AD” 
一 AC. 但 前 已 知 AD 一 AC, 所 以 AC >m AD> 
V X CADx)—71AD*. A AD^— AD, F JA. 所 
以 这 种 太 强 的 推广 形式 不 可 取 . 
射影 决定 性 公理 (the axiom of projective de- 
terminacy) 简称 PD. 决定 性 公理 的 一 种 最 重要 的 
弱 形 式 .决定 性 公理 认为 ,对 任何 4S“w, 对 弈 GCA) 
都 是 决定 的 ,这 一 假定 太 强 ,以 致 与 选择 公理 相克 
J&. 一 种 自然 的 想法 是 , 仅 对 "w 中 的 简单 子 集 4 断 
BMWA G(4) 的 决定 性 . 描述 集合 论 中 最 重要 的 一 
类 集合 是 射影 集 ,1953 4E s S (Gale, D. ) 和 斯 图 尔 
特 (Stewart,F. M. ) 提 出 了 射影 决定 公理 :对 任何 射 
影集 AC*w WIE GC(4) 是 决定 的 . 在 PD 下 ,描述 集 
合 论 学 家 们 解决 了 在 ZFC 系统 中 不 可 判定 的 关于 
射影 集 的 经 典 问 题 . 例如 ,在 PD 下 ,每 一 个 射影 集 : 

1. 都 是 可 测 的 (由 迈 切 尔 斯 基 (Mycielski,J. ) 和 
斯 维尔 兹 柯 夫 斯 苛 (Swierczkowski,S. ) 解 决 ). 

2. 都 有 贝尔 性 质 ( 由 波兰 数学 家 巴 拿 赫 (Ba- 
nach,S. ) 和 马祖 尔 CMazur,B. ) 解 决 ). 

3. 或 者 可 数 或 者 有 一 个 完备 子 集 ( 由 美国 学 者 
By "lE Er (Davis, M. D. ) 解 决 ). 

4. 每 二 个 Hà 关系 都 有 | 单 值 化 (由 莫 
斯 却 瓦 基 斯 CMoschovakis ,YY.S. ) 解 决 ). 

PD 蕴含 存在 无 穷 多 个 可 测 基数 ,1984 FE, SRT 
(Woodin, W. H. ) 首 先 在 一 种 非常 强 的 大 基数 假设 
下 ,证 明了 美国 学 者 马丁 (Martin,D. A. ) 和 斯 梯 尔 
《Steel,J. ) 于 1988 年 证 明 的 存在 超 紧 基 数列 含 PD， 
即 

Con(ZFC 十 存在 超 紧 基数 ) 一 Con(ZFC 十 PD). 

描述 集合 论 (descriptive set theory) Sit 
的 一 个 分 支 . 是 研究 可 以 用 简单 的 方式 予以 描述 的 
实数 集合 或 其 他 具有 类 似 结构 的 集合 的 数学 分 文 . 
有 不 少数 学 问题 ,看 来 对 于 任意 实数 集合 是 不 可 回 
答 的 ,如 已 经 证 明 , 连 续 统 假设 在 ZFC 系统 中 是 不 
可 确定 的 .还 有 些 数 学 问题 ,对 任意 实数 集合 而 言 ， 
其 答案 令 人 感到 不 很 协调 ,例如 在 选择 公理 之 下 , 存 
在 实数 的 勒 贝 格 不 可 测 集 . 当 人 们 转 而 讨论 一 类 特 
殊 的 实数 集合 一 一 有 简单 拓扑 结构 的 集合 ,或 以 某 
些 简单 方式 逐 层 定义 的 集合 ,这 些 问 题 就 有 了 明确 
的 .、 令 人 感觉 协调 的 答案 了 .最早 的 例子 是 1883 年 
的 康 托 尔 -本 迪克 松 定理 :实数 的 每 个 闭 集 至 多 可 数 
或 包含 有 完全 子 集 . 注意 到 实数 的 完全 子 集 的 基数 
是 2X, 所 以 ,实数 的 闭 集 的 基数 要 么 三 污 ,, 要 么 = 
2%, 即 连续 统 假设 对 闭 集成 立 . 19 世纪 末 和 20 
y, HE 3€ MR (Borel, (F.-E.-J.-)E.)、 法 国 数 
学 家 贝尔 (Baire, R. L.) 和 法 国 数学 家 勒 贝 格 
(Lebesgue,H.L.) 等 人 创建 了 描述 集合 论 这 一 分 


4 E k A 论 


x. 他 们 以 及 后 来 的 俄国 数学 家 户 津 (Jlysnn,H. 
H. ) .波兰 数学 家 谢 尔 品 斯 基 (CSierpinski, W. ) 俄国 
数学 家 苏 斯 林 《Cycmuan,M. A. ) 等 人 的 工作 主要 是 详 
细 研 究 波 莱 尔 集合 的 构造 及 性 质 , 以 及 不 借助 于 诸 
如 选择 公理 这 种 非 能 行 的 方法 而 构造 更 多 类 的 实数 
集合 ,并 研究 它们 的 性 质 . 主要 研究 的 是 解析 集 和 射 
集合 论 . 另 一 方面 ,借助 于 递归 函数 论 ,美国 逻辑 学 
家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S.C. ) 和 其 他 逻辑 学 家 从 
20 世纪 30 年 代 至 20 世纪 50 年 代 , 建 立 了 一 套 完 
美的 w 子 集 的 可 定义 性 理论 .到 了 1959 年 , 艾 迪 生 
(Addison, J. W. ) 证 实 了 克 林 的 可 定义 性 理论 和 经 
典 的 描述 集合 论 实际 上 讨论 的 是 同一 对 象 .今天 所 
讨论 的 描述 集合 论 是 结合 了 这 两 种 理论 的 一 般 理 
论 , 即 能 行 描述 集合 论 . 现代 描述 集合 论 已 成 为 集合 
论 和 递归 论 之 间 的 交叉 学 科 , 近 年 来 的 发 展 尤为 迅 
Th. 

约 化 性 (reduction) 集合 类 的 一 种 性 质 . RA 
RAR 中 的 任何 两 个 集合 AB BEE ABC 
夏 ,使 得 4' 导 4,B'CB, 同 时 4A4UB’=AUB, 且 A 
门 B== 名 , 则 称 荆 具有 约 化 性 , 记 为 Reduction (IP). 
可 以 将 此 定义 中 的 两 个 集合 推广 为 三 个 有 穷 个 或 
无 穷 个 集合 ,相应 地 称 为 约 化 性 和 无 穷 约 化 性 . 对 
FEA a1. Xr 有 约 化 性 ,从 而 波 莱 尔 集 类 有 约 化 
性 (并 且 也 有 ?2 约 化 性 .无 穷 约 化 性 ). 此 外 ,波兰 数 
me Be Pe Fy FE KB HE (Kurratowski, K. ) 还 证 明了 CA 
集 类 具有 约 化 性 , 即 Reduction ([1D . #44 P fj 
约 化 性 可 由 本 的 准 良 序 性 推 得 ,这 只 须 厂 在 有 限 
交 、 有 限 并 和 连续 前 像 映射 下 封闭 . 

准 良 序 性 (prewellordering) 集合 类 的 一 种 比 
约 化 性 质 更 强 的 性 质 , SAAT AMER EASE: 
对 每 个 ACT AAEM 4 到 序数 的 函数 ,以 及 下 
A PA ICRA RS ,满足 条 件 : 对 任何 SC 
A, 

aE A & la) PO (a, PER, 

aE A &. e(a) xieC(B)e (a, PES. 
iA Pol. 只 要 本 对 有 限 并 、 有 限 交 和 连续 前 像 
映射 封闭 , 则 已 .一 Reduction (I); Ve(1xc ge e— 
PoC Do ));CA 集 是 准 良 序 性 的 , 即 PoC CID ,这 
是 已 有 的 经 典 结 果 . 莫 斯 却 瓦 基 斯 (Moschovakis ， 
Y. S. ) 首 先 给 出 准 良 序 性 的 抽象 概念 ,他 还 证 明了 
PoC TT) — PoC Quang)» Am PC»), Rp PCA 
集 类 也 是 准 良 序 的 . 

苏 斯 林 算 子 (Suslin operation) 用 集合 的 并 、 
交 构 造 的 一 种 运算 . 是 对 集合 类 的 功能 很 强 的 运算 . 
设 {4;|€Seq) 是 以 整数 的 有 限 序 列 为 下 标的 集合 的 
类 ,对 每 个 无 穷 序列 aENN, 记 aln) 为 a 在 nx 上 的 
限制 a hn, 妈 a(x) 二 《a60),a(l),…,a(n 一 1)》, 则 
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定义 苏 斯 林 算 子 o 对 集合 类 {A,|s€ Seq} TE REB 
结果 是 
{As|s € Seq) = Ueyn (15-,Aa (n). 

可 列 并 .可 列 交 运 算 都 是 ov 算 子 的 特例 . A ox 
是 由 阿 历 克 山 德 罗 夫 (Alexanderof P. S. 2 ff tH fj. 
俄国 数学 家 苏 斯 林 《Cycrnnn,M. 8. fF HF o AT, 
由 任何 闭 集 的 类 得 到 解析 集 (A4 集 ), 做 出 了 比 波 莱 
尔 集 (B 集 ) 类 更 广泛 的 集 类 . 

Ata (projective se) ”描述 集合 论 中 最 重要 
的 一 类 集合 . 给 定 流利 希 (polish ) 空 间 ^, B FP 
集 的 一 个 类 者 满足 如 下 条 件 :包含 波 莱 尔 集 , 在 求 补 
运算 和 连续 映射 下 封闭 ,并 且 是 满足 这 两 条 的 最 小 
类 , 则 称 该 类 为 射影 集 类 ,其 中 的 元 素 ( 经 的 子 集 ) 
为 射影 集 . 也 可 以 等 价 地 定义 为 , 开 集 类 在 射影 运算 
和 补 运算 之 下 的 闭 包 即 为 射影 集 的 类 . 射影 集 是 由 
RER E Ulya, H. H. ) 与 波兰 数学 家 谢 尔 
品 斯 基 (Sierpinski,W. ) 于 1925 年 相互 独立 地 给 出 
定义 的 . 卢 津 等 人 早期 把 射影 集 分 为 波 莱 尔 集 (B 
集 )、 解 析 集 (4 集 )、 余 解析 集 (CA 集 )、PCA 集 以 及 
CPC RE. 现代 人 则 习惯 于 用 >,T 等 记号 对 射影 集 
作 如 下 分 层 : 

21 = 所 有 人 解析 集 的 集合 ; 

Ti = 解析 集 的 余 集 的 集合 ; 

23ja = AXN 中 所 有 TT 集 的 射影 的 集合 ; 

TMi = 2A 中 41 集 的 余 集 的 集合 ; 

A= l TT 
于 是 , zi BIOS A R,T BA CA R, RI PCA 
Se ,IT, RE CPCA 集 等 ,Ai 即 为 波 莱 尔 集 . 而 Uz, 
— Uz m 即 为 射影 集 的 类 . 它们 之 间 有 如 下 包含 关 
系 : 
ži 


c 


e 
AUC 
E 


$ A 
m c cm 

AR Es] BE 2 Hp PR CCycomu, M. S.) B iE T 1 E 
TT, 即 存在 解析 集 , 它 的 余 集 不 是 解析 集 . 卢 津 于 
1930 年 也 证 明了 :对 每 个 zz CAS BE 
aR SAR EOD, 集 . 设 o = (w, wapsi Hr, <, 0, 
1,4) 是 一 个 二 阶 算术 模型 ,其 中 ap:“wXw>w 是 由 
apCr,m) — xin) Æ MAB. + 2, 0,1, BD Aiki HE 
术 中 的 运算 和 数 .a E“w 被 看 做 w 上 的 一 个 二 元 关 
系 . 当然 ,这 时 的 语言 有 两 种 变 元 :ww ,wi u FE 
o EPIC ivo vivis tt TE w 中 变化 . FAH. A C 
值 量词 和 函数 值 量词 ,分别 用 3,Y 和 3 LV 表示 . 设 
ACC" wz* Cw), XX B. v, h € w, Ti I A nT DAE o? 中 用 
— 4 A pa BU IE 9] B] ZS AO EE DUI ER 4 为 算术 
BJ (arithmetical )a; 如 果 A 可 以 在 o? 中 定义 , 则 称 
A 为 解析 的 (analytical)a. 借助 对 公式 的 分 层 可 以 
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Ca 
Se 


对 这 些 集合 分 层 , 即 Bia) 2888 T CO) Bn > 0): 1K 
A CC to z^ (*w), 

A € 21(a) R Twr Co), R 为 算术 的 
(arithmeticaDa, H Vo € 'wz^(*») (0€ Ae3'z Viz, 
Qr Xi Ts Ta) ER)); 

A € MOSIR C wrt Cw) , RW BRB 
(arithmetical)a, H Vo € wr Cw) (0€ APY rH ‘rs 
Qn ( (W521 Ts Ta) ER)), 

其 中 ,如 果 ”为 奇数 ,Q HI, BM Q Xv. 特别 地 ,如 
IR o7 结构 中 的 a ARR MAAR HE MH 
的 后 置 词 “ 的 a”. 注意 ,这 里 analytical Ml analytic 两 
个 词尾 不 一 样 . 自然 数 的 算术 (arithmetic) 子 集 和 和 解 
析 的 (analytical) 子 集 是 由 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 
林 (Kleene,S.C.) 引 入 的 . 从 20 世纪 30 年 代 到 50 
年 代 , 克 林 等 人 借助 于 递归 函数 论 建 立 了 完美 的 
子 集 的 可 定义 性 理论 .例如 , 克 林 定 义 了 超 算术 集 
(o 的 子 集 ) 类 ,并 对 它 作 了 类 似 于 波 莱 尔 集 的 分 层 . 
同时 ,对 于 解析 的 (analytical ) 集 类 , 克 林 建 立 了 类 
似 于 对 影集 的 分 层 . 经 典 理论 与 克 林 之 可 定义 性 理 
论 之 间 的 类 似 性 ,是 由 克 林 的 学 生 艾 迪生 (Addi- 
son,J. W. ) 首 先 严 格 地 表述 在 他 的 博士 论文 中 . 事 
实 上 ,对 于 任意 的 A20, 

AE Beda €"»(A € 2;(2)); 
AE Mega €*eCA € IT, (a)). 

尽管 解析 集 具 有 非常 好 的 拓扑 性 质 和 测度 性 质 ( 参 
见 “ 解 析 集 ”), 但 是 ,更 高 阶 的 射影 集 却 不 一 定 有 这 
好 的 性 质 . 一 方面 , 早 在 20 世纪 30 年 代 , 美 籍 奥 地 
All BX AF AR BF BK (Godel, K. EAH, WR V=L, Ml 
存在 一 个 不 可 测 的 A 集 和 一 个 不 包含 完全 子 集 的 
不 可 数 的 fi 集 ; 另 一 方面 ,在 PD 下 ,可 以 将 所 有 的 
经 典 结果 推广 到 所 有 射影 集 上 . 1988 年 ,美国 学 者 
4 J (Martin, D. A. ) 和 斯 梯 尔 (Steel,J. ) 证 明了 如 
果 存 在 超 紧 基数 , 则 PD 成 立 . 事实 上 ,高 阶 射影 集 
的 可 测度 蕴含 大 基数 公理 ,比如 ,如 果 所 有 的 x 
都 可 测 , 则 w 是 艺 中 的 不 可 达 基 数 ( 谢 拉 赫 She- 
lah,S. 1984)). 

射影 集 类 (projective set class) 见 “ 射 影集 ” 

fit (analytic sets) 简称 A 集 . IER dE 
的 一 种 扩张 . 设 4 是 波 利 希 (polish) 空 间 A 的 子 
集 ATEAN KREE VB) A 的 连续 映射 SN 
全 体 记 为 x» .解析 集 起 初 是 由 俄国 数学 家 苏 斯 林 
(CyczmH , M. 5$. ) 借 助 — 算 子 做 出 的 . 后 来 ,俄国 数 
oF RR R (Jlyoun, H. H. ) 找 到 了 它 的 一 系列 等 价 定 
义 . 例 如 4 是 有 中 的 解析 集 等 价 于 : 

1. A 是 某 个 波 利 希 (polish) 空 间 多 中 的 波 莱 尔 
集 B 的 连续 映 象 . 


2. 对 某 空间 YA 是 乘积 空间 A XU. 中 波 莱 
尔 集合 向 m. 

RAR AX PARA RPNE 
AR 28 HR]. 

4. A 是 对 某 个 闭 集 的 类 用 苏 斯 林 算 子 -ez 作用 
的 结果 . 

从 而 可 知 , 波 莱 尔 集 是 解析 集 ; 解 析 集 的 类 在 可 
数 并 、 可 数 交 ,连续 映 象 及 其 逆 象 以 及 苏 斯 林 算 子 
-eg 之 下 缘 封 闭 .但 在 求 余 ( 补 ?运算 下 不 封闭 , 即 有 
解析 集 的 余 集 不 是 解析 集 ( 苏 斯 林 ). 解析 集 与 波 莱 
尔 集 之 间 更 深层 的 关系 ,反映 在 如 下 这 些 性 质 上 : 

1. 如 果 某 解析 集 的 余 集 也 是 解析 集 , 则 它 必 是 
波 莱 尔 集 ( 苏 斯 林 ,1917). 

2. 如 果 一 解析 集 是 由 -ez 算 子 作用 于 互 不 相交 
的 波 莱 尔 集 的 类 得 出 的 , 则 它 必 是 波 莱 尔 集 ( 户 津 )， 

3. 两 个 不 相交 的 解析 集 , 可 以 借 波 莱 尔 集 分 离 


开 ( 卢 津 ,1927). 
对 于 实数 集合 一 些 重 要 的 基本 问题 ,解析 集 有 
如 下 的 明确 答案 : 


1. 任何 (实数 的 ) 解 析 集 是 勒 贝 格 可 测 的 ( 卢 津 ， 
1917). 

2. 每 个 解析 集 都 有 贝尔 性 质 ( 卢 津 和 波兰 数学 
家 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski,W. ) ,1923). 

3. 每 个 不 可 数 解 析 集 含有 完全 子 集 ( 囚 斯林， 
1930 年 以 前 ),. 由 此 可 得 推论 :每 个 解析 集 ( 特 别 地 ， 
每 个 波 菜 尔 集 ) 要 么 至 多 可 数 , 要 么 有 基数 2%. 又 
Al, REA EDT dE SS) 个 波 莱 尔 集合 之 并 . 

Hd Cuniformization) 刻画 将 关系 转化 为 
函数 的 一 个 概念 . 设 PLA XY 是 二 元 关系 ,又 右 
PR FC KY 满足 :dom f —dom P, f CP , Wl fg 
了 单 值 化 了 己 , 或 函数 了 上 是 关系 书 的 单 值 化 . 如 果 集 
AE PE-KA P BARE PHY f 所 单 
值 化 , 则 称 王 具有 可 单 值 化 性 质 . 在 选择 公理 之 下 ， 
任何 关系 R 均 可 被 一 函数 f 单 值 化 .但 无 选择 公理 
时 ,这 个 f 不 一 定 能 找到 ;而 且 , 当 RET 时 ,不 能 保 
证 所 找到 的 f 是 否 ET. 2 具有 可 单 值 化 性 质 . 1938 
^E. , Xr Be (Kondo) iE BH f. Th 具有 可 单 值 化 性 质 , 从 
而 25 也 具有 可 单 值 化 性 质 . 

完全 子 集 性 质 (perfect subset property) 集合 
的 一 种 拓扑 性 质 . 集合 4 是 完全 的 , 指 它 是 闭 集 且 
没有 孤立 点 , 亦 即 4 与 自身 的 聚 点 集合 一 致 . MR 
集合 B 或 者 至 多 可 数 ,或 者 包含 一 个 完全 子 集 , 就 
称 B 具有 完全 子 集 性 质 . 在 完备 度量 空间 中 的 非 空 
完全 子 集 的 势 宇 2, 可见 实 数 集合 车 有 完全 子 集 性 
质 HE 3。 By — 2^». 最 早 找到 具有 完全 子 集 性 质 
的 集 是 实数 上 的 闭 集 ( 德 国 数学 家 康 托 尔 (Cantor， 
G. CF. P. 00 , BE ji Be AF 2C AS alit GE T CBendixson , I. 
O.), 1883). 其 后 ,英国 学 者 杨 (Young, W. H. ) + 


1906 年 证 明了 C。 集 和 已 , 集 具 有 完全 子 集 性 质 . 德 
国 数学 家 豪 斯 多 夫 (Hausdorfft , F. ) 和 亚 历 克 塞 得 罗 
夫 (Aleksandrov,P.S. ) F 1916 年 相互 独立 地 证 明 - 
了 波 莱 尔 集 具有 该 性 质 . 1930 年 以 前 ,俄国 数学 家 
JUNK (Cycnun, M. A. ?证 明了 所 有 解析 集 具 有 完全 


” 子 集 性 质 . 


余 解 析 集 (coanalytic sets) 简称 CA Æ. 一 种 
特殊 集合 . 指 解 析 集 的 余 集 . 由 于 解析 集 的 类 21 对 
于 集合 的 求 补 运算 不 封闭 ,就 将 解析 集 的 余 集 ( 即 补 
集 ) 称 为 余 解析 集 ( 记 为 CA 集 ). 余 解 析 集 的 全 体 记 
为 TTi. 由 解析 集 的 性 质 可 直接 推出 每 个 (实数 的 ) 余 
解析 集 都 是 勒 贝 格 可 测 的 ,并 具有 上 贝尔 性 质 . 每 个 
CA REN 个 波 莱 尔 集合 之 并 (实际 上 ,波兰 数学 
家 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski,W. ) F 1925 年 证 明了 每 
个 PCA EREN 个 波 莱 尔 集 之 并 ) ,从 而 ,在 有 选 
择 公 理 ,每 个 CA 集 要 么 至 多 可 数 , 要 么 基数 为 兴 ,， 
要 么 基数 为 2™. 

贝尔 空间 47 中 两 个 重要 的 CA 集 的 例子 是 
WF #1 WO. Er E NXN BN 的 标准 双 射 . 对 于 
每 个 zx€ -人 ,可 定义 自然 数 集 NX 上 的 一 个 二 元 关系 
E. 如 下 : 

mE n € x(I'(m,n)) = 0. 
称 这 个 关系 五 . 是 被 c 所 编码 的 关系 . 再 定义 

WF-—ir€.f|r$BSgf | — RAE, 

WO= {xe V |x 编码 了 一 个 良 序 关 系 ). 

则 可 证 WF 和 WO 都 是 CA 集 , 但 不 是 A 集 ( 解 析 
集 ), 从 而 不 是 波 莱 尔 集 . 

波 莱 尔 集 (Borel sets) 一 类 特殊 集合 . 指 实 变 
函数 论 和 描述 集合 论 中 最 重要 、 最 基本 的 一 类 集合 . 
n 维 实 空间 R" 中 的 开 子 集 类 生成 a 代数 , 即 为 所 有 
波 莱 尔 集合 的 类 . xx E h UE SEK (Borel, (F. -E. - 
J. 2E.) F 1905 年 引入 的 . 以 后 人 们 将 之 扩大 为 任 
意 Polish 空间 42 中 的 波 莱 尔 集合 的 概念 . 波 莱 尔 
集 可 以 如 下 构造 性 地 给 出 : 

2; = 所 有 开 集 的 类 ,TTi = 所 有 闭 集 的 类 ; 对 a 
<a ,递归 地 定义: 

> = (A | 存在 Ay, A, yt ,每 个 4; 属于 某 个 M, 
p « a,AÀ = NW be , 

m = {A | 存在 4,, 4，…, 每 个 4 属于 某 个 g, 
<a, A =N2.4,} = {BIB € 2), 

A} = 2) ™. 

可 以 看 出 它们 之 间 有 如 下 包含 关系 

DX. 1 0 
"D M c Vead 
Sue CT ER 
A 是 不 可 数 集 时 ,上 述 集 类 间 都 是 真 包含 关系 . 
上 述 25 中 集合 即 为 下 。 集 ,TT: HR BIG, 48,25 中 的 集 是 
Go RF. 
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U o<a<u Ža = Uo<e<e, Me 是 所 有 波 菜 尔 集 的 类 . 
每 个 集 类 ze ,Te AT 在 有 限 并 ,有 限 交 ,连续 映射 的 
逆 映 射 ( 即 连续 前 像 映射 ) 下 封闭 ,但 在 连续 映射 下 
不 封闭 . 波 菜 尔 集 是 解析 和 集 的 一 部 分 ,所 以 有 贝尔 
性 质 . 

贝尔 性 质 (Baire property) 集合 的 一 种 拓扑 
性 质 . 一 个 集合 4, 帮 存在 开 集 G, 使 得 4 与 G 的 对 
称 差 AAG ERR MA WRN. SZ a AS B 
集合 之 并 ) , 称 4 具有 贝尔 性 质 . 具有 贝尔 性 质 的 集 
合 之 全 体形 成 o 代数 ,与 勒 贝 格 可 测 性 一 样 ,选择 公 
理 蕴 涵 存 在 一 个 没有 贝尔 性 质 的 实数 集合 . 例如 , 利 
用 选择 公理 构造 出 的 维 塔 利 集 合 就 没有 贝尔 性 质 . 
MRR XER 本 喘 与 其 余 集 都 没有 完全 子 集 , 则 
X 就 无 贝尔 性 质 . 俄国 数学 家 户 津 (JIysnn,H. H. ) 等 
人 1923 年 证 明了 每 个 解析 集 都 有 贝尔 性 质 ,因而 每 
个 余 解 析 集 也 有 贝尔 性 质 . 更 上 层 的 射影 集 不 一 定 
具有 贝尔 性 质 . 但 在 外 加 公理 之 下 ,可 能 有 变化 的 结 
论 . 例如 , 以色列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. M. ) 于 
1970 年 证 明了 如 果 Conz(ZFC 十 存在 不 可 达 基 数 )， 
则 Con (每 个 射影 集 具 有 贝尔 性 质 ). 1984 年 , 谢 拉 
is CShelah , S. ) 将 此 结果 改进 为 Con (ZFC) — Con 
(ZFC 十 每 个 射影 集 具 有 贝尔 性 质 ). 另 一 方面 , 索 洛 
"BT 1969 FHE, #E V — L, WE A; 中 存在 没有 贝 
尔 性 质 的 集合 . A FEE n] 0] EW 25 中 所 有 集合 
有 上 贝尔 性 质 . 但 更 好 的 结果 已 不 会 再 有 了 , 西 尔 维 
(Silver ,J. ) 指 出 “在 Ai 中 存在 没有 贝尔 性 质 的 集 
合 ” 与 “存在 可 测 基 数 ” 相 容 . 

可 被 波 革 尔 集 分 离 性 (separated by Borel set) 
刻画 集合 对 相互 关系 的 一 种 性 质 . 设 4,B 是 两 个 集 
合 , 知 存在 波 菜 尔 集合 万, 使 得 ACD. H BOA\D 
EI A,B 分 别 被 包含 于 集合 DD 及 其 余 集 中 ), 则 称 
集合 对 (4,B) 可 被 波 莱 尔 集 分 离 . 俄国 数学 家 卢 津 
CJTyeuu, H. H. ) 于 1927 年 证 明了 任何 两 个 不 交 的 解 
析 集 都 可 被 波 莱 尔 集 分 离 . 

波 利 希 空间 (Polish space) 描述 集合 论 的 主 
要 空间 之 一 . 是 完备 .可 分 的 度量 空间 . 它 保留 了 实 
空间 R 的 最 重要 的 拓扑 性 质 . 常见 的 polish 空间 
H in 维 实 空间 R", 闭 区 间 [0,1], 贝 尔 空间 AN 
等 有 人 建议 将 polish 空间 译 为 “ 光 汶 空间 ”, 但 尚 
未 被 公认 . 

无 穷 组 合 论 (infinitary combinatorics) 亦 称 
组 合集 合 论 . 公理 集合 论 的 重要 分 支 之 一 . 它 主要 研 
究 无 穷 集合 的 各 种 组 合 性 质 . 通常 指 的 组 合 数学 一 
般 研 究 有 穷 集合 的 组 合 性 质 , 因 此 可 称 为 有 穷 组 合 
论 . 无 穷 组 合 论 最 初 的 研究 来 源 于 有 穷 组 合 论 中 各 
种 组 合 性 质 在 无 穷 集 合 上 的 推广 ,如 基数 的 运算 、 榴 
举 原则 .分 离 性 理论 .分 划 演 算 以 及 对 无 穷 树 的 研究 
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等 . 它们 可 以 看 做 有 穷 组 合 论 中 关于 计数 、 枚 举 、 组 
合 、 分 划 、 树 等 的 研究 在 无 穷 集合 上 的 目 然 延伸 . 随 
着 公理 集合 论 的 发 展 ,特别 是 可 构造 性 理论 、 力 迫 法 
的 产生 ,无 穷 组 合 论 也 产生 了 自身 特有 的 问题 ,如 大 
基数 的 组 合 性 质 、 马 丁 公理 等 均 是 无 穷 组 合 论 所 特 
有 的 研究 内 容 . 在 研究 方法 上 ,无 穷 组 合 论 与 有 穷 组 
合 论 有 着 明显 的 差异 ,无 穷 组 合 论 通 常 只 把 基数 、 序 
数 以 及 它们 的 子 集 作为 最 基本 的 研究 对 象 ,而 不 是 
把 一 般 的 无 穷 集 合作 为 基本 对 象 . 无 穷 组 合 论 包 括 
下 列 几 个 主要 研究 分 文 : 

1. 基数 理论 . 研究 基数 的 各 种 运算 , 共 尾 数 、 正 
规 基数 、 奇 异 基数 的 性 质 、 基 数 的 闭 无 界 子 集 、 驻 集 
的 性 质 等 ,这 些 理论 是 无 穷 组 合 论 研究 的 基础 . 

2. 分 离 性 质 . 除了 传统 的 分 离 徐 的 概念 外 ,在 无 
穷 组 合 论 中 引入 了 “几乎 分 离 徐 ”的 概念 ,有 关 这 方 
面 的 研究 成 果 在 无 穷 组 合 论 、 力 迫 法 以 及 集合 论 拓 
扑 等 领域 中 都 有 非常 重要 的 应 用 . 

3. 组 合 原 则 . 无 穷 组 合 论 中 ,把 某 些 具有 重要 意 
义 且 与 ZF(C) 系 统 相 容 的 组 合 论 命题 称 为 组 合 原 
则 (参见 “组 合 原 则 ”). 组 合 原则 一 方面 为 解决 许多 
重要 的 数学 问题 ,如 苏 斯 林 假 设 、 库 雷 巴 假设 以 及 为 
拓扑 学 中 的 重要 问题 提供 了 一 种 有 力 工具 ,为 一 方 
面 也 促进 了 可 构造 性 理论 、 大 基数 理论 、 力 迫 法 的 发 
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4. 无 穷 树 的 理论 . 是 组 合 学 中 树 的 概念 被 推广 
到 无 穷 的 情形 . 由 于 树 可 以 看 做 序数 的 一 种 推广 形 
式 ,因此 , 树 已 经 成 为 研究 序数 、 基 数 的 一 个 强 有 力 
的 工具 . 男 外 ,著名 的 苏 斯 林 问 题 被 表述 成 树 的 形 
式 , 更 激发 了 人 们 对 树 的 性 质 的 研究 . 目前 关于 无 穷 
树 的 研究 已 成 为 无 穷 组 合 论 最 重要 的 分 支 之 一 ,其 
研究 主要 集中 于 对 苏 斯 林 树 、 阿 龙 扎 扬 树 、 库 雷 巴 树 
及 它们 的 推广 形式 上 . 

5. 分 划 演 算 . 指 研究 无 穷 集 合 的 分 划 人 性质 . 目前 
的 研究 ,主要 集中 于 对 拉 姆 齐 问题 的 各 种 推广 形式 . 
许多 研究 成 果 在 大 基数 理论 .拓扑 学 等 方面 有 着 重 
要 的 应 用 . 

6. 马丁 公理 .马丁 公理 (MA) 的 研究 , 源 出 于 给 
连续 统 假 设 一 个 较 弱 的 形式 .连续 统 假设 (CH) B 
A ,在 w 与 2" 之 间 不 存在 基数 ,而 马丁 公理 断言 OA 
—1 CH 成 立 , 则 任何 小 于 2^ 的 无 穷 基数 x 具有 类 似 
F o 的 一 些 性 质 . 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. 
M. 5E fe ZA t t (Tennenbaum, S. ?证 明 马 丁 公 理 
加 连续 统 假设 的 否定 与 ZFC 系统 相 容 . 有 些 数 学 家 
认为 马丁 公理 比 连续 统 假 设 更 “切合 实际 ”马丁 公 
理 不 仅 可 以 看 成 是 连续 统 假设 的 减弱 形式 , 它 也 常 
被 用 来 作为 证 明 某 些 命题 相 容 性 的 工具 ,而 避免 直 
接 用 力 迫 法 .马丁 公理 有 大 量 重要 推论 ,它们 在 拓扑 
学 .代数 学 中 有 非常 广泛 的 应 用 . 


ZB & f& & it (combinational set theory) 
穷 组 合 论 ” | 

树 (tree) 无穷 组 合 论 中 的 重要 概念 及 基本 研 
究 对 象 . 是 组 合 论 中 树 的 概念 的 推广 . KT. OW 
一 个 严格 偏 序 结构 , 若 对 每 个 ET ,集合 {yET:y 
<x) ARRAS" PRR MRT, OW 
树 , 有 时 简称 T 为 树 . 的 每 个 元 素 称 为 树 中 的 节 
点 . 若 y<z, 则 称 y 为 xz 的 前 驱 .对 任何 zET,{y:y 
二 ZX) 的 序 型 称 为 xz 在 树 了 中 的 高 度 , 记 为 htl, 
TO. 对 每 个 序数 w,{(zET:htCz,T) 一 ax) 称 为 树 T 
的 第 a 个 水 平 , 记 为 Lev. CDD. fi Lev, C12 50 的 最 
小 的 序数 a RAM T BE BR do hT).  T'C 
T.RHVx€T'Vy€TGy«x—»€ T) ,WIERC ,—) 
IT OW FRM. ACCT, AC 在 “一 ?关系 下 为 全 
Fee WER C <) PRET 中 的 每 条 
ARK ERK AKT 二 ) 的 一 个 分 支 , 换 句 话 说 ,C 为 
T 的 一 个 分 支 , 则 不 存在 元 素 xET, 使 EC ACU 
{tz} 为 了 中 的 链 . 若 C 为 了 中 的 一 个 分 支 且 与 每 个 
水 平 的 交 不 空 , 则 称 CAT 的 一 条 路 径 . A ACT, 
Yr, yE Alex Ay (r&y A yEr)), WH AAW 
(T,<) 中 的 一 条 反 链 . 序数 是 最 简单 的 树 ,对 每 个 
序数 a, (2, € 是 一 棵 高 度 为 a 的 树 , 因 此 有 人 将 树 
的 概念 看 做 是 序数 概念 的 推广 . 设 a 为 任意 序数 ,I 
WE SES SERT T-—UI-UCI:ioa),W IO, 
C ;为 一 棵 树 , 称 之 为 高 度 为 的 完全 了 工 元 树 . 这 时 
对 任何 o«a,Lev, CIT) —9"I,ht(T)—a.204 I—2 时 ， 
称 了 一 <"2 为 高 度 为 a 的 完全 二 元 树 或 完全 二 又 树 . 

树 的 概念 将 诸多 组 合 论 问题 推广 到 超 穷 情形 提 
供 了 一 个 统一 框架 ,也 为 研究 序数 与 基数 的 性 质 提 
供 了 一 个 直观 而 有 力 的 工具 . 在 对 树 的 研究 中 ,人 们 
通常 关心 的 问题 是 对 树 的 高 度 、 水 平 的 基数 、 链 及 反 
链 的 条 数 、 分 支 及 对 路 径 的 条 数 施 加 不 同 限制 后 的 
树 所 反映 出 的 各 种 组 合 性 质 . 通过 对 树 的 研究 ,获得 
许多 有 趣 而 重要 的 结果 ,特别 是 获得 了 大 量 相 容 或 
独立 于 ZF(C) 系 统 的 重要 假设 . 其 中 最 有 成 就 的 是 
对 苏 斯 林 树 、 阿 龙 扎 扬 树 、 库 雷 巴 树 等 的 研究 . PET 
巴 (Kurepa,D. ) F 1935 年 最 先 对 树 进 行 了 系统 研 
究 ,他 最 先 将 “ 苏 斯 林 假 设 ” 转 换 为 一 个 等 价 的 有 关 
树 的 不 存在 性 的 命题 ,后 来 美国 数学 家 米 勤 
( Miller, E. ) 于 1943 年 与 波兰 数学 家 谢 尔 品 斯 基 
(Sierpinski, W. ) 于 1948 年 重新 发 现 了 这 种 等 价 关 
f. 自 此 , 树 的 概念 得 到 广泛 的 重视 ,现在 已 经 成 为 
无 穷 组 合 论 的 重要 研究 对 象 之 一 . 

柯 尼 希 无 穷 引 理 (Konig's infinite lemma) 组 
合 论 的 著名 结论 . 该 引 理 断 言 : 设 (了 ,<) 为 一 棵 高 
度 为 w 的 树 , 若 的 每 个 水 平均 是 有 限 集 , 则 了 有 
LF & s& ^ xc. il JE Ar (Konig ,J. ) 于 1926 年 给 出 这 
一 结论 . 柯 尼 希 无 穷 引 理 在 数学 的 许多 领域 有 着 广 
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iz n A. 
苏 斯 林 假 设 (Suslin hypothesis) 简称 SH. 独 
WF ZF 公理 系统 的 著名 假设 之 一 . BERK, 
HN E: 

1. X EMA; 

2. X 在 序 拓扑 下 连通 ; 

3. X 在 序 拓扑 下 可 分 ; 

WX ,—» 53: REOR» RITg. 1920 年 ,俄国 数学 
家 办 斯 林 (Cycrra,M. A. ) 提 出 是 否 可 将 上 列 第 三 个 
条 件 改 为 “X 在 序 拓扑 下 具有 可 数 链 条 件 ” 这 一 假 
想 提出 之 后 ,在 很 长 时 间 内 未 能 得 出 肯定 与 否 的 回 
管 , 因 此 成 为 一 个 著名 的 数学 问题 .后 人 称 之 为 苏 斯 
林 问 题 ,并 把 这 一 问题 的 肯定 叙述 称 为 苏 斯 林 假 设 ， 
WA SH , 亦 即 任 何 无 端点 、 在 序 拓 扑 下 连通 且 具 有 
可 数 链条 件 的 全 序 集 与 实 直 线 同 构 . 美国 学 者 杰 希 
(Jech, T. J.) 1967 4 5E Fe RE th (Tennenbaum, 
S. ) 于 1968 年 利用 力 迫 法 证 明了 若 ZF 系统 相 容 ， 
则 ZFC+ 1 SH 相 容 ,从 而 说 明 SH 在 ZF(C) 系 统 
中 的 不 可 证 性 . 稍 后 , 延 森 (Jensen,R. ) 美 国学 者 马 
J (Martin, D. A. ) 与 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay， 
R. M. ) 等 人 证 明了 若 ZF 系统 相 容 , 则 ZFC 十 SH 也 
相 容 ,从 而 最 终 说 明 SH 独立 于 ZF(C) 公 理 系统 . 

苏 斯 林 假 设 有 一 些 更 简明 的 表述 方式 .通常 将 
具有 可 数 链 条 件 但 不 可 分 的 全 序 集 称 为 苏 斯 林 线 . 
苏 斯 林 假 设 等 价 于 “不 存在 苏 斯 林 线 ”. BE 
(Kurepa,G. ) 于 1936 年 与 美国 数学 家 米 勒 (Miller， 
C. W. ) 于 1943 年 将 苏 斯 林 假 设 转换 为 一 种 等 价 的 
组 合 论 命题 . 这 对 解决 苏 斯 林 问 题 起 到 了 关键 性 作 
用 ,也 为 将 苏 斯 林 问 题 推 广 到 一 般 基数 上 提供 了 一 
种 表述 形式 (参见 “办 斯 林 树 ”). 设 人 了 ,< 为 一 棵 高 
度 为 mw, 每 条 链 及 每 条 反 链 均 可 数 的 树 , 则 称 ( 了 ， 
< 为 苏 斯 林 树 , 米 勒 于 1943 年 证 明 苏 斯 林 假 设 等 
价 于 “不 存在 苏 斯 林 树 ” 对 苏 斯 林 假 设 的 研究 在 无 
穷 组 合 论 . 力 迫 法 、 集 合 论 拓扑 等 学 科 或 分 文 的 发 展 
中 起 到 了 较 大 的 推动 作用 ,也 得 出 了 许多 重要 结论 . 
下 面 是 苏 斯 林 假 设 与 马丁 公理 、 连 续 统 假设 、 可 构造 
性 公理 之 间 关 系 的 一 些 主要 研究 成 果 : 

1. AS HF (1967) 5 48 A Hd BEC Tennenbaum, S. ) 
(1968) WE HH, Æ ZF 系统 相 容 , 则 ZFC+ 71 SH + 
GCH fH 4. 同时 证 明了 ,大 ZF 系统 相 容 , 则 ZFC+ 
SH+ CH 也 相 容 . 

2. 以 色 列 学 者 索 洛 韦 (Solovay,R. M. ) 与 特 纳 
58 28 (1971) EB] T Æ ZFC 系统 中 ,MA 十 一 CH Zi 
含 了 苏 斯 林 假 设 为 真 . 

3. 延 森 (Jensen,R. )(1968,1972) 证 明 可 构造 性 
公理 蕴含 了 苏 斯 林 假 设 为 假 , 同 时 也 证 明了 者 ZF 
系统 相 容 , 则 ZFC 十 GCH 十 SH (482. 

综合 上 列 结论 可 以 看 出 ,SH 不 仅 独立 于 ZFC 
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系统 ,而且 独立 于 CH. | 

Py Hm M ig RE (Suslin problem) 见 “ 苏 斯 林 假 
De. 
苏 斯 林 树 (Suslin tree) 一 种 无 穷 树 . 指 高 度 
为 w ,每 条 链 及 反 链 均 可 数 的 树 . 研究 苏 斯 林 树 的 
直接 动机 是 解决 苏 斯 林 假 设 ( 参 见 “ 苏 斯 林 假 设 ”). 
苏 斯 林 树 概 念 最 先 由 库 雷 巴 (Kurepa,D. ) F 1936 
年 提出 ,他 证 明 “ 存 在 苏 斯 林 树 ” 等 价 于 “存在 苏 斯 林 
线 ”( 参 见 " 苏 斯 林 假 设 ”), 后 来 ,美国 数学 家 米 勒 
(Miller, D. ) F 1943 年 证 明 苏 斯 林 假 设 等 价 于 “不 
存在 办 斯 林 树 ” 美国 学 者 杰 希 (Jech,T.J. ) 与 延 森 
(Jensen, R. ) 等 人 证 明了 “ 苏 斯 林 树 存 在 ” 相 容 是 独 
WF ZFC 公理 系统 (参见 “ 苏 斯 林 假 设 ”). 苏 斯 林 树 
的 概念 可 以 从 wi 推广 到 任意 基数 上 . 设 < 为 一 个 无 
SEM AT. <S ARRA e AT 中 每 条 链 及 反 链 
HIERD Eae, WRT.) APR < 苏 斯 林 树 ， 
因此 ex. 苏 斯 林 树 即 为 苏 斯 林 树 . 也 有 些 文献 将 “不 
存在 « 苏 斯 林 树 ” 称 为 广义 苏 斯 林 假 设 , 记 为 
SH Cx). 

除了 对 wi 苏 斯 林 树 的 研究 已 经 获得 许多 重要 
结果 外 ,人 们 对 一 般 的 < 办 斯 林 树 的 研究 也 获得 了 
许多 有 趣 的 结果 

苏 斯 林 线 (Suslin line) 一 种 全 序 集 . 指 具 有 可 
数 链 条 件 但 不 可 分 的 全 序 集 (参见 “ 苏 斯 林 假 设 ”). 
苏 斯 林 线 经 常 被 用 在 点 集 拓扑 中 ,可 以 用 它 构造 各 
种 类 型 的 不 可 分 空间 . 由 于 苏 斯 林 线 的 存在 性 不 能 
TE ZFC 系统 中 证 明 , 因 此 这 些 拓 扑 空 间 的 存在 性 通 
fs tL AE TE ZF 系统 中 证 明 . 

阿 龙 扎 扬 树 (Aronszajn tree) 苏 斯 林 树 的 减 
弱 形 式 . 是 高 度 为 wi, 每 个 水 平 . 每 条 链 均 可 数 的 
W. 它 对 反 链 的 长 度 没 有 限制 ,因此 每 个 苏 斯 林 树 一 
定 是 阿 龙 扎 扬 树 . 与 苏 斯 林 树 不 同 , 在 ZFC 系统 中 
可 以 证 明 阿 龙 扎 扬 树 存在 . 阿 龙 扎 扬 树 的 概念 可 以 
从 e, 推广 到 一 般 基数 上 . 设 ( 了 ,二 ) 为 一 个 高 度 为 
BUB ET 的 每 个 水 平 . 每 条 链 的 基数 均 小 于 «, 则 
PRT 为 一 个 < 阿 龙 扎 扬 树 . 因 此 o 阿 龙 扎 扬 树 即 为 
阿 龙 扎 扬 树 . 柯 尼 希 无 穷 引 理 说 明 o BIG TUA BEL AS 
存在 . 对 K>, f K=À ,A 为 正规 基数 ,是 DREA 
则 在 ZFC 系统 中 可 以 证 明 < 阿 龙 扎 扬 树 存在 ,因此 
在 ZFC 十 GCH 下 ,对 任何 正规 基数 < 之 ww, 只 要 “不 
是 奇异 基数 的 后 继 或 强 不 可 达 基 数 , 则 “< 阿 龙 扎 扬 
W AFE. BERS GCH, WEZ w, 阿 龙 扎 扬 树 也 
可 能 不 存在 . 阿 龙 扎 扬 树 的 概念 最 初 由 阿 龙 扎 扬 
CAronszajn , N. ) 给 出 ,后 来 鲍 姆 嘎 特 纳 (Baumgart- 
ner,J. ) 给 出 了 更 严格 的 定义 . 阿 龙 扎 扬 树 的 理论 已 
被 应 用 于 公理 集合 论 、 模 型 论 拓扑 学 等 多 种 数学 领 
域 中 . 

库 雷 巴 假设 (Kurepas hypothesis) 
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简称 KH. 


一 个 著名 的 组 合 论 问题 . 设 « 为 任意 正规 基数 ,( 了 ， 
二 ) 为 一 棵 高 度 为 «的 树 , 帮 了 的 每 个 水 平 的 基数 
均 小 于 “, 且 了 至 少 有 *- 条 路 径 , 则 称 ( 了 ,< 天) 为 一 
ER « 库 雷 巴 树 ,命题 “存在 « 库 雷 巴 树 ” 称 为 « 库 雷 
巴 假 设 , 记 为 KH(Cx). 所 谓 库 雷 巴 假设 是 指 存在 o 
库 雷 巴 树 , 记 为 KH, 因 此 KH 即 为 KKHCc). 相应 地 ， 
wi 库 雷 巴 树 称 为 库 雷 巴 树 . 从 直观 上 讲 , 如 果 对 树 
中 的 每 个 水 平 的 基数 加 以 限制 , 则 树 中 所 含 的 路 径 
的 条 数 也 受到 了 限制 .但 当 < 一 ww 时, 高度 为 w 的 完 
ZOWA 2" 条 路 径 , 由 2729 ,因此 o EE Ep 
FE, BKH). 同 理 , 当 «为 强 不 可 达 基 数 时 ,高 
度 为 < 的 完全 二 叉 树 也 是 一 棵 < 苏 斯 林 树 . 人 们 自 
然 会 问 , 当 e 且 不 是 强 不 可 达 基 数 时 , 库 雷 巴 树 
是 否 仍 然 成 立 ? 特别 是 当 e— 时 ,是 否 存在 FE 
雷 巴 树 ? 斯 特 瓦 特 (Stewart,I. ) 利 用 力 迫 法 证 明 库 
雷 巴 假设 相 容 于 ZFC 系统 ,但 未 公开 发 表 其 结果 . 
1971 年 ,他 利用 迭代 力 迫 法 证 明了 若 ZFC 十 “ 强 不 
可 达 基 数 存 在 ” 相 容 ,; 则 ZEC 2-73 KH 也 相 容 ,从 而 
证 明了 库 雷 巴 假设 在 ZFC 系统 中 不 可 证 . 以 色 列 学 
者 索 洛 韦 (Solovay, R. M.) F 1972 年 利用 延 森 
(Jensen, R. ) 的 结果 证 明了 可 构造 性 公理 蕴含 了 库 
雷 巴 假设 ,从 而 最 终 证 明 库 雷 巴 假设 相 容 且 独 立 于 
ZFC 系统 . 关于 一 般 « 库 雷 巴 树 的 存在 性 则 相当 复 
Ze. ER Jessen, R. ) 与 索 洛 韦 证 明 告 可 构造 性 公理 
成 立 , 则 对 每 个 正规 基数 x,“ 库 雷 巴 树 存在 ”等 价 于 
“不 是 不 可 表达 基数 ”. 西 尔 维 (Silver,J.) 于 1971 
年 证 明 对 某 些 “ 非 特别 ”的 正规 基数 x, 在 ZFC 系统 
中 可 以 证 明 «* PES PUBL ETE. 

KH (x) 有 一 种 等 价 的 纯 组 合 论 表述 形式 : 设 
JEMEN. CL (x) EIS | xt H. 

Va xc DAT] ap c Ss RD 

则 称 c 为 一 个 < 库 雷 巴 禾 .对 任何 正规 基数 <, 存 
E k ERBE, STF KH GO. 库 雷 巴 假设 是 库 雷 
EB (Kurepa, D. ) F 1935 年 以 库 雷 巴 簇 的 形式 提出 
的 . 目前 关于 库 雷 巴 树 的 研究 不 仅 仍 然 是 无 穷 组 合 
论 研究 的 课题 之 一 ,而 且 在 许多 数学 领域 得 到 了 广 
iz BW H. 

FE EB CKurepa tree) 

FBR (Kurepa family) 见 “ 库 雷 巴 假 设 ” 

£8 & Æ j (combinational principle) 无穷 组 合 
论 中 一 些 应 用 广泛 且 与 ZFC 公理 系统 相 容 的 组 合 
论 命题 . 最 重要 的 组 合 原则 有 仿 原 则 及 其 推广 形式 
Qa《E),[ 原 则 及 其 推广 形式 Lj.(E),W 原则 及 其 
推广 形式 W(x),E 原则 及 其 推广 形式 (x), 库 雷 巴 
假设 及 其 推广 形式 « 库 雷 巴 假设 等 . 5o. 
等 组 合 原则 也 有 较 广 泛 地 应 用 . 如 果 gp 是 某 个 组 合 
原则 的 推论 , 且 这 个 组 合 原 则 与 ZFC 系统 相 容 , 则 
9 也 与 ZFC 系统 相 容 ,因此 组 合 原则 常用 于 证 明 某 


见 “ 库 雷 巴 假设 ” 


些 命题 的 相 容 性 . 由 于 纯 组 合 论 命题 含有 较 少 领域 
的 知识 ,因此 它 在 许多 数学 领域 具有 广泛 的 应 用 潜 
力 . 上面 提 到 的 一 些 重要 组 合 原则 已 经 在 无 穷 组 合 
论 、 集 合 论 拓扑 、 分 析 学 、 代 数学 等 方面 得 到 了 非常 
广泛 的 应 用 . 

仿 组 合 原 则 (人 OD combinational principle) Jf 
称 方块 原则 或 延 森 原 则 .无穷 组 合 论 的 组 合 原 则 之 
— SOR FAA tit el : ETE SS AP CA ia 
w) ,使 得 对 每 个 wi 的 子 集 A. laco :Af\a=A.}W 
w 的 驻 集 . 这 时 称 序列 (Aara m A 序列 ,命题 
0 称 为 组 合 原 则 . 直观 上 讲 , 仿 原 则 是 指 存在 一 个 
基数 为 o 的 序列 , 它 “ 几 乎 "能 枚 举 出 w 的 所 有 子 
集 . 任 一 仿 序 列 均 可 完全 地 枚 举 出 o 的 所 有 子 集 ， 
因此 ,原则 蕴含 了 连续 统 假设 , 即 人 OO 一 CH. 由 CH 
E ZFC 系统 中 的 不 可 证 性 即 可 以 推出 心 的 不 可 证 
PE. i£ FR (Jensen, R. ) F 1968 年 证 明 可 构造 性 公理 
蕴含 了 人 原则 ,从 而 得 出 人 独立 于 ZFC 系统 . 

9 蕴含 CH, 但 反 过 来 不 成 立 . 延 森 于 1968 年 
证 明 寿 今 成 立 , 则 苏 斯 林 树 存在 , 即 信 一 SH, 但 
CH & € GCH 不 能 得 出 苏 斯 林 树 存在 , 故 CH A Bt 
AO. 9 原则 是 延 森 于 1968 年 在 证 明 V — L— 3 
SH 的 过 程 中 提出 的 . OQ 原则 在 无 穷 组 合 论 \、 集 合 
论 .拓扑 学 等 领域 有 着 广泛 的 应 用 , 它 常 被 用 来 构造 
一 些 相 容 于 ZFC 系统 的 命题 . 利用 人 心 原则 仍 不 足以 
构造 出 库 雷 巴 树 . 为 此 , 延 森 又 提出 了 下 列 更 强 的 假 
设 一 一 1 原则 ;存在 序列 (x 1a m ,使 得 对 所 有 
aca, CEP (a), | o | io, FF AMR AC, 
存在 一 个 m 的 闭 无 界 子 集 C ,使 得 : 

1. YaEC(ANa E o). 

2.Vac C(C[ aE a). 
FEIL Aau PRA OT EA. a AER OO, 
Q'—KH,V—L—O',.By.o' 也 独立 于 ZFC A 
统 , 它 也 是 无 穷 组 合 论 中 重要 的 组 合 假设 之 一 . 人 组 
合 原 则 可 以 推广 到 一 般 不 可 数 正 规 基 数 上 . UE ok 为 
一 个 不 可 数 正 规 基 数 , 下 Cx 为 «中 的 任意 驻 集 , 则 
Ql ) 表 示 下 列 命题 :存在 序列 (A。:a€), 使 A,C 
a 且 对 每 个 « TRA RGEC E:Alla=A,)H x 
中 的 驻 集 . SBIR O BI O. Co. 延 森 证 明 对 任意 正 
规 不 可 数 基 数 « 及 «中 的 任意 驻 集 E,V = 二 LL 一 
© CE). Abo CE) ZFC 系统 相 容 . 

HE FE JR Wi (Jensen principle) EI“ O AAR 
my”. 

[ 128 £ (squre combinational principle) 
亦 称 方 框 原则 或 合子 原则 . 无穷 组 合 论 的 组 合 原则 
之 一 . 设 “ HERE, ESG, SLEEK TI 
命题 :存在 序列 (C:4 二 r+ 且 4 为 极限 序数 ) ,使 得 : 

1.C, 为 4 的 闭 无 界 子 集 . 


“a EOS oS dt 


2. cf (A2  k— |C | <r. 

3. Æ Y 为 C. WRR A CHI Y —sup O16) Wr 
¢ E, H C, —7fC.. 

A.) B M i AO. C i S CT ee BON 
L 组合 原则 . HEE Jensen, R. ) 证 明 若 可 构造 性 公理 
成 立 , 则 对 任何 基数 x, 存在 一 个 x' 的 驻 集 EE, 使 a 
€ E-cf(a0)o Ai GOL. 特别 地 ,7 三 区 一品. 及 
V-—L-j. BL T.C &L D 5 ZFC 系统 相 容 . 

盒子 原则 (box principle) — BI^[ 12H & Ji Wu ". 

W 组 合 原则 (了 combinational principle) JR 
称 西 尔 维 原则 . 无 穷 组 合 论 的 组 合 原 则 之 一 . ECT, 
二 ) 为 一 棵 树 , 对 任何 a<ht OD) , 记 

Ts = J Lev; (T). 


X pe N Ts.2l] Leve(T) 的 一 个 函数 ,由 树 的 性 质 可 
知 , 对 每 个 上 ET7>.… 存 在 惟一 的 元 素 sELeve(T) ,使 
se KAT p.00 —s. BAD, S [Al—(x&A:|x|i-— 
w), 设 为 无 穷 基 数 , 令 W(x) 表示 下 列 命 题 ; 存 在 
高 度 为 otl WT <<) WE: 
1. |Lev.(T) |=«, HXH 
a<iw,,|Lev,(T) | <w. 
2. # s. t€ Leva (T) (天 2, 则 对 任何 
ALW) s Pals) Æ p(t). 

3. 存在 序列 (0, : a0) ,使 得 每 个 ALW , Wo 为 
Lev.( 了 T) 的 可 数 无 穷 子 集 构成 的 集 簇 , 且 对 每 个 4 
E (Lev, C22)2^ , f£ TE ao, , dp a4xa a, , MI 

Pal A) € Wa 

SW=Wle,), RZAW 组 合 原则 . Wo), 
W (o) 58 ffr F CH. W 组 合 原 则 由 西 尔 维 (Silver， 
J. ) 提 出 并 且 证 明了 W 与 ZFC 系统 相 容 . W 组 合 原 
则 在 拓扑 学 中 有 重要 的 应 用 . 

西 尔 维 原 则 (Silver principle) 
w”. 

E 组 合 原 则 (Ek combinational principle) 无 穷 
组 合 论 的 组 合 原则 之 一 . it “为 一 个 正规 的 不 可 数 
基数 , 令 (x) 表示 下 列 命题 ;存在 « ITE E. 

1. «€ E>cf (a)=w; 

2. E. A k PARSER ; 

3. 对 每 个 oC e, Ela RE o PAGER; 
通常 称 EGO E 组 合 原则 . ECo Dg EE Elo) TE 
某 些 模型 中 为 假 . 延 森 (Jensen,R. ) 证 明 在 可 构造 性 
AS BER EOW KERO OERE Km. EIS 
原则 在 拓扑 学 中 有 重要 应 用 . 

分 划 演 算 (partition calculus) 无 穷 组 合 论 的 
分 文 之 一 . 主要 研究 无 穷 集合 的 各 种 分 划 性 质 . 组 合 
论 中 最 简单 的 分 划 性 质 是 所 谓 的 铝 巢 原理 . 设 S 为 
-NRE P= (nS: i ET} 为 由 S 的 子 集 构成 的 集 
| EI 


即 “W 组合 原 
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数 理 E: 


Uz; =S, 

MER DELIA ,Xi 站 zj 王族 , 则 称 P 了 为 S 的 一 
个 分 划 . FS BB RN A: |S | Zn +1, RUE f£ 
意 9 的 分 划 pS irni EIAI Sn, MGF iE 
1, 使 |x;| 宇 2. 铝 集 原理 在 无 穷 集 合 上 有 多 种 推广 形 
式 , 如 车 5 为 无 穷 集合 , 则 对 5 的 任何 分 划 P= {x;: 
EIL RRIK, W- EFEC E x; ALF 
fe. MIN. GlS|A—TPiERER « MIME S 的 分 
X| P= (ri EID, RBI <, WE ICT, Elz; | 

组 合 论 的 另 一 种 重要 的 分 划 性 质 是 所 谓 的 拉 姆 
齐 原理 . 设 A ATES RG n> HARM. ILA! = 
{tC A: |x}=n} 4 P= {zi ED ALAS 的 一 个 分 
划 , |Z) =o, WRK P 为 将 LAT 分 成 o 片 的 一 个 分 划 . 
EXILAT 及 它 的 一 个 分 划 P= (zi:i€E7T), 存 在 一 个 
集合 HOA RIC]. (HSH "Cr; WR H X} PH 
SFK. 对 任意 基数 x,4,o RA RM n>0,F ko 
CO 表示 下 列 分 划 性 质 : 每 个 将 [ce 了 分 成 5c 片 的 分 
划 己 ,存在 对 己 的 一 个 均匀 集 HC. || =A id 
号 x 一 (2)? 称 为 爱 尔 特 希 记 号 ,或 称 为 分 划 关 系 . A 
此 , 拉 姆 齐 问 题 可 用 爱 尔 特 希 记号 表示 为 :对 任何 基 
T ok. 6e o, (301. p kx Z2, A CA, 0! Kon xz 
n WW k«— A), 玖 含 着 必 一 (人 入. 在 无 穷 组 合 论 中 ,一 
fit HE x 及 A 为 无 穷 基 数 的 情形 . 对 不 同 的 KAI 
Kn PRAWMRA x 一 (4); 成 立 与 否 以 及 当 其 成 立 
时 “可 能 有 的 最 小 值 是 分 划 演 算 的 主要 研究 课题 . 
近 几 十 年 来 ,特别 是 力 迫 法 产生 之 后 ,有 关 这 一 问题 
以 及 在 此 基础 上 的 各 种 推广 命题 的 研究 取得 了 相当 
大 的 成 就 ,许多 结果 在 大 基数 理论 ,模型 论 . 拓 扑 学 
及 无 穷 组 合 论 的 其 他 分 支 领 域 中 得 到 了 广泛 应 用 . 
下 面 是 关于 分 划 关 系 的 一 些 基本 结论 : 

1.( 拉 姆 齐 定理 ) 对 任意 自然 数 

msn (m, nÆ0), SCR. 

2. (BIR BPS A XUL XO cz > CO 

3. 对 任意 基数 A, 2799 002,29 (et 1. 

4. k— (xK); H >w, Jill] e 为 强 不 可 达 基 数 . 

5. 35 x 一 (x)2, 则 不 存在 阿 龙 扎 扬 树 . 
分 划 关 系 we OA), 有 一 些 推 广 形式 ,如 人 允许 4 为 一 
个 极限 序数 以 及 将 LxJ" 扩充 为 

Uo 

的 情况 .有 关 这 些 推 广 形式 的 研究 与 大 基数 理论 及 
模型 论 有 着 非常 密切 的 关系 . 对 分 划 演 算 的 研究 主 
要 由 匈牙利 学 者 爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 等 人 发 展 起 
来 , 现 已 成 为 无 穷 组 合 论 的 一 个 重要 分 文 . 


爱 尔 特 希 记号 (Erd6s notation)” 见 “分 划 演 
un. 
A 系统 引 理 (A-system lemma) X2: H5 i6 E] 
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重要 结论 . 对 任何 由 不 可 数 个 有 限 集 构 成 NR 
A, AFE -ez 的 一 个 不 可 数 子 集 B 及 一 个 有 限 集 
S, 使 对 任意 BPH PAARE ry x(1y-5. 
称 这 里 的 B 为 x 的 A 系统 ,S 称 为 A 系统 的 根 .这 
一 结论 被 称 为 A 系统 引 理 . dp -x 中 的 集合 两 两 互 
不 相交 , 则 -ez 即 为 它 自 身 的 A 系统 ,这 时 , 根 为 空 
集 . 因此 A 系统 可 以 看 做 分 离 概 念 的 一 种 推广 , 故 
有 时 称 ARS AED BR. A 系统 引 理 在 集合 论 、 拓 
扑 学 等 领域 被 经 常 引 用 . 

准 分 离 族 (quasi disjoint family) 
m". 

JV 3E 4Y Eg f£ $& (almost disjoint family) 简称 
adf. 划分 概念 的 推广 . 设 4 为 一 个 非 空 集合 , 14|= 
“PCP(4)(CP(4) 表 示 A WHR) X VXEPKCIXI 
=x), HXH X, YEP,|XNY|<«,WWRPHA 
的 几乎 分 离 集 簇 . 显然 , 若 己 中 的 元 素 两 两 分 离 且 
P= 二 UA, 则 PP 为 4 的 一 个 划分 . 若 P 了 为 4 的 一 个 
几乎 分 离 集 簇 , 且 不 存在 A 的 一 个 几乎 分 离 集 艇 已 
HEE P, WIP 为 4 的 最 大 几乎 分 离 集 禾 , 记 为 
madf. 几乎 分 离 集 簇 的 概念 由 波兰 数学 家 谢 尔 品 斯 
Xt (Sierpinski, W. ) 于 1928 年 引入 . 

BAILS BEE (maximum almost disjoint 
family)  W"JL3E 4B eR”. 

马丁 公理 (Martin axiom) 简称 MA. 独立 于 
ZFC 公理 系统 的 著名 假设 之 一 . 是 近代 数学 基础 理 
论 的 重要 论题 . Ve < 为 任意 基数 , 令 MA(x) 表 示 下 
列 命题 :对 任何 满足 可 数 链条 件 的 偏 序 集 (已 , 委 ) 及 
由 书 的 稠密 子 集 组 成 的 基数 不 大 于 e WRI 多 , 存 
E P PRIT G, 使 得 对 任何 DEY.G a: D I, 
即 GADA. MA(2”) 为 假 . 对 任何 x’ 过 x, MA (wx) 
—MACG'),MA Co) X xr. 因此 MA (x) 一 x 二 2”. 马 
丁 公 理 为 :Yk 二 2*,MA (x). 记 为 MA. 马丁 公理 由 
美国 学 者 马丁 (Martin,D. A.) 5; 9 [B EE Row- 
bottom, F. ) F 1970 年 左右 提出 ,以 色 列 学 者 索 洛 
Æ CGolovay, R. M.) 5E fe 24 8i 88 (Tennenbaum, S. ) 
T 1971 年 利用 迭代 力 迫 法 证 明 若 ZF 系统 相 容 , 则 
ZFC4- MA +2 >w 也 相 容 ,从 而 得 出 MA 十 一 CH 
与 ZFC 系统 相 容 . 男 一 方面 , 若 ZF 系统 相 容 , 则 
ZFC+— MA 也 相 容 . 因此 MA 相 容 且 独 立 于 ZFC 
系统 . 由 于 CH 一 MA, 因 此 MA 也 独立 于 CH. 美国 
数学 家 科恩 (Cohen,P.J. ) 已 经 证 明 连 续 统 假 设 在 
ZFC 公理 系统 中 不 可 证 ,法 国 数 学 家 、 工 程 师 菜 维 
(Lévy, A. ) 与 索 洛 韦 证 明 即 使 假设 可 测 基 数 存 在 ， 
也 不 能 得 出 CH AR. 因此 ,许多 集合 论 学 家 觉得 连 
续 统 假 设 在 “现实 世界 ”中 “不 大 可 能 ”为 真 . 然而 , 连 
续 统 假设 有 许多 推论 很 符合 人 们 的 直观 , 它 还 可 以 
使 许多 概念 或 运算 得 以 简化 . 设计 马丁 公理 的 初衷 
在 于 减弱 连续 统 假 设 的 结论 ,使 得 某 些 由 连续 统 假 


WL“ A 系统 引 


设 得 出 的 结论 在 减弱 的 假设 下 仍然 成 立 . 马丁 与 索 
洛 韦 于 1970 年 证 明 下 列 连 续 统 假设 下 成 立 的 重要 
结论 在 马丁 公理 下 仍然 成 立 :对 任何 基数 x 二 2*, 由 
马丁 公理 可 以 得 出 : 

本 

2. 每 个 基数 为 « KILOS VCP oO AA 
能 为 最 大 几乎 分 离 簇 . 

3.& 个 实 直线 R 上 的 勒 贝 格 测 度 为 0 的 子 集 的 
并 的 勒 贝 格 测度 仍 为 0. 

4. 实 直 线 RR 上 的 «个 第 一 范畴 子 集 的 并 仍 为 R 
上 的 第 一 范畴 子 集 . 

由 上 列 结论 可 以 看 出 ,马丁 公理 并 不 是 简单 地 
否定 在 w 5 2" 之 间 不 存在 基数 ,而 是 断言 AEM 
间 存 在 基数 ,这 些 基数 具有 类 似 于 o 的 一 些 性 质 . 
事实 上 ,有 许多 能 由 CH 解决 的 传统 数学 问题 也 可 
以 用 MA 解决 .由 于 MA 独立 于 CH, 因 此 同样 也 有 
一 些 CH 下 为 真 的 命题 在 MA 十 站 CH 下 为 假 . 

马丁 公理 除了 偏 序 形 式 的 定义 之 外 ,还 有 一 些 
其 他 的 等 价 表述 形式 ,这 些 表述 形式 体现 出 马丁 公 
理 可 以 用 于 多 种 不 同 的 数学 领域 中 . 如 马丁 公理 的 
拓扑 形式 可 简单 地 表述 为 : 若 X 为 任何 具有 可 数 链 
条 件 的 豪 斯 多 夫 空 间 , 则 X 不 能 表示 为 小 于 2" 个 
X 的 无 处 稠密 子 集 的 并 . 马丁 公理 的 布尔 代数 形式 
A) FROWN E B 为 一 个 具有 可 数 链 条 件 的 完备 布尔 
代数 ,了 为 基数 小 于 的 瑟 的 一 个 稠 子 集 簇 , 则 在 Be 
上 存在 了 超 滤 子 . 

马丁 公理 与 ZF 系统 的 公理 不 同 , 它 不 具备 直 
党 上 的 自明 性 ,因此 , 它 实 质 上 不 是 公理 而 是 一 种 

合 论 假设 . 然而 ,马丁 公理 在 现代 数学 基础 理论 中 
占有 相当 重要 的 地 位 . 它 有 大 量 的 推论 ,其 中 有 一 些 
已 经 成 为 打开 许多 数学 难题 的 钥匙 .马丁 公理 还 可 
以 作为 证 明 或 发 现 某 些 相 容 或 独立 于 ZFC 系统 的 
命题 的 一 种 工具 .由 于 MA 与 ZF(C) 系 统 相 容 , 假 
如 利用 MA 证 明 某 命题 @ 为 真 , 则 @ 与 ZF(C) 系 统 
HA. Ai © 在 ZF(C) 系 统 中 不 可 证 .有 时 能 通过 
检查 MA 一 8B 的 证 明 过 程 消去 MA 的 使 用 ,从 而 得 
出 下 为 ZF(C) 系 统 的 定理 ,或 者 发 现在 ZF(C) 系 
统 中 也 不 可 证 ,从 而 得 出 @ 独立 于 ZF(C) 系 统 . 例 
如 ,著名 的 苏 斯 林 假 设 的 相 容 性 问题 就 是 借助 马丁 
公理 才 得 以 解决 的 . 索 洛 韦 等 人 1971 年 证 明 MA 十 
—. CH-SH, h F MATCH 相 容 , 因 此 SH 相 容 ; 
3 B] AERE ZR (Tech, T. J.) SAREE SHA 
容 , 故 SH 独立 于 ZFC 系统 . 对 马丁 公理 的 研究 主 
要 集中 于 下 列 两 个 方面 :一 方面 减弱 或 加 强 马 丁 公 
理 的 条 件 或 结论 ,以 寻求 马丁 公理 更 广泛 的 应 用 ,如 
对 偏 序 加 适当 限制 等 ; 另 一 方面 对 有 关 马 丁 公理 的 
更 大 量 的 研究 是 马丁 公理 的 应 用 研究 ,目前 马丁 公 
理 已 被 应 用 到 无 穷 组 合 论 .模型 论 .拓扑 学 .测度 论 、 


图 数论 及 代数 学 等 众多 数学 领域 ,对 马丁 公理 的 研 
究 已 经 成 为 许多 学 科 中 的 独立 研究 分 支 . 

中 介 公 理 集合 论 (medium axiomatic set theory) 
一 种 公理 集合 论 系 统 . 是 以 中 介 逻 辑 演 算 ML AP 
辑 推 理工 具 的 非 经 典 的 公理 集合 论 系 统 ( 记 为 
MS). ÈH 21 条 非 逻 辑 公 理 ( 模 式 ) 构 成 ,其 中 以 泛 
概括 公理 为 核心 .在 MS 中 ,首先 给 出 了 有 如 


模糊 谓词 (x， /2 aP» 
清晰 谓词 (US | P, 
概 集 A “0%P(x,t)， 


恰 集 Ae pop 

等 概念 的 形式 定义 ,直至 在 数学 基础 理论 意义 下 解 
决 了 模糊 谓词 的 造 集 问题 ,因而 在 数学 基础 理论 意 
义 下 完成 了 数学 研究 对 象 由 精确 性 到 模糊 性 的 再 扩 
充 . 其 次 ,大 家 公认 整个 精确 性 经 典 数 学 可 由 ZFC 
系统 之 正则 公理 以 外 的 九条 公理 推出 ,但 这 九条 公 
理 已 被 证 明 为 MS 中 对 谓词 与 个 体 在 某 种 约束 条 件 
下 的 九条 定理 . 而 且 严 格 证 明了 任何 一 个 经 典 的 二 
值 逻辑 系统 都 是 ML 的 子 系 统 . 从 而 整个 精确 性 经 
典 数 学 可 在 MS 中 产生 并 葛 基 于 MS. 又 各 种 近代 
公理 集合 论 对 于 悖 论 的 排除 都 涉及 概括 原则 的 修 
改 , 但 在 排队 悖 论 的 同时 ,又 过 多 地 限制 了 概括 原则 
的 合理 内 容 . 因而 ,需要 寻找 一 种 如 何 修改 概括 原则 
的 方案 ,使 之 既 能 排除 悖 论 ,又 能 最 大 限度 地 保留 概 
括 原则 的 合理 内 容 . 这 一 问题 在 经 典 数学 中 不 仅 没 
有 解决 ,而 且 几 乎 不 可 能 在 经 典 数学 范围 内 解决 . 但 
在 ML&MS 中 ,通过 泛 概括 公理 和 泛 概 括 定 理 证 明 
了 “任何 正规 清晰 谓词 都 存在 着 一 个 该 谓词 的 恰 
集 ”, 而 MS 意义 下 的 一 切 正 规 清晰 谓词 又 赛 括 了 康 
托 尔 意义 下 的 一 切 造 集 谓词 . 这 表明 在 MS 中 已 完 
全 保留 了 康 托 尔 意义 下 的 概括 原则 . 另 一 方面 ,对 于 
历史 上 既 经 出 现 的 种 种 逻辑 数学 悖 论 , 以 及 在 二 值 
系统 中 无 需 解 释 的 多 值 逻辑 悖 论 与 无 穷 值 悖 论 等 ， 
均 在 MS 中 得 到 了 合理 的 解释 .从 而 解决 了 如 何 修 
改 概 括 原 则 的 遗留 问题 . 中 介 公 理 集 合 论 开 辟 了 以 
非 经 典 逻 辑 演算 为 配套 逻辑 工具 的 公理 集合 论 的 研 
究 方向 . 


模 型 论 


模型 论 (model theory) 数理 逻辑 的 一 个 分 

X. 是 研究 形式 语言 和 它 的 解释 (模型 或 结构 ) 之 间 

关系 的 理论 .模型 论 与 代数 有 密切 联系 . 在 泛 代 数 中 

也 人 研究 各 种 结构 ,但 主要 是 自然 语言 及 通常 的 数学 

论证 . 而 模型 论 中 则 主要 使 用 形式 语言 及 基于 形式 

推演 的 论证 来 研究 各 种 结构 .因而 有 人 给 出 下 列 的 
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公式 : 泛 代数 十 逻辑 = 模型 论 . 

模型 论 可 分 为 一 阶 模型 论 、 高 阶 模 型 论 、 无 穷 长 
语言 模型 论 . 具 有 广义 量词 的 模型 论 、 模 态 模型 论 、 
多 值 模型 论 等 . 由 于 数理 逻辑 中 一 阶 逻 辑 发 展 最 成 
熟 , 所 以 模型 论 也 以 一 阶 模型 内 容 最 为 丰富 ,应 用 也 
最 多 . 模型 论 与 数理 逻辑 的 其 他 分 文 ( 逻 辑 演算 、 证 
明 论 .递归 论 、 公 理 集 合 论 等 ) 有 着 密切 的 联系 .模型 
论 与 代数 也 有 密切 联系 ,近年 来 形成 了 “模型 论 代 
数 " 的 研究 方向 .模型 论 对 分 析 数 学 也 很 有 影响 , 以 
模型 论 为 基础 的 “ 非 标准 分 析 " 方 法 ,近年 来 ,在 函数 
论 、 概 率 论 .微分 方程 等 分 文中 有 不 少 应 用 . 此 外 , 模 
型 论 在 数论 .拓扑 及 计算 机 科学 中 也 有 应 用 . 

FE 20 世纪 20 年代, 挪威 数学 家 斯 科 朗 
《Skolem,A.T. ) 等 人 在 数理 逻辑 研究 中 就 得 到 了 
模型 论 性 质 的 重要 结果 .但 作为 较 系统 的 理论 ,模型 
论 的 莫 基 人 应 推 波 兰 学 者 塔 尔 斯 基 (Tarski,A.). 
随后 , 美 籍 德国 数学 家 和 鲁 宾 孙 (Robinson,A. ) 也 对 
模型 论 做 出 很 多 贡献 . 在 这 方面 贡献 较 多 的 数学 家 
ERIS: fy = FARE (Vaught, R. L. ) RE 
学 家 马尔 可 夫 (MapkoB,A. A. 2, 3K JR (Chang, C. 
C. ) 3£ Ht 8 (Keisler,H. J. ) Xf] Morley, M. ) i$ 
fit ts Ghelah,S. 2), BEAR Macintyre, A. FA. 

形式 语言 (formal language) 模型 论 的 一 种 语 
言 . 它 是 由 一 些 符号 构成 的 集合 . 按照 模型 论 中 的 一 
种 通行 习惯 ,这 些 符号 可 分 为 三 组 (可 以 是 空 组 ), 分 
别称 为 关系 符号 (谓词 ), 函数 符号 (了 消 数 词 ) 及 (个 
体 ) 常 元 符号 . 每 一 关系 符号 尺 有 一 个 确定 的 元 数 n 
Z1 P R 为 于 元 关系 符号 , 每 一 图 数 符号 FA 
确定 的 元 数 m1, SR FA m 元 函数 符号 .这 些 符号 
称 为 非 逻辑 符号 ， 

设 £4 为 一 形式 语言 (简称 语言 ), 为 了 定义 Y 
中 的 (一 阶 ) 合 式 公 式 , 引 进 下 列 逻 辑 符 号 : 

E a e SEEE E 

2. 逻辑 联结 词 : 1 GE), A CHOLV (或 ), 一 

(如 果 …… 则 ),<*( 当 且 仅 当 )]. 

3. 量词 :Y (对 所 有 )[3 (存在 )j. 

4. fh SC). 
以 及 一 个 二 元 关系 符号 二 (等 词 )( 人 们 约定 ,和 中 
不 包含 这 些 符 号 ). 语言 Z 可 由 非 逻 辑 符 号 具体 表 
7A 

L = UR) UP), (CH. 

这 里 用 (R}, (FF},(C}) 分 别 表示 SPI KAAS . 
数 符号 .个 体 常 元 符号 的 集合 . 例如 L=) 
(SFs e he SSA FS0I S — idt 3.301] 
(H. eS. 0) 等 .一 般 地 ,在 模型 论 中 所 讨论 的 概念 
均 在 一 阶 ( 形 式 ) 语 言 意义 下 讨论 . 这 里 所 说 的 一 阶 
语言 ,是 指 在 一 阶 逻 辑 中 使 用 的 语言 . 

一 阶 语言 (first order language) 
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见 “ 形 式 语 


语言 基数 (cardinality of a language) 模型 论 
的 基本 概念 之 一 . 它 是 语言 中 全 体 逻 辑 符 号 的 非 逻 
辑 符 合集 的 基数 . 语言 V 的 基数 记 为 上 外 委 |‖ ,定义 
MP IS | —eU £^ |. rb o 4 BINSX SIS 
E. [s RENTE SV PRADA SEITE SEI d 
Xx. 例如 ;车 87 — (0. *,0,15, Ig |—5, 
| e || =o. MR [| e^ || BRN. RS 为 可 数 语 
EHE | S| BADR. S 为 不 可 数 语言 . 


可 数 语言 (countability languages) — Ji, ^i& zi 
基数 ”. 

不 可 数 语 言 (Cuncountability language) 见 “ 语 
言 基数 ”. 


语法 (syntax) 模型 论 的 基本 概念 之 一 . EH 
究 语 言 表 达 式 的 构造 ,表达 式 之 间 的 关系 . 研究 语言 
的 理论 称 为 语法 理论 ,又 称 语 法 学 . ESE E 
辑 语言 和 描述 该 语言 的 纯 形 式 方面 的 内 容 . CME 
系统 的 和 谐 性 .完全 性 、 独 立 性 .可 判定 性 .可 证 明 
性 、 可 定义 性 等 ,是 与 证 明 论 有 关 . 语法 学 只 分 析 语 
言 表达 式 之 间 的 关系 ,不 考虑 语言 的 使 用 者 表达 式 
的 所 指 以 及 和 表达 式 的 意义 . 

一 个 形式 系统 的 语法 包括 如 下 几 个 重要 部 分 ;: 

l. 各 种 初始 符号 . 它 是 一 个 形式 系统 的 字母 库 . 

2. 形成 规则 . 规定 什么 样 的 符号 串 是 一 个 合式 
公式 ,什么 样 的 符号 串 不 是 合式 公式 . 

3. 初始 公式 . 作为 系统 出 发 点 的 合式 公式 ,经 解 
释 后 是 通常 的 公理 . 

4. 变形 规则 . 规定 什么 样 的 合式 公式 能 推出 什 
么 样 的 公式 ,经 解释 后 就 是 推理 规则 . 

语言 表达 式 间 的 语法 推出 关系 用 符号 广 表 示 . 

iB (semantics) 模型 论 的 基本 概念 之 一 . 指 
语言 表达 式 和 表达 式 的 意义 之 间 的 关系 . 研究 语义 
的 理论 称 为 语义 理论 ,又 称 语义 学 .语义 学 不 像 语 法 
学 那样 只 关心 表达 式 的 形式 而 不 关心 它们 的 意义 . 
而 是 充分 地 考虑 这 些 语言 表达 式 在 自然 语言 中 的 意 
义 以 及 它们 之 间 的 关系 . 在 语义 学 概念 中 ,有 真 值 、 
指派 .可 满足 有效 模型 等 概念 . 语义 学 研究 系统 中 
公式 的 意义 .系统 的 解释 , 且 与 模型 论 相 关 . 

语言 表达 式 间 的 语义 推论 关系 用 符号 请 表示 . 

合式 公式 (well formed formula) 一 种 形式 语 
言 表 达 式 . 即 形式 系统 中 按 一 定 规则 构成 的 表达 式 . 
按照 模型 论 中 一 种 通行 习惯 ,语言 SY 中 的 合式 公 
式 定 义 如 下 : 

1. 原子 公式 是 合式 公式 . 

2. €& 9 7 9 E A AA XUI COPA 0 & C319) d 
合式 公式 ， 

3. 若是 合式 公式 ,而 r 是 变 元 , 则 (Yzx)yp 是 合 


4. 有 限 次 地 应 用 1 一 3 所 得 到 的 符号 序列 是 合 
AAA: 

合式 公式 有 时 简称 公式 . 如 果 一 个 公式 9 中 的 
AACA RRA zzz.) W pha vic 
为 Qr, T29 ey qi). 不 含量 词 、 H 由 变 元 的 合式 公 
式 , 分 别称 为 开 公 式 和 闭 公 式 , 后 者 又 称 语 句 . 例如 
R(xz,y) 为 开 公 式 ;YXR(Xz) 是 一 个 语句 . 由 原子 公式 
及 联结 词 A,V ,VY ,3 构成 语句 , 称 为 正 语句 . 
见 “ 合 式 公 式 ”. 

语言 膨胀 (expansion of a language) 亦 称 语 
言 扩 充 . 模型 论 的 基本 概念 之 一 . 指 增加 新 的 非 逻 辑 
符号 的 语言 . 设 e 及 给 ' 为 两 个 形式 语言 ,如 果 L] 
是 委 ' 的 子 集 ( 这 意味 着 ,如 果 丸 是 笃 中 的 2 元 关 
系 符号 , 则 R 也 是 SPW n TKR SO ), 则 
称 SUUM SÁOBINEBK. RR ON SA WIAA. iW Ze 
.例如 ,语言 给 = 二 {十 ,三 ,0) 的 一 个 膨胀 语言 为 

L'={F,* ,之 ,0,1}. 

语言 归 约 (reduction of a language) 
膨胀 ” 

简单 膨胀 (Csimple expansion) 语言 膨胀 的 一 
种 . 设 语言 L 是 语言 S 的 膨胀 , 即 LAC LU. 如 果 
L'\ ES 中 的 符号 都 是 常 元 符号 , 则 称 SS 的 简 
单 膨胀 . 简单 膨胀 又 称 字 母 脱 胀 或 字母 扩张 . 
= AB AK (alphabetic expansion) M “f Bie 


JE i& A] (positive sentence) 


éé ^ = 
Ba 


Ak”. 

语言 模型 (model of a language) ” 亦 称 语言 结 
构 . 形式 语言 SHUR) ME) MC) WARE. RAR 
一 个 非 空 集合 ,如 果 对 于 m 中 每 一 个 关系 符号 R 
CRA n ZG BD AS A 中 一 个 指定 的 关系 ”~( 也 是 ?> 
元 的 ) 来 解释 它 ;对 Z 中 的 每 一 个 函数 符号 FORA 
m 元 的 ) ,都 有 4 上 一 个 指定 的 函数 f( 也 是 m 元 
的 ) 来 解释 它 ; 对 于 LA 中 的 每 个 常 元 符号 c, 都 有 A 
上 一 个 指定 元 素来 解释 它 ; 这 样 就 构成 了 在 4 中 对 
T e 的 一 个 解释 多 (多 可 以 看 做 是 由 SZ 中 符号 
到 A 上 的 一 些 关系 、 函 数 及 A 中 一 些 元 素 的 映射 . 
注意 不 同 符号 可 以 有 相同 的 解释 ). 将 = CA, ) 
称 为 语言 L 的 一 个 模型 (或 结构 ). ARAK mie 
域 或 个 体 域 .或 定义 域 .一般 将 模型 记 为 WZ, 
C yo IMS, YET MID A,B,C,',.A;, 
基数 . 又 称 为 模型 % 的 势 . 

语言 结构 (structure of a language) 
模型 ”. 

模型 基数 (cardinal of a model) 
m". 

模型 的 势 (power of a model) Wie RRM”. 

ES BY AB BK (expansion of a model) f& £9 iC A 
TB. 指 两 个 模型 间 的 一 种 关系 . 设 — (A0 RR 


即 “ 语 言 


见 “ 语 言 模 


模 型 i 


BS 的 一 个 模型 . 如 果 将 语言 MIX v =L 
X HEK 中 对 XX 中 的 符号 给 出 任意 解释 FW 
CMSA AUF EBB Z 的 一 个 模型 , 称 
模型 U 是 模型 OC 的 膨胀 . 此 时 也 称 模型 是 模 
型 C" WIAA. AANA On PR eS AS (YF), 
将 c4 的 模型 膨胀 为 的 模型 可 能 有 多 个 ,而 将 
SA 的 模型 归 约 为 S 的 模型 则 是 惟一 的 , 设 和 ;= 
(A , A VELS 的 一 个 模型 H ACE. 由 Fy Hp BR 
去 对 LAL 表示 集合 差 的 符号 解释 后 ,可 得 一 个 对 
于 OS. WR. RS MBEGST—GOS.) U E 
L FRI ZA. WOE A A € EL 中 的 膨胀 ， 

模型 归 约 (reduct of a model) Jl EE RAR AK”. 

同型 模型 (models of the same type) 两 模型 
间 的 一 种 相似 关系 . 指 具 有 同一 语言 的 模型 . 若 模型 
U =A, iri iS) iD PH n TRA, m 元 函数 及 
常 元 ,能 分 别 与 模型 AHA ird, y del) 
的 nn 元 关系 、m 元 图 数 及 常 元 建立 1 一 1 对 应 (对 应 
的 关系 元 数 相同 ,对 应 的 函数 也 元 数 相同 ), 则 称 SC 
和 Ge" 是 同型 的 模型 . 例如 红 王 (QQ 一 {0) ,一 ,，，1) 
H9 = 人 4Z,=, 十 ,0 是 同型 的 模型 . 而 e — KZ, 
十 ) 与 2U' 二 (R, 十 ,，) 不 是 同型 的 模型 . 

子 模型 (submodel) 一 种 语言 模型 . RBA S 
的 两 个 模型 =A, r) PNR USIA, 
irj UP 2 GT DURER OC EU 的 子 模型 或 子 结构 ， 
也 称 和 为 红 " 的 扩张 (模型 ), 记 为 AOU, On m 
下 列 条 件 成 立 : 

LA A 

2. 对 £ PRS n ZU TIS R REEK KR 
20" 中 的 解释 分 别 为 > 及 ”, 则 对 A' 中 每 一 x 元 组 
41502» san BBA r laiaz 8,0 WA SHAA 
r(aisazs* san) HNA. Bp 2 PAY BER n 元 关系 六 的 
E U h n TRA rE 4' 中 的 限制 . 

3. 对 L h m zu RAN S FREE WR 
U 中 的 解释 分 别 为 了 及 三 , 则 对 A ra o— m 元 组 
à1»d2»** an 都 有 

b (a, »4255*** su esr an :42,*** san) , 
即 7" 中 的 每 个 和 2 元 函数 SE ZO FB m TOR S 
在 A’ 中 的 限制 

4S PHA HAS CRETE 多 和 
Cl PRE BI c Bec! MA cI. 

子 结构 (substructure) BITKI”. 

模型 同 构 (isomorphism of models) 模型 论 术 
iB. 指 两 模型 间 的 一 种 等 价 关 系 . 语言 M 中 的 模型 
U =A; ir} UO icp Z= B, {s}, {g}, {dE 
构 ( 记 为 KUB), *4 H CEA fe E — 1 XU] h: A 一 B 
满足 : 

1. 对 L 中 每 一 nn 元 关系 符号 RREEWR 
多 中 的 解释 各 为 r K s WR 4 中 每 一 nn 元 组 ( 指 
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zi HB Z & 


元 序列 ,序列 中 可 以 有 重复 的 元 )ai,as，… aus AH 
r(a;,a?,**,a,) ABs 24 ELM s( Ca D, h (aD, s, 
hla, DAB. 

2. 对 L 中 每 一 m TORN S PF. KET WR 
多 中 的 解释 各 为 f 及 g WX A 中 每 一 m A as, 
a，，"… a, AG 
hCf Cajas, ***,as42) = (hla) ,ACa;D Sh Cas). 

3. 对 绎 中 的 每 一 常 元 符号 CREE YW RG 
中 的 解释 各 为 < 及 4 MA AGO d. Y h AR 7 到 
B ERP [IIT BRANI. in h mes. 例如 7 — 
(OR, * 9, 28— (REO RP RN SCR R 为 正 实 
RE. 对 任何 a€E R^, hlad=lga€ RW EM a, 
bE RRA 

h(a,6)=l|g(a,b6)=lgat+lgb=hla)+h(b), 
所 以 A= ZB, | 

RW [5] A (homomorphism of models) 模型 论 
术语 . TH PPP CERTA [8] BS — PKA. BAS 
中 的 模型 A= (A, Ur} Sh {ch AM B= B, ls), 
Cg td bp s Gu AFA) 9k h NB, 
FB Bg — ^ [81S BRE Sin Ai:27—56. 当 且 仅 当 存在 
一 个 映射 4:A4A 一 B 满足 : 

1. 对 L 中 每 一 nn 元 关系 符号 R WEEK KR 
B 中 的 解释 各 为 r 及 s, 则 对 任意 disQ35»'** a, € A, 
Zi r(aj,a5,7,a,2 AB, Wl shla), hla), s, 
h(a, DAR. 

2. 对 ££ 中 每 一 m TAMAS FREEK KR 
加 中 的 解释 各 为 f 及 g, 则 对 任意 asaz tsan E 
A, & f Caisazs** san) =a. Vll] g(h Ga), hlaz)", 
h(a,))=h(a). 

3. 对 SY rp &E— ruf]. REEW RBH 
的 解释 各 为 c 及 d, MWA AC =d. 

flt, — (Z., 4-0 ,B—(Z,, +0, HZ 
是 整数 集 ,2Z 是 整数 集中 以 m 为 模 的 剩余 类 构成 
的 集合 . IHEM a€ Z. S h(GD—a€Z,G 为 所 在 的 
剩余 类 ), 则 对 任何 a,bE2Z, 都 有 h(a 十 6)==a 十 6 二 a 
+b=hla) thb), BÉ ACO) —0. 所 以 A: Wo. 

# BY [s] fj BR X (isomorphic embedding of mo - 
dels) —FPRRPAI FRMRA. RW ARES 的 
两 个 模型 UFR EE TMA 到 S8 的 一 个 子 模型 
E APPR A, MA: WES, ETZ, MERER 
A 可 以 同 构 通 入 Z 中 ,此 时 也 称 SS EU 的 一 个 
同 构 扩张 . 例如 , 令 2@=(N,+,0),GV=(N,°, 
1), HPN 为 自然 数 集 . 取 映 射 h:n 一 2” (n=0,1, 
2.0 FES C —(2",n—0,1,:)— NN, T= (Cs; 
1), 则 有 :经 实名 ,所 以 2 n] VARIA SR AL Z nm. 

形式 推演 系统 (formal deductive system) 一 
阶 谓词 演算 系统 . 是 形式 语言 C 中 从 公理 出 发 的 推 

100 


演 系 统 ( 简 称 形式 系统 )x. 

其 公理 分 为 三 组 : 

1. 命题 公理 . 如 果 S. 中 的 公式 2 能 看 做 由 命题 
演算 中 的 一 个 恒 真 公式 把 命题 变 元 代 换 为 L 中 公 
式 得 到 的 , 则 8 是 的 一 个 命题 公理 ， 

2. 量词 公理 s 

D Zi o5 ORS 中 的 ) 公 式 , 而 变量 z 不 在 
e "P B hEN AE Cao) (eo (L9). 

2) Æ 9 HI p RS 中 的 ) 公 式 ,而 y 是 用 项 自由 
地 代 换 变 元 x 在 9 中 的 每 一 自由 出 现 得 到 的 (“自由 
地 ” 代 换 是 指 : 对 每 一 个 这 样 引 入 y 中 的 t 而 言 ,t 中 
每 一 变 元 y 在 y 中 都 是 目 由 出 现 的 ). 则 有 

(Vr)p>yYy. 
3. FRAME. 设 xy FEAR IT tlt 229° ot, FE 
项 Qn x2 ttt ,ZX,) 是 原子 公式 , 则 有 T 的 公理 : 
T=; 
T = 2 9 os Ti; sig» ga 
二 ea 
Ty 
DCL Lost TY Lin petty Ty) 

m 的 推演 规则 有 两 条 , 即 : 

1. 分 离 规 则 . 由 pA pd TET y. 

2. 推广 规则 . 由 e TER CV 209. 

形式 推演 (formal deduction) 模型 论 的 基本 
概念 之 一 . 指 在 语言 S 中 ,从 一 个 公式 集合 出 发 到 
一 个 公式 的 推演 . 如 果 存 在 一 个 有 限 公 式 序列 os. 
Poot? du ET 9 一 加 ,并 且 对 每 个 公式 y, 它 或 是 一 
个 逻辑 公理 ,或 属于 ,或 能 由 次 序 在 前 的 公式 用 分 
离 规 则 或 推广 规则 推 得 . 这 时 称 公 式 g 可 以 由 公式 
Sa THE. WALT ge 这 样 的 公式 序列 dod, 
4. 称 为 由 2 到 9 的 一 个 形式 推演 (简称 推演 ). 
特别 地 ,如果 28 可 以 由 空 集 推出 , 则 称 2 是 一 个 形式 
EH, I e. | 

形式 定理 (formal theorem) 见 “ 形 式 推演 ”. 

项 值 (value of term) 模型 论 的 基本 概念 之 
— 指 项 在 模型 中 的 解释 . RO 是 语言 v 的 模型 . 
MF L PHM castors ze RA 中 的 元 组 
41545» *** s a, » IH AL HE X. t FE ai ass as 处 的 值 
tLai asas JANI 

l-E rs tiana a Ein 

2.4 t E—A EIA S c, M] La saz,” sa] X c 
在 CC 中 的 解释 a. 

doo Te Gaia 
fW 


sty) ,而 在 中 的 解释 为 


tla) a25***oa, | 
E Ce eT EEE ee ere T 
满足 (satisfaction) 模型 论 的 基本 概念 之 一 . 
指 公式 在 模型 中 取 值 为 真 . 设 2 是 语言 A 的 一 个 


模型 . OCL to. T) E L 中 的 一 个 公式 ,其 自由 
变 元 及 约束 变 元 都 在 Ljos Tzs"? Ln nm. 415025» *** 9a, 
是 4 中 的 nn 元 组 . 归纳 地 定义 “9 在 27 PI ansa, 
"a, WIE Gu K E qaaa DA 

LECH BC rp Eo. tt. oD dvpGEis mus 
则 U = gla, 929°°* sails M4 H 4X 4 

fiar dos | arsdos t | 

DORR rS» ty db ET do 3 
25,2) , Dii U FE gla, $2. *** ,a, ]» 34 EL [24 

[ai ya 57,8, ] stm La a a, DD 
ACHP rA REK PAR ED. 

3.5 PAT Gi 29888 Ln) D] 

WE d[asa;,7.2a. 4 ELÍX M WE glas, 
d »*** an 不成立， 

EA OCN Orig rnt xm 
则 74 = glai saz san 2 EC 2 E plasa, 
7a, HH V E plaisa: tsan]. 

5. QUI gi Grp deo» ttt8 Lod V eur smt 55) > 
W| 4 FE glai sazs sar] SHAR WE glasa, 
oa, |R WE pla, VENIM 

6. A 9 为 pı (qus tup Po (TI Tes 7 
WEZA = Larsas" san] 4 AMY “PY, [ais 
arsta, | WF e ai. assa, |. 

7. BG FEN aid CTs x2» ti) GS n), Ill 
a = d[a1.:255**,a, SERN ARET aCA,.W8 
77 Egla saz," aia sai)» Qn Je 

8. d£ 9 RE dx Gn 22st, TX) isn), I 
U = glaisazs* san] 4AM MA E dE— ^F aC A, Re 
使 

U Egla: $42.» ** aj 1» sje) s *7* $a 

如 果 存 在 4 的 模型 C Rin TH asa, 
a, € A. AE X E o[aisass as ) JUI PR op RA 
满足 的 . 

有 效 (validity) ”模型 论 的 基本 概念 之 一 . 指 公 
式 在 模型 中 恒 真 . Gtr rH L 中 的 一 个 
ARU EL 的 一 个 模型 . 如 果 对 任意 的 元 组 
asaz" ar EA, AH 2 EE 9| a; „azs ** san , 则 称 p 
EU 中 有 效 . 

普遍 有 效 公 式 (universally valid formula) Jf 
称 永 真 公式 或 恒 真 公式 .一 种 基本 公式 . 指 在 任意 模 
0 mpi ERA . 设 a Ta) E L 中 的 一 
个 公式 ,如 果 对 SY 的 每 一 模型 纪 及 任意 的 元 组 
aisa" sar € A, UR I E 9| a; (dz»*** , 则 称 € 


J& 1 i AK. 

恒 真 公式 (always true formula) — BD “iG 
效 公式 ” 

AA (refutable formula) 一 种 基本 公式 . 


R 型 论 


指 不 恒 真 的 公式 . 设 plx: ;2 du) AE L 中 的 一 个 
公式 ,如 果 对 L 的 某 一 个 模型 红 ,存在 某 个 n 元 组 
aisd sa, E A. E X ET olaa: tsa, 15 WER 
9 是 可 了 驶 的 , 即 2 不 是 普 忆 有 效 的 . 

语句 模型 (model of a sentence) 一 种 语言 模 
型 . 设 V 为 语言 SHRM oR OmU 中 的 语句 ,如 果 
o dE RRR, WEK 为 语句 o 的 模型 , 记 为 

“Ea, 

初等 等 价 (elementarily equivalent) 模型 论 术 
iB. SAT RB NMRA. KW BES 的 两 
个 模型 . 如 果 对 £^ 中 每 一 语句 都 有 WF o, 4A 
L4 BE c. WERK 8 A EMSS ica 76 
=B. 即 2522, RH [X24 Th C27) — Th C2) , HP 
Th(2) 表 示 在 U PARWIA DRA Th CZ) RA 
在 APARN BARS. 

完全 性 定理 (completeness theorem) ZR ÆR Ff 
德尔 完全 性 定理 . 模型 论 的 基本 定理 之 一 .该 定理 断 
言 :语言 S 中 的 语句 8 是 一 个 形式 定理 , 当 且 仅 当 
2 是 普遍 有 效 的 . ERS p 当 且 仅 当 请 2 这 一 定理 
可 推广 为 如 下 的 广义 完全 性 定理 : 设 三 是 衬 中 的 
语句 集合 , 则 三 是 协调 集 , 当 且 仅 当 三 有 一 个 模型 . 

完全 性 定理 是 美 籍 奥 地 利 数 学 家 哥 德 尔 
(Gödel, K. ) F 1930 年 给 出 的 .广义 完全 性 定理 把 
语法 上 的 协调 性 概念 与 语义 上 的 模型 概念 紧密 联系 
起 来 . 

SH& Se SE HB (Godel completeness theo- 
即 “完全 性 定理 ”. 

广义 完全 性 定理 (generalized completeness 

theorem) ” 见 “ 完 全 性 定理 ”. 

紧 致 性 定理 (compactness theorem) 模型 论 
的 基本 定理 之 一 . 该 定理 断言 :语言 e 中 的 语句 集 
合 三 有 模型 , 当 且 仅 当 三 的 每 个 有 限 子 集合 有 模 
m. 

紧 致 性 定理 把 无 限 语 句 集 合同 它 的 有 限 语句 子 
集合 紧密 联系 起 来 ,这 样 可 以 由 有 限 语 句 集 合 的 协 
调 性 推断 无 限 语句 集合 的 协调 性 . 例如 , 美 籍 德国 数 
oF RK SF Hp) (Robinson, A. ) 建 立 的 包含 无 限 小 元 和 
无 限 大 元 的 非 标准 分 析 模 型 就 是 紧 致 性 定理 的 一 个 
重要 应 用 . 

形式 理论 (formal theory) 一 种 语句 集合 . 由 
L 中 一 些 语句 构成 的 集合 称 为 L 中 的 一 个 形式 理 
论 ,简称 理论 . 以 理论 T 为 出 发 点 ,可 以 构成 如 下 的 
(一 阶 ) 形 式 系统 rr (参见 “形式 推演 系统 ”): 

l.zr 的 公理 有 两 类 ,一 类 是 非 逻 辑 公理 , 即 了 人 
中 的 语句 ;一 类 是 逻辑 公理 ,包括 命题 公理 、 量词 公 
理 、 等 词 公理 . 

2. mr 的 推理 规则 有 分 离 规则 和 推广 规则 . 

协调 (consistent) 亦 称 和 谐 . 模型 论 的 基本 概 
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rem) 


数 BE È 辑 


BL KLAR B—^ 3i. Rm e mag 
式 都 能 由 三 推出 , 则 称 理论 三 是 不 协调 的 ,否则 称 
三 是 协调 的 . 如 果 理 论 三 是 协调 的 ,而 So 中 任何 真 
正 包括 的 理论 都 不 再 是 协调 的 , 则 称 三 是 极 大 协 
调 的 . S 中 的 协调 理论 > 有 如 下 一 些 性 质 ， 

l.Z 是 协调 的 , 当 且 仅 当 3 的 每 一 有 限 子 集 是 
协调 的 . 

2. (演绎 定理 ) 设 cc 是 区 中 的 语句 ,rz 是 绎 中 
的 公式 , 则 EU (o) rz, 当 且 仅 当 三 广 c 一 r 

3. Xt o E A HAA MW EUGGIAUNS S BÍ 
M XI 

4. dp X BRAIN. up 和 中 的 任何 语句 
o,cmA: 2 o %4 HA oE ATEX, 4 HA 
X ES HrEE; TCE, 4AM cE S. 

5. 纪 中 每 一 个 协调 的 理论 三 ,都 能 扩张 为 一 个 
极 大 协调 的 理论 . 

极 大 协调 (maximal consistent)” 见 “协调 ”. 

封闭 理论 (closed theory) 一 种 模型 论 理 论 . 
它 是 一 种 推演 封闭 的 句子 集 . RT ABS 中 的 
理论 . 如 果 在 了 的 形式 系统 rr 中 所 能 推出 的 每 一 
语句 都 属于 了 , 则 称 了 为 封闭 理论 . 

子 理论 (subtheory) 一 种 模型 论 理论 . 指 理论 


的 子 集 . 设 工 及 工 都 是 双 PHB. WR TET, 


则 称 7”" 是 工 的 子 理论 .也 称 工 是 7T' 的 扩张 . 

完全 理论 (complete theory) 一 种 模型 论 理 
iO. 指 其 推论 集合 是 极 大 协调 集 的 理论 .对 于 红 的 
任意 模型 和 ,可 由 在 K 中 成 立 的 全 体 真 语句 构成 
— Sie id A Thee’), Bl Th C20) — (06:12 Fao, 
AoW 4 Wie). IRRIASRIOAE— T 76 XO. 关 
于 理论 了 的 完全 性 ,常用 下 列 两 种 等 价 的 定义 : 

LGA ABT 的 任意 两 个 模型 , 则 KEZ. 

2. 对 L 中 的 任意 语句 c, 或 

ThomTHTJ a. 

形式 理论 的 公理 集合 (set of axioms for a for- 
mal theory) 一 种 语句 集合 . 设 给 中 的 语句 集合 S 
与 一 个 理论 了 有 相同 的 推论 , 则 称 3 为 了 的 一 个 公 
理 集 合 . 

可 有 限 公 理化 人 finitely axiomatizable) 模型 
ERE. BS 中 的 理论 了 与 乡 中 一 个 有 限 语 句 集 
合 有 相同 的 推论 , 则 称 理论 全 是 可 有 限 公 理化 的 . 

可 递归 公理 化 (recursively axiomatizable) 模 
HERE. E m 中 的 理论 7 SS 中 一 个 递归 语句 
集合 有 相同 的 推论 , 则 称 理 论 了 是 可 递归 公理 化 
的 . 

形式 理论 模型 (model of a formal theory) W 
足 一 个 理论 的 模型 . 设 Y 是 语言 区 的 模型 ,7 是 
L 中 的 理论 ( 即 SZ 中 的 语句 集合 ). 如 果 对 每 个 语 
JET, U 都 是 o 的 模型 ( 即 A E o), MRR AW 
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理论 了 的 模型 , 记 为 FIT. 
形式 化 偏 序 理论 (formal theory of partial or- 
der) 简称 偏 序 理论 . 满足 偏 序 关 系 的 形式 系统 . x 
语言 终 =={ 碌 ), 其 中 世 是 二 元 关系 符号 ,由 下 列 非 
逻辑 公理 
P Yrer r); 
P: YY yzl Ky A ySz>rz); 
QD, YLYy Ky A ySr>r=y) 
为 出 发 点 所 构成 的 形式 系统 , 称 为 形式 化 偏 序 理论 . 
形式 化 单 序 理论 (formal theory of simple or- 
der) 亦 称 线性 序 理论 . 满足 单 序 关系 的 形式 系统 ， 
设 语言 S={<S) ,其 中 委 是 二 元 关系 符号 ,由 偏 序 
公理 0,,0,,0,C 8 WOES th ta FF EIE 0 EZ ER 
PYY yCr iy V y Six). 
为 出 发 点 所 构成 的 形式 系统 , 称 为 形式 化 单 序 理论 ， 
简称 单 序 理论 . 
形式 化 群 论 (formal theory of groups) 满足 
群 公理 的 形式 系统 . 设 语言 乡 二 (十 ,0), 其 中 十 是 
二 元 运算 符号 ,0 是 常 元 符号 . 由 下 列 非 逻辑 公理 . 
P :YrzYyYz((z 十 y) 十 z 二 7 十 (y 十 z)) 《十 的 
结合 律 ); 
BD,:Yx(r 十 0 二 xX)《 十 的 右 单 位 元 ); 
Q,.VxdyGr-y—0) (关于 十 存在 右 逆 元 ) 
为 出 发 点 所 构成 的 形式 系统 , 称 为 形式 化 群 论 . 
形式 化 交换 群 论 (formal theory of Abelian 
groups) ”满足 交换 群 公理 的 形式 系统 . 设 语言 SL 
一 《十 ,0} ,由 群 论 公理 
P ,9:,G:( 人 参见 "形式 化 群 论 ”7 加 上 公理 
PD,:YTYy(r y yx) 
为 出 发 点 所 构成 的 形式 系统 , 称 为 形式 化 交换 群 论 . 
形式 化 交换 环 论 (formal theory of commuta- 
tive rings) 满足 交换 环 公理 的 形式 系统 . 设 L= 
{十 ,。,0,1}, 其 中 十 ,， ,是 二 元 关系 符号 ,0,1 是 
常 元 符号 . 由 交换 群 公理 O,0.0,0,0 5 “BX 
化 交换 群 论 ”) 加 上 公理 : 
Bs:YX(1，X 二 xX)《(。 的 单位 元 ); 
Q,.VxVy(r*(y*z)—(x*yD0*z) Ce HAS 


Q,.VxVy(r* y—y*x)C* WARE); 
D: YLY yz rT (yz))=r + yFx*2)(€* 
对 十 的 分 配 律 ) 
作为 出 发 点 所 构成 的 形式 系统 , 称 为 形式 化 交换 环 
i£. 由 交换 环 公 理 Bi 一 Bs 加 上 公理 : 
BD, :0 天 1 
Pio: VxV y (x * y—0—(r—0V y=0)) 
ERAP) 
作为 出 发 点 所 构成 的 形式 系统 , 称 为 形式 化 整 环 


理论 . 

形式 化 域 论 (formal theory of fields) 满足 域 
公理 的 形式 系统 . RAB €—iU-.':.,0.1) P ER 
公理 @1 一 Bol 参见“ 形式 化 交换 环 论 ”) 加 上 公理 
QiiVrOZ0—4yCy* c=1)) (KF : FEM) 
作为 出 发 点 所 构成 的 形式 系统 , 称 为 形式 化 域 论 . 

形式 化 数论 (formal number theory) 亦 称 佩 
亚 诺 算术 . 满足 佩 亚 详 算 术 公 理 的 形式 化 系统 . 设 
和 二 (十 ,，,3S, 0) ,其 中 十 ,。 是 二 元 函数 符号 ,* 为 
一 元 函数 符号 ,0 为 常 元 符号 . 形式 化 数论 是 以 下 列 
的 非 逻辑 公理 (有 无 限 多 条 ) 为 出 发 点 所 构成 的 形式 
RF: 

有 :Vx(0OFSx) CO RA Bl 3R 7D) ; 

Q,.VzVy(SrmSy—r—y) (s 是 一 对 一 的 ); 

©, :Valct+t0=z); 

@,:VzVy(ctSy=S(rat+y)); 

Q.V rx + 0=0); 

Qi Vx y Cx * SyzEx * yx). 

另外 ,对 L 的 每 个 公式 Q(xosX15»X2»*** 
FIJAR: 

Brp: Y xu TY L CPO, n ur vtm) 
CO 
—> Y To lPlTos d, st TID. 

由 于 2 有 无 限 多 个 ,所 以 有 "是 无 限 多 条 公理 . 
mE A (Peano arithmetic) 即 “ 形 式 化 数 


i£". 


TIDE- 


见证 (witnesses) ”模型 论 的 基本 概念 之 一 . BU 
满足 条 件 的 常量 集 . 设 了 是 语言 芭 中 的 一 个 理论 ， 
C 是 允 中 的 一 集 常 元 符号 ,如 果 C 适合 下 列 条 件 ， 
则 称 C 为 了 在 和 中 的 一 集 见 证 .条件 是 :对 于 v 
中 每 个 只 含 一 个 自由 变 元 z 的 公式 Zz) ,都 存在 c 
€ CCc 与 CCz) 有 关 ) ,能 使 

T= (d x)9G) > gc), 
其 中 go) ATE p(x) 中 将 每 个 自由 出 现 的 xz SEHR ON c 
所 得 的 语句 . 

图 象 (diagram) 刻画 一 个 模型 基本 性 质 的 句 
FR. RU 是 语言 e 的 一 个 模型 . 对 每 一 a€ A(A4 
为 U 的 论 域 ) ,在 丝 中 都 加 入 一 个 新 常 元 符号 Cas 
得 到 2^ 的 一 个 膨胀 语言 LaS LU CaA A 
果 把 每 个 新 常 元 符号 C. 用 a 去 解释 , 则 可 以 把 27 
膨胀 为 La 的 一 个 模型 , 记 为 Ws R aaea F 
Pu Sa, 中 一 切 在 Ka 中 成 立 的 原子 语句 所 成 的 
集合 , Nw H La 中 一 切 在 Ka 中 成 立 的 原子 语句 
的 否定 所 成 的 集合 , 则 称 Pao 为 ( 的 ) 模 型 的 
ERZ, B Pu = (0: (a )aca F 0,0 AL, 的 原子 
语句 ). P Ay 二 PaUNzx A UC 的 图 象 , 即 A, = (o; 
(U ,a),e E ook L 的 原子 语句 或 原子 语 名 的 否 


定 ). 正 图 象 也 可 记 为 A 去 .模型 的 正 图 象 是 代数 结 
构 的 运算 表 . 关系 表 在 形式 语言 中 的 反映 和 推广 ,并 
起 着 类 似 地 作用 . 而 图 象 则 是 进一步 从 反面 补充 列 
出 那些 不 成 立 的 等 式 或 关系 ,因而 能 更 清楚 地 刻画 
一 个 模型 .例如 ,语言 S — {十 ,co), 模 型 U= Z, 
十 ,0), 其 中 Z3 是 整数 模 3 的 剩余 类 的 集合 ,2Z: 王 
{0,1,2). 将 语言 膨胀 为 语言 S Amm AA 
的 模型 和 BAK cA. 的 模型 Us 一 (zs, 十 ,0，,1， 
2) ,人 的 图 象 可 由 下 列 原子 语句 及 原子 语句 的 否定 


给 出 . 即 

Az 二 
(Core tp = vy Ty 
co 十 ci 一 cl， Meg te — 6$), Wen te — 69), 
Cot c2 = czs “Meo d 62 = co), Heo d 6$ = ey); 
ci 十 co 一 cl “Me, Hep 6), Me, H co = co), 
Cyt ey = Coy Mey Hey =o), Me, te, =), 


—e + cs = Cz) 
(cs 二 co 一 ci)， 
(cs 十 c= c), 

cz 十 cz 一 ci Cea H cz = ca), (e+ es = 6). 

TEAR (positive diagram) WRA”. 

初等 图 象 (elementary diagram) 完全 刻画 一 
个 模型 的 句子 集 . 设 U 是 语言 S 的 一 个 模型 ,多 
的 膨胀 语言 LaS U iCat A), U KE HRR 
为 WH a =U Éalueas F Th C27 4) X L a 中 一 切 在 
^ 中 成 立 的 语句 所 构成 的 集合 , 称 Th C2 A00 A 
(C 的 ) 模 型 和 的 初等 图 象 ,也 可 记 为 Du. BD 
Ty 二 (4o:o 是 La 中 的 语句 FFA (和 aue AES o}. 

KHA (realize) 模型 论 的 基本 概念 之 一 . 指 公 
式 集 在 模型 中 被 满足 . qt 是 语言 HAUS, 
2(zZzz 和 yz) 是 和 中 的 公式 集合 ,其 中 自由 变 元 
都 在 Tys Toss Tn 中 ,如 果 存 在 CC19C29 sa, E As f 
X] BE altiszt yn) EEC Ers s2) BMA 

P E olaja," san | 
EAJ iud X 上 altis Tast sz, )Laisazs*tsa,]), 
则 称 三 在 经 中 可 满足 ,或 称 红 实现 三 , 记 为 

4 FE: [a,,a;,**,a, |. 
否则 称 dw x. 

省 略 Comit)” 见 “实现 ”. 

非 标 准 算术 模型 (nonstandard model of peano 
arithmetic) 佩 亚 诺 算 术 理 论 的 一 种 模型 . BSA 
然 数 模型 N 初等 等 价 , 但 不 同 构 的 模型 . 设 了 是 语 
言 和 =( 十 ,。,9,0} 上 的 佩 亚 诺 算 术 理 论 , 令 XG) 
—(0zÉr,S0zÉr,.SS0zÉxr,.:).4X 7 R- T B—^ 
型 ,其 论 域 为 A. 如 果 4 的 元 素 a 能 适合 

EF Xla], 
则 称 a 为 红 的 非 标 准 元 素 . 34 4 中 存在 非 标准 元 
素 时 , 称 红 为 了 的 非 标准 模型 ,或 称 Z4 为 非 标准 
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“He; H e = c), 
—1€e; + co = Co)» 
Te, +c, = cı); 


cı 十 cs = co, 
€; 十 Co = C3, 


€; + ci 一 Cos 


Zi JB 2 辑 


算术 模型 . BUEK KT HEER. 

Til Zs st (consistent set of formulas) 一 种 
可 实现 的 公式 集 . A SATS. BE D 3C LB zx XX 
TE. BE ZG rscsn0dE E a—TuRg HH 
自由 变 元 都 在 zl,zz，…,z, 中 . 如 果 存 在 & 的 模型 
4 能 实现 £X. FR 为 协调 的 公式 集 . 

型 (type) 一 种 协调 公式 集 . 指 极 大 协调 的 公 
AR. E 32(zizrz…z) 是 弓 的 一 个 公式 集合 . 如 
果 Z(z,X2，,…,X,) 是 极 大 的 协调 公式 集 ( 即 不 能 对 
之 增添 S 中 新 的 只 含 自由 变 元 zi1,x2，… ,XZ, 的 公 
X 9G xtti EU {9} 仍 为 和 谐 的 公式 集 )， 
WER ECT ,zs，… ,zx,) 为 一 个 完全 型 ,简称 型 (有 时 ， 
不 具有 极 大 性 的 协调 公式 集 X Gn net ,zx,) 也 称 
为 型 ). 

5 5T til (> id consistent with T) 模型 论 
的 基本 概念 之 一 . 指 存在 模型 既 满 足 了 又 实现 公式 
EIRT EZ PAP. SHS Cr rs 
rite WA PRANK. MRT ATR OCH 
>, 则 称 三 是 与 了 协调 的 .判断 三 与 了 的 协调 性 ,有 
下 列 三 个 第 用 的 等 价 条 件 : 

1. 7 有 模型 能 实现 X. 

2. E 的 每 个 有 限于 集 都 能 在 了 7 了 的 一 个 模型 中 
实现 . 

3.T U (Gaz sree TA CO, Ao A Ao,):ne 
0501,05, ***.0, € X) BM. 

局 部 实现 (locally realize) 公式 集 的 一 种 相对 
Dh val HE. eT FES mmBISIIB.X—XEGaoxmecen) 
7 PHARE, =O 2 Xa rE 中 的 一 
个 公式 . 如 果 { 人 (2o} 与 了 协调 ,并 且 对 每 一 eG. 
e, L ED (xr Tr tnd Abe T EO xix 
La) (GTi TT MOL 9X79" m2. WRK T A 
部 实现 3. 就 是 说 ,在 7 的 一 个 模型 和 中 ,每 个 满 
Æ p BJ n 7H dj5d5***»a, € A 都 实现 x. UR T A 
局 部 实现 3, 则 称 了 局 部 省 略 三 也 就 说 ,对 于 每 个 
与 了 协调 的 公式 PCzz，…z) ,都 存在 一 个 公式 
cc X FEE GPA 1e ST BH. 

局 部 省 略 (locally omit) 见 “ 局 部 实现 ” 

省 略 型 定理 (omitting types theorem) 构造 可 
数 模型 的 一 个 重要 定理 . 对 于 V^ 上 的 完全 理论 T. 
设 了 一 2(ziz 和 zz) 为 2 中 的 公式 集合 ,首先 给 
HE TUB ERR SM T 局 部 省 略 3. 对 可 数 
语言 的 任 一 协调 理论 ,上 述 命题 的 逆 也 成 立 .下面 给 
出 模型 论 中 的 重要 定理 . 省 略 型 定理 ; 设 了 7 了 是 可 数 
ib gc PRERE, D= El xem) £m 
的 公式 集合 ,如 果 了 局 部 省 略 ST 有 一 可 数 模 
型 省 栈 2. 

还 有 广义 省 略 型 定理 : 设 了 是 可 数 语言 Z 中 
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的 协调 理论 2X. Cri sree, EY EBJAXAXSSS 
(r—1,2,3.-0. WRT E BE E RE ZT A 
可 数 模型 U AR BE. 

J- X. 8 B& EJ ;E JH (general omitting type theo- 
rem) WARI E”. 

w 模型 (wo-model) 适合 o 规则 的 模型 . ww 
为 语言 终 = 二 {十 ,，，,S,0} 的 一 个 模型 .采用 如 下 缩 
写 :1 二 $0,2 二 $$S0,3 二 SSS0,… 对 语言 中 这 些 符号 
的 解释 也 采用 同样 的 记 法 . 如 果 v 的 定义 域 为 4 
={0,1,2 CHEW 省 略 公式 集合 IO) = Ur 
0,r2É1.x2£2.- D Bü fg WAS BJ o RA. 

w 协调 (w-consistent) e i£ R B AA IE. ix 
THA SV={+,*,S,0; POH MRE S 中 不 存 
在 公式 g(x), 使 得 TE 此 g0), T E g), T Eg), 
FFA T EdxC19CG)). MERT 是 ww 协调 的 . 

w 完全 (w-complete) 由 逻辑 理论 的 一 种 性 质 . 
wTAY={+,°,S,0) PRB. MR S 中 每 
个 公式 O(c) HWA: ETE e0,.TEgD.THF 
O2).°° MW TRV relic). SAT T 是 w 完 全 的 . 

w FAM Cerule) w 逻辑 的 一 种 推演 规则 . 设 
二 (十 ,，,S,0). 下 列 的 推演 规则 称 为 w 规则 :对 
中 任何 公式 PCz) ,都 可 由 9(0),9(1),9(2),…， 
HE HV ger). 

w XE SR (w-logic) 一 种 模型 论 逻 辑 . 18 A EA 
PRN SE Bg — Pe SH (+, + S00. S£ 
rH BS — Bip oe $8 7S XEURU EE AL DU o 规则 ,并 允许 
无 限 长 的 证 明 ,这 样 构成 的 逻辑 称 为 w iE SR. 

初等 扩张 人 (elementary extension) 模型 之 间 
的 一 种 关系 . 设 76.08 是 语言 v 的 两 个 模型 ,如 
AR 

1. 模型 ARROW KB C2, 

2. 对 £ 中 的 任意 公式 9n 225° 2.) OL BB 
变 元 都 在 Xl» X29""" » X, "OR A 中 任意 n 元 组 di» 
dj,",a,€ A, PAR c = Casas sa, h 4 A 

zer daissa Saal 
则 称 A Ak EIR. AER 经 是 :家 的 初 
等 子 模型 , 记 为 wx BRK ASU). 与 此 等 价 的 命 
IUE GS dé 7. BIS S.B DUIS 7C 56, H 
(Halea C8 a.c 4. 

1) HHA (elementary embedding) 模型 之 间 
的 -种 映射 . 设 74.07 RS 的 模型 ,如 果 存 在 
一 个 映射 h: AB, I] Z WERA gno 
zr.) DS] TE X& HJ n T ana sa, CAR UE 
p Laisazs san] KERNA ZE polha, haz, 
ha, |, Wü] SR Bic Sp. EAK BA BSA. 并 称 
U BET) SERRA AP AEREN K 与 多 的 一 个 
初等 子 模型 同 构 , 即 Sh (QO) XZ. 


JEW X (positive occurrence) 符号 公式 出 现 
的 一 种 形式 . 考虑 语言 X 中 至 多 由 5 种 联结 词 下 ， 
V ,A 信 ,Y ,构成 的 公式 . UE 9g 是 一 个 如 上 的 语句 ，s 
EZ 的 一 个 符号 ,如 果 s 在 9g 中 有 一 出 现 是 在 偶数 
个 否定 号 的 辖 域内 , 则 称 * 在 9 中 正 出 现 . 如 果 ; 在 
2 中 有 一 出 现 是 在 奇数 个 否定 号 的 辖 域内 , 则 称 * 在 
2 中 负 出 现 .* 在 2 中 可 以 既 有 正 出 现 , 也 有 抽出 现 . 

f H I (negative occurrence) 见 “ 正 出 现 ” 

内 插 定理 (interpolation theorem) 模型 论 的 
基本 定理 之 一 . 这 里 给 出 两 个 内 插 定理 :一 个 是 克 雷 
格 (Craig) 内 插 定 理 : 设 99 wa S 中 的 语句 ,使 
18 e E yy, 则 存在 一 个 语句 9 能 使 : 

l.gF06 H 0 P g. 

2. 在 9 中 出 现 的 每 一 关系 符号 (等 号 除外 ), BH 
数 符号 及 常 元 符号 都 即 在 9 中 出 现 ,也 在 J 中 出 现 . 

男 一 个 是 林 顿 (Lyndon) 内 插 定 理 : 设 语言 Z 
不 含 函 数 符号 或 常 元 符号 . 如 果 SA 中 的 语句 oS) 
F pE gp MFE L Pia Ome: 

]l.gF-06 HE0E g. 

2. 每 个 在 9 中 正 出 现 的 关系 符号 ,也 在 9 及 y 
中 正 出 现 . 每 个 在 9 中 抽出 现 的 关系 符号 ,也 在 2 及 
y FPA hP. 

克 雷 格 内 插 定 理 (Craig interpolation theorem) 
见 “ 内 插 定 理 ”. 

林 顿 内 插 定 理 (Lyndon interpolation theorem) 
见 “ 内 插 定 理 ”. 

模型 完全 (model complete) 理论 的 一 种 模型 
论 性 质 . 34 c^ 的 一 个 理论 荆 适 合 下 列 条 件 时 , 称 为 
模型 完全 的 :对 了 的 任何 模型 经 ,多 ,如 果 ICA, 
则 给 过 多 .形式 理论 的 完全 性 和 模型 完全 性 是 两 个 
不 同 的 概念 . 不 能 由 一 个 推出 男 一 个 .例如 ,有 首 元 
和 末 元 的 稠密 线性 序 理论 是 完全 的 ,但 不 是 模型 完 
全 的 . 而 代数 闭 域 理论 是 模型 完全 的 ,但 不 是 完全 理 
it. 

勒 文海 姆 -斯 科 朗 - 塔 尔 斯 基 定 理 (L6wenheim- 
Skolem-Tarski theorem) 简称 LST 定理 . 模型 论 
的 基本 定理 之 一 . 它 有 下 列 儿 种 形式 : 

1. 上 升 LST 定理 . 设 了 为 语言 区 的 理论 . 如果 
T 有 无 限 模型 红 , 则 对 于 任何 基数 之 || ,7 都 
有 基数 为 a 的 模型 . 

2. 下 降 LST 定理 . 设 7 ABS Z 的 理论 . 如 果 
T 有 基数 为 a 宇 上 ‖ 绢 的 模型 , 则 对 于 任何 基数 B 
之 适合 ebl L cT 都 有 基数 为 8 的 模型 . 

3. 加 强 的 上 升 LST EH. i U EER Z 的 无 
限 模 型 ,其 基数 a> | L | ; 则 对 于 任何 基数 ba, 
都 存在 基数 为 8 的 模型 多 是 U 的 初等 扩张 . 

4. 加 强 的 下 降 LST 定理 . 设 红 是 语言 v 的 无 
限 模 型 ,其 基数 aA espe |S |.WweRAE 


数 为 8 的 初等 子 模型 ,并且 对 A 的 任何 基数 不 超过 
8 的 子 集 X, 红 都 具有 基数 为 8 的 初等 子 模型 Z 
能 使 XC-B. 

素 模型 (prime model) 一 种 特殊 的 模型 . 设 
U 为 可 数 语言 L 的 一 个 模型 ,如 果 红 BEH) SERRA 
Th(2) 的 每 一 模型 中 , 则 称 K 为 一 素 模型 . 

完全 公式 (complete formula) JRERdl EZ X. 
能 确定 一 个 型 的 公式 . 设 了 是 可 数 语言 Z 中 的 完 
全 理论 ,pziz…z) 是 艺 的 公式 .如 果 对 zr 
的 每 个 公式 Oris rast sted ÆT EYTT, 
s Tn) > PCL mtr) T E 
(Vrs nr OCT ys Ty 
Zz,)) 中 都 恰 有 一 条 成 立 . 则 称 为 对 了 完全 的 .简称 
2 为 完全 公式 . 

可 完全 化 公式 (completable formula) 与 其 个 
完全 公式 协调 的 公式 . 设 了 是 可 数 语言 A 中 的 完 
全 理论 ,80(zi,7T2，,…,X,) 是 Z 中 的 公式 . 如 果 存 在 
一 个 对 了 完全 的 公式 eG xit. BEA 

T EC va tto rr 


E.) CO CHa ditt 


—Ü(ri,25,*** 1,225 

WK OAM T 可 完全 化 的 .简称 9 是 可 完全 化 公式 . 

原子 模型 (atomic model) 一 种 形式 语言 
型 . 设 € 是 可 数 语言 v 的 模型 ,如 果 Cw 中 每 一 n 
元 组 15025» *** sdn 都 满足 d 中 一 个 对 ThE 
的 公式 OC 2st T, n=l, 2 3 WRK WW 
一 原子 模型 . 

原子 理论 (atomic theory) 具有 原子 模型 的 理 
论 . 设 人 是 可 数 语 言 L 中 的 完全 理论 ,如 果 e 中 
每 一 与 了 协调 的 公式 都 是 对 了 可 完全 化 的 , 则 称 了 
为 原子 理论 . 

饱和 模型 (saturated model) 一 种 形式 语言 模 
K, RUE 的 模型 ,如 果 对 于 A 的 每 一 个 有 限 
T Y.vy,y—c/](iC,.:iaeY)rn&—^ 5 Th Xr) 
协调 的 公式 集 DOGOSBSETE Ky 中 实现 , 则 称 A 为 
w 饱 和 的 .如 果 CC AA MAA © A. WU BK 经 
为 可 数 饱 和 的 . 设 V 为 L 的 模型 ,a 为 一 基数 ,对 
U PA If - SG XCA,.IX|«o, U Tg x — 
U (Cara € X) PABBA x — CA a ex EKM Sx 
中 每 一 个 与 Th (和 zx) 协调 的 型 Co, Ws ze Aa 
饱和 的 . 如 果 24 是 |4| 饱 和 的 , 则 称 OA te A AR 
AJ. 

可 数 饱 和 模型 (denumerable saturated model? 
见 “ 饱 和 模型 ”. 

齐 次 模型 (homogeneous model) 一 种 形式 语 
言 模型 .对 S^ 的 模型 C 中 A 的 任意 两 个 有 限 序 列 
Qi sansan IE 01505 tb. S WFR 

(QO ,a,,a5,***,a,) = (X 5b, D, ,5,), 
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则 存在 一 个 bayi E A, RETE 
(4 ,d15455*** sansan) = (X Du bot bns 0,4. 
这 时 称 模型 X 为 w 齐 次 的 . 如 果 CC 是 可 数 的 且 w 
齐 次 的 . 则 称 模型 和 是 可 数 齐 次 的 . 一般 地 ,对 S£ 
的 模型 IV 和 对 每 一 序数 5 过 a(a 是 一 个 无 限 基 数 ) 
及 任何 aE*A,6E*B 及 cE A, 如 果 

(HC sag) = (HM sb aces 
则 存在 ZE4, 使 得 

(HO ,at Ogee = (WM by due, 
这 时 称 模型 V 是 a 齐 次 的 . MRK 是 |4| 齐 次 的 ， 
则 称 模型 K 是 齐 次 的 . 

可 数 齐 次 模型 (denumerable homogeneous 
见 “ 齐 次 模型 ”. 

范畴 性 (categoricity) ”理论 的 某 个 基数 的 模型 
都 同 构 的 一 种 特性 . 设 £7 Aa SOR SOT Sf 
的 完全 理论 . UAR T 488 — 71 n] CERA GE [e] P4] 
义 下 ), 则 称 人 为 w 范 畴 的 .下 列 条 件 是 等 价 的 : 

1l. T Æ o WR. 

2. T 有 一 模型 U, C BL de: n] Re. E 
可 数 系 模型 

3. 对 每 一 正 整 数 ”和 中 每 一 个 与 了 协调 的 型 
P(x, 9 之 2 9 ,zx) 中 都 含有 对 T 完全 的 公式 . 

4. XE 8E— IE SEA n 57 中 只 有 有 限 多 个 与 了 协 
调 的 型 DG xm. 

5. 对 每 一 正 整数 ”在 了 下 只 有 有 限 多 个 互 不 
等 价 的 公式 PCzi x2 m2. 

6.7 的 每 一 模型 都 是 原子 模型 . 

设 有 语言 S 的 理论 了 ,如 果 某 个 基数 a 的 所 有 
模型 都 是 同 构 的 , 则 称 该 理论 为 a 范畴 的 . 如 果 一 个 
理论 了 的 所 有 模型 都 是 同 构 的 , 则 称 该 理论 为 范畴 
的 .从 范畴 性 的 角度 讨论 ,存在 四 类 理论 : 

1. 对 每 个 无 限 基数 都 是 范畴 的 . 

2.w 范畴 而 对 任意 不 可 数 基数 &, 非 & 范 畴 . 

3. 对 每 一 不 可 数 基 数 范 畴 而 非 w 范畴 . 

4. 对 每 个 无 限 基 数 都 不 是 范畴 的 . 

如 果 了 是 一 个 范畴 理论 , 则 了 只 可 能 有 有 限 模型 ， 
范畴 理论 必 为 完全 理论 . 

模型 链 (chain of models) 一 种 特殊 序列 . 38 
模型 的 递增 序列 . 即 427, SG Co CL V. Cre 
(B « a) 称 为 一 个 模型 链 . 模型 链 的 长 度 为 序数 a. 
模型 链 的 并 


model) 


dr jus 
的 定义 如 下 : 
1. X 的 论 域 是 集合 A= U As. 
2. 的 每 个 关系 + Ue 的 对 应 关系 re 的 并 
r E Tg. 
3. U 的 每 个 函数 f 是 Ke 的 对 应 函数 fs 的 并 
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f= Ufo. 

4.0 Wis 76-3 Ug 的 第 元 相同 . 

模型 链 的 并 (union of chains of models) WW, 
"Bose". 

T 扩张 (T-extension) 理论 了 的 模型 之 间 的 
HKR. A U, BREET 的 模型 ,并且 AWC 
BR B IURAT PK. 

代数 封闭 模型 (algebraically closed model) 
一 种 类 似 于 代数 闭 域 的 模型 . 设 红 是 理论 7 了 的 模 
型 ,如果 对 V. 的 每 一 个 本 扩张 多 ,一 切 在 AB, 中 成 
立 的 存在 语句 也 都 在 VA 中 成 立 , 则 称 2 为 代数 

”加 公式 (24-formulas) 一 类 基本 公式 . 设 9 是 
L 的 一 个 公式 , 8 是 如 公式 , 当 且 仅 当 9 是 无 量词 公 
HK. gE DANK, SAMS GAG xX,X;,… ,Twa)y 形 
状 , 儿 是 无 量词 公式 .例如 ,存在 命题 是 21 命题 .9 是 
2, IST M HX 2 为 (3 TisT2s 524) CY i929 
… ,yy 形状 ,其 中 yy 是 无 量词 公式 .例如 ,存在 全 称 
命题 是 命题 .一 般 地 ,pp 是 2;1 AN. AAMAS ON 
CT 2152555, 4,29 形状 ,其 中 d fe TT UNIN 

IL 公式 (II,-formulas) 一 类 基本 公式 . 设 2 是 
L 的 一 个 公式 ,2 是 zs 公式 , 当 且 仅 当 9 是 无 量词 公 
A. gH TID AX GO SAMS PAV a ness 
状 , 其 中 2 是 无 量词 公式 . 例如 ,全 称 命题 是 Ti 命 
题 .p 是 Tl AR, HAA GA V2. xen x) 
CA ys yarttts vd 形状 ,其 中 Y 是 无 量词 公式 . 例 
如 ,全 称 存 在 命题 是 Ti: 命题 . 一 般 地 ,2 是 Mw 
AM PAV Tsn) EAR HH y E 
2 

>, 扩张 (到 -extension) 一 种 特殊 的 模型 链 . 
R L MRM CCA MRT GS PMA ZT On 
Ax, 254590, ) 和 所 有 A, 9A29°** Am € A, aA E 
WF gasaz san] M) BE gla saz, san], 3X ET 
P B RR 的 一 个 2 扩张 . 

>, 2$ Bl $£(22-chain of models) 一 种 特殊 的 
模型 链 . 一 个 模型 链 C VC CW Vea), 
如 果 对 每 个 <P <a, Wg PEO, 的 扩充 , 则 称 
该 模型 链 为 z* 模型 链 . 

初等 链 (elementary chain) 初等 扩充 模型 构 
成 的 链 .一 个 模型 链 WH CC V, Oo © Wy C 

-< (<a), 如 果 对 任何 7 二 68 过 za, 人 0y 都 是 WH, 的 
初等 子 模型 , 则 称 此 模型 链 为 初等 链 . 可 记 为 

Wy L UKo SW X CD a). 
BLA EEA noc U, E— AERIS E 的 代数 
闭 域 ,并 且 Kn EKn, 上 的 超越 度 为 1, 则 

Cy Ca Cc CW, C nu 
是 一 个 初等 链 . 


万 有 模型 (universal model) 一 种 可 数 语 言 模 
Ry. dt C ELL 的 可 数 模型 .如 果 Th( 丝 ) 的 每 一 可 
数 模型 A MAES te A U 中 , 则 称 4 为 可 数 万 
ARJ U IL 的 模型 ,a 为 一 基数 .如果 Th (人) 
的 每 一 个 基数 小 于 a 的 模型 多 BRE Sin K 
H, WEK Aa AK. 如 果 红 是 |4| 万 有 的 , 则 


称 为 万 有 模型 . 

可 数 万 有 模型 (denumerable universal model) 
见 “ 万 有 模型 ”. 

特殊 模型 (special model) 一 种 模型 链 的 并 . 
如 果 一 个 模型 是 一 个 初等 链 

dug A A qua one (g < |A]) 
的 并 ,其 中 8 是 基数 ,每 一 个 Ys 都 是 8' 饱 和 的 模 
型 , 则 称 GC 是 特殊 模型 .有限 模型 是 特殊 模型 , 饱 


和 模型 也 是 特殊 模型 . 

对 子 模 型 保持 (preserved under submodels) 
理论 的 一 种 模型 论 性 质 . ARS 中 的 理论 了 的 任 
一 模型 的 任 一 子 模型 仍 为 了 HRW , BR BET 
H cc 22,WJ K ET, ARRET 为 对 子 模型 
保持 .多 中 的 理论 了 对 子 模 型 保持 的 充分 必要 条 件 
是 :TT 有 一 集 全 称 语句 (也 称 TT 语句) 公理 . 

对 扩张 保持 (preserved under extensions) 理 
论 的 一 种 模型 论 性 质 . 如 果 和 中 的 理论 了 的 任意 
模型 的 任意 扩张 仍 是 了 的 一 个 模型 , 即 如 果 和 上 
THWMC4MAEPT AEREE T 为 对 扩张 保 
F L PRE T HI RRA AY FET Dh RUE. 
人 有 一 集 存在 语句 (zi 语句 ) 公理 . 

对 链 的 并 保持 (preserved under unions of 
chains) 理论 的 一 种 模型 论 性 质 . MRS 中 的 理 
论 了 的 任何 模型 链 的 并 仍 是 了 的 模型 , 则 称 理 论 T 
为 对 链 的 并 保持 . L 中 的 理论 了 对 链 的 并 保持 的 充 
分 必要 条 件 是 :7 有 一 集 全 称 存 在 语句 (也 称 TE S 
^) 公理 . 

Xj [sS] AS GR Rr (preserved under homomorphisms) 
理论 的 一 种 模型 论 性 质 . RS 中 的 理论 了 的 任 
一 模型 的 任 一 同 态 象 仍 是 7 了 的 模型 . 则 称 理论 了 为 
对 同 态 保持 . S 中 协调 理论 了 对 同 态 保持 的 充分 必 
要 条 件 是 ;7T 有 一 集 正 语句 公理 . 

集合 超 积 (ultraproduct of sets) ”由 一 个 集合 
族 构成 的 集合 . 设 了 为 一 非 空 集合 ,D 是 TT 上 一 个 真 
滤 子 ,A;(iE7) 为 一 族 非 空 集合 . 令 C=={f:f 为 IT 上 
的 函数 且 对 每 个 i€E7T,f(i1)€ AO E A 的 卡 氏 积 


记 为 
C= "E 


对 于 C 上 的 任意 两 个 函数 foe, 如 果 Gel: fa)= 
ge} € D WH fA g ED 等 价 的 , 记 为 f= 
BS Bit, =p 是 集合 C 上 的 一 个 等 价 关系 . 设 p 


是 f 所 在 的 等 价 类 fp = ig € Cif =n). 把 关于 
=p 所 有 等 价 类 的 集合 称 为 诸 A 的 以 DD 为 模 的 归 
AA EA TTA. 于 是 


[IA = {fp:f € Ila». 


特别 地 ， WR DBI EB 一 个 超 滤 子 ， 则 称 归 约 积 
NA, 为 超 积 . 

集合 归 约 积 
合 超 积 ”. 

模型 归 约 积 (reduced product of models) 以 
归 约 积 为 论 域 的 一 种 模型 . 设 了 为 一 非 空 集合 , 刀 是 
I 上 一 个 真 滤 子 ,人 2;(i1€E7) 为 语言 Z 的 一 族 模 型 . 
MRP € I.U A; id 2€; 的 论 域 . Ww VÀ D A 
的 归 约 积 ( 记 为 TI27 SE SCR : 

1. TT, 的 论 域 为 TA; 

2. B RAL PPh n TARAS, E TA E 
如 下 定义 一 个 nn 元 关系 7 作为 对 R ISEEIr CA, 
fass FD KBR KUELE G FG, 
f"G)j)€D Rr; AW, PRR DBE; 

3. ix FAS PP n TORR S E TA: 上 
WP EMP n TAR TEA F GRRE ACSD 
for o fD = gp FHF e@Mahn (PQ), fa), 
PaG)IGED AAC, 中 对 下 的 解释 ; 

4. Wc X S£ 中 的 一 个 常 元 符号 ,在 TTA, 中 取 下 
列 元 素 作 为 对 <c 的 解释 :gp: 其 中 &(D) 一 ayai AW; 
HXT c 的 解释 . 

这 样 ,以 T4, 为 论 域 ,定义 了 与 S^ 中 符号 相应 
NRA. AMR BIC HUA MA L 的 一 个 模型 ， 
称 为 诸 模型 和 的 以 万 为 模 的 归纳 积 

当 万 为 7 上 的 超 滤 子 时 , 称 归 约 积 T 为 超 
R. 如 果 模 型 的 归 约 积 II; 中 所 的 BRA [n]. E 
OW — 47 G € D MRHAR 

Ho He 
为 € WY D APERBUIZUX. OR DT EHW 
T JUI ARE TA 为 27 以 D OS AUR. 


(reduced product of sets) J^ 8 


dS BY #8 FA Cultraproduct of models) 见 “ 模 型 
归 约 积 ” 
H A xQltrapower of models) 见 “ 模 型 归 


24 AA”. 
超 积 基本 定理 (fundamental theorem of ultra- 
products) ” 超 积 模型 的 性 质 定理 . 设 了 是 指标 集 ,D 
jel EWERT GOEDE SLZ WANK, S BX 
BH NZ, KERN BN 
1. 对 2 中 的 任何 公式 p(xi ar e 
TOR be Pbi f5€ BÁl BE oLfhs fore 


x.) A TE 
„fols 
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当 且 仅 当 
ELZA EAF GORI G J OJE: 
2. 对 L BTE XEIB A 0,7 E o MANY 
GEL E oj € D. 
4) Æ ZH (elementary class) 一 个 理论 的 模型 
组 成 的 模型 类 . 设 K 是 语言 Y 的 一 族 模型 ( 同 构 的 
模型 只 算 作 一 个 ), 如 果 存 在 S 中 的 一 个 理论 了 ,使 
K Ve rh T 的 一 切 模型 组 成 , 则 称 K 为 一 个 初等 类 
如 果 存 在 S 中 的 一 个 语句 ,使 天 恰 由 ce 的 一 切 模 
型 组 成 , 则 称 天 为 一 个 基本 初等 类 
基本 初等 类 (basic elementary class) 见 “ 初 等 
SU. 
局 部 系统 (local system) 一 个 模型 的 一 组 特 
殊 的 子 模型 . 设 U dL RE, {Ui CEK 
的 一 组 子 模型 ,如 果 有 
ee d 
FEM EY i.;€ IEEE TE RET 能 使 A UA EA RU] 
Ek UTC EDNA U 的 一 个 局 部 系统 . 
语言 的 斯 科 朗 膨胀 (Skolem expansion of a lan- 
guages) 一 个 特殊 的 膨胀 语言 . m 为 任 一 语言 . 
由 L 作 一 个 膨胀 语言 SOMME Ot SPR 
个 如 下 形状 的 公子 
p = (AL) Pr, Ti 22...) € w) 
写 出 一 个 新 的 7 元 函数 符号 Fut 
L =L U (Fai = ADGA LS qax. 
PL RL 的 一 个 斯 科 朗 膨胀 (语言 ). H 
Ig | =| gl. 
语言 的 斯 科 朗 理论 (Skolem theory of a lan- 
guage) 斯 科 朗 膨胀 语言 的 一 种 理论 . 设 2 为 一 语 
言 , 作 其 斯 科 朗 膨胀 语言 <” PRE zz 如 下 :对 
L 中 每 个 形状 为 (3z)p(zyziyz yz) 的 公式 d 
任 取 一 组 不 在 yy 中 出 现 的 变 元 yis yest ve PE L” 
中 的 语句 oy 为 
(V yis yos ttt yu C yu s ys ttt ys) 
— PF Yi yos Yn) as Yos 9 Mad) 
S = {o p= G9 NN £ TAXI AL B. 
斯 科 朗 理论 . F, 称 为 斯 科 朗 函数 , 它 一 般 不 在 中 
出 现 . 
斯 科 朗 最 数 (Skolem function) 
科 朗 理论 ” 
模型 的 斯 科 朗 膨胀 (Skolem expansion of a 
model) 满足 斯 科 上 关 理 论 的 膨胀 模型 . 设 红 为 经 
B) fE— ERU, TN VI Te ZA 的 斯 科 朗 膨胀 语言 
e “中 的 一 个 膨胀 .如 果 有 CCF fe, HP Eo AZ 
的 斯 科 朗 理论 , 则 称 和 为 红 的 一 个 斯 科 朗 膨胀 
(模型 ). 
JE it AY Nr LE OBA BE BK (Skolem expansion of a 
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见 “ 语 言 的 斯 


theory) 理论 和 斯 科 明 理论 的 并 . 设 了 人 为 和 中 任 
一 理论 . 令 T =TULY APL AS HABE 
论 . 称 7'* 为 了 的 斯 科 朗 脱 胀 (理论 ). 

A TE BY Hr REBR ER E (built-in Skolem functions) 
语言 中 自身 可 和 定义 的 斯 科 关 函数 . UT MS 中 的 
理论 . 如 果 对 $^ 中 每 一 形状 为 (jx)9(x ,Xi Tts 
X,) 的 公式 yy, 都 存在 YS 中 一 个 项 ty risas ttt ， 
能 使 

T =Y yi Yost v GON yso tt yu) 
> Pty (V1 9 yos ttt s: s Vis Yos t1 42) 


(其 中 yis yas tt Ya DÆ YR ty Cx, (2511 s Za) P h 
3D , EK T A A E BY rE BA PRU BK. 
斯 科 朗 闭 包 (Skolem closure) 模型 论 域 的 一 


种 封闭 子 集 . 设 U EK 的 一 个 斯 科 朗 膨胀 . 并 设 
XS4,X 在 红 " 中 生成 一 个 子 模型 SX), CE 
用 中 的 归 约 2(X) 是 红 的 一 个 子 模 型 ,其 论 域 
HDORA X FE U 中 的 斯 科 开 闭 包 ，. 

不 可 辩 元 (indiscernible elements) 论 域 中 不 
能 用 一 阶 公 式 区 分 的 子 集 . 设 7 为 语言 M 的 一 个 
模型 ,X 是 其 论 域 4 的 一 个 子 集 ,在 和 上 有 一 个 顺 
序 关 系 雪 使 X 成 为 有 序 集 ( 全 序 集 ), 但 二 未 必 是 
U 中 的 关系 . WRIT X 的 任何 两 个 同 长 度 的 有 限 
子 序列 xx eR 及 yyy <y, BA 

COE bo Mr) ECT y itg) 
(此 式 两 端 都 看 做 一 个 膨胀 语言 CU (Coco t6) 
的 模型 ), 则 称 和 是 红 中 一 集 ( 对 于 二 而 言 的 ) 不 可 
Bf. 

模型 论 力 迫 (model theoretic forcing) 借鉴 于 
力 迫 法 而 得 到 的 一 类 构 作 模型 的 方法 .这 里 只 介绍 
其 中 较 简 单 的 有 限 力 迫 的 概念 . 设 语言 可 数 语 
a TANS 中 的 协调 理论 , 令 v -wUC.R'nC 
为 一 可 数 无 限 的 新 常 元 集 . 设 S 是 由 SY 中 有 限 原 
子 语句 或 原子 语句 的 否定 所 成 的 集合 ,如 果 了 人 US 
协调 . 则 称 S 是 一 个 全 条 件 ( 注 意 : 空 集 是 7 了 条件)，. 
设 己 是 一 个 了 上 条件, 对 于 So 中 的 语句 9, 按 其 结构 
如 下 归纳 地 定义 概念 “已 ie e" du PE 9( 或 必 
要 时 记 为 Pt: 

1. zr 9 为 原子 语句 , 则 Pie. 4AM pEr. 

2.Pi- 1e H B. DUC TETE T 条 件 2p, E q 
Fe. 

3. P |- Vp 4AR4“PF ex P E g”. 

4. P FADE), SAMY c€ C i P IF 
QC). 

T 脱 殊 集 (T-generic set) 一 种 特别 的 力 迫 条 
FR. 在 模型 论 力 迫 中 , 设 G AH. SY 中 一 些 原子 语 
句 或 原子 语句 的 否定 组 成 的 集合 . 当 适 合 下 列 两 条 
件 时 , 称 为 一 个 了 AIE ERT RAR): 


1. G 的 每 一 有 限 子 集 都 是 一 个 全 条件. 
2. 对 So 中 每 语句 ,都 存在 一 个 工 条 件 
PEG TE p FeR p IHT g 

基本 霍 因 公式 (basic Horn formula) 一 种 简 
单 形式 的 公式 . 如 果 YS 的 公式 9 是 诸 公 式 HP 
K, BẸ g= 0, V 0, M ee 0, ,其 中 A; 00 中 至 
多 有 一 个 原子 公式 ,其 余 是 原子 公式 的 否定 , 则 称 公 
XX 9 为 基本 霍 恩 公式 . 由 基本 替 恩 公式 通过 人 ,VY 和 
了 构成 的 公式 称 为 堆 恩 公式 . 

ZEA (Horn formula) — UJ, "3E Z& 28 7 
s i 

WF £3 FAIZ A (reduced product sentence) 一 种 
ERRAL. 指 在 归 约 积 下 保持 的 语句 e. e EIHAR 
语句 , 当 且 仅 当 9 等 价 于 一 个 起 恩 语句 . 

IH 23 iB A) (reduced power sentence) 一 种 
= IR B). 指 在 归 约 宕 下 保持 的 语句 .9 为 归 约 帘 语 
句 , 当 且 仅 当 只 在 9g 等 价 于 若干 霍 恩 语句 的 析 取 . 

4 BR A i= A (finite direct product sentence) 
一 种 全 称 霍 恩 语句 . 指 在 有 限 直 积 下 保持 的 语句 . 设 
?是 一 个 全 称 语句 , 则 gp 是 一 个 (有 限 ) 直 积 语句 , 当 
且 仅 当 9p 等 价 于 一 个 全 称 霍 恩 语句 . X 是 一 个 存 
在 语句 gi 2 是 一 个 (有 限 ) 直 积 语句 , 当 且 仅 当 2 等 
价 于 一 个 存在 起 恩 语句 . 

a 完全 滤 子 (a-complete filter) 一 种 保持 少 于 
a 个 元 素 的 交 的 滤 子 . 设 a 是 一 个 无 限 基数 , 刀 是 了 
上 的 一 个 滤 子 ,如 果 DD 中 任意 少 于 a 个 元 素 的 交 仍 
属于 万 ( 即 若 ECD, 且 |E| 过 a,; 则 介 EED), 这 时 称 
滤 子 D 是 a 完全 的 . 

可 数 不 完 全 滤 子 (countably incomplete filter) 
不 保持 可 数 个 元 素 的 交 的 滤 子 . 设 忆 为 非 空 集 了 上 上 
的 滤 子 ,如 果 存 在 一 个 可 数 子 集 ECD, FEE OEE 
D, WE DA al RA SES HY. 

a EN) F Ca-regular filter) 一 种 具有 正则 性 
质 的 滤 子 . 设 是 一 个 基数 , 是 非 空 集 工 的 一 个 真 
滤 子 ,如 果 存 在 一 个 基数 为 a 的 集合 ECD, 能 使 对 
每 个 i€E1, 仅 有 有 限 多 个 eEE 舍 有 i, 则 称 滤 子 D 
为 a 正则 的 .TT 上 的 滤 子 DD 是 w 正 则 的 , 当 且 仅 当 D 
中 存在 一 个 可 数 递 降 链 I-IQIIQOSIIIe (n 
<w) 能 使 

M, 9. 
每 个 元 素 ( 是 了 的 子 集 ) 都 有 相同 的 基数 | 的 滤 子 ， 
称 为 一 致 滤 子 . 

一 致 滤 子 (uniform filter) — 见 “a EMT”. 

(a, B) ER (Ca, B)-model) 一 种 双 基 数 模 型 . 
设 语言 Ll 有 一 个 一 元 关系 符号 U, 令 人 红 是 双 的 一 
个 模型 ,V 是 经 中 对 UU 的 解释 ( 红 BY i A = 
人 


(ap) 模 型 . 若 了 为 和 中 的 理论 ,如 果 人 具有 (xp) 
模型 pK 了 为 容许 基数 对 (e,p8). 

基 斯 勒 - 谢 拉 赫 同 构 定 理 (Keisler-Shelah iso- 
morphism theorem) 初等 等 价 模 型 的 代数 判定 定 
JH. i 77.28 ERRA 区 的 模型 , 则 K= 的 充分 
必要 条 件 是 :存在 一 非 空 足 码 集 1 及 1 上 的 超 滤 子 
DD, 使 MK 2 TIp22. 该 定理 把 两 个 模型 的 “初等 等 
价 ” 的 模型 论 概念 转化 为 其 超 帘 的 同 构 的 代数 概念 ， 
因而 有 助 于 模型 论 问 题 与 代数 问题 的 沟通 . 

莫 利 范畴 性 定理 (Meorley categoricity theo - 
rem) 模型 论 的 基本 定理 之 一 . 设 了 为 可 数 语言 
SY 中 的 完全 理论 . 如 果 T 对 某 一 不 可 数 基数 a E a 
范畴 的 , 则 了 对 每 一 不 可 数 基 数 8 都 是 8 范畴 的 . 
JR (Morley. M. ) 的 这 一 定理 及 有 关 研 究 , 开 辟 模 
型 论 中 关于 形式 理论 的 范畴 性 及 稳定 性 的 新 的 研究 
方向 .随后 , 谢 拉 赫 (Shelah,S. ) 把 这 一 定理 推广 到 
不 可 数 语言 的 情况 . 谢 拉 赫 等 人 并 在 稳定 性 研究 方 
面 作 了 大 量 工作 ,深入 发 展 了 模型 论 中 的 稳定 性 理 


i. 
证 明 it 


WEAR TE (proof theory) 亦 称 元 数学 . 数理 逻辑 
的 一 个 分 支 . 它 是 以 数学 中 的 证 明 为 研究 对 象 的 理 
论 . 对 证 明 的 研究 ,在 哲学 上 可 以 追溯 到 古 希 腊 哲 学 
家 、 科 学 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle). 但 近代 证 明 论 却 
始 于 1900 年 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 在 
巴黎 数学 家 大 会 上 的 讲演 ,可 以 说 证 明 论 是 希 尔 伯 
特 创立 的 . 希 尔 伯 特 提出 能 否 用 有 穷 方 法 解决 数学 
系统 的 协调 性 (无 矛盾 性 ) 的 问题 . 希 尔 伯 特 原来 设 
想 , 从 证 明 公 理化 算术 的 协调 性 开始 ,然后 证 明 数 学 
分 析 、 集 合 论 等 的 协调 性 . 数学 当然 离 不 开 证 明 , 而 
证 明 的 正确 与 否 和 数学 系统 的 协调 性 分 不 开 . 因此 ， 
证 明 论 实际 上 以 整个 数学 为 研究 对 象 的 . 

对 协调 性 问题 的 研究 与 对 欧 几 里 得 (Euclid ) 
《几何 原本 ;第 五 公设 的 研究 分 不 开 . 很 多 人 想 用 《 几 
何 原本 》 中 的 其 他 公设 证 明 第 五 公设 ,但 大 量 努 力 都 
不 成 功 , 结 果 反 而 创立 了 非 欧 几何 第 五 公设 不 
成 立 的 几何 . 而且 后 来 证 明 , 如 果 欧 几 里 得 几何 是 协 
调 的 ,那么 非 欧 几 里 得 几何 也 是 协调 的 . 当然 ,这 并 
不 能 令 人 完全 满意 ,因为 这 不 过 是 协调 性 的 转移 (这 
种 方法 通常 称 为 归 约 方法 ,所 得 到 的 结果 称 为 相对 
协调 性 ) ,并 不 知道 欧 几 里 得 几何 是 否 协 调 , 后 来 又 
把 欧 几 里 得 几何 的 协调 性 归 约 到 实数 理论 的 协调 
性 ,然后 再 把 实数 理论 的 协调 性 归 约 到 自然 数 系统 
的 协调 性 ,最 后 把 自然 数 系 统 的 协调 性 归 约 到 集合 
论 的 协调 性 .但 是 ,集合 中 出 现 了 最 大 序数 及 最 大 基 
tee ,特别 是 发 现 了 罗素 悖 论 ,使 人 们 大 吃 一 惊 ， 
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原来 数学 的 基础 并 不 牢固 . 这 些 予 盾 对 数学 来 说 是 
十 分 严重 的 . 例如 ,数学 证 明 中 常用 的 反 证 法 ,为 要 
证 明 命 题 “ 如 果 4A, 那么 BU. 假设 结论 B 不 成 立 , 由 
此 设法 推出 前 提 4 不成立, 这样 得 出 矛盾 ,从 而 断 
言 8 成 立 . 设想 ,如 果 这 个 予 盾 是 由 于 数学 本 身 的 
不 协调 所 引起 的 ,而 不 是 由 于 B 不 成 立 所 引起 的 ， 
那么 问题 就 严重 了 , 反 证 法 就 不 能 使 用 了 ,整个 数学 
就 将 失去 一 个 强 有 力 的 证 明 方 法 . 所 以 ,希望 直接 证 
明 数 学 系统 的 协调 性 ,而 不 仅 是 相对 协调 性 . 1931 
年 , 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 (G6del,K. ) 证 明了 不 
完全 性 定理 (参见 “ 哥 德 尔 不 完全 性 定理 ”) ,这 是 证 
明 论 迄今 为 止 的 最 重要 成 果 . 哥 德 尔 第 一 不 完全 性 


定理 表明 , 当 一 个 形式 语言 有 充分 的 表达 能 力 ( 至 少 ， 


可 以 表达 形式 算术 ) 时 ,总 有 该 语言 中 的 一 个 句子 存 
在 ,使 得 这 个 句子 在 这 个 理论 中 既 不 能 被 否定 ,也 不 
能 被 证 明 . 哥 德 尔 第 二 不 完全 定理 还 表明 ,一 个 形式 
系统 的 协调 性 是 不 能 在 这 个 系统 内 证 明 的 . 这 就 否 
定 了 希 尔 伯 特 关 于 证 明 论 的 主要 设想 ,但 却 加 深 了 
对 公理 化 方法 的 认识 一 一 任何 一 个 形式 系统 都 不 是 
万 能 的 . 同时 也 促进 了 递归 论 的 发 展 . 有 穷 方 法 行 不 
通 , 就 要 放宽 条 件 , 有 限制 地 承认 实 无 穷 的 存在 ， 
1935 Æ , JR 4 (Gentzen,G. ) 用 超 穷 归 纳 法 证 明了 初 
等 数论 系统 的 协调 性 . 后 来 竹内 外 史 于 1967 年 证 明 
了 分 析 的 一 个 子 系 统 的 协调 性 . 起 初 证 明 论 只 侧重 
于 系统 协调 性 的 研究 ,这 个 限制 显然 是 不 必要 的 . 

20 世纪 60 年 代 开 始 了 关于 证 明 的 结构 和 复杂 
度 的 研究 ,并 得 到 了 不 少 结果 ,这 些 结果 与 计算 复杂 
性 相 结 合 , 有 可 能 在 计算 机 科学 中 得 到 应 用 . 在 数理 
逻辑 的 研究 中 ,有 些 人 主张 增加 公理 的 数量 ,减少 推 
演 法 则 的 数量 ,因而 更 多 地 使 用 分 离 规 则 . 对 于 证 明 
论 学 者 来 说 ,这 是 不 方便 的 ,认为 这 样 势必 会 出 现 由 
复杂 到 简单 的 证 明 . 这 就 导致 了 增加 推演 法 则 的 数 
量 , 从 而 得 到 了 很 多 切割 定理 在 其 中 成 立 的 形式 系 
统 . 构 造 主义 逻辑 主张 自然 数 及 其 某 些 规律 ,特别 是 
数学 归纳 法 是 最 可 信 的 出 发 点 ,其 他 一 切 数 必须 能 
从 自然 数 构造 出 来 ,因而 证 明 论 学 者 有 的 不 承认 排 
中 律 , 这 是 20 世纪 初 由 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 
(Brouwer, L. E. J. ) 提 出 的 . 20 世纪 40 年 代 以 后 ， 
发 现 这 方面 与 菜 些 数学 分 支 有 出 人 意料 的 联系 ,如 
力 迫 理论 . 

有 限 简 单 类 型 理论 是 为 克服 循环 论证 带 来 的 巴 
盾 而 产生 的 ,从 而 导致 了 高 阶 语言 证 明 论 的 研究 . 由 
于 高 阶 语言 的 表达 能 力 更 强 , 故 可 以 处 理 更 复杂 的 
问题 ,如 对 分 析 的 子 系统 协调 性 的 证 明 就 使 用 了 高 
阶 语言 . 另外 也 有 人 研究 无 限 语言 的 证 明 论 ,目的 也 
是 为 了 加 强 语言 的 表达 能 力 ,其 研究 也 得 到 一 些 结 
果 . 近年 来 ,证 明 论 中 关于 初等 数论 中 某 些 不 可 判定 
问题 的 研究 引起 了 人 们 的 注意 ,有 人 猜测 数论 中 某 
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些 问 题 可 以 表示 成 VzR(z) 的 形式 ,其 中 尺 (2) 是 一 
个 递归 谓词 ,这些 问题 是 不 可 判定 的 ,并 且 不 能 是 假 
的 ,因而 必然 是 真 的 . 20 世纪 70 年 代 , 英 国 数学 家 
由 里 斯 (Paris ,J. ) 发 现 了 初等 数论 中 一 个 不 可 判定 
的 纯 组 合 问题 . 这 一 发 现 除 给 哥 德 尔 不 完全 定理 增 
加 一 个 实例 外 ,也有 可 能 对 人 们 企图 判定 其 他 数论 
难题 给 出 一 个 否定 性 信号 ,对 于 它 的 研究 ,有 可 能 构 
成 证 明 论 的 一 个 新 方向 . 

元 数学 (metamathematics) 即 “ 证 明 论 ” 

哥 德 尔 第 一 不 完全 性 定理 (G6del first incom- 
pleteness theorem) 数理 逻辑 的 重要 征 理 之 一 ,也 
是 证 明 论 的 主要 定理 . 指 1931 年 , 美 籍 奥地利 数学 
家 哥 德 尔 (G6del ,K. ) 证 明 的 下 列 定理 : 设 了 是 一 个 
包含 佩 亚 诺 算 术 的 理论 ,那么 存在 一 个 语句 ,使 得 

1. RT EVA ABA T Hg. 

2. MRT Ho PAH .ARAT Ye 
事实 上 如 果 了 是 PA( 佩 亚 诺 算术 ) ,那么 存在 一 个 
语句 o, ET ^e H. T p^ 1€. PA 的 协调 性 是 由 根 
A (Gentzen,G. ) F 1935 年 证 明 的 .2 是 系统 PA 的 
一 个 语句 ,但 不 可 证 ,而 且 又 是 一 个 真 的 语句 . 这 说 
Jj PA 是 不 完全 的 . 这 个 定理 说 明 直 观 的 算术 理论 
不 可 能 完全 形式 化 ,从 而 ,表明 形式 系统 有 其 固有 的 
局 限 性 . 

哥 德 尔 第 二 不 完全 性 定理 (Godel second in- 
completeness theorem) 数理 逻辑 的 重要 定理 之 
一 ,也 是 证 明 论 的 主要 定理 . 即 美 籍 奥地利 数学 家 哥 
德尔 (G6del,K. UE BA AY A 56 TE XE PB UE D d&— 
包含 佩 亚 诺 算 术 的 理论 ,如 果 了 是 协调 的 ,那么 了 | 
+ Contr, EF Conr 是 一 个 表示 了 是 协调 的 语句 .该 
定理 表明 ,一 个 形式 系统 的 协调 性 是 不 能 在 这 个 系 
统 内 部 证 明 的 . 换 句 话说 ,要 想 证 明 它 的 协调 性 , 必 
须 找 一 个 更 强 的 形式 系统 .德国 数学 家 希 尔 伯 特 
(Hilbert,D. ) 原 打算 用 有 穷 方法 证 明 上 古典 数学 的 无 
矛盾 性 ,但 后 来 哥 德 尔 得 到 了 不 完全 性 定理 , 它 表 明 
只 用 有 穷 方 法 不 能 得 到 无 予 盾 性 的 证 明 . 这 对 和 希 尔 
伯 特 的 设想 是 一 个 很 大 的 打击 ,后 来 只 得 放宽 对 证 
明 的 要 求 . 

反射 原理 (reflection principle) 亦 称 勒 伯 害 
理 . 阐明 一 个 句子 可 证 明 性 的 原理 . 哥 德 尔 第 一 不 完 
全 性 定理 断言 :对 于 相当 广泛 的 理论 了 ,存在 一 个 句 
F pT Ae HT he HHE, RRE T JI 
上 一 些 不 强 的 条 件 ,p 就 是 一 个 真 的 句子 . 是 什么 东 
西 使 pg 断 言 自己 不 能 在 7 中 被 证 明 的 呢 ? 这 就 导致 
了 下 面 的 重要 定理 一 一 可 证 明 性 的 反射 原理 ( 勒 伯 
定理 ): 设 9 是 一 个 句子 ,了 是 一 个 理论 ,那么 了 了 线 
Prr(Co), 当 且 仅 当 Tg 其 中 '9 表示 2 的 哥 德 
尔 数 ,Pr (zx,y) 表 示 z 是 y 的 一 个 证 明 ,Prr(y) 表 


dup Cr. 反射 原理 解决 了 一 个 句子 根据 什 
么 断言 自己 的 可 证 性 的 问题 . 因此 又 导致 了 对 下 列 
反射 原理 的 研究: 

1. 局 部 反射 原理 RSA: Pree oo EAT. 

2. 第 一 一 致 反射 原理 RFN(T): 

VzrPrr(gi1) 一 VZPCZ)， 
2 只 有 自由 变 元 a. 
3. 第 二 一 致 反 射 原理 REN" (T): 
VazLPrr('gt!) > er], 
2 只 有 自由 变 元 x. 

其 中 2 表示 9 的 哥 德 尔 数 ,z 是 数值 变 元 ， 
Yi =S C gr, y) S(x,y BI TIR TE BI EE I PR 
数 :如 果 er 仅 有 自由 变 元 x,t 是 值 为 ”的 项 ,那么 
SCoz ti) 一 0 (9 等 价 于 pn). 

反射 原理 表明 每 一 个 可 证 公式 是 真 的 .利用 反 
射 原理 ,不 完全 定理 可 重 述 为 : 

第 一 不 完全 定理 :存在 一 个 真 的 不 可 证 句子 f, 
HE TIL Pree 09. 

第 二 不 完全 定理 :对 任意 可 驶 公式 9 

TH Prr! 9!) > &. 
FFE n BS X o 
Prz( 9!) > o, Pr4 9), 

Conr CT 协调 ?彼此 等 价 , 因 此 ,理论 了 的 协调 性 等 
价 于 某 种 形式 下 的 反射 原理 .反射 理论 是 与 反射 原 
理 相 关 的 . 设 了 是 一 个 理论 ,PC dé T 的 语言 上 的 谓 
WRA, wE T RFN CPC), Mg T EREE. 
PA (i ViGEB AR) ZFA ERHALE. 

实质 无 界定 理 : 设 ”是 一 个 给 定 的 正 整 数 ,7 是 
包含 PA 的 理论 .U ET 的 语言 的 一 个 递归 可 枚 举 
理论 . WR TH RFN(U), 那 么 不 存在 U 的 一 个 协 
HP T U U A, 使 得 ACZ,, 并 且 UUA 可 推演 出 7 
的 全 部 定理 . 实质 无 界定 理 是 由 克莱斯勒 (KKreisel， 
G. ) 证 明 的 ,后 来 法 国 数学 家 、 工 程 师 莱 维 (Levy， 
A. ) 又 做 了 改进 . 是 证 明 论 的 一 个 有 用 工具 . 

勒 伯 定理 (Lo6b's theorem) 见 “ 反 射 原理 ” 

实质 无 界定 理 (material unbounded theorem ) 
即 “ 反 射 原理 ”. 

简单 类 型 论 (simple type theory) ”谓词 分 层 的 
形式 系统 . 它 是 英国 数理 逻辑 学 家 罗素 (Russell ,B. 
A. W. ) 提 出 的 . 推理 中 的 循环 论证 (或 称 自己 证 自 
己 ) 将 导致 自 相 矛盾 .为 了 排除 这 种 错误 ,罗素 提出 
了 类 型 论 . 类 型 论 分 为 简单 类 型 论 和 分 支 类 型 论 两 
种 . 简单 类 型 论 是 把 谓词 分 为 不 同 的 类 型 , 即 把 谓词 
分 层 ( 或 称 分 阶 ), 这 就 导致 了 对 高 阶 谓词 演算 的 研 
究 : 

1. 简单 类 型 论 的 语言 (高 阶 语言 ): 

1) 常 元 : 


了 个体 常 元 Cos€13€55 ***. 
@i 元 函数 常 元 : fos n 01,2, 7). 
型 为 r( 关 0) 的 谓词 常 元 :Ri,Ri,R;,…. 
2) "ZU: 
Ox 8E— 78. c UR FB AY EI E 2 7C 
包 对 每 一 个 型 rz 有 相应 的 约束 变 元 
Tott 
3) AS: IGE). ACER), V OTR). 
(ZR RD V C— JD ,3 (存在 ). 
4) 辅助 符号 (,),[, GJ. 
2. 简单 类 型 论 的 项 和 公式 : 
1) 个 体 常 元 是 型 为 0 的 项 . 
2) 型 为 + 的 自由 变 元 是 型 为 + 的 项 . 
3) WR 是 i 元 函数 党 元 ,ti,ti，… ,ti 为 型 为 0 
的 项 ,那么 ftst2o，*… st;) 是 型 为 0 的 项 . 
4) 型 为 r+ 的 谓词 常 元 是 型 为 + 的 项 . 
5) WR 4 是 一 个 公式 ,aw aps ak 是 不 同 的 
AA xe cis ce 是 不 同 的 约束 变 元 , 且 不 
在 4 中 出 现 , 设 4' 是 在 4 中 同时 用 xe rts mE 
替换 ay ai,… ar 的 结果 ,那么 4' 是 一 个 项 (也 称 
一 个 有 元 抽象 ). 
| 6) 如 果 a 是 一 个 型 为 Lrr，…zrog 的 谓词 常 元 
或 自由 变 元 ,i sta tt ote TIJEK mm， ,Ti 的 
项 .那么 a[ti,t;，,… ,tj 是 一 个 公式 , 且 称 其 为 原子 
I 
7) WR ARBEAR HMA A), AAB), 
(AV B), (ADB EAR. 
8) 如 果 4 是 一 个 公式 ,a' 是 一 个 自由 变 元 ,x 
是 一 个 约束 变 元 (与 a 同型 , 且 不 出 现 于 AT), A 
RACK a 在 A 中 的 所 有 出 现 的 结果 .那么 
Vr A' 及 jx'A' 也 是 公式 . 
3. 简单 类 型 论 的 型 . 此 处 的 型 实际 是 阶 . 简单 类 
型 论 的 型 归纳 定义 为 : 
1) 0 是 一 个 型 . 
2) 如 果 Tyo To 9 ”9 是 型 ,那么 Lrmyr ,re 也 
QD 个 体 常 元 的 型 为 0. 
已 型 为 + 的 自由 变 元 的 型 为 z. 
(WR 是 一 个 nn 元 函数 符号 ,t,ts，… ,ts 是 
型 为 0 的 项 , 则 ft,t;,… te | 的 型 也 为 0. 
由 型 为 z 的 谓词 符号 的 型 为 r. | 
GMMR 4 是 一 个 公式 ,ai,ab， ar 是 型 分 别 
AJ Toc Te AY A EFC re rire 是 型 分 别 
为 rr 的 约束 变 元 , 且 它 们 不 出 现 于 4 中 . 
那么 {zoyzi s ct SALco zis ce EB ALT, 
… ,Tj 的 抽象 . 其 中 ALce ri ce IRA xe, 
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xi,"… ,XK 分别 蔡 换 A 中 ap al, teag WAR, 
(xoszi s tt md A Dx xps t ,Xj 表示 一 个 十 1 抽 
A. 

4. 型 的 高 度 . 型 e 的 高 度 AIA BE: 

1) ACO)=0. 

2) AIT, Tastes Te |) 

=max{h(t,) h(t.) se shCu s+. 

一 个 项 上 的 高 度 是 指 它 的 型 的 高 度 . 

5. 简单 类 型 论 的 结构 : 

D 一 个 简单 类 型 论 的 结构 2 是 集合 的 一 个 w 
序列 n ie P= Geossissostt: 

(D so 是 一 个 非 空 集合 . 

Qs S; AY E Ps;) 的 一 个 子 集 . 

2) 9 的 一 个 指派 o 是 如 下 的 一 个 映射 :对 每 一 
个 型 为 i 的 元 x( 自 由 的 或 约束 的 ),@B(X)E5;, 由 9 
和 它 的 一 个 指派 © 构成 一 个 解释 [二 D). 

3) 给 定 一 个 解释 ,就 可 以 定义 半 公 式 及 半 项 的 
解释 ( 半 公 式 、 半 项 定义 见 “ 半 公式 ”“ 半 项 ”) 如 下 : 
如 果 4 是 一 个 半 公 式 或 半 项 , 则 用 DORRE 
解释 ;如 果 4 是 一 个 型 为 i 的 半 项 ,那么 DAE S, 
的 一 个 子 集 . 

按照 4 的 复杂 性 其 他 公式 的 解释 定义 为 : 

QB(alw]j)==T, 当 且 仅 当 @B(w)€ Co). 

2) $(VxACODO— T, B DUANE BIR P, 
Q'CAGO) T, Kb r RETE NBI TL, O SOR 
在 xz 处 外 ,是 相同 的 指派 . 

DB({r}A(r))={s|sES;H 

ol 7 | (A(z) T). 
S 
其 中 zz 的 型 为 7， 
X 
e| 
表示 把 指派 © 中 对 xz 的 指派 换 为 s, (r) Ar) RR 
一 个 抽象 (参见 “抽象 ”). 

WBLAAB), 当 有 目 仅 当 @(4)=T, 且 86(B)= 
T. 

OPIA) =T, 4 HN O(A)=F. 

设 S: Ais Ar An Bis B; B, 是 相继 式 
(参见 “相继 式 ,那么 CS) —9C3YCALA A; A A 
A,)V BIV B,V-:- V B,). 

6. tz 4 A Mg. 如 果 对 9 的 每 一 个 指派 © 和 每 一 
个 型 为 i 的 抽象 U' (参见 “抽象 ”) = 1,2, °°), 
$(QU') € 5S;, 则 称 结构 9 为 一 个 训 金 结构 .假设 9 是 
一 个 享 金 结 构 , 且 更 是 2 的 一 个 指派 ,如 果 相 继 式 p 
在 系统 S 中 可 以 证 明 ,那么 DST. 

抽象 (abstract) 类 型 论 的 基本 概念 之 一 . 设 4 
是 一 个 公式 ,apg ,all，… ,a 是 不 同 的 自由 变 元 ,zo， 
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xis ck 是 不 同 的 约束 变 元 , 且 不 出 现 于 4 中 ,把 
A P apais ae 的 诸 出 现 分别 用 cozy ze 
替换 得 A'. BAR (roto ,Xs)A' 是 一 个 项 , 且 称 
此 项 为 4 的 一 个 抽象 . 

半 项 (semi-term) 
项 定义 为 : 

1. 个体 常 元 和 个 体 变 元 (自由 的 或 约束 的 ) 是 半 
项 . 

2. WIR ti stars t, 是 半 项 ,f 是 nn 元 函数 常 元 ， 
那么 fCty stort st, EFM. 

+ 4S XX (semi-formula) 
—. 半 公 式 定义 为 : 

1. Kt a 是 一 个 型 为 Lz ,ti，… ,tj 的 谓词 常 元 或 
AF JG A ARAR), ti to ttt te 是 型 分 别 为 nt 
eeste 的 半 项 ,那么 alt, tose t JRA. totes 
eut 中 的 约束 变 元 自由 出 现 于 abt toys? ,tj 中 ,如 
Rea 是 约束 变 元 , 则 a 自由 出 现 于 alt street, H. 

2. WR A BEFAR AMA A), ANB), 
(AVB), (ADB)ÆE¥AR. 

约束 变 元 在 (4 入 吾 ) 中 的 自由 出 现 是 指 约束 变 
元 在 4A 或 B 中 的 自由 出 现 . 仿 此 定义 约束 变 元 在 
C340, (AV B), CAO B) P fS B h HA. 

3. 如 果 4 是 半 公 式 , 必 是 自由 变 元 ,二 约束 变 
元 且 不 出 现 于 4 中 ,4 SORTE AP a RY ans BU] 
YCA RICA 为 半 公 式 . ARB EVA Pa A 
由 出 现 是 指 A 中 约束 变 元 的 自由 出 现 . 

外 延 半 赋值 (semi-valuation with extensionali- 
ty) 一 种 指派 . 对 公式 的 外 延 半 赋值 是 指 满足 如 
下 条 件 的 一 个 指派 : 

1. W RvA) =T, A vA) =F; WR 
v A)=F, H AvA) ST. 

2. WR vlCAAB)=T, BB vCAD) — T,3fF H 
v(B)=T; MR v(AABDO-—F,B Av ASF RX 
vC(B) 一下， 

3. 如 果 v(V xA GOD — T BEA SERE r 同 
MAG zv CACOO 9 T 5 dR v OV. XA C20 =F PA 
存在 一 个 与 x 同型 的 自由 变 元 a 使 得 v(A(a)) 
=F, 

4. 如 果 AB B Ig — FREER SIU FAA 
sh”) ABA vCAD —vCD). 

5. whe RE — 7-2 1 的 自由 变 元 ,如果 
v(aU,)) =T FFA val U: D —F PARE Tid 
当 型 的 自由 变 元 a, HE vQUi[aD-—T.3tH 
vU la )=F, Rý vU LaD =F, # H vU; Lla) = 
T. RB UU: 是 抽象 (参见 “抽象 ”). 

字母 变 式 (alphabetical variant) 表达 式 的 字 
FRAR. 设 ALB 是 两 个 表示 式 ( 语 言 的 符号 的 有 


类 型 论 的 基本 概念 之 一 . 半 


类 型 论 的 基本 概念 之 


FR ERO. 如 果 A 与 B iB 25 Al DUCI AC e 2^] SR TIE JU HJ 
不 同 , 即 如 末 一 个 非 约束 变 元 符号 x 出 现 于 4 中 ， 
那么 zx 也 必 出 现 于 B 中 ,并 且 z 在 B 中 出 现 的 次 数 
及 位 置 与 在 4 中 的 出 现 情况 相同 . WW A.B SEE 
母 变 式 . 
外 延 公理 (axiom of extensionality) 
重要 公理 之 一 . 即 指 下 列 形式 的 公式 : 
Vxr(O,G) = V(r)) DYAAV J = d Vp, 
其 中 Y RV. 是 任意 同型 的 外 延 抽象 . 在 简单 类 型 
论 中 ,外 延 公 理 等 价 于 下 面 的 推演 法 则 (外 延 法 则 ): 
ViCa) ,IL—A,V,Ca); Vila), [—>A,V Ca) 
al V, ] A; a[V, | 
其 中 a 不 出 现 于 下 相继 式 ( 参 见 “ 相 继 式 ”) 中 . 对 于 
外 延 公 理 成 立 的 简单 类 型 论 ,切割 消除 定理 成 立 ( 参 
见 “ 切 割 消 除 定理 ”). 
概括 公理 (comprehension axiom) 证 明 论 的 
重要 公理 之 一 . Ww A Chi 05. *** 5 On 9019629 *** s Cu By 
pp 是 一 个 公式 .4 DRA ABANA E bs, 
Bossbnsciscas sts Drs bas" sb 中 (这 些 变 元 不 
必 真 在 4 中 出 现 ), 那 么 下 列 句 子 称 为 一 个 概括 公 
H: 
Ve Veo EA A du A 
IN yiV yin V Ym CP yos ttt sos) 
— AC sy ya Va ZII Tas Ta s Jost du2). 
设 V 是 抽象 (参见 “抽象 ”)， 
Unis Veet Yn A Y1 yas, 
3m»Ci»€25*** Cas Bis B2 5t pa) 
那么 概括 公理 也 可 表 为 7 
Vere Vz, Ns 
ADM yiye Y yu GG yis yos ttt s Ym) 
—U(yisysitttiys2), 


证 明 论 的 


其 中 U 是 把 V 中 的 Cio C2» *** s Co» Bio B stt , B 分 别 
换 为 之 1 9， 之 2 9 ,2 Vy 0 Qe 而 得 . 
形式 系统 (formal system) 数理 逻辑 的 重要 


概念 之 一 . 一 个 形式 系统 > 一 般 可 定义 为 : 

21. 规定 某 些 符号 (一 般 的 有 可 数 多 个 ) 作 为 原 
a^. | 

22. 规定 某 些 原始 符号 的 特殊 有 限 串 称 为 公 
式 , 项 (通常 用 归纳 方法 定义 ). 

23. 把 某 些 特殊 的 公式 规定 为 公理 (一 般 由 公 
理 模 式 给 出 ). 

24. 规定 某 些 形 如 

A,.,45;,:,A, — B 

的 推演 法 则 ,其 中 PY Ts B 为 公式 . 由 2]1— 
24 就 可 导出 > 的 定理 . 

形式 命题 演算 与 一 阶 谓 词 演 算是 应 用 最 广泛 的 
形式 系统 ,人 们 可 以 根据 需要 建立 各 种 形式 系统 . 例 
如 ,为 研究 可 计算 性 建立 的 波斯 特 系统 ,为 证 明 协 调 


性 建立 的 各 种 系统 等 .形式 系统 不 但 在 数学 理论 中 
有 应 用 ,在 计算 机 科学 中 也 起 着 重要 作用 . — 

命题 形式 (sentential form) 一 种 命题 公式 . 命 
题 形式 可 归纳 地 定义 如 下 : 

1. 每 一 命题 变 元 是 一 个 命题 形式 . 

2. 每 一 零 元 连结 词 ( 指 了 了 或) 是 一 个 命题 形 
Do 

3. WR  J& — ^ n THEA al), HH. As, 
Ads aes 是 命题 形式 ,那么 PCA s As, , 4.) 也 是 
一 个 命题 形式 . | 

BE Seach kT RR FIBO3X BI 
^ eR BY fa a FS BU iE S Ta) SE) — (G8 
涵 ), V GTB. A CE SO (St). 

B ERX (positive form) 一 种 命题 形式 .在 
命题 演算 中 ,肯定 形式 及 否定 形式 可 归纳 地 定义 如 
F: 

l. * ,是 一 个 肯定 形式 ,其 中 x | 是 考虑 的 系统 
以 外 的 一 个 符号 (实际 上 起 变 元 的 作用 ). 

2. WR FP 是 一 个 肯定 形式 ,并 且 B 是 一 个 公 
式 . 那么 St *1 VB)I],ALCBV * JÆ SUB 
* 1 是 肯定 形式 ,多 [下 #1] 及 S Lt 1 一 B)j] 是 否定 
形式 . 

3. 如 果 人 是 一 个 否定 形式 ,并 且 B 是 一 个 公 
式 ,; 那 么 VY[LTITx1j] 及 NL(x1>F)] 是 肯定 形式 ; 
AN[L(x1AB)] 及 NLC(BA x*1)j] 是 否定 形式 ,其 中 
F 表示 恒 假 命题 符号 . 

肯定 形式 与 否定 形式 是 为 研究 命题 演算 的 语法 
与 语义 关系 引进 的 概念 .由 定义 知 , 没 有 一 个 肯定 形 
式 是 否定 形式 . 

否定 形式 (negative form) ” 见 “ 肯 定形 式 ”. 

NP 形式 (NP-form) 一 种 特殊 的 二 元 命题 连 
结 词 . a 称 为 NP 形式 , 指 对 每 一 个 公式 B,al * i. BJ 
是 否定 形式 ,并 且 a| B, *1j 是 肯定 形式 .肯定 形式 、 
否定 形式 及 * | 的 意义 见 “ 肯 定形 式 ”. 

肯定 部 分 (positive part) 公式 中 特定 的 一 部 
Sy. 设 下 是 一 个 公式 ,F 的 肯定 (否定 ) 部 分 可 如 下 
归纳 地 定义 : 

1. F Æ F 的 肯定 部 分 . 

2. WRT A 是 下 的 一 个 肯定 (否定 ) 部 分 ,那么 
Af F 的 否定 (肯定 ) 部 分 . 

3. WRC VB) 是 的 肯定 部 分 ,那么 4 与 B 
AA F 的 肯定 部 分 . 

4. 如 果 (AAB) 是 F 的 否定 部 分 ,那么 A 及 B 
BA F 的 否定 部 分 . 

5. 如 果 (A4 一 B) 是 下 的 肯定 部 分 ,那么 4 是 下 
的 否定 部 分 ,B 是 下 的 肯定 部 分 . 

6. 如 果 (A4 一 上 ) 是 的 否定 部 分 ,那么 A 是 FF 
的 肯定 部 分 ,其 中 | 表示 假 . 
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否定 部 分 (negative part) 见 “ 肯 定 部 分 ” 

可 推断 (deductibility) 有 关 形 式 系统 的 概念 . 
在 一 个 形式 系统 三 中 ,可 推断 公式 可 如 下 归纳 定 
X: 

1. X 的 任 一 条 公理 ,是 可 推断 公式 . 

2. 如 果 存 在 中 的 可 推断 公式 ALAS An 
及 一 个 推演 法 则 ,使 得 人 A, Wil] A 是 
BY HE BT 2S SK. 

如 果 公 式 A 在 中 可 推断 , 则 称 A 是 2 的 一 
个 定理 . 公式 4 可 推断 的 一 个 证 明 称 为 4 的 一 个 演 
绎 . 

mE (deduction) “al HEB”. 

演绎 的 阶 (order of deduction) 可 推断 公式 推 
断 复杂 性 的 度量 . 对 于 形式 系统 X 的 一 个 可 推断 公 
式 , 它 的 一 个 演绎 的 阶 可 如 下 归纳 定义 : 

1. 如 果 A 是 的 一 条 公理 , 则 规定 其 演绎 的 阶 
3j 0. 

2. 设 Ais As AOV D e WT HE IE A» TRE AE 
的 阶 分 别 为 Mis mzs" ,ma， 并 且 存 在 一 个 推演 法 则 
A155, t A, E 4, 则 规定 A 的 该 演绎 的 阶 为 

max (m, ,7 ，… ma} 十 1. 
一 个 可 推断 公式 4, 可 能 有 不 同 的 演绎 的 阶 , 但 总 可 
假定 它 有 某 一 固定 的 阶 . | 

可 容许 推演 法 则 (permissible inference) 由 可 
推断 性 导出 的 法 则 . 假设 公式 AAt An B E 
合 : 如 果 Al, Ars A, 皆 为 形式 系统 X 的 可 推断 公 
式 , 那 么 B 也 是 中 的 可 推断 公式 ,这 时 就 称 

A sA, AL, I- B 
是 一 个 可 容许 推演 法 则 . 使 用 可 容许 推演 法 则 可 以 
简化 证 明 的 过 程 . 

弱 推 演 法 则 (weak inference) 一 种 特殊 的 可 
容许 推演 法 则 . 假定 AP B 是 一 个 可 容许 推演 法 则 
(参见 “可 容许 推演 法 则 ”). 如 果 4 的 一 个 演绎 的 阶 
大 于 或 等 于 B 的 一 个 演绎 的 阶 , 则 称 AT B 是 一 个 
弱 推 演 法 则 . 

纯 数 论 理论 (pure number theory) 纯 数 论 形 
RAR. 设 语言 工 含 0, ,十 ,。 ,三 ;L 中 的 其 他 符 
号 与 普通 形式 语言 相同 . 称 世 上 由 如 下 公理 和 推演 
法 则 决定 的 理论 为 纯 数论 形式 系统 PN: 

1. PN 的 公理 系统 为 : 

1) A>A. 

2) Wa) F (x2 F G) Oii t PR Bg 25 ZU E 
F GO PARR HM). 

3) zx —0—A. 

4) u! =v >u =v. 

5) u+0=u. 

6) u+v' = (u+). 

7) u * 0=0. 
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8) u*v'—u*v-4v. 

2. PN 的 推演 法 则 有 : 

1) B= AB. 

2) A—B-—C-D | A-—C-B-D. 

3) A>B>C,C>D k| A>B>D. 

4) 4 一 4 一 已 六 AB. 

5) u=u> AF A. 

6) F(s)F s—t-—F(D. 

7) A—F(u)t— A—WzF GO CB Bou A 
现 于 A> (Va) F(x) #). 

8) FO), Fa@)>eFQuU FFB Ret u^ 
出 现 于 下 中 ,项 t 中 自由 变 元 都 不 在 中 约束 出 
现 ). 

形式 系统 PN 包含 了 佩 亚 诺 公理 , 它 的 协调 性 
也 可 通过 在 系统 EN 内 的 区 入 ,利用 切割 定理 证 明 . 
这 就 是 通常 所 说 的 初等 数论 无 矛盾 . 1936 E, RS 
(Gentzen,G. ) 首 先 证 明了 纯 数 论 理论 的 一 个 形式 
系统 是 协调 的 . 纯 数 论 形式 系统 PN 与 根 宅 的 系统 
等 价 . 1958 年 , 美 籍 奥地利 数学 家 机 德尔 (G6del， 
K. ) 通 过 PN 在 形式 系统 FT 中 的 解释 ,证 明了 PN 
的 协调 性 . 

形式 系统 FT (formal system FT) 一 种 形式 
系统 . 指 用 于 证 明 纯 数论 理论 形式 系统 的 协调 性 的 
形式 系统 .FT 是 一 个 协调 的 形式 系统 ,该 系统 的 语 
言 与 简单 类 型 相同 . 

1. 型 归纳 定义 : 

1) 符号 0 是 一 个 型 (表示 自然 数 的 型 ). 

2) 如 果 o 和 7 是 型 ,那么 (go)r 也 是 型 ((c)r R 
示 由 型 o 的 集合 到 型 + 的 集合 内 的 一 个 映射 ). 以 下 
JU (o)c id JJ or. 

由 上 上 可知, 每 一 个 不 同 于 0 的 型 ,其 形 如 oo; 
0,0 (nz). 

2. 项 : 

1) AAR: 

中 每 个 变 元 是 一 个 本 原 项 . 

(2) 0 和 后 继 函 数 o AE AS RM. 

组 合子 KK 和 Sm( 对 所 有 的 型 ) 是 本 原 项 . 

对 每 一 个 型 +,J' 是 一 个 本 原 项 . 

2) i: 

中 每 个 型 为 r+ 的 变 元 是 一 个 型 为 + 的 项 . 

(220 是 型 为 0 的 项 . 

Op dé WA 00 的 项 . 

KK 是 型 为 rar 的 项 . 

©) S s di FU (oor) (po) pc 的 项 . 

(0 J 是 型 为 0(rr)rz 的 项 . 

QD 如果 a" 及 & 是 型 为 or 及 o 的 项 ,那么 


a” (6°) FE BA r 的 项 . 


3) FT 的 公理 : 


(D K«a'b* —a'. 

(2) S prt b" c" — a?" c* (pP c^). 

(3 J.,Ob" c —c. 

J a 20" c — b" (abc). 

Sa =b — Fla] >FE]. 

4) FT 的 推演 法 则 : 

(DI-—Bt- A 一 B( 如 果 CCA). 

OT—A,A—>BH TT—B. 

QrLo].F[x?]—F[ex?]- Fla? ]. 

其 中 变 元 x" 不 出 现 于 下 中 ， 

埃 尔 布朗 定理 (Herbrand theorem) 证 明 论 的 
重要 定理 . 在 某 些 一 阶 形式 系统 中 ,如 有 果 dL Adr) 
2(z), 则 存在 一 个 推演 dy 和 项 s.s. tt sss TE do 
I— eG) V eG Vie V eG. xxJ)L d d& Grr) HJ 
一 个 推演 ,p(x) 不 含量 词 . 埃 尔 布朗 定理 的 作用 在 于 
把 公式 忆 zx)plx) 的 可 证 性 问题 ,归结 到 茶 个 能 行 构 
成 的 无 量词 公式 9C51)V eG V v V Gs) BY A HE 
性 问题 . 它 是 机 器 证 明 的 理论 基础 之 一 . 

证 明 算 法 (algorithm of proof) 一 种 算法 . 指 
可 用 于 证 明 某 些 命 题 的 成 立 与 否 的 算法 .有 些 命题 
的 真 假 是 可 以 通过 一 个 算法 来 判断 的 . 例如 ,命题 演 
算 中 ,命题 的 真 假 即 可 通过 一 个 算法 机 械 地 判定 . 

A! 分 析 形 式 系 统 (formal system of A}-analy- 
sis) 一 种 可 以 定义 实数 的 形式 系统 . 称 由 下 列 语 
言 、 公 式 、 公 理 系 统 、 推 滨 法 则 等 决定 的 理论 为 Ai 分 
析 形 式 系 统 ( 记 为 DA): 

1. DA 的 语言 : 

1) 可 数 个 自由 变 元 ,可 数 个 约束 变 元 ,可 数 个 
一 元 自由 谓词 变 元 及 可 数 个 一 元 约束 谓词 变 元 ， 

2) FS 0,’ ,F,—, VK A. 

3) 元 可 计算 算术 函数 符号 和 元 可 判定 算术 
谓词 符号 ZZ). 

4) Th A s. 

2. DA 的 项 : 

1) 符号 0 是 项 . 

2) 每 个 自由 变 元 是 项 . 

3) WR f dE n conl i SEEN E OD. 
toot ot, 是 项 ,那么 f(t sto ot, D BEM. 

4) WR c 是 项 ,那么 +' 也 是 项 . 

不 含 自由 变 元 的 项 称 为 数值 项 . 

3. DA 的 素 公 式 : 

D F 是 一 个 素 公 式 (F 表示 假 ). 

2) 下 (加 ) 是 一 个 素 公 式 , 其 中 已 是 一 
个 7 元 可 判定 算术 谓词 ,t,t;,… ,ts 是 项 . 

不 含 自由 变 元 的 素 公 式 称 为 常 ( 素 公 ) 式 . 

4. DA 的 公式 及 谓词 : 

1) Be ee 


2) 每 一 个 自由 谓词 变 元 是 一 个 谓词 . 

3) 如 果 己 是 一 个 谓词 ,: 是 一 个 项 ,那么 PG) 
dc S. 

4) WIR A 及 B 是 公式 ,那么 (A 一 8B8) 也 是 公 
A 

5) WR FL0j] 是 一 个 公式 ,z 不 是 出 现 于 中 
的 约束 变 元 ,那么 YzE[Lzj 是 一 个 公式 ,并 且 AzFLz 
是 一 个 谓词 . 

6) WR U 是 一 个 自由 谓词 变 元 ,FLU ] 是 一 个 
AK X 是 一 个 不 出 现 于 fF 中 的 约束 谓词 变 元 , 那 
AN oP ae ge 

如 果 一 个 公式 不 为 (4 一 B) 形 , 则 称 其 为 单 的 . 
不 含 约束 谓词 变 元 的 谓词 称 初等 的 . ASP A.V 
及 4 的 个 数 称 公 式 的 长 度 . 

5. DA 的 数值 项 的 值 : 

1) 项 0 的 值 为 0. 

2) 如 果 项 i 的 值 为 m, W RA m. 

3) WR f£ 是 一 个 nn 元 可 计算 泡 数 符号 ,i ,i;， 
t6 BJ E AE A A mys moses ms ABA fist, 
t, EA f mi mss m). 

6. DA 常 素 公 式 的 真 值 : 

D AX F 有 假 值 . 

2) WR B 是 一 个 元 可 判定 算术 谓词 符号 (x 
宇 1),ti,t2，,… st, 是 数值 项 ,是 其 值 分 别 为 mom, 
mss A BG, ttt yt.) AY FL BK E B Gn, .m;, 
… ,14,) 的 真 或 假 , 分 别 为 真 或 假 . 如 果 6 sot 分 
BY 5j 51.52. ,ss 是 数值 相等 的 项 , 则 称 公 式 F(z， 
toy tt? stn AR FGissts GH. 

7.DA 的 公理 系统 : 

D WR 多 是 一 个 肯定 形式 (参见 "肯定 形 
A.A 是 一 个 真 的 常 素 公 式 , 那 么 SLA] DA 的 
公理 . 

2) WMR - 是 否定 形式 ,4 是 一 个 假 的 常 素 公 
式 , 那 么 [Aj 是 DA 的 一 条 公理 . 

3) 如 果 综 是 NP 形式 ,A 与 B 是 长 为 0 的 等 
价 公式 ,那么 SLA, BIE DA 的 一 条 公理 . 

4) 如 果 对 一 个 nn 元 数组 Cn, m, t, m,), 
Flmiym2，"…* ,mw) 是 上 述 公 理 1 至 公理 3 所 给 出 的 
公理 之 一 ,那么 Flai,as, „a, hE Æ DA 的 公理 ,其 
中 CI19C29 ”Cn 是 变 元 . 

8. DA 的 基本 推演 法 则 : 

1) .4^€C3 A09. ALB] WW LA— B], EF Bo 
ALE MN REI X. 

2) 2 Fla) ]—— £2[WxF(xz)].52 REB X. 
a 是 不 出 现 于 结论 中 的 自由 变 元 ; 

ALFU) IF 多 [YrF(z)j, 夕 是 肯定 形式 ,U 
是 不 出 现 于 结论 中 的 自由 谓词 变 元 . 

SF TR DV RECO Je VE EFG) |. RB 

Lo 


-人 是 否定 形式 ; 
FUp]-M[NxFG)]P- A DVxFGO] RP P 
29) Fini, N 是 否定 形式 ; 
Vx(VyA[X,Y ]93Y B[x,Y ]) 
F[A:VYA[x,Y ]] [V xF[x]]— A [NxFG)] 
其 中 o4. EREBN AR B 中 没有 约束 谓词 变 元 . 
4) eLF[£]]t— e[AzF[zxj()],e 是 肯定 或 不 定 
5) ZLA].A—B Á C, ln ALBIEC 成 立 ,其 


中 LB]--C 表示 多 [B] 的 极 小 肯定 部 分 ,也 是 C 
的 肯定 部 分 ,并 且 C 的 极 小 否定 部 分 也 是 ALBIN 
否定 部 分 ,2 是 肯定 形式 . 

6) FL0],Fla]-Fla' ]— Flt], Kn a AA E 
MFF 中 的 自由 变 元 ,项 i 中 自由 变 元 不 在 7L0j 中 
约束 出 现 . 

在 系统 DA 中 , 佩 亚 诺 公 理 成 立 , 并 且 可 以 定义 
实数 . 
切割 消除 定理 (cut-elimination theorem) X 
于 形式 系统 推演 的 定理 . KE TT Ss OER > YT 
推出 4, 那 么 由 三 可 以 不 用 切割 消除 推理 法 则 , 即 
可 推出 A. 如果 适当 选择 推理 法 则 和 公理 , 则 谓词 演 
算 适 合 切 市 消 除 定理 ,由 切割 消除 定理 ,对 任意 4a 
王 研 ,可 以 找到 一 个 4d" ,使 得 d*- THA d* RE 
PPAAN FAK. 

相继 式 (sequen) — P RARA. KA 
是 有 穷 公式 序列 .那么 入 >~4 称 为 一 个 相继 式 . 忆 和 
4 分 别称 为 这 个 相继 式 的 前 项 和 后 项 .如果 D 为 
Ay, Az. Ans A A Bi, Boy? Bu Cm n= 1) BPA 
一 A( 即 Ay, A; An >B,, Bo BORRE A, A 
A, AeA An WL W) Bi V Bs。V… V B, RL. A, 
Azs s An T EUN ANA: 人，… ,A 人 An 是 恒 假 式 ; 
>B, B23 B 意义 为 B11V BoV…V B, 是 恒 真 式 . 

初始 相继 式 (initial sequent) — $8 2& (/F ZR E 
式 . 指 形 如 A 一 A 的 相继 式 . 其 中 4 是 一 个 公式 . 在 
佩 亚 诺 算术 中 ,下 列 式 子 也 称 初始 相继 式 ( 又 称 数学 
初始 相继 式 ): 

t=s'—s=t; 

$-—0-—; 

—35-3-0-25; 

>s Ht = Gr; 

—5* 0=0; 

—>s * t =s + t+ s. 
KP sot 是 项 . RERE m E de TR A REAA 
H. 一 4 表示 A 为 恒 真 式 ,A 一 表示 4 为 恒 假 式 . 

根 岂 系统 (Gentzen's system) 一 阶 逻辑 的 一 
个 公理 化 形式 系统 . 称 由 下 列 语言 .公式 、 推 演 法 则 
SIRE FHI ARS Bot. 为 叙述 方便 ,此 系统 记 为 
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LK: 
1. LK 的 语言 : 
1) 常 元 : 
DAME IG Ro Ri rs Ej (j= 二 0,1,2,…). 
DARE J:i TORR E JG (1 二 1,2,…) 
fos fiot fr (jo0,1,2.). 
S: 元 谓词 常 元 (一 1,2,，…) 
Ro Rise’ R;, (30.1429). 
2) 变 元 : 
(DB 由 变 元 :a0,a1,as sis"? (一 0，1，…). 
QA RAB IC Los Zi Tzs Ti (7—0,1;***). 
99 38 8 41 So 71A s V $55 Vs. 
4) 辅助 符号 :(,), 避 号 ，. 
2. LK 的 项 : 
1) 每 个 个 体 常 元 是 一 个 项 . 
2) 每 个 自由 变 元 是 一 个 项 . 
3) WR S Ei TORR 0 ot, toe ot; 是 项 , 那 
A f(t1,ts，… ,zt;) 是 一 个 项 . 
3. LK 的 公式 : 
1) 如 R 是 i 元 谓词 常 元 ,ti toot ,ti 是 项 ,那么 
R Gt; ,ti) 是 (原子 ) 公 式 . 
2) WR A BEAR, HAIA), CAB), CA 
VB)Ř(ADB)ÆA R. 
3) 如 果 A 是 公式 ,a 是 一 个 目 由 变 元 ,x 是 不 
出 现 于 A 中 的 约束 变 元 ,那么 (Yz4(Cz),(3z)4(CZz) 
是 公式 .其 中 4(Cz) 表 示 把 A PH a RA oc. 
4. LK 的 推演 法 则 如 下 形式 的 表示 式 
$1 $135» 
ri 
称 为 一 个 推演 法 则 ,其 意义 为 : 如果 51Csi 和 $5) m: 
XE ABA nT TAE 5. S Fk FARER, 5,5 52 称 为 上 相继 
式 . LK 的 推演 法 则 有 : 
1) 结构 法 则 ; 
DRM AED BR pk 
中 万 称 为 弱 公 式 , 此 二 法 则 称 为 弱 法 则 . 
DAE AA E EJA M) : 
EER D poa BEA RID. 
G) 换 位 推演 法 则 : 
ERAP RETA wapa oA 
由 切割 消除 推演 法 则 : 
P- 4,D;D,7—~A 
r,r — A,A ; 
称 DD 为 此 推演 法 则 的 切割 消除 公式 . 1S DU] CO OF 
序列 ,A4,B,C,D BAR. 
2) 逻辑 法 则 : 


i PSAD Ou DPA 
AB DATD 2 5 n Bg38 BIZ: X EA 
X. DA 是 有 限 公 式 序 列 ,D 是 公式 ， 
人 推演 法 则 : 
, C, >A Ds 
WACK DP oAXCA DPA! 


» D—A.C;D—A.D 
右 形式 一 F>X,CAD ^ 


EPT, 是 有 限 公 式 序 列 ,C,D 是 公式 , 称 CAD 
为 此 法 则 的 主公 式 . 
(3) V 推演 法 则 : 
CC 一 人 ;万 ,了 一 人 
T—>A,C IT'—A,D 
AWA CV DEP=A.CVD' 
C, D 称 为 此 法 则 的 辅助 公式 .CVD 称 为 此 法 则 的 
EAR T, A 是 有 限 公 式 序 列 . 
ODERA I: 
J D—A,C;D,n—A 
左 形式 oD r, n> AÅ’ 
uw dC PE SAC D 
ABAD! 
C,DEAKEN 5 88 BJ X 4C OD D 称 为 该 法 则 的 
EAR, A. 是 有 限 公 式 序 列 ,C,D 是 公式 . 由 一 
4) 称 为 命题 推演 法 则 . 
(VY 推演 法 测 : 
F(,P—A 
EER WYDDFA’ 


, D'—A,.F(a) 
右 形式 A Wp) FG) 


其 中 上 是 任意 项 ,a HOM PHBA. FO, 
F(a) 称 为 此 法 则 的 辅助 公式 , (Yx)F(z) 称 为 此 法 
则 的 主公 式 ,a 称 为 该 法 则 的 本 征 变 元 ,下 是 一 个 公 
HDA 是 有 限 公 式 序 列 . 

(6 了 推演 法 则 : 


F(a), >A 
EV Fr TA 


T I'—A,.F(t) 
BRATS, GDF’ 


其 中 a 不 出 现 于 下 相继 式 中 .上 是 任意 项 ,F 是 一 个 
公式 ,(3xz)RGz) 称 为 该 法 则 的 主公 式 , 忆 (ec) ,F C) 
称 为 该 法 则 的 辅助 公式 ,a 称 为 该 法 则 的 本 征 变 元 ， 
有 ,4 是 有 限 公式 序列 

5. LK 中 的 形式 证 明 . LK 中 的 一 个 形式 证 明 P 
是 由 相继 式 构成 的 一 棵 树 , 且 满足 下 列 条 件 : 

D P 的 最 上 面 的 相继 式 是 一 个 初始 相继 式 . 

2) 在 PP 中 除去 最 下 边 的 相继 式 外 ,每 一 个 相继 
式 是 某 一 推演 法 则 的 上 相继 式 ; 同 时 除去 最 上 边 的 
相继 式 外 ,每 一 个 相继 式 是 一 个 推演 法 则 的 下 相继 


X. 一 个 证 明 己 中 的 最 下 相继 式 又 称 末 端 相 继 式 ， 
如 果 公 式 A 是 证 明 书 的 末端 相继 式 , 那 么 称 4 是 
在 LK 中 可 证 明 的 . 如 果 一 个 证 明 P 中 不 出 现 切割 
消除 推演 法 则 , 则 称 P 是 切割 自由 的 . 

6. LK 中 的 正则 证 明 . LK 中 的 一 个 证 明 称 为 正 
则 的 ,如 果 : 

1) P 中 的 所 有 本 征 变 元 是 互 不 相同 的 . 

2) 如 果 一 个 自由 变 元 a 以 本 征 变 元 形式 出 现 
于 相继 式 s 中 ,那么 a 仅 出 现 于 s 中 . 

在 LK 中 切割 消除 定理 成 立 ,LK 是 协调 的 、 完 
备 的 . 

克 里 普 克 结 构 (Kripke structure) 形式 系统 
的 一 种 结构 . 是 语言 世 满 足 如 下 条 件 的 一 个 有 序 三 
元 组 (P,U ,P) i 

1. P= 二 (0, 肆 ) 是 一 个 偏 序 结构 . 

2.U 是 一 个 集合 ,有 一 个 定义 在 O 上 且 取 值 于 
U 的 子 集 的 映射 ,使 得 如 果 p.a CO H pq MBA 
a Cp) —-U,Ca(q) —UqGU GUI BU ES XR FR ed E 
合 的 包含 关系 ). 

3.92 是 一 个 二 元 函数 ER, p) KP REL WIE 
WANTS, A PEO,2 满 足 如 下 条 件 : 

D BE REFR. IAR, PAK RT; 
如 果 CR, p)=T,#H pq MA ER, q) 5T. 

22 假如 RR BP n A] nS 1). BA 
QR, p) dz 
Us =U,X = XU, 
m 
的 一 个 子 集 , 并 且 当 pg 时 ,p(R,p)Cp(R,g). 仿 
U — U coU p MEIE U 视 为 结构 (或 模型 ) 的 全 域 . 

假定 存在 一 个 指派 ,使 得 过 的 每 个 自由 变 元 a 
对 应 U 的 一 个 元 素 c, 设 下 (aaz， ay) 是 一 个 自 
由 变 元 缘 在 Q,53025*** Un PHAR. Fla azan) 
在 POPO Co € OHB F E HY FB UR BJ SEE CF Cni, 
Losey Xn P) ,可 归纳 地 定义 如 下 : 

LØR E 6 PD)—I,HBETUNSG Gs 
JER, p). HHRE—-f nibs, An 
> 0, 

2. (AA B, p)=T,4AMY GA, p)=T,H 
AB, p)=T. 

3. (AV B, £0 — T, PÁ4H 4X 34 GPA, 20 — T 
€CB,p)-—T. 

4. CAD B, p) - T.H BLUR XT BUB qz p. xk 
9€CA,q0)—F Mo(B,q)=T. 

90. 9C 14, 20 — T, AR CRX BER qz pA, 
q)—F. 

6. PALACE 0, cox P) T, 4 HAKE 
FE c CU, [818 QCA CQ 0210 p) — T. 

T. pVrF (ciycas ttc), p) ST, 当 且 仅 当 对 
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所 有 9 之 p 及 所 有 
CEU, QF Cciscs* Cn’) 9) —T. 
8. RTA 是 一 个 相继 式 , 那 么 GTA, p= 
人 , 当 且 仅 当 对 所 有 gq 之 p ,或 YA,g) 二 fF( 对 本 中 茶 
一 公式 A), ABQ) =T Ot A 中 某 一 公式 B). 
克 里 普 克 结 构 对 于 讨论 系统 内 公式 可 证 性 和 系 
统 的 完全 性 都 是 很 有 用 的 . 
海 丁 代数 (Heyting algebra) 基于 格 的 一 种 代 
数 . 指 满足 如 下 条 件 的 一 个 格 五 :已 上 定义 了 一 个 
运算 之 满足 如 Ag 委 ”, 当 且 仅 当 g 委 Dr), WH 
H 是 海 丁 代数 ,其 中 pDr 表示 
te te |e EA 
完备 海 丁 代数 (complete Heyting algebra) 一 
种 特殊 的 完备 格 . 一 个 满足 如 下 条 件 的 完备 格 O: 
p A V di = A qi), 
其 中 pp 是 0 的 任意 元 素 , (9 ziE1 是 8 的 任意 子 
集 . 完备 海 丁 代数 对 讨论 直觉 主义 逻辑 是 一 个 有 用 
的 工具 .一 个 完备 布尔 代数 是 一 个 完备 海 丁 代数 . 
完备 海 丁 代数 值 结构 (complete Heyting alge- 
bra-valued structure) 形式 系统 的 一 种 赋值 结构 . 
设 工 是 一 个 不 含 函 数 符号 的 语言 ,Q2 是 一 个 完备 海 
丁 代数 . 称 满足 如 下 条 件 的 (D,y) 为 语言 工 的 一 个 
N 值 结构 (完备 海 丁 代数 值 结构 ): 
LD 是 一 个 非 空 了 于 集 . 
2.9 是 以 L(D) 为 定义 域 的 一 个 映射 . 
3. 如 果 SE PS MA BAG A) HE DN 
个 元 素 . 
4. WR d 是 D 的 一 个 元 素 MAd) =d. 
o. WR R 是 工 的 一 个 元 谓词 符号 ,那么 pCR) 
是 一 个 D" 到 OQ 中 的 映射 . 
i 4 是 一 个 L(D) 语 句 , 由 0 值 结构 (D,9) 可 
决定 4 的 值 L4Aj 如 下 : 
1. WR R 是 一 个 元 谓词 符号 ,ti oto, ot, 是 
IC SB A LRG Gto | 是 
(eR) CP) 95). .9,)). 
2. 如 果 4 是 一 个 语句 ,那么 根据 以 下 原则 决定 
[A]: 
D [ AJ]=1A] 
[AA B]- LA]A L8] 
LAV B]-[AJ]VLB] 
[ADB =[(AIS Bi 
2) L(Vz)AGO) ]— A LAGD ], 
LATA) |= V LAGD J. 


利用 这 种 值 结 构 可 以 讨论 形式 系统 中 公式 的 可 
证 性 等 . 
归纳 推演 法 则 (inductive inference) 
法 则 . 下 述 推演 法 则 称 为 归纳 推演 法 则 : 
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一 种 推演 


F(a),D — A,F(a’) 

F(0),T — A,FC) 
RF a HE FO) TAPERS 是 任意 项 ,a 称 为 
这 个 推演 法 则 的 本 征 变 元 . 式 (1) 这 种 表现 形式 主要 
见于 根 崔 系统 中 (参见 “ 根 内 系统 ”)， 

归纳 推演 法 则 可 表示 为 

FCO),F(a)-»F(a )F- F(t). (2) 
其 中 a 不 出 现 于 FF 中,t 是 任意 项 ,此 种 表现 形式 可 
应 用 于 各 种 系统 中 ， 

不 完全 系统 (incomplete system) 不 具有 完备 
性 的 系统 . 指 一 个 形式 系统 中 存在 一 个 句子 4 ,使 得 
ARTA 在 其 中 和 皆 不 能 证 明 的 系统 .不 完全 性 还 有 
其 他 说 法 ,例如 ,如 果 在 一 个 系统 三 中 ,有 一 个 真 的 
句子 ,使 得 三 | 内 p, 则 称 三 是 不 完全 的 . 不 完全 性 是 
证 明 论 乃至 数理 逻辑 的 一 个 重要 概念 . 哥 德 尔 的 不 
完全 定理 使 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert ,D. ) 关 于 
证 明 论 的 设想 无 法 实现 ,不 得 不 放宽 对 证 明 的 要 求 . 

ID 分 析 系 统 (system of IL aralysis) FH — Br 
算术 语言 描述 的 分 析 系 统 . 本 系统 ( 记 为 GPA) 所 用 
语言 与 Al 系统 (参见 “Ai 分 析 形 式 系 统 ”) 相 同 ,为 
二 阶 算术 语言 ,以 下 仅 列 出 其 公理 、 推 演 法 则 等 的 定 
As 

1. XH. 

IAA]. ZE A 是 任 一 个 真 的 常 素 公 式 . 

2)-VLA ]. ix H 4 是 任 一 个 假 的 常 素 公 式 . 

3)&7[ A,B ]. QE 4 与 B 是 等 价 的 单纯 公式 . 

4) UR asaz, "tsan A h MEF F 中 ,并 且 ja 
[moms om Æ Exe E ] $4383 所 给 出 的 公 
理 之 一 (对 所 有 m, m», 74 )， 则 

Flapa ya; (n21): 

2. 推演 法 则 : 

D i-3A]- -fLA-—B]. HB B KEF. 

2) WRP a 不 出 现 于 结论 中 , 则 

ZLFLAT]- Yr Cs) 

3) 多 [LFLU ]]— 名 LYzxF (zr)j], 这 里 UU 不 出 现 于 
结论 中 . 

4) Elt] [NV xFCGO JE VY [V xzF Ca) J. 

5) WR p ESS AV eK Gro P EPA 
sx JD cad | sees aU od 2k © a) Pl eee De co | 

6) eLF XD JF el ArF Cx) (2) ]. 

7) WR ALY OF RB], hij 

SP CA), 4 CA)I— B. 
8) WR a 不 出 现 于 Ff 中, 则 
F(0,F(a)—F(a')— F(t). 

9) WR F |G, M Fe G. 

T 系统 是 分 析 的 一 个 子 系统 . 它 是 协调 的 , 它 
的 证 明 是 基于 序数 的 某 些 性 质 . 

帕 里 斯 结果 (result of Paris) 


(1) 


关于 上 自然数 的 


一 个 命题 . 它 是 真 的 ,但 在 佩 亚 诺 算术 中 不 能 证 明 . 
它 也 是 此 方面 的 第 一 个 例子 . 首先 由 由 里 斯 (Paris , 
J. ) 和 柯 比 (Kirby,L. ) 证 明 , 后 来 哈 林 顿 (Harring- 
ton,L. ) 发 现 这 是 有 限 拉 姆 齐 定理 的 一 个 简单 扩充 . 
该 定理 是 证 明 论 中 近年 来 最 重要 的 成 果 , 引 起 人 们 
的 注意 . 

设 妃 是 自然 数 集 的 一 个 有 限 子 集 , 如 果 H 所 
含 自然 数 的 个 数 Card HO Zemin CHO , SEV H 是 相 
对 大 的 .给 定 自然 数 esr, £k 和 集合 M, 

M —> (k)i. 
上 式 表 示 对 每 一 个 分 割 已 :LA 一 ~ 存在 自然 数 集 
的 一 个 相对 大 的 有 限 子 集 HSM, RT P XE H Æ 
齐 次 的 ,并 且 HBDSA RP ARR A PLM] = 
{FOM||F|=e}, WR P ELA! 上 是 一 个 常数 , 则 
PR P TEXT H ETA). 

Es 对 所 有 B ZA ce,7& ,存在 一 个 集合 M 使 得 
M-> GO. 该 结果 的 证 明 用 到 无 限 拉 姆 齐 定理 ,可 表 
示 为 佩 亚 诺 算术 中 的 一 个 命题 . 

2. 由 结果 1 确定 的 组 合 原则 在 佩 亚 庄 算术 中 不 
可 证 明 . 


ux JA dt 


i JJ Ê (recursion theory) JR PRIBIA ES CIO MK 
可 计算 性 理论 . 经 典 数 学 的 一 部 分 , 它 是 介 于 数论 和 
分 析 之 间 的 一 种 数学 理论 . 主要 研究 对 象 是 自然 数 
集 上 的 函数 . 它 区 别 于 其 他 经 典 数 学 分 文 的 一 个 重 
要 特征 是 能 行 性 或 可 计算 性 . 

最 早出 现 的 递归 取 数 是 原始 递归 函数 (参见 “ 原 
始 递 归 函 数 ”), 原 始 递 归 聘 数 是 利用 原始 递归 式 定 
义 的 一 类 递归 函数 . 原始 递归 式 是 德国 数学 家 戴 德 
4 (Dedekind, (J. W. )R. ) F 1888 年 为 研究 自然 数 
的 性 质 时 提出 的 . 1923 年 ,挪威 数学 家 斯 科 朗 
(Skolem, A. T. ) 曾 宣称 所 有 初等 数论 中 的 数论 函 
数 都 可 以 用 原始 递归 式 来 定义 . 1931 年 ,在 痛 德 尔 
不 完全 定理 的 证 明 中 ,原始 递归 函数 起 了 关键 作用 ， 
受到 了 和 人们 的 重视 , 极 大 地 推动 了 递归 论 的 研究 . (B 
得 指出 的 是 ,原始 递归 图 数 起 初 被 称 为 递归 函数 , 它 
的 一 个 重要 特征 是 能 行 可 计算 的 .在 直 党 上 ,一 个 函 
数 是 能 行 可 计算 的 (简称 可 计算 的 ), 是 指 存在 一 个 
计算 该 函数 的 算法 .算法 的 概念 由 来 已 久 .在 古代 中 
国 , 人 们 早 就 知道 了 求 两 个 正 整数 的 最 大 公约 数 的 
算法 ; 求 一 元 二 次 方程 根 的 算法 也 是 人 们 早 就 熟知 
的 .到 了 16 世纪 ,人 们 又 相继 发 现 了 三 次 方程 和 四 
次 方程 的 求 根 公式 . 但 是 ,在 此 以 后 3 个 世纪 的 漫长 
岁月 中 ,人 们 始终 未 能 找到 五 次 方程 的 求 根 公式 . H 
到 1824 年 ,挪威 数学 家 阿 贝 尔 (Abel,N. H. ) üE HH 


xb 归 论 


了 这 样 的 求 根 公式 不 存在 以 后 ,人 们 才 停 止 了 这 样 
的 探索 . 阿 贝 尔 的 结果 说 明 , 对 有 些 函 数 是 没有 能 行 
算法 的 . 也 就 是 说 ,存在 直觉 上 不 可 计算 的 函数 . 在 
原始 递归 因数 类 出 现 以 后 ,人 们 自然 地 提出 了 一 个 
问题 ,是否 所 有 直 党 上 可 计算 的 函数 都 是 原始 递归 
函数 呢 ? 1928 年 ,德国 数学 家 和 有 逻辑 学 家 阿 克 曼 
(Ackermann, W. ) 首 先 构造 出 一 个 后 来 被 称 之 为 阿 
eS PR BS OL“ Bay oe PR BY”) AY) BR A. 阿 克 曼 函数 
是 直觉 上 能 行 可 计算 的 ,但 是 它 的 增长 速度 超过 任 
何 一 个 原始 递归 函数 ,因此 是 非 原 始 递归 函数 . 阿 克 
受 函 数 的 出 现 促使 人 们 去 寻找 更 大 的 可 计算 函数 
类 ,或 等 价 地 说 ,给 出 可 计算 函数 的 形式 化 定义 .在 
其 后 的 二 三 十 年 中 ,人 们 提出 了 各 种 各 样 的 可 计算 
函数 的 形式 化 定义 ,其 中 最 著名 的 有 : 

1. 美国 数学 家 、 逻辑 学 家 丘 奇 (Church,A. 2,3 
籍 奥 地 利 数 学 家 可 德尔 (G6del,K. ) 和 法 国 数学 家 
埃 尔 布朗 (Herbrand J. ) 提 出 的 一 般 递 归 琐 数 . 

2. 丘 奇 得 出 的 4 可 定义 的 函数 . 

3. 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S.C. ) 
提出 的 递归 函数 

4. 英 国 数学 家 图 灵 (Turing,A. M. ) 提 出 的 图 
A nir S E. 

5. 马尔 可 夫 算 法 可 计算 的 函数 . 

6. 无 界 寄存 器 可 定义 的 函数 ， 

这 么 多 不 同 的 可 计算 孔 数 类 中 ,究竟 哪 一 个 是 与 直 
觉 上 可 计算 的 函数 类 相 一 致 的 呢 ?”1936 4E, Fr t BI 
有 先 见 之 明 地 提出 了 一 个 被 称 之 为 丘 奇 论 题 的 著名 
论断 :一 个 函数 是 直觉 上 可 计算 的 , 当 且 仅 当 它 是 4 
可 定义 的 . 开始 人 们 对 丘 奇 论题 是 颇 不 以 为 然 的 . 当 
然 这 个 论断 在 数学 上 是 无 法 证 明 的 ,因为 直觉 上 可 
计算 的 孔 数 本 里 不 是 一 个 精确 的 数学 定义 .但 是 人 
们 后 来 惊奇 地 发 现 , 他 们 所 给 出 的 各 种 各 样 的 定义 
虽然 表现 形式 差异 很 大 ,但 却 都 是 等 价 的 . 也 就 是 
说 ,他 们 定义 的 是 同一 类 函数 . 这 个 有 趣 的 发 现 使 人 
们 认识 到 丘 奇 论 题 的 正确 性 ,从 而 丘 奇 论题 慢 慢 地 
被 人 们 普遍 地 接受 了 . AA — RC UA PR CIC Je 5 A 
可 定义 函数 类 等 价 的 ,因此 , 丘 奇 论题 可 表达 为 一 个 
冰 数 是 直觉 上 可 计算 的 , 当 且 仪 当 它 是 一 般 递 归 的 . 
人 们 通常 将 可 计算 的 藉 数 称 为 递归 函数 . 为 了 加 以 
区 别 ,将 以 前 定义 的 那 种 递归 类 称 为 原始 递归 函数 
类 . 

1944 年 ,波兰 -美国 数理 逻辑 学 家 波斯 特 (Post， 
E.L. ) 在 美国 数学 会 作 的 一 次 演讲 中 提出 了 著名 的 
波斯 特 问 题 ( 参 见 “ 波 斯 特 问题 ”). 随后 ,他 又 提出 了 
解决 波斯 特 问题 的 设想 一 一 波斯 特 规划 (参见 “波斯 
特 规划 ”). 波斯 特 问题 分 别 由 弗 里 德 贝 格 (Fried- 
berg, R. M. ) 于 1957 4F FI Æ UJ JE 3 (Muénik, A. 
A. ) 于 1956 年 独立 地 解决 ,并 创造 了 有 穷 损伤 优先 
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方法 (又 称 o 方法 ) 这 一 有 力 的 研究 工具 . 而 波斯 特 
规划 最 终于 1990 年 由 哈 林 顿 (Harrington,L. 280€ 


尔 (Soare,R.I. ) 解 决 .波斯 特 问题 解决 后 ,递归 论 的 


发 展 进 入 了 一 个 新 的 阶段 . 1970 年 ,经 过 马 蒂 雅 塞 
维 奇 (Matijasevich, A.)、 美 国 女 数学 家 和 鲁 宾 孙 
(Robinson,J. B. )、 美 国学 者 戴 维 斯 (Davis, M.D.) 
等 人 的 努力 ,终于 用 递归 论 为 工具 解决 了 著名 的 希 
尔 伯 特 第 10 问题 . 近 20 多 年 来 ,由 于 计算 机 科学 的 
迅速 发 展 ,能 行 性 的 概念 越 来 越 受 到 人 们 的 重视 , 递 
归 论 发 展 更 加 迅速 ,现在 已 经 发 展 成 具有 多 个 分 支 
的 独立 学 科 . 目前 ,递归 论 的 主要 分 文 有 : 

1. 不 可 解 问题 . 

2. 可 判定 理论 . 

3. 不可解 度 理论 . 

4. a $HP. 

5. 高 型 递归 论 . 

6. 描述 集合 论 等 . 

由 于 某 些 分 支 的 研究 对 象 已 不 局 限于 自然 数 集 上 的 
函数 ,例如 ,ae 递归 论 研 究 序数 上 的 函数 ,因此 ,人 们 
又 将 研究 目 然 数 集 上 函数 的 那 部 分 递归 理论 称 之 为 
经 典 递 归 论 . 递归 论 在 其 他 科学 理论 中 有 着 广泛 的 
应 用 . 它 在 计算 机 科学 中 的 应 用 是 众所周知 的 ,递归 
论 中 的 图 灵机 是 现代 计算 机 的 理论 原型 ,在 计算 机 
上 可 以 计算 的 函数 均 是 递归 函数 ,因此 计算 机 科学 
与 递归 论 一样 十 分 重视 递归 性 . 计算 机 中 所 使 用 的 
PASCAL,C,LISP,PROLOG 以 及 COBOL 等 语言 
无 不 与 递归 性 密切 相连 . 从 利用 递归 论 作 为 工具 研 
究 算法 的 实际 可 计算 性 开始 ,现在 此 项 研究 已 经 产 
生 了 理论 计算 机 科学 中 的 一 个 靳 新 的 分 支 一 一 计算 
复杂 性 . 其 次 ,对 递归 论 的 研究 可 以 说 起 源 于 数论 . 
如 上 面 所 说 , 戴 德 金正 是 在 研究 自然 数 时 创造 了 原 
始 递 归 式 . 然而 ,现代 递归 论 对 数论 研究 产生 的 影响 
也 是 不 容 忽 视 的 ,其 最 典型 的 例子 就 是 希 尔 伯 特 第 
10 问题 的 解决 . 目前 ,利用 递归 论 来 研究 数论 是 一 
PHAN AEA i). 递归 论 中 分 层 理 论 应 用 于 集合 
论 产 生 了 一 个 新 的 分 支 一 一 描述 集合 论 . 此 外 ,能 行 
性 的 概念 已 经 渗透 到 数学 的 其 他 分 支 以 及 其 他 科学 
理论 中 ,并 对 这 些 学 科 产生 越 来 越 大 的 影响 ,可 构造 
数学 已 经 是 一 个 不 可 忽视 的 研究 方向 . 

i YQ eg Wie (recursive function theory) BẸ 
“递归 论 ” 

可 计算 性 理论 (computability theory) 
归 论 ”. 

£5 B8 356 V4 ie (classical recursion theory) Bp 
“递归 论 ” 

前 驱 (predecessor) 递归 论 术 语 . 指定 义 在 自 
然 数 上 的 一 种 一 元 运算 . 自然 数 0 没有 前 驱 . 前 驱 运 
算 可 由 前 驱 函 数 DD 来 刻画 . 即 对 任何 自然 数 n>, 
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即 “ 递 


DG) —n—1. AT PRUE D 为 全 函数 ,党 约定 


DC0) —0. 
前驱 函数 (predecessor function) “Hyak”. 
Fak (successor) 递归 论 术 语 . 指定 义 在 自然 


数 上 的 一 种 一 元 运算 .后 继 运算 由 后 继 图 数 S 来 刻 
画 . XT EXE BL ZA nS (2 ) n1. 

jak BBW (successor function) Dl" Sk". 

数学 归纳 法 (mathematical induction) 简称 归 
纳 法 . 一 种 重要 的 证 明 方 法 . 其 依据 是 下 列 的 归纳 原 
理 : 对 任何 上 自然数 集 X ,在 0EX, 并 且 对 任何 ”只 
X nEX, HEA CX. RAMA BARE X 
中 . 用 一 阶 语言 ,归纳 法 原理 可 表 成 : CP COD. & 
Vn(P DP ))—VWnPGOD0)O. 其 中 己 为 任 一 数论 
谓词 .在 实际 运用 时 ,首先 证 明 PCO) CER ABE) ,对 
任何 自然 数 n, EIRE P OD RR sr. (归纳 假设 ) ,并 由 
此 推出 已 人 ”) 也 成 立 ( 归 纳 推 步 ), 即 可 断言 已 oz) 对 
任何 自然 数 n 都 成 立 . 值得 注意 的 是 ,与 形式 逻辑 中 
的 归纳 推理 不 同 , 数 学 归纳 法 所 证 明 的 结论 是 必然 
地 真 的 . 此 外 ,由 于 数学 归纳 法 原理 有 许多 等 价 或 加 
强 的 形式 ,相应 地 ,数学 归纳 法 也 有 一 些 变种 或 加 强 
形式 (参见 “完全 归纳 法 ”,“ 超 穷 归 纳 法 ”, “二 重 归纳 
法 ”和 “ 良 序 结构 上 的 归纳 法 ”). 

完全 归纳 法 (complete induction) AMA 
归纳 法 ,简称 归纳 法 . 与 数学 归纳 法 等 价 的 一 种 证 明 
方法 , 指 对 任何 自然 数 z, 只 要 假定 小 于 z 的 任何 : 
都 满足 PCG), 就 可 推出 P(xz) 成 立 ; 那 么 可 以 断言 ， 
对 任何 目 然 数 z, P(x) ARM. BI Vc CVt P GO) 
> PG -—MzP GO. 上 式 常 称 为 完全 归纳 原理 . 在 
用 完全 归纳 法 证 明 Yz P(z) 时 ,一 般 先 假定 小 于 xz 
的 t 都 满足 PG) ( 称 为 完全 归纳 假设 ), 然 后 设法 证 
Hj P(xz) 也 真 ( 此 过 程 为 归纳 推 步 ) 即 可 . 此 证 明 过 程 
常 称 为 关于 x 进行 完全 归纳 证 明 ,zx 则 称 为 归纳 变 
JL. 

完全 归纳 原理 (complete induction principle) 
见 “ 完 全 归纳 法 ”. 

归纳 变 元 (inductive variable) 
ae 

最 小 数 原理 (the least number principle) 自 
然 数 所 具有 的 一 种 基本 性 质 . 即 任何 非 空 的 自然 数 
集中 都 有 最 小 的 自然 数 . 它 实际 上 与 归纳 法 原理 等 
ffr. 在 一 阶 语言 中 ,最 小 数 原理 可 用 下 列 公 式 ( 模 式 ) 
来 表示 :jzP(z) 一 3z(CP(z) & Yy<z CP(y))) 
其 中 己 为 任何 数论 谓词 . 此 式 与 一 阶 的 完全 归纳 法 
原理 是 等 价 的 . 自然 数 的 最 小 数 原理 推广 到 一 般 的 
关系 上 , 便 导 出 了 良 基 关系 的 概念 :关系 “ 夺 ” 称 为 
(在 4 上 ) 良 基 的 ,是 指 4 的 任何 非 空 子 集 都 有 三 最 
小 元 ,特别 地 , 当 “ 夺 ”是 线性 序 , 又 是 良 基 关系 时 , 它 
便 是 一 个 良 序 .因此 ,对 和 良 序 结构 (4, 委 ) 也 有 其 最 


见 “ 完 全 归纳 


小 数 ( 元 ) 原 理 . 

递归 定义 (definition by recursion) 定义 数论 
函数 的 一 种 隐 式 定义 方法 . 指 递归 定义 图 数 了 人 时， 
先 指定 f 在 某 些 自 变 元 值 处 的 取 值 ,如 f(0). 对 其 
ib H ÆI n 处 f 的 值 f(n), 则 可 依 某 种 确定 的 方 
法 ,并 利用 已 定义 好 的 f 的 值 定 义 出 来 . 例如 ,加 法 
函数 f(x,y) 二 zx 十 y 就 可 以 通过 下 列 两 式 递 归 定 义 
出 来 : 

i es0)- = 4, 

fG;,y) = CG.y»', 
其 中 ,f(x,y ) 之 值 的 定义 就 用 到 了 (已 定义 好 的 ) 
jz,y) 之 值 , 这 样 逐 步 往 前 “递归 ”, 就 可 利用 
f(x,0) 之 值 确定 出 f(x,y ) 之 值 . 当然 ,一 般 的 递归 
定义 形式 可 能 远 比 上 面 的 例子 复杂 得 多 ,但 其 基本 
思想 都 是 一 样 的 (参见 "原始 递归 式 ”， 一 般 递 归 式 ” 
T). 递归 定义 的 方法 还 可 推广 到 超 穷 序 数 或 其 他 良 
序 结 构 之 上 去 . 

一 阶 算 术 (first order arithmetics) 递归 论 研 
究 的 内 容 之 一 .是 刻画 初等 数论 的 一 阶 形式 理论 . 表 
述 这 种 理论 的 语言 为 一 阶 算术 语言 L. CRI ERA 
通常 一 阶 语言 的 内 容 外 ,还 含有 等 词 三 ,个 体 稼 元 0 
( 零 ) ,一 元 常 图 数 S (后 继 ) 及 两 个 二 元 各 图 词 十 
CN) Fl x (Fe). BEN Ais AY BRT M 和 可 
以 在 9t 中 得 到 自然 的 解释 .在 这 个 解释 之 下 为 真 的 
全 体 一 阶 算术 语句 ( 即 £P 语句) 构成 一 个 理论 2, 即 
N= N E ph oA L WA) Wee oq o — 
算术 理论 ,简称 一 阶 算术 .一 阶 算术 OQ 由 直观 上 为 
真 的 全 体 一 阶 算术 语句 所 组 成 ,因此 , 它 是 一 个 协调 
的 .完备 的 理论 (这 与 佩 亚 诺 算术 PA 大 不 一 样 ). 但 
是 ,Q 是 不 可 公理 化 的 , 即 无 法 从 O 中 挑选 出 一 个 
递归 可 枚 举 的 语句 集合 作为 公理 ,从 而 把 O 中 的 其 
他 语句 全 部 推出 来 . 因而 也 不 存在 一 个 能 行 的 过 程 ， 
把 2 的 全 体 语句 能 行 地 列举 出 来 . 

Z Bt HR (second order arithmetics) 递归 论 
研究 的 内 容 之 一 . 是 刻画 自然 数理 论 的 二 阶 形式 理 
iE. 所 使 用 的 语言 是 二 阶 算术 语言 M2. 它 是 在 一 阶 
算术 语言 V 的 基础 上 ,增加 二 阶 变 元 ( 即 取 值 于 画 
数 或 谓词 的 变量 ) 及 相应 的 量词 而 得 . 这 种 二 阶 语言 
在 自然 数 结构 上 也 有 其 自然 的 解释 .在 这 种 解释 
之 下 为 真 的 给 ; 语句 组 成 一 个 理论 Q;, BD R= (9| 9t 
E eJ 2, 语句 ). 0, 称 为 二 阶 算术 理论 ,简称 二 阶 
算术 . 类 似 地 ,其 他 高 阶 算术 也 可 仿 此 定义 . 

标准 算术 结构 (standard structure of arith- 
metics) ” 亦 称 标准 算术 模型 . 一 阶 算术 的 模型 . K 
用 古代 印刷 体 德 文字 母 C XR = 10,5. c, 
x ) 为 一 阶 算术 语言 , 则 NAT S 结构 ,其 域 为 
全 体 自然 数 之 集合 N, 安 符号 0,S ,十 ,X 则 在 其 中 
分 别 解 释 为 自然 数 零 0 ,后 继 图 数 Ae Ce FD ,加 法 图 


XE 归 论 


数 4zy(z 十 y) 和 乘法 函数 Arya y). 由 此 可 见 , 标 
准 算术 模型 就 是 把 一 阶 算术 语言 按 自 然 的 方式 解释 
到 通常 的 自然 数 结构 中 . 而 一 个 E 语句 9 为 真 的 ， 
MERECEN PAR BNE od. V 结构 
N* 5g 90 [RP EEN de ER HE TL AS 28 Pg EUER. 

标准 算术 模型 (standard arithmetic model) 
即 “ 标 准 算术 结构 ”. 

算术 性 (arithmeticity) 递归 论 术 语 . 反映 数论 
谓词 (关系 ) 能 否 由 一 阶 算术 理论 来 表示 的 性 质 . 数 
论 谓词 P 具有 算术 性 ( 即 称 PP 为 算术 谓词 或 算术 
关系 ), 是 指 存 在 一 个 一 阶 算术 公式 8 在 2 中 表示 
Pi BIXEE BRK Pon) Row. SAMY 

gin) (n ASS ---50) 


是 0 中 的 真 语句 . FHEBAKAMREARRKA, 
M m p 5 x E SEE (Matijasevich, A. 2- TZ ph 
(Robinson, J. B. ) - & 2# Ep (Davis, M. D. 2 -3£ Re Bg 
(Putnam, H. 2 € T Ai AK (8 RE 58. 10 问题 的 解答 知 ， 


所 有 递归 关系 都 是 算术 关系 .实际 上 ,所 有 算术 关系 


都 是 由 递归 关系 出 发 经 过 逻辑 运算 而 得 到 的 .关于 
算术 性 的 最 引 人 注 目的 结论 是 波兰 学 者 塔 尔 斯 基 
CTarski,A. ) 于 1933 年 证 明 的 定理 :算术 的 真 假 性 
不 是 算术 的 . 即 不 存在 一 个 算术 公式 ooa cn, 
当 且 仅 当 (在 某 种 确定 的 编码 之 下 ) 以 为 编码 的 
算术 公式 8 是 算术 地 真 的 ( 即 PED). 

算术 关系 (arithmetical relation) 
H”. 

算术 化 (arithmetization) 亦 称 哥 德尔 编码 技 
Ij. 一 种 证 明 方 法 . 它 是 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 
(Gödel, K. ) 在 证 明 不 完备 性 定理 时 首先 明确 使 用 
的 . 根据 这 种 方法 ,可 以 把 形式 系统 中 的 讨论 对 象 
(符号 、 项 、 公 式 、 证 明 等 ) 转 化 为 算术 对 象 进 行 讨论 . 
具体 地 ,如 果 形 式 系统 S 中 只 有 可 数 个 原始 符号 
aosaiQ42，… 则 可 对 它们 进行 编码 ,如 4; = 2; +1 GB 
式 符号 ( 串 )a KES Alo! RAN). 然后 ,对 S 中 的 任 
何 符 号 串 ( 如 公式 ,项 等 )a 二 a, ai, +a; 进行 编号 : 
d—2fl* š gr 1+1 ER P17) CH P, 为 第 
n 个 质数 ). 类 似 地 ,S 中 的 任何 符号 串 序列 (如 证 明 
ih EF) Pay 50, ，… a, 也 可 进行 编号 


n 


pp pet. 


在 这 样 处 理 之 后 ,对 S 的 讨论 就 可 转化 为 关于 算术 
对 象 的 讨论 . 因为 所 论 及 的 公式 的 证 明 可 对 应 于 茶 
些 自然 数 ( 即 它们 的 编码 ), 而 这 些 公 式 的 证 明 所 满 
足 的 条 件 可 由 一 个 数论 谓词 来 刻画 . 从 而 ,形式 系统 
S (在 哥 德 尔 编码 之 后 ) 变 成 了 一 种 算术 系统 . 哥 德 
尔 编 码 的 具体 方法 不 限于 上 述 一 种 . 但 是 ,无 论 在 哪 
一 种 方法 之 下 ,形式 对 象 的 码 a 都 称 为 的 可 德 
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尔 码 或 哥 德 尔 数 . 

哥 德 尔 码 (G6del coding) IL“ RAE". 

哥 德 尔 数 (G6del coefficient) 见 “ 算 术 化 ?” 

$ & (composition) 图 数 的 一 种 运算 . Wt fog 
都 是 一 元 图 数 , 对 它们 进行 复合 运算 ,可 得 图 数 A, 
使 之 满足 h(x)= 二 f(g (zx)). WA A 称 为 (f g 的 ) 复 
ARR FEN S e gg ,一 般 地 ,函数 的 复合 还 包括 下 
列 各 种 情形 : 

1. BARRA. BS Kn FOR a As ,hi 为 
(<A BM a ene en £T EA ETE. E S 
中 自 变 元 x MOSEL A, 替代 ,得 新 函数 及 , 即 

h(xzis Tl Zi = fr sos» 

lii risu trs yt h(t tn sta) 
(其 中 去 表示 ne zen 中 除 n non PO 
变 元 ,而 zi 则 表示 hy 的 全 体 自 变 元 nd end. 
h RHE S A hish, ,hs 作 处 代入 而 得 的 函数 . 

2. 变 元 混同 , FH BRE Aniston 
a) Ti FE mH frin © shi otis 5 x. 

3. 变 元 对 调 .由 函数 PCa ores tt Lit Ejs 
Ln) WO ABB PHBL FC Loot Litt List Ln). 

4, — Ab Fr 4L. 由 函数 JO rc sa s £a) M 
15 BT PKI BX fT sE Te): 其 中 C HE WJ. 

9. 引入 哑 变 元 .由 函数 Gn x2 t0 M AS 
BS Altis Zs" s Lrs Yis Yz s Ya) =f Cristz" 
5,2: 其 中 B 称 为 吗 变 元 . 

若 利 用 本 原 函 数 , 则 上 述 各 种 形式 的 复合 运算 
Ay BHK On on) BS SSL Onn) BR”). 

(m,n) $ S COn,n)-composition) J AAE. 
一 种 特殊 的 复合 运算 . 28 ET m To RK SOA m S 
n JU PC gigas Eo EH ETZARA Nne 
n 元 新 图 数 h, {E h(xi x2» 7x.) f Gr ris Ts, 
do jy. Bos Cea te sty) TE h 称 为 fgisgn» 
"ts BJ Onn) BE IDA Seis gos ts. S FROM 
TA EL BJ P e RC, T Y. g: AA BS C. 注意 到 利用 
TE EIE Din Linn (21 9 To x4—axnsgm).u[V 
H nsn) EL dE n(<m) oR f 看 成 mm su PR BX 
AX 19°** Laf Tm, C21 9 qos ttt hm) 9 ttt Lou aio Loses 
z,)) JEE A ek BUT JU H [9] B3 BB 26 Be. 因此 ， 
Gn ,n) BS PRIA & 的 变 元 数 要 求 并 不 是 至 关 重 
要 的 . 此外, 千 允 许 使 用 常 值 孙 数 及 广义 么 函数 , 则 
任何 复合 运算 都 可 以 化 归 为 (m,n) 秋 置 ( 参 见 “ 复 
R”). 

内 函数 (Cinteral function) 

dh oh XE exterior function) Dh" Gs, RE. 

配对 函数 (pairing function) 一 种 特殊 的 数论 

PR a. 利用 它 可 以 建立 二 元 自然 数 对 与 自然 数 之 间 

的 一 种 对 应 ,并 由 此 可 以 把 多 元 函数 的 讨论 变 为 对 
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TARE. we Py SIUE RSL ON — 20 PR 
数 , 若 它们 满足 下 列 配对 条 件 : RP (x,y) 二 y & 
LP(x,y) =x. 则 称 P,R, 工 为 一 个 配对 也 数组 ,P 
fk ON AC Xt er BR CRX BIST eR R L ap al A R ae A 
左 函 数 . 设 P HAH AK. AT WE PCz,y) 之 值 看 
成 对 二 元 对 (x,y) 的 一 种 编码 . 特别 地 , 当 PP 之 值 域 
为 wa 时 ,P 建立 了 wXw 与 % 之 间 的 一 一 对 应 ,此 时 
P 称 为 一 一 配对 函数 . 例如 


Pe. lo dcl n dic doin 


就 是 一 个 一 一 配对 函数 ( 它 称 为 Cantor 编码 函数 ). 
配对 项 数 概念 可 以 推广 到 多 元 情形 . 一 个 二 元 函数 
Fa 及 n A — FG FIC K, QK o. Kas i AE. n 元 配对 
A& lE :K;P, CE1 Last s Ln) = xi OSEE fi] i<n), WM HR 
ZA n oR MY PS BAA. P, Uu] np RR RK A n 7c BOT 28 
A. 

数论 函数 Cnumber-theoretic function) 一 种 
特殊 函数 . TE EIE oc A ew SKY BUE E PECES 
R E S H n TAR, HE 

dom (f) = a" & rang (f) Ga, 
则 称 f£ A n TOBE RR E eA n TRA RR, 而且 
dom (p) € e" &. rang(Q) € a, 
则 称 e 29 BB SD BE A XC; 24 dom (p) =o" 时 , 特 称 为 
全 数论 函数 . ZEW. on TCA] P 的 定义 域 是 
之 子 集 时 , 称 P 为 数论 谓词 
部 分 数论 函数 (partial number-theoretic func- 
TL“ BX HE BEA. 

全 数论 函数 (all number-theoretic function) 
见 “ 数 论 函 数 ”. 

数论 谓词 (number-theoretic predicate) Jl 
“ANTE PRU. 

d TF £3 X (characteristic function) 
PS. 1 P nsum. IP: 

b CL Cv a 
0 (其 他 ) 
(有 些 文献 中 把 上 述 1-5 0 BH). 则 称 f 为 P 的 特 
JE PS C. 不 难看 出 ,P 的 特征 函数 了 很 好 地 刻画 了 PP 
的 性 质 ,因此 ,在 许多 情 帝 下 ,对 PP 的 讨论 可 以 由 对 
了 的 讨论 蔡 代 . 此 外 , 若 4 为 一 个 集合 , 则 谓词 rE 
A 的 特征 函数 节 也 称 为 4 的 特征 函数 , 即 
1 CEE A) 
/O-is gi. 

通常 ,集合 A BREE BS C CHE AR S05 DES TRC 18 89] A Do 
下 ) 常 用 4 X*cm.BICAGO-—19r€ A0&. (Alr) 
—0ez€ A) ATW ASHE BRA 
一 一 对 应 关系 ,而 且 它 们 的 基本 性 质 在 这 种 对 应 天 
系 之 下 保持 .因此 , 当 某 谓 词 P (或 集合 4) 具 性 质 
Q ,也 称 它 们 的 特征 函数 具 性 质 Q BC RES. 例如， 


tion) 


一 种 特殊 


f(s 


谓词 已 (或 集合 4) 是 递归 的 ,是 指 其 特征 函数 为 递 
归 的 . 

SEAM (definition by conditions) 定义 图 数 
的 一 种 方式 . 设 Pi Pons Pn Am PAA BY HE CBD 
不 能 同时 为 真 ) 的 n ORI, gigt Smtr mM] 
AS Al eg MU BOR eM PR SY Zr TE BOA BE AE 
X: 

fy.) 


gia De ee aq) 


OVE, ae eet ts oO) , 


i CP gay vas s 
Baril t, *** m.) (其 他 ). 

若 令 PAP, WE PROC. DU]. ER SG XE CIT] PUR 

了 可 以 表 成 


f Gi; 9Xo9°°* $2) 


[MS »4»5,*** 325,2 


= pg (xs Tra L) XP CL Ta L) H 
Ra, 
Cy 
d C sosta 
可 见 凑 合 定义 (借助 于 加 法 、 乘 法 及 NN 函数 ) 可 以 化 
NBS. 

BR Z (arithmetical difference) —FPRMIC PR 
数 . 对 任何 两 个 自然 数 z,y, 它 们 之 差 可 能 是 负数 ， 
因此 ,通常 的 差 图 数 4zy(z 一 y) 并 不 是 数论 函数 . 但 
是 , 差 图 数 的 下 列 修 改 形式 是 一 个 数论 函数 
qoe Cee yy, 
0 (其 他 ). 
此 函数 称 为 算术 差 或 点 减 . 与 通常 的 差 图 数 相应 的 
另 一 个 数论 滞 数 是 绝对 差 cr y. ERA BA ry 
之 差 的 绝对 值 , 即 c y— |x 一 y1. 因此 

quemque ove Gy a). 

Bil SK ek CRT FH A AR 25 REIS HE D — r— 1. REL VN 
KE x 一 y 可 定义 为 工 的 第 y 个 前 驱 . 也 可 以 用 原 
始 递归 式 ( 实 为 原始 复 选 式 ) 定 义 出 来 ， 


D uem. 


r+ y= 


22 uc DES ew. 

£& xf Æ (absolute difference) JE JR Z& ". 

算术 商 (arithmetical quotient) 亦 称 整 商 . 一 
种 数论 函数 . 是 与 通常 的 商 函 数 4zy(Gz/y) 相 应 的 数 
论 函 数 . Bp 

àzylz/y], 

其 中 [xj 表示 不 超过 zx 的 最 大 整数 . 为 了 处 理 上 的 方 
fi 235g [ 0/0 ] — 0. WRI rs 表示 剩余 函数 , 则 有 恒 
等 式 


gomma |= |+ rsQrs.vy). 
利用 N pU JI He Be SEN 25 ERU FOR PG AT UA 


由 原始 递归 定义 如 下 : 
[的 -。 
[mel 


整 商 (integral quotient)” 即 “ 算 术 商 ”. 

H Fe pW (residual function) ”二 元 数论 函数 . 
对 任何 自然 数 z,y(y 关 0) ,以 y 除 zx 后 所 得 之 剩余 
记 为 rs(z,y), 称 xs AR AR BS C. 为 方便 起 见 ,约定 
rsCx,0) — x. 因此 ,rs 便 成 为 一 个 全 的 数论 函数 . 用 
算术 商 、 乘 及 点 减 图 数 ,剩余 函数 可 表 为 


rs(r,y)— r-—y* P 
此 外 ,剩余 函数 还 可 由 原始 递归 定义 如 下 : 


rs(0,y) = 0, 
rm) SS Ge oN Ye SrsCr y) 
N 函数 (N-function) 一 种 数论 函数 . 它 的 性 
质 与 逻辑 连结 词 “ 非 ” 很 相似 ,其 定义 为 
NO — 1, 
NSzx = 0. 
N PROC Ji 18 AS JES BH 2E zo HAE 18 2g 2E HR 
CN RAF Negation 的 首 字 母 ). #9 NOx—NNz, 
则 N?z 之 值 将 视 xz 是 否 为 零 而 取 0 或 1. 所 以 函数 
N? 称 为 符号 函数 由 一 元 N 函数 可 以 导出 下 列 的 二 
元 入 国 数 ( 亦 称 退化 乘 )Mzy(CzNy), 其 定义 为 
NO =a, 
XNSy- 
exp 函数 (exp-function) 一 种 数论 函数 . KE 
术 基 本 定理 ,任何 一 个 自然 数 都 可 惟一 地 分 解 成 
一 些 质数 方 蹇 的 乘积 形式 ,在 第 a 个 质数 p. 上 的 方 
AUD du exp, 62. 例如 exp,(9) =2,exp,(9) =0#. 
函数 Arexps(z) 称 为 一 元 exp PARK, Mi Aryexp, (y) 
则 称 为 二 元 exp 函数 . 利用 exp 函数 ,算术 基本 定理 
可 以 表述 成 
n= || pN’. 


二 元 exp PRAM Hid A exp Gr, y) — exp (y). 由 最 小 
数 算 子 ,exp 函数 可 定义 为 
exp,Cr) = Wy (NAb) = 0). 

$& H AR ER BW (integer square root function) 一 
种 特殊 函数 . BU Vr RAR a WHA FAR, MU ww 
数 AMzCLvz 了 ) 便 称 为 整 方 根 函 数 ,其 中 [cj 表示 a 
之 最 大 整数 部 分 . 用 原始 递归 式 , 整 式 方 根 孙 数 可 害 
义 为 

ps m 
[vVSr] = [Vr] + NGz Siv x D^. 
一 般 地 kt nm RAR V. x ,也 有 相应 的 n RE 
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zi E E 辑 


根 函 数 A ([ V x D. 注意 到 [vx J 是 不 大 于 zz 的 
最 大 平方 数 ,由 Er 二 x 一 [Vx 上 定义 的 函数 区 称 
为 平方 剩余 函数 . 任 一 自然 数 r 都 可 表 成 不 超过 x 
的 最 大 平方 数 及 平方 剩余 之 和 ， 即 
r=[vV 工 了 十 五 z. 

平方 剩余 函数 (squatre residual function) J 
“a Ty TS PARC. 

A IB A% (fundamental functions) 一 类 基本 
B 2C TE PLC. E LTB Je Ae PR S LR PRR 0 RY PR 
BE LCOINERI MK PH BO). 由 于 这 些 函 数 是 最 基本 、 
最 简单 而 又 可 以 直接 定义 的 函数 ,因此 ,在 递归 论 中 
所 讨论 的 每 一 个 非 平 凡 的 函数 类 都 包含 这 些 函 数 ， 
并 篆 以 它们 作为 开始 函数 (参见 “递归 生成 函数 
K”) BRA A = BA RK. A Aa BS R 
数 , 这 是 因为 投影 函数 有 无 穷 多 个 . 

Ak B YA BG BW (subrecursive function) 一 类 可 
计算 函数 . 其 特点 是 这 种 函数 的 计算 复杂 性 可 预先 
信 计 . 例如 , 斐 波 那 契 函数 PC FCO) = fA) — 1. f 
T2) fGO-fG-F1) E x C22) 处 的 值 可 用 x 一 
1 次 加 法 运算 而 得 ,因此 称 f 为 次 递归 函数 . 此 外 ， 
原始 递归 函数 、 初 等 函数 、 多 项 式 时 间 可 计算 函数 等 
都 是 次 递归 函数 . 由 于 次 递归 函数 要 比 一 般 的 递归 
函数 具有 较 低 的 计算 复杂 性 ,有 着 十 分 重要 的 应 用 
价值 和 理论 意义 ,因此 ,对 次 递归 函数 的 研究 已 成 为 
递归 论 中 的 非常 活跃 的 研究 分 文 . 

AS BB (elementary function) 一 类 数论 郴 
数 , 它 是 由 卡尔 马 (Kalmadar,L. ) 首 先 引 进 的 . OS R 
数 类 常用 e 表示 . 它 是 从 本 原 函 数 . 加 法 函数 、 乘 法 
Ghee cect Cpa tes © see 
BE CT) XE T E OK. 在 初等 数论 中 常见 
的 数论 函数 都 是 初等 函数 .但 是 函数 


f(x,y)— 2 

CB] f(0,30— y, f C Sx, 2 — 2/7?) AEE e 的 控制 本 
A TL AN I1 S RAN. 初等 函数 类 有 许多 等 价 的 定义 
Jr ik. PAN VLA SUUS. et y c 为 开始 函数 ,由 
受 限 原始 递归 式 或 受 限 最 小 数 算 子 同样 能 得 到 初等 
函数 类 e. 特别 地 , 律 庭 (R6dding,D. ) 于 1964 年 证 
明了 se 可 由 有 限 多 个 函数 出 发 , 单 用 复合 运算 而 生 
成 ， B] e 是 一 个 复合 集 , 而 {x 一 1,[zx y]: p OU. 
cz))} 及 {(z 十 1,Lz/yj,zyr,expo(Cz)) 都 是 es 的 一 个 
AE. 其 中 oZ EN r 的 二 进展 式 中 1 的 个 数 . 此 
外 ,es 恰好 是 格 才 高 尔 契 克 分 层 中 的 第 3 层 eg. 

4) iB ial (elementary predicate) 一 种 数论 谓 
词 . 各 数论 谓词 己 的 特征 函数 为 初等 图 数 , 则 称 P 
为 初等 谓词 , 知 一 个 集合 4 的 特征 函数 为 初等 函 
数 , 则 称 A 为 初等 递归 集 ,简称 初等 集 . 
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37 38 u$ Ud S& (elementary recursive set) — D," 49] 
等 谓词 ”. 

最 小 数 算 子 (the least number operator) — 
种 特殊 算 子 . 指 基 于 自然 数 的 最 小 数 原理 引进 的 .由 
数论 谓词 定义 数论 函数 的 一 种 运算 子 . 设 P 为 n 十 1 
元 数论 谓词 ,对 任何 x( 其 中 X= (zl ;TX2，… 2,2) ,使 
P(x,y) 成 立 之 最 小 的 y( 如 存在 的 话 ) 记 为 
min Plx,y), 其 值 当 然 依 赖 于 x, 因 此 可 以 看 成 x 的 
一 个 函数 

g(x) = min P(x,y), 
HAE 4 yP Or yht, 
min P (x , y) 

无 定义 . 此 时 ,部 分 函数 g 称 为 由 谓词 经 最 小 数 
33. T- VE FA m 45: BY eR C. 最 小 数 算 子 称 为 min SET. 
最 小 数 算 子 还 有 一 种 受 限 形式 , 即 受 限 最 小 数 算 子 
min ,其 定义 如 下 : 


min P (x , y) 
Kona (Jy<2eP(x,y)), 
之 (其 他 ). 


因此 ,对 己 施 以 受 限 最 小 数 算 子 ,得 一 个 2 十 1 TOR 
数 
g(x,z) = min P(x,y). 
它 是 一 个 全 函数 . 注意 ,只 要 不 与 ATIRA., 
min P (x, y) 
E min P(x,y) 记 为 pyP Gc WA yz PG, 3). 
受 限 最 小 数 算 子 (bounded least number opera- 
tor)” 见 “最 小 数 算 子 ”. 
最 小 根 算 子 (the least root operator) 一 种 特 
殊 算 子 . 指 由 最 小 数 算 子 导出 的 作用 在 数论 函数 上 
产生 新 的 数论 郴 数 的 一 种 算 子 rti. 设 /为 十 1 元 
函数 ,f 经 rti 作用 得 新 函数 
g QD —rti f (u,t)=min(f(u,t)=0). 
此 时 ,g Cu. x) BY EAE BB AT PA. 最 小 根 算 子 也 有 其 
受 限 形式 , 即 受 限 最 小 根 算 子 rti, 其 定义 为 
rti gut) (d£ t,t) =0)), 


rtig(u,t) = | 
Pis x (其 他 ). 


就 定义 函数 的 力量 而 言 , 受 限 最 小 根 算 子 与 受 
限 原 始 递 归 式 相当 . 而 rti nT A Be HO GUE IR He A 
rtig(u,t) = >) [| Neui). 


它 也 可 由 受 限 原始 递归 式 表示 为 


rti g(u,t) = 0, 

t—0 

rti g(u.£) = rti g(u,t) + N'g(Qu,rti g(u,t)), 
t>Sz tr tr 


rti giu). 
t>0 


受 限 最 小 根 算 子 (bounded least root operator) 
见 “ 最 小 根 算 子 ” 

A S G-operator) 亦 称 4 递归 . 最 小 数 算 子 
的 一 种 改进 形式 . 对 最 小 数 算 子 min M.A SA 
能 行 可 计算 函数 ,而 

g(x) = min (f(x,y) L—0), 

则 g 可 能 不 是 能 行 可 计算 的 .4 算 子 的 引进 正 是 为 
了 克服 这 种 缺点 ,其 定义 如 下 : 

h(x)=py( f(x,y) =0) 

min (f(x, y)=0) (Jz(f (x,z)=0 &, 


x Vu<z(f (x,u) Y 天 0)))， 
A (其 他 ). 

其 中 f(x,u) y 天 0 表示 f(x,u) 有 定义 且 其 值 大 于 
2E. 由 定义 可 知 , 只 要 f 是 能 行 可 计算 的 ( 即 部 分 递 
IF) ea. M] yy(f(x,y)= 二 0) 也 是 能 行 可 计算 的 ,其 
值 可 以 通过 依次 计算 f(x,0) ,f(x,1),… 之 值 求 出 . 
HARA y 使 f(x,y) 无 定义 或 对 任何 yf xy 
不 取 0 值 , 则 uy fry) — 00 f ZG zE XL. 因此 ,py 算 
子 常 被 称 为 最 小 搜寻 算 子 .4 算 子 也 有 其 受 限 形式 ， 
即 受 限 n 算 子 , 它 实际 上 与 受 限 最 小 数 算 子 相同 ， 
即 | 

ys z Cf Gr y) -0) —minCf G3) =0). 

(BS OME e SET EMEA T BS CB 08] — 
般 的 谓词 P,yyP(x,y) 则 是 指 一 般 的 最 小 数 算 子 作 
用 min P(x,y). 

上 递归 (jerecursion) ”有 即 “py 算 子 ”. 

最 小 搜寻 算 子 (the least search operator) J 
“LAT”. 

ik A F (function-iteration operator) 一 类 
迭代 算 子 . 设 4 为 一 个 二 元 函数 ,把 它 看 成 一 个 二 
元 运算 并 进行 复 迁 运算 , 便 可 得 到 迄 4 算 子 4 ,其 
递归 定义 为 : 

A f Qu =u, 
ppt —ACA fu) ,fu,7)). 


RAK 4 算 子 统称 为 迭 函 算 子 . LUE EAT 
有 : 
BIST 
BENT 
EKAT 
BNET 
EERE | JE min 是 作用 于 函数 ,而 最 小 
数 算 子 min 则 是 作用 于 谓词 的 . 


原始 递归 模式 (primitive recursion schema) 
递归 论 术语 . 指定 义 函数 的 一 种 方法 . 给 定 一 个 对 元 


dy flat) = + fut), 


i-r 


|] fa@.n s Fast) 
nes uon ct GD: 
tI (>On 


minf(u,t)— min f(u.t). 
tor t— f(0).n 


XE 归 论 


函数 eg Aln+2 元 国 数 关 ,由 下 式 可 以 定义 一 个 2 十 1 

iius = g(x), 

F(x, Sy) = h(x,y,f(%,y)). 
上 了 式 称 为 原 递 归 式 或 原始 递归 模式 .其 中 y 称 为 递 
归 变 元 ,x 称 为 参数 . 此 时 ,函数 SPR oh 经 原始 
递归 定义 的 函数 ,或 称 f 是 原始 递归 于 gh By. 原 
始 递归 模式 定义 函数 的 特点 是 :直接 指定 晒 数 在 y 
二 0 处 的 值 ,而 对 其 在 > 十 1 处 的 值 则 利用 一 些 已 知 
pa aX Be Bt PATE y 处 的 值 来 确定 .因此 ,新 函数 的 值 
可 依 递 归 变 元 逐步 减 小 而 逐步 递 推 求 得 . 这 正 是 递 
归 一 词 的 来 源 . 此 外 ,又 由 于 这 种 递 推 的 过 程 是 比较 
简单 的 (相对 于 一 般 递归 而 言 ), 因 此 , 特 称 为 原始 递 
JH. 这 个 名 称 最 初 是 由 挪威 数学 家 斯 科 朗 (Skolem， 
A.T. ) 于 1936 年 引进 的 . 就 定义 函数 的 能 力 而 言 ， 
原始 递归 式 有 许多 等 价 形式 ,它们 都 是 原始 递归 式 
的 变种 (参见 “原始 复 迭 式 ”“ 串 值 递 归 式 ”“ 联 立 递 
归 式 ”“ 参 数 变 异 递 归 式 ”“ 骸 套 递 归 式 ”“ 多 重 递 
归 式 ”等 ). 

Ia a6 & E xt (primitive iteration schema) 3$ 
归 论 术语 . 8 FH eR RUE EE 5| HB HB ER — Rb PR CIE. X 
模式 . 设 g 为 一 无 图 数 , 则 由 & 关于 自 复 合 可 得 

jd 


nik 
Gu gp cr) 人 


BAB gz) 一 zZ， 则 可 得 一 个 二 元 图 数 f ,使 
fG.y2-—g? GO. 此 时 ,了 满足， 


Pe EUG e 

Ts Sy) MCI CERDO 

一 般 地 ,给 定 h,g, 可 定义 函数 了 为 
Ed (2) 
f(x, Sy) 5h, f(x, y2). 


(2) 式 称 为 原始 复 迭 ( 模 ) 式 . y 为 递归 变 元 ,x AS 
数 . 原始 复 迭 式 是 原始 递归 式 的 一 种 特例 ,其 特征 是 
在 第 二 式 中 递归 变 元 不 独立 出 现 . 

& f& i Ud 3X (course of value recursion schema) 
原始 递归 式 的 一 种 推广 形式 . 其 基本 思想 是 :在 定义 
某 个 数论 函数 f 时 , 先 直接 定义 其 在 0( 或 其 他 若干 
处 ) 的 值 1(0), 然 后 ,对 任何 非 零 自然 数 , 在 定义 f 
TE n 处 的 值 f(x) 时 ,可 以 利用 所 有 (或 某 些 )f(0)， 
FO», fO—DZfB. PALM SE BAB Pa F HY 
义 就 是 一 个 串 值 递归 式 : 

fo) =1, FU)=1, 

Fin 2) =F Or + 1) +P). 
一 般 地 A A FR ET 

f° (2) = Seqf(t) = [| Pe, 


则 串 值 递归 式 的 一 般 形 式 为 
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f(x,0) = g(x), 

TES ehe ys Gey) 

其 中 y 为 递归 变 元 ,zx 为 参数 . K hx, y DBM A, 
(Cx,y,exp(z,y)) 时 , 串 值 递归 式 即 成 为 原始 递归 
式 , 即 原始 递归 式 是 串 值 递 归 式 的 特例 . 另 一 方面 ， 
串 值 递归 式 可 以 化 归 为 原始 递归 式 . 

算 子 化 归 (reduction of operators) 递归 论 术 
语 .反映 算 子 间 定 义 函 数 能 力 强 弱 的 一 种 关系 . 设 
a 0 都 是 算 子 , 若 oe MRED AB p EX 
pa Sx AY AE FD» BNE ey h a AARE C. 出 发 可 以 定义 
的 函数 , 亦 可 以 由 8 从 C 出 发 并 借助 于 若干 个 党 天 
数 及 复合 运算 而 定义 出 来 , 则 称 a 可 以 化 归 到 8. 而 
刻画 由 8 定义 所 有 由 a 定义 痕 数 的 过 程 称 为 a 到 
的 化 归 . ET ARATE, HT HEWA TA BAE 
IH 8| A 中 某 个 或 某 几 个 算 子 , 则 称 厂 可 化 归 到 A. 
例如 ,由 于 

ifo = >) [IDN'fc, 
故 rti 可 以 化 归 到 三 和 IT. 

BE 3r 36 V9 3X (simultaneous recursion schema) 
原始 递归 式 的 一 种 推广 形式 . 46 ET E X Ze PE XX 
而 又 不 能 独立 开 来 的 一 种 聘 数 定义 方式 . 例如 ,给 定 
函数 A,B,C,D, 由 下 列 同时 定义 的 函数 Soe: 

f(x,0)= A(x), 

g(xX,0)= B(xX), 

fGx,Sy) CQ. y f Gr 0g 0,2), 

g(x, Sy) 2 DG. y, f(x,y) gy». 
就 是 一 个 二 重 的 联 立 递归 式 . 一 般 地 ,多 重 联 立 递 归 
式 与 此 类 似 , 只 是 形式 上 略为 复杂 一 些 . 当 A—- B.C 
一 万 时 ,上 述 联 立 递 归 式 旷 化 为 原始 递归 式 . Aa 
面 ,一 般 的 联 立 递归 式 都 可 化 归 为 原始 递归 式 ， 

多 重 递 归 式 (multiple recursion schema) JR 
始 递 归 式 的 一 种 等 价 形式 . 指 具 有 多 个 递归 变 元 的 
递归 定义 函数 的 模式 . 当 递 归 变 元 个 数 为 n 时 , 称 为 
n 重 递 归 式 ,简称 递归 . 以 二 重 递 归 为 例 ,首先 考 
BOIAR FRAIRE <, Br, y) <u, vti 
Xu 或 X= 二 wu & yu. DRAB KER <A 
递归 定义 , 即 在 定义 Fx, yr SPS a, 30 BTE È 
VE All FA A GI <a (usu REBEL fuv). 
以 下 是 一 种 ( 带 参 数 的 ) 二 重 递归 形式 : 
fl(u,0,0)= A,(u), 

f Q,0,z; +1) =A; Qu; f (u,o0,T,)), 

a> sas OJ A stis T QU 2o 275 

Tanant la FISA Ob TL) 
PsP ls) 

其 中 TST, 2 取 值 没有 限制 ,而 它们 本 身 又 可 以 是 

Usi xs 的 函数 ,并 且 不 同 的 出 现 可 以 是 不 同 的 敬 

数 . ATE 之 表达 式 中 仍 含 有 新 图 数 了 的 出 现 , 则 称 
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AN dx EE BS — BA, DU 8 I 7o ux ES BS. 例如 , P 
E] Bal oe, BRL XE. X L8 A ^] RES BJ BAZ: 

A(0,n) —n-1, 

[te nien 

A(m+1,2+1)=Atm,A(m+1,n)). 
TRH n S SÉ IBN USUS FURNITURE LA. An 
18 3$ JH S Ji 7c x E R8 WE A IA eee BAK. 而 
能 套 的 多 重 递 归 式 则 不 然 . 例 如 ,上 述 函 数 4 就 不 
是 原始 递归 的 .一 般 地 ,彼得 (Peter,R. DUER T n E 
递归 式 都 可 化 归 成 正规 n 重 递归 式 : 

fir xi,.4m,)—0 (T£; 9 ZX,=0), 

Fete tu HACt enmt. 
其 中 f=f(zi 二 ly,xi i 十 1 ,zi， 

Bi (tista sr ras J a ly Ti Le os 
Doederl 29 
(1—1,2,*,n), 

A,B Y Al pee. 

En Bie YQ xX (regular n-recursion schema) 
见 “多 重 递归 式 ” 

控制 函数 (dominating function) — ft REPE PR 
数 . 是 递归 证 明 中 常用 的 一 种 函数 . AT SE a 和 任 
[fi] xa WA g GO x f GO Wu gk f 为 g 的 控制 函数 
(或 称 了 控制 8, 或 了 强 于 20. 如 果 A 为 一 个 函数 集 
合 ,g 为 一 个 二 元 函数 , 若 对 任何 SCA FE Ma, 
使 得 当 u= max Gri zi) 之 4 时 , 均 有 f(xi， 
Toe Ln) Lgu). MER g 为 A BST Fil BSEC. 直观 
E.g AGE o dw AB ST P 
数 , 因 而 ,A 的 控制 函数 g 必定 不 属于 人 4, 证 明 e 是 
A 的 控制 函数 ,是 证 明 g 不 属于 A 的 一 种 常用 方法 . 

通用 函数 Cuniversal function) 3% JA UE HB HH 
用 的 一 种 函数 . 设 A, AS n TORE. A nt] 
元 函数 g 满足 下 列 两 个 条 件 : 

1. 对 任何 t, Ami 25° s Lng CEs morcs 
A, 的 函数 ; 

2. 对 任何 SEA, ,存在 上, 使 

[AC Ln) =EL L2", Ln); 

WW BR g 为 A BY — 1 38 H eR A. A A E — PCI] PR 
集 ,g 是 一 个 二 元 函数 并 满足 下 列 条 件 : 

1. 对 任何 t A n, Axxo rng (t, CLs Loss Ln?) 
是 4 的 函数 ,其 中 (,…，) 为 某 个 确定 的 (2 元) 配对 
PKI A ; 

2. XHEP n MIE n WA SCA, TE t, E 

了 人 

Wh g 为 A 的 通用 哺 数 . 设 g 为 A 的 通用 函数 , 则 
A= {Axi Te" Tg (bs CL L29 12) |t,nEw}. A 中 
的 任何 函数 都 可 由 其 通用 函数 表示 出 来 . 正 因为 如 
此 ,A 的 通用 旺 数 也 称 为 A 的 枚 举 函数 . 

TA 35 Ej AL Cenumerating function) 


(X,) FE 


JL, "38 FA R 


A. 

ie VA PX, c HW AE Cinductively generated class 
of function) 一 种 函数 类 . 指 从 给 定 的 函数 出 发 ， 
经 过 复合 及 一 些 递 归 算 子 运 算 而 得 的 全 体 冰 数 组 成 
的 类 . 特别 地 , 当 生 成 算 子 集 为 空 集 时 ,又 称 为 复合 
Se. 耕 它 的 初始 函数 为 有 穷 个 ,那么 称 这 些 初始 函数 
为 基 . 设 C 为 递归 生成 函数 类 . 则 对 任何 FEC. AB 
有 一 个 从 初始 函数 出 发 经 生成 算 子 及 复合 运算 而 过 
步 生 成 f 的 过 程 . WETEA RRA: fosfit 
满足 下 列 条 件 , 则 称 此 函数 列 为 f 的 定义 过 程 或 
生成 过 程 . 

1. f,=f. 

2. X TE fa] in, f, 或 是 初始 函数 ,或 者 由 某 些 
fj(] 过 站 经 生成 算 子 或 复合 运算 而 得 . 

对 递归 生成 函数 类 C, 常 可 用 下 列 方法 证 明 C 
中 任何 函数 具有 性 质 P: 先 证 C 的 初始 函数 都 具有 
性 质 已 ;再 证 C 中 具有 性 质 书 的 函数 经 复合 和 生成 
算 子 作用 而 得 的 新 郴 数 仍 具有 性 质 P. 上 述 证 明 过 
程 为 关于 C 中 国 数 定 义 过 程 的 长 度 归 纳 证 明 . 是 一 
种 很 方便 的 证 明 方 法 .另外 , 若 下 为 递归 生成 函数 
4E C 的 初始 函数 集 ,Q 为 其 生成 算 子 集 , 则 CAR 
足下 列 条 件 的 最 小 函数 类 C:FSEC& CHF QF 
算 子 及 复合 运算 封闭 . 

水 数 的 生成 过 程 (derivation of function) J 
“递归 生成 函数 类 ”. 

p vg S eC Ackermann function) 一 种 特殊 
函数 . 是 一 种 重要 的 非 原 始 递归 函数 . 1928 年 ,德国 
数学 家 和 逻辑 学 家 阿 克 曼 (Ackermann,W. ) 为 了 证 
明 存 在 一 个 非 原始 递归 但 可 计算 的 过 程 ,定义 了 一 
个 三 元 函数 4 如 下 : 

ACu,0,n) —u-n, 

ACu,1.n)—u*n, 

ACu,2.n)-—uw', 

ACu,m-- 1,0) =u, 
[Ata mL EDO AGR AGREES 
(m 之 2)， 
并 证 明了 A 是 可 计算 的 非 原始 递归 函数 . 1935 年 ， 
彼得 (Peter,R. ) 把 4 简化 成 下 列 函 数 S: 
f (0,1) —2n-1, 
mri 
Sm 1554-1) =F mf Gn 1:0). 
1948 年 ,美国 数学 家 和 鲁 宾 孙 (Robinson,R. M. ) 又 把 
上 述 第 一 式 改 为 f(0,n) 二 nn 十 1, 而 且 它 们 都 是 可 计 
算 的 非 原始 递归 孔 数 .实际 上 ,Ff 是 原始 递归 函数 类 
HJ $2 mJ ER BX. 习惯 上 ,上 述 的 函数 4 以 及 经 彼得 和 
E IME Oa BA PALAIS BLOG 了 都 称 为 阿 克 曼 函数 . 有 
时 ,为 了 明确 起 见 , 修 改过 的 fot EROS BU vo 5e —1X 


13$ — & 3x Y^ PR PRL. 

JR 38 386 UA ER E (primitive recursive function) 
递归 函数 的 一 个 子 类 . 从 本 原 函 数 出 发 经 过 复合 和 
原始 递归 式 作 用 而 得 的 函数 称 为 原始 递归 函数 . 即 
原始 递归 函数 类 是 以 本 原 困 数 为 开始 函数 ,以 原始 
递归 算 子 为 生成 算 子 的 递归 生成 函数 类 . 原始 递归 
果 数 类 是 一 个 很 大 的 函数 类 , 它 几 乎 包含 了 所 有 在 
数论 中 讨论 到 的 函数 .此 外 ,原始 递归 也 数 都 是 能 行 
可 计算 的 .但 是 ,并 非 任何 能 行 可 计算 的 函数 都 是 原 
始 递 归 的 (参见 “ 阿 克 曼 函数 ”). 原始 递归 函数 类 有 
VE A SE OF BY RE SC Ar SK PF) A AS R BRB FP PRI R, 
以 原始 复 迭 式 ( 或 原始 复 迭 算 子 ) 为 生成 算 子 ,可 以 
得 到 原始 递归 函数 类 . 但 春 用 从 零 起 的 原始 复 迭 算 
子 ,itr《〈 即 在 通常 的 原始 复 迭 算 子 中 限定 初 值 只 能 
取 0) 为 生成 算 子 时 ,需要 本 原 图 数 及 绝对 差 函 数 
Ary(zx 一 y) 才 能 生成 原始 递归 函数 类 . 另 一 方面 , 许 
多 在 形式 上 比 原始 递归 式 强 的 算术 ,如 串 值 递归 式 、 
联 立 递归 式 CRED S BAN. CREME 
数 变异 递归 式 等 ,关于 原始 递归 式 仍 是 封闭 的 . 

原始 递归 谓词 (Primitive recursive predicate?) 
一 类 数论 谓词 . BR ial P 的 特征 图 数 是 一 个 原 
Oe 18 VA PR BX MPR P 为 原始 递归 谓词 . 


FF 5j $ F (sequence operator) 一 种 特殊 算 
T. 对 于 一 个 有 穷 数列 (zo,z，…，,z 0 TA 
定义 在 自然 数 截 段 n 二 《0,1,…,n 一 ]} 上 取 值 满足 


FG) =r OG FE T] I< NAF PRÉC f, 进 而 ,f 又 可 
LAE BURL g En EWR =g n. 因此， 
对 《zo,Xz1，,… ,Xs_1) 的 编码 可 以 看 成 某 个 算 子 seq 对 
PRA g 作用 后 在 n 处 的 取 值 seq g (2). 例如 

seq g(t) = n pago 


(其 中 P, 为 第 上 个 质数 ) 就 是 这 样 的 一 种 算 子 . 它 对 
有 穷 序 列 (g(0),g (1),…g(n 一 1)) 的 编码 为 26007 
grO 1... Pz-D+1, 一 般 地 , 若 一 个 算 子 seq 及 二 元 
函数 tm 满足 下 列 堆积 条 件 : 对 任何 ， 

Vx « n(tm (r,seqg()) = 27) 


WE seq 为 一 个 序列 算 子 ,而 tm 称 为 与 之 相应 的 求 
项 图 数 . 上 例 中 的 求 项 函数 就 是 函 数 4zyexpz(y). 

SK Iu ER term function) 见 “ 序 列 算 子 ” 

哥 德 尔 函数 (Gdel's function) — fl Fe Pk PR 
数 . 是 用 于 哥 德 尔 编码 的 一 种 函数 . 美 籍 奥 地 利 数学 
K EZR (Gödel, K. ) 于 1934 年 为 了 算术 地 处 理 有 
穷 数 列 引 进 的 一 个 三 元 函数 ,其 定义 为 : 

Br, y,z)-—rs(14- e 4-12y5 22. 
其 中 rs 为 剩余 函数 . 此 函数 具有 下 列 基 本 性 质 : 

1.8(zyz) 一 2 为 一 个 算术 关系 . 

Ze 对 任何 有 穷 E 然 数 序列 GosQ s ”Cn uf pA 3X 
到 两 个 自然 数 c,d ETE IERI in, pledi) =a;. 
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由 性 质 2 可 见 , 可 以 把 数 对 (c,d) 作 为 序列 ac. 
aita, 的 一 个 编码 ,而 利用 8 BS CU X RT JA Cea? 
把 诸 a; 求 出 来 . 因此 ,引进 B 函数 起 到 与 序列 算 子 
类 似 的 作用 ,而 8 函数 的 定义 仅 依 赖 于 较为 简单 的 
PR BX. 

BE E e V9 xt (nested recursion schema) 递归 
YE R18. 指 一 种 递归 定义 函数 的 模式 . 在 递归 定义 函 
数 了 时 ,为 了 确定 了 在 某 处 的 值 (如 了 (wu,z 十 1)), 可 
以 利用 在 它 “ 之 前 ”的 一 些 /之 值 (例如 f(u,x) 等 )， 
假若 这 些 f 值 本 身 又 依赖 于 了 的 其 他 一 些 “ 在 前 ” 
的 了 值 , 则 这 种 f I FE AT RARE NW. 例 
un: 

Leen 
fQi,Sx)—h(Qu a Fara) ff ur), tf (20) 
Pe —-TROBRE NRE GR UH AL. ER CEA TE 
形 类 似 , 只 是 形式 更 复杂 一 些 . 此 外 ,对 具 多 个 递归 
变 元 的 递归 定义 式 的 合 义 也 与 此 相仿 .一 般 地 , 艇 套 

的 多 重 递 归 式 不 能 化 归 到 原始 递归 式 . 

有 序 递 归 式 (ordinal recursion schema) 原始 
递归 式 的 一 种 推广 形式 . 设 关 为 自然 数 的 一 种 ( 严 
格 ) 良 序 关 系 , 不 妨 假定 0 为 < 最 小 元 . A ORC O 满 
足 条 件 6(0)=0 & Vx € o(x20—0G) <x), WER 0 
A CO Hi SR eR EXC. e 0 OA FF Bi SK PR gh A T PR 
数 , 知 函 数 满足 

f (4,0) —gQD, 

y>0—>f(u,y)=h(u,y,f(u,0 (u, y))), 
则 称 f AEF” EIF E VE H PRB. E R E 
为 (关于 序 << 的 ) 有 序 递 归 式 . 当 关 即 为 通常 的 和 目 然 
SU <M 9(u,zx) 二 D(x) 时 ,上 式 就 是 通常 的 原始 
3$ VA XX. 但是, 一般 的 有 序 递归 式 未 必 能 化 归 到 原始 
递归 式 . 此 外 ,对 原始 递归 式 的 各 种 加 强 形式 ,同样 
可 以 引进 到 有 序 递 归 式 上 来 . 

受 限 原始 递归 式 (limited primitive recursion 
schema) 原始 递归 式 的 一 种 限制 形式 .给 定 函 数 
gh. j WRAK S WE: 

f(u,0)=gtu), 

[tse Man 

f Cu, x)x5jQu,.x), 
Ju AR eg X f£ 79 OM gh. 出 发 ) 经 受 限 原始 递归 定 
义 的 函数 ,上 式 称 为 受 限 原始 递归 式 . 注 意 到 前 两 式 
实际 上 就 是 原始 递归 式 ,因此 ,由 受 限 原始 递归 式 定 
义 的 函数 就 是 由 原始 递归 式 定 义 的 函数 ,只 是 它 进 
一 步 要 求 新 函数 值 不 超过 某 个 预先 给 定 的 函数 7 的 
相应 值 罢了 . 受 限 原始 递归 式 的 这 种 限制 ,使 得 它 定 
义 盟 数 的 能 力 远 远 弱 于 一 般 的 原始 递归 式 ( 人 参见 “ 格 
Za RARE. 

f SŽ (composition class) 一 类 特殊 函数 . 指 
单 用 复合 运算 而 不 借助 于 其 他 算 子 所 生成 的 函数 . 
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A FS—A4448 2: REOS EF 中 国 数 出 发 仅 用 复 
合 运 算得 到 的 函数 类 记 为 CCF), 则 称 COO — 
复合 类 ,而 则 称 为 它 的 一 个 基 . 注意 到 者 允许 使 
用 所 有 的 党 值 函 数 及 广义 么 函数 , 则 复合 可 以 化 归 
BE. AIK AHE-TA BHR FEM EF 中 
PRI Ae Fe E PRI BX A SC XK RI h Ae Be EY AE a PRI 
数 类 C, 则 C 是 复合 类 ,但 此 时 C 的 基 仍 是 而 不 
EH A BERAAT X KRL. KR ARASH 
置 运算 定义 函数 类 时 的 一 点 区 别 . 

格 才 高 尔 契 克 分 层 (CGrzegorczyk hierarchy) 
递归 论 的 基本 概念 之 一 . 是 格 才 高 尔 契 克 (Grzegor- 
czyk, A. ) F 1953 年 引进 的 对 原始 递归 函数 类 的 一 
种 分 层 ,简称 “ 格 氏 分 层 " 或 “G OR”. 格 氏 首先 定义 
了 下 列 函 数列 ( 称 为 “ 格 才 高 尔 契 克 函 数列 ”) : 

jz y) 一 y 十 1， 

fiir.y—rcty, 

fiG.y)—G-TDG-TD, 

fir W=f,Cy+tl yt), 

Fe GST Gu o 259309. (0232). 
然后 ,定义 & 28 VA ZI DR BR RU. f, AFP A8 PBK LA 5 
限 原始 递归 式 为 生成 算 子 的 递归 生成 函数 类 . 进而 
格 氏 证 明了 

V n € wle, C en) U e, = PR 
CPR 表示 全 体 原 始 递 归 函 数 类 ), 即 {6,),e。 构 成 PR 
的 一 个 不 塌方 的 分 层 . 1963 年 ,里 奇 (Ritchie,R. 
W.) 证 明了 (es)es 定 义 中 的 格 氏 函数 列 可 以 改 用 下 
列 更 自然 的 阿 克 曼 型 函数 列 : 

SoCZy) 一 y 十 1， 

gi(x,y)—rcy, 

2.4100, wW=l1, 

git 1y)—g,Guar yy) (2 之 1)， 
在 G 分 层 中 ,es 恰好 是 初等 图 数 类 . 而 es 则 是 相当 
简单 的 函数 类 , 它 以 4Azy(Cz 十 y) 为 控制 函数 . 但 是 ， 
格 氏 证 明了 任何 递归 函数 了 都 可 表 成 下 列 范 式 : 
了 
其 中 A,BEe. Wb. ke (Rodding, D. 241 55 FF 
x (Marchenkov,S. S. ) 分 别 于 1964 年 和 1969 年 证 
明了 ¢,(n 223) Ale, 都 是 复合 集 , 即 可 由 有 限 个 开始 
函数 经 复合 运算 而 生成 .但 ese 是 否 也 是 复合 集 则 
尚 不 可 知 .大 以 C 表示 图 数 类 C PEK (0, 1} 1B PRK 
之 集 , 则 {ex ),e。 是 一 个 十 分 有 意义 的 函数 类 序列 . 
据 格 才 高 尔 契 殉 与 里 奇 的 工作 ,对 任何 ?之 2, 有 e 
CE us 但 e; Cet Cez 之 包含 关系 是 否 也 是 严格 的 
则 尚 不 清楚 .由 于 ez 与 图 灵机 在 线性 空间 内 所 接受 
的 关系 类 LISPACE 相同 . 因此 ,上 述 问 题 亦 是 计算 
复杂 性 理论 中 的 一 个 重要 的 未 解决 问题 . 男 外 ,G 分 
层 还 有 许多 形式 的 延伸 ,它们 构成 某 个 真 扩 张 原始 


递归 函数 类 的 函数 类 的 一 种 分 层 . 

格 才 高 尔 契 克 范 数列 (Grzegorczyk sequence of 
functions) W“ F BRZ wanj”. 

等 式 演算 (equation calculus) 一 种 形式 系统 . 
它 最 初 是 由 美 籍 奥 地 利 数学 家 哥 德 尔 (G6del,K. ) 
于 1934 年 为 定义 一 般 递 归 函 数 类 引进 并 加 以 讨论 
的 . 在 这 种 形式 系统 下 中 ,以 等 式 为 研究 对 象 . 基本 
符号 有 :等 号 ==、 常 元 OCR AR OO). HF Ki S( 表 示 
后 继 )、 数 变 元 xoci BIAS Sofi. neo, 
表示 nn TORT). F 的 项 是 指 由 常 元 0、 变 元 Xx; 或 
STK f? 及 其 经 过 函数 $ 和 其 他 函数 递归 生成 
的 合式 表达 式 . 特别 地 ,由 0 出 发 ,经 S 作用 逐步 生 
成 的 项 0,S0,SS0,… 称 为 数字 . 它们 可 分 别 记 为 0， 
1,2, Æ tss 为 F WMA tM Sisto ty) 
(其 中 加 和 四 和 s**t AAR S 之 外 的 任何 图 词 
N.S? An TRI), WR 上 一 * 为 下 的 一 个 等 式 ， 
F 中 等 式 组 成 的 有 穷 集 € 称 为 一 个 等 式 系 . 当 等 式 
A e 中 诸 等 式 内 所 出 现 的 全 体 函 词 为 Fo orf 
所 出 现 的 全 体 变 元 为 Z 时 ,e 可 特 记 为 

efi fo fa Z2). 

等 式 演算 的 规则 仅 有 下 列 两 条 : 

1. 代入 规则 . 把 某 个 等 式 中 某 个 变量 的 所 有 出 
现 都 用 某 一 个 数字 作 代 人 . 

2. 替换 规则 . 若 已 有 SFC stt Cn) c. WIR] 
以 把 某 个 等 式 中 右边 形 如 SFC, Err En) RAN E 
CER. 

等 式 演算 玉 , 实 际 上 就 是 基于 上 述 两 条 规则 得 
到 的 关于 等 式 的 推导 系统 . 可 以 利用 它 定义 可 计算 
函数 (参见 “ 埃 尔 布朗 - 哥 德 尔 可 计算 函数 ”"“ 有 穷 可 
定义 函数 ”). 

等 式 系 (system of equations) 一 种 有 穷 集 合 . 
指 由 等 式 演算 系统 中 的 等 式 组 成 的 集合 (参见 “等 式 
演算 ”). 是 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 (G6del ,K. ) 为 
寻找 “最 一 般 的 递归 过 程 ? 引 进 的 . 一般 的 原始 递归 
式 及 其 加 强 形式 乃至 多 重 递归 式 , 都 是 通过 有 限 个 
等 式 来 定义 函数 的 ,例如 ,由 

(DEC 
就 定义 了 一 个 函数 fx,z) 一 x 十 zx. 而 等 式 系 则 可 
以 含 任 何 有 限 个 “等 式 ”, 这 种 等 式 的 左边 必须 形 如 
ff G stest st) PS N- numi. H 
些 项 , 且 其 中 除了 S SpA A fib Ii. 上述 的 递 
归 式 以 及 一 般 的 多 重 递归 式 都 由 具有 这 种 形状 的 递 
归 式 所 组 成 . 车 等 式 系 。 所 含 的 全 体 函 词 和 自由 变 
元 为 fos fif BZ Mi eid 
sf Fit fa). 

有 穷 可 定义 函数 (finitely definable function) 

亦 称 等 式 系 有 穷 可 定义 函数 . 一 种 由 等 式 系 定义 的 


函数 . 用 等 式 系 定义 图 数 的 想法 最 初 是 由 法 国 数学 
家 埃 尔 布朗 (Herbrand,J. ) F 1931 年 提出 的 . 他 称 
等 式 系 ESS foD FE MPM f, 指 的 是 下 列 两 
个 条 件 成 立 : 

1. 存在 函数 Fishes stn iE Efi fttt fas 
ZR BUB SEX BI F3 fed ASZIGCUS fortes 
rev ADE 

2.6 fishers fh, 满足 :的 每 个 等 式 ,; 则 A= 
d BU VZeCf, fast fao LYx fix)= fO). 也 
即 , 由 < 可 惟一 地 刻画 函数 fi C — Sf). 

但 是 ,由 于 上 述 条 件 2 缺乏 能 行 性 ,因此 , 埃 尔 
布朗 的 方法 不 能 用 以 刻画 全 体能 行 可 计算 函数 , 实 
际 上 ,卡尔 马 (Kalmdr,L. ) 于 1955 年 证 明了 埃 尔 布 
朗 的 等 式 系 可 定义 函数 ( 即 有 等 式 系 s 来 定义 的 函 
数 ) 恰 好 与 所 请 起 算术 函数 一 致 ,这 些 函 数 已 大 大 超 
th T i% VA es Zi d FB. be 3€ 29 (Kreisel, G. ) Al ae FF 
(Tait, W. W. )-F 1961 年 对 埃 尔 布朗 的 定义 进行 了 
改进 ,把 上 述 条 件 2 改 为 下 列 条 件 : 

2 . 对 每 个 x, 存 在 有 限 个 Z1,2Z;,… ,2Z,, 使 得 只 
要 把 它们 对 。 中 等 式 实施 代入 运算 , 便 可 确定 f(x) 
之 值 . 即 对 每 个 Fist PFE A e 
eg efi fat s fns Zp > o=Hf (x). 

此 时 , 称 fS BI eA Si EARR. ES 
HAR EARD ENR SM SA CRF) n] sg X K 
数 , 更 明确 地 称 为 等 式 系 ( 有 穷 ) 可 定义 函数 . TREE 
和 泰 特 还 证 明了 有 穷 可 定义 图 数 恰好 为 递归 图 数 ， 
等 式 系 ( 有 穷 ) 可 定义 函数 的 概念 ,可 以 很 容易 推广 
到 部 分 函数 情况 ,此 时 称 为 等 式 系 ( 有 穷 ) 可 定义 的 
部 分 图 数 ,或 简称 (有 穷 ) 可 定义 部 分 函数 . 

等 式 系 可 定义 函数 (definable function by 
equation system) 见 "“ 有 穷 可 定义 图 数 ”. 

SE st KA EM BGS PB (definable partial func- 
tion by equation system) W“ Fn] EM RR”. 

1 OR Tn BA 3E $8 AR RI it $8 88 BW CHerbrand-Gódel 
computable function) 亦 称 一 般 递 归 图 数 . 一 种 等 
式 系 可 定义 函数 . 是 美 籍 奥地利 数学 家 可 德尔 
(G6del,K. ) 根 据 法 国 数学 家 埃 尔 布朗 (Herbrand， 
J. ) 的 暗示 提出 的 刻画 直观 能 行 可 计算 函数 的 一 类 
函数 . 设 f 为 n 元 函数 ,e 为 有 穷 等 式 系 (参见 “等 式 
系 ”) 中 最 后 一 个 等 式 最 左边 的 函数 7. SEHE TRIB 
然 数 di»d2» *** dn 有 :ayaz，… as) 一 0， “AM 
当 从 中 的 等 式 出 发 ,借助 于 代入 规则 和 替换 规则 
可 以 导出 (a ,a3，… 2) 一 0( 人 参见“ 等 式 演算 ”)， 
则 称 eC KF eR in] POE XT RMS BA ec EMS, 
则 称 f 为 等 式 系 可 定义 函数 或 埃 尔 布朗 - 哥 德 尔 可 
计算 E. 例如 < 一 人 (0 = 
SEC E sis 5 dC 0) = 二 0， Files Sto) =F; is 
altista) ) yy W Ee 关于 fi ELKASI, y) xd y, 
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fG,y)-—x* y. 

Js RG 38 UH. eR a E BB UH eR CAB I YR OR Fp BH- 
德尔 可 计算 函数 . 实际 上 , 埃 尔 布朗 - 哥 德 尔 可 计算 
肾 数 恰好 是 依 一 般 递 归 式 定义 的 一 般 递 归 函 数 . 埃 
尔 布朗 - 哥 德 尔 可 计算 函数 简称 HG 可 计算 函数 . RE 
在 定义 中 允许 部 分 函数 , 则 可 以 把 此 概念 推广 到 
HG 部 分 可 计算 函数 , 它 与 部 分 递归 函数 一 致 . 

埃 尔 布朗 - 哥 德 尔 部 分 可 计算 函数 CHerbrand- 
Gödel partial computable function) Ul, "3& ^K fa BH- 
哥 德 尔 可 计算 函数 ” 

u 递归 函数 (jy-recursive function) 一 类 埃 尔 
布朗 - 哥 德 尔 可 计算 函数 . 是 由 美国 逻辑 学 家 、 数 学 
R 9M (Kleene, S. C. ) 于 1936 年 首先 定义 的 一 类 
图 数 . 它 是 由 本 原 函 数 出 发 ,经 过 县 置 ,原始 递归 及 
4 递归 ( 即 w 算 子 ) 作 用 而 得 的 函数 .严格 地 讲 ,w 递 
归 函 数 类 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 (全 ) 函 数 类 C 

1. 本 原 函 数 在 C P. 

2.C OR T E EEBEH]. 

3.C 关于 原始 递归 式 封 闭 . 

4.C 关于 4 算 子 封闭 . 
kK 递归 函数 恰好 为 HG 可 计算 函数 ,它们 都 是 直观 
上 能 行 可 计算 的 函数 ,在 上 述 定 义 中 ,者 允许 部 分 函 
数 , 便 得 到 部 分 递归 函数 . 此 外 ,只 要 在 上 述 定 义 中 
再 增加 新 的 开始 函数 Axy Gd 320, Aryl * wk 


eq (x=yeg Gr, y) — 10, x35 y-—eq Gr 32 — 00, W] 


条 件 3 可 以 去 掉 . 

由 克 林 定 义 的 ww 递归 函数 . 简称 递归 函数 . 递 
归 函 数 有 许多 种 等 价 定义 形式 : 埃 尔 布朗 - 哥 德 尔 一 
A 135 0H eR C CB HG 可 计算 盟 数 ) 由 一 般 递 归 式 定 
义 的 一 般 递 归 函 数 . 图 灵 可 计算 全 函数 等 . EU PRX 
类 是 原始 递归 上 曙 数 类 乃至 多 重 递 归 函 数 类 的 真 扩 
张 ,又 是 部 分 递归 类 的 真子 类 . 但 是 与 其 他 几 个 函数 
类 不 同 ,递归 函数 类 是 不 可 能 行 地 列举 出 来 的 . 

一 般 递 归 模 式 (Cgeneral recursive schema) JR 
台 递 归 式 的 推广 . 是 递归 定义 函数 的 一 种 最 一 般 的 
方式 .给 定 函 数 ghk, WR BRNO 了 满足 : 

f(u,0) = gu), 
fu, Sx) — h(u,x, f Cu, k(u, S2))) 
MERKS EH ghk 依 一 般 递归 式 定 义 的 函数 .上 式 
称 为 一 般 递 归 式 ,其 中 > 为 递归 变 元 ,& HER. 
Fy B eR BL. 值得 指出 , 当 gsh,k Ab E = K BAY H 
C1) XE X. BS) PRI i Ail AS D FE SBR A. 实际 上 ,对 任何 x 
Z0, flu. oA, SAM M ETE n , Tii 35 k 关于 X 
HJ n IX E ux k” (u, x) —0. 但 是 ,一 旦 f(u,X) 有 定义 ， 
FFA g.h.k 都 是 能 行 可 计算 的 , 则 (wu,xz) 之 值 必 可 
能 行 地 求 出 . 另外 ,由 (1) 式 确定 Sur) ZAE, € 
是 逐步 求 出 flu.k(usx)) ,fl(u,k*(u,X)),… 直 到 有 
130 


(1) 


AS ndEGO.x-—0. mimus fu, k" u, x))= 
fu, 0)=g(u). 这 种 确定 是 一 种 递归 过 程 . 又 由 于 
(1) 式 可 以 定义 出 所 有 哥 德 尔 一 般 递 归 也 数 ,因此 
(1 ) 式 正 是 美 籍 奥地利 数学 家 可 德尔 (G6del,K. ) 所 
期 望 的 最 一 般 的 递归 模式 . 故 可 称 之 为 一 般 递归 式 . 
而 一 般 递归 函数 的 概念 应 用 一 般 递 归 式 来 定义 较为 
合理 . 此 外 ,从 形式 上 看 ,一 般 递 归 式 是 原始 递归 式 
的 一 种 自然 推广 ,在 一 般 递归 式 中 令 相 函数 ku, r) 
= Dz, 便 成 为 原始 递归 式 . 

— Ag 6 JA A F (general recursion operator) 
一 种 算 子 . 指 由 一 般 递 归 式 导出 的 算 子 . 设 h,k 为 两 
个 函数 , 则 算 子 reg 作用 到 AR 后 可 得 函数 SF, BY 

fu Tt) reg ARO sty ste) RGB] 


它 满 足下 式 : 
flv,u,0)=u, 
JfOSuwSr)—h(vir.fOs;u.k(v,Sc)). 
— RS VH SET. reg 定义 函数 的 能 力 与 一 般 递归 式 是 
相当 的 . 
一 般 复 迁 式 (general iteration schema) 原始 
复 迭 式 的 一 种 推广 . 一 般 递 归 式 的 一 个 特例 . 函数 P 
ARRERA ghk XE X Et f 满足 : 
f(x,0)=g(x), 
GD AS f Gs A Sy)0)). 
上 式 称 为 一 般 复 迭 式 , 其 特点 是 在 第 二 式 右 边 递归 
变 元 y 不 单独 出 现 .但 实际 上 ,一 般 递 归 式 可 以 化 归 
到 一 般 复 迭 式 . 由 一 般 复 迭 式 也 可 定义 一 个 一 般 复 
IET ugs UH PSE x: 
fG,u,0)—u, 
f Gu, Sy) -hG,f Gu, k(x, Sy))). 
并 记 为 fru)y) = itg (At) kort}, 


— fig S XX BF (general iteration operator) Ji, 
EI 
归宿 步 数 式 (return to zero schema) — At 3$ 

归 式 的 一 个 特例 . 设 f AR BE E x ABB 
身 复 迭 m KERFI, B 

Pæ = ir f= 0, 
则 称 节 在 zz 处 归 箱 于 0, 而 上 面 的 这 个 数 

m(—u n itr JO) zx) 
PRA f 在 x She A 

stp/ Œ). 
它 是 x 的 一 个 函数 , 称 之 为 f BUU qu 2b XE x 
TE. Hi f 求 其 归宿 步 数 函数 的 过 程 是 由 一 个 算 子 
stp 实现 的 , 称 此 算 子 为 归宿 算 子 . BA GI 
Zz, 则 了 在 0 处 的 归 窒 步 数 为 0. 因此 ,归宿 算 子 stp 
对 了 了 了 作用 而 得 的 新 函数 
m(xr) = stpf (1) 


满足 : 
m(0) = 0,， 
mlz 十 1)= Sm(f(z+ 1». 

称 此 式 为 归宿 步 数 式 .为 一 方面 ,一 般 递 归 式 又 可 以 
化 归 到 归宿 步 数 式 . 实际 上 ,一 般 递 归 限 数 可 由 本 原 
函数 Ary (ry) ary (La/y]) EA F iR RRO E 
BAMA stp 作用 而 生成 . 

归宿 算 子 (return to zero operator) 
步 数 式 ”. 

一 般 递 归 函 数 (general recursive function) 
亦 称 递归 滑 数 .一 类 具有 能 行 可 计算 的 全 数论 函数 . 
不 仅 如 此 ,现在 一 般 认 为 ,能 行 可 计算 的 全 数论 晒 数 
恰好 就 是 一 般 递 归 函 数 ( 参 见 “ 丘 奇 论 题 汶 . 一 般 递 
归 函 数 的 概念 最 初 是 由 美 籍 奥地利 数学 家 苛 德 尔 
(Gödel, K. ) F 1934 年 定义 的 ,也 就 是 现在 所 请 的 
埃 尔 布朗 - 哥 德 尔 可 计算 函数 . 即行 一 个 数论 函数 可 
Hy AS SEX EX, WARRE f 为 一 般 递 归 的 . 
1936 年 ,美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene ,S.C.) 
引进 了 ww 递归 函数 的 概念 ,并 进而 证 明了 它 恰好 与 
哥 德 尔 的 一 般 递 归 隶 数 类 一 致 .此 后 ,一 般 递 归 孙 数 
的 概念 便 经 常用 4 递归 的 形式 给 出 . BZA REF 1965 
年 利用 一 般 递 归 式 的 概念 提出 了 一 般 递 归 也 数 的 男 
一 种 等 价 定 义 形式 :从 本 原 蛆 数 出 发 ,经 营 置 和 一 般 
递归 式 作 用 而 生成 的 函数 称 为 一 般 递 归 式 .注意 到 ， 
比 起 等 式 系 或 n 算 子 来 ,一 般 递归 式 更 好 地 体现 了 
一 般 递 归 的 意义 .因此 ,利用 一 般 递 归 式 引入 一般 递 
归 函 数 概念 当 是 最 为 合理 的 . 而 且 也 是 原始 递归 函 
数 概 念 的 一 种 自然 推广 . 此 外 ,一 般 递 归 孔 数 恰好 是 
部 分 递归 也 数 中 的 全 消 数 .不 过 与 全 体 部 分 递归 矣 
数 不 一 样 , 全 体 一 般 递 归 函 数 不 是 能 行 可 列 的 . 

部 分 递归 函数 (partial recursive function) — 
般 递 归 函 数 概 念 对 部 分 函数 的 一 种 自然 推广 . 它 是 
具有 能 行 可 计算 性 的 一 类 部 分 5 数论) 函数 . 部 分 递 
归 顶 数 概念 最 初 是 由 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 
(Kleene,S. C. ) 于 1936 年 引进 的 ,是 指 由 本 原 函 数 
出 发 ,经 到 置 、 原始 递归 和 w 算 子 作 用 生成 的 部 分 
PR at. 等 价 地 部 分 递归 函数 类 可 定义 为 以 本 原 函 数 
为 开始 函数 、 以 一 般 递 归 算 子 reg 为 生成 算 子 的 递 
归 生 成 函数 类 . 一 般 地 ,在 4 可 定义 函数 、 瑟 C 可 定 
义 函 数 . 有 穷 可 定义 函数 等 的 定义 中 人 允许 出 现 函 数 ， 
便 可 得 到 一 般 递归 函数 的 一 种 等 价 定 义 . 符 依 一 般 
递归 算 子 定义 部 分 递归 函数 为 例 讨 论 , 则 对 任何 一 
^" BB St 335 VA eR C ,都 有 其 导出 过 程 :po,P，… + De 
Bl o, — 9. 2t EDS FERE iEn p: 或 是 本 原 函 数 , 或 是 由 
RE gi Cj n0 ERA Be — CS UA VE Hm 48. 这 个 序 
列 也 称 为 9g 的 递归 描述 . 从 而 ,任何 部 分 递归 函数 都 
有 其 递归 描述 . 利用 哥 德 尔 编码 技巧 ,对 任何 递归 描 
述 都 可 进行 能 行 编码 . 相应 地 ,全 体 部 分 递归 函数 也 
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可 能 行 编码 .由 此 可 以 给 出 全 体 部 分 递归 函数 的 一 
种 能 行 枚 举 . 38 W A SO? Je BEAR ARS n zo D OP XE 
IH eR CR — RR BE (T CAE. e 称 为 和 ”的 下 标 .在 元 数 
不 必 明 指 的 情形 下 ,Yr 常 简 记 为 pe 按 丘 奇 论题 ,部 
分 递归 函数 类 恰好 是 全 体能 行 可 计算 的 部 分 (数论 ) 
PR 38 2S. 其 中 的 全 函数 恰好 是 全 体 递 归 函 数 ( 参 见 
“Fate i”). 值得 指出 的 是 ,部 分 递归 函数 类 关于 
最 小 数 算 子 是 不 封闭 的 . 

递归 描述 (recursive description) 
IH PR RC. 

部 分 递归 函数 范式 (normal form for partial re- 
cursive function)” 亦 称 克 林 范 式 或 克 林 标 准 形 . 部 
分 递归 函数 的 一 种 表达 式 . 它 是 美国 逻辑 学 家 、 数 学 
家 克 林 (Kleene,S. C. ) 于 1938 年 给 出 的 部 分 递归 
函数 的 一 致 性 表示 形式 .他 证 明了 (部 分 递归 郴 数 
的 ) 克 林 范 式 定理 :存在 原始 递归 函数 x 和 原始 递归 
谓词 T, (对 任何 n), 188 153 [E fü. n 26 8B Oy 35 IA PRX 
2 可 表 成 : 

PTIs Tag 9 Ta) = pyT (esiyzi 和 yy)) C1) 
AP e 为 某 个 常数 . 当 (1) 式 成 立时 ,部 分 递归 函数 
2 常 记 为 8 或 人 e} 汪 ,或 (在 不 致 引起 混淆 的 情形 ) 
简 记 为 p S (e). KH” Jeu E Ji BK 元 部 分 
递归 函数 的 一 种 能 行 枚 举 . 与 此 相关 ,还 有 下 列 常 见 
ws: 

GC CE oa) 


| (as 9 Xo ene Tom 


Cl ye SU Cs marry. €2) 
^ Rhe). 

(2) 式 称 为 部 分 递归 函数 的 克 林 范 式 . 其 中 的 谓词 
T, 称 为 克 林 谓 词 . e, FK o. 的 * 步 有 穷 逼近 . 

克 林 范 式 (Kleene normal form) Bl 35 ^y 3$ 
IH PR ye sk”. 

部 分 递归 函数 范式 定理 (normal form theorem 
for partial recursive function) Jp PR ma MIE RE 
JB. 简称 范式 定理 . 关于 证 明 部 分 递归 函数 范式 存在 
性 的 一 个 重要 定理 . 它 是 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 
(Kleene,S. C. )F 1938 年 证 明 的 一 个 结果 :存在 原 
始 递归 函数 x 和 (对 nn 宇 1) 原 始 递 归 谓 词 TD, ,使 对 任 
faf» 元 部 分 递归 函数 8, 都 存在 数 e( 称 为 9 之 下 标 ) 
使 得 下 列 两 式 成 立 : 

Qn 509°? Ln) YI yT, (es Lis Ts oT y)» 


Ori Pe oD ed A/ 2 DD 
其 中 “二 ”表示 两 边 均 有 定义 且 值 相等 ,或 两 边 均 无 
定义 .通常 ,二 也 直接 用 二 表示 . 由 此 ,任何 元 部 分 
3 VH eR AC AB n] FEM u Gn yT, Cem sott me yZ 
形 , 此 即 为 克 林 范 式 . 

克 林 范 式 定 理 (Kleene normal form theorem) 
即 “ 部 分 递归 函数 范式 定理 ” 
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w KIB il (Kleene predicate) 一 种 原始 递归 
谓词 . 它 是 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S. 
C. ) 在 讨论 部 分 递归 消 数 的 范式 时 引进 的 . 直观 上 ， 
克 林 谓 词 T,CGesxi x5, tr WAH BY e 为 编号 
的 能 行 算法 在 《xi,xs，… ,x;) 处 的 计算 收敛 ,并 且 该 
计算 过 程 以 y 为 编码 . EA u(y) 表示 以 y 为 编码 的 
计算 过 程 的 计算 结果 . 则 以 。 为 编码 的 能 行 算法 所 
确定 的 nn 元 部 分 递归 函数 为 p(xi,Xs,*…,X,) = 
u(yyT,(e,x1,X2，"* ,Ts，y)). 进而 , 克 林 还 证 明了 zx 
和 了 都 可 以 是 原始 递归 的 ,从 而 得 到 了 著名 的 克 林 
范式 定理 . WPT, 关于 是 一 致 的 , 即 是 把 ”也 看 
RELAT, 仍 是 (Cn 十 3) 元 的 ) 原 始 递 归 谓 词 . 

部 分 递归 函数 枚 举 定理 (enumeration theorem 
for partial recursive function) ”简称 枚 举 定 理 或 通 
用 函数 定理 . 反映 部 分 递归 函数 类 基本 性 质 的 一 个 

1. 对 任何 eio. 是 元 部 分 递归 函数 . 

2. Æ Y 为 nn 元 部 分 递归 冰 数 , 则 存在 e, 使 得 y 
— 9$. 
3. 存在 ”十 1 元 部 分 递归 函数 CORA (eeu 
通用 函数 ) ,使 对 任何 x ple x) — 9. GO. 

满足 上 述 条 件 的 {9.}.es 称 为 元 部 分 递归 函数 
的 部 分 递归 枚 举 或 能 行 枚 举 . 枚 举 定理 可 由 克 林 范 
式 定理 直接 推出 .不 仅 如 此 ,由 克 林 谓 词 7, 关于 > 
的 一 致 性 ,可 以 证 明 , 存 在 全 体 部 分 递归 函数 的 通用 
PRA. pg, 即 对 任何 ne 和 mimm 

oe os OY A cD ex qi aa ots) 
值得 指出 的 是 ,n 元 部 分 递归 函数 的 部 分 递归 枚 举 
并 不 惟一 .但 是 ,递归 论 中 关于 部 分 递归 函数 的 讨论 
并 不 依赖 于 任何 一 种 具体 枚 举 的 特殊 性 质 . 因此 , 通 
常 固定 一 种 能 行 枚 举 开 展 各 种 讨论 ,这 并 不 妨碍 讨 
论 的 一 般 性 . 

38 FH ER EXE HB (universal function theorem) 
即 “ 部 分 递归 函数 枚 举 定理 ”. 

smn 定理 (smn-theorem) J AKA% EH. 反 
映 部 分 递归 函数 及 其 能 行 枚 举 基本 性 质 的 一 个 重要 
定理 , 它 是 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S. 
C. ) F 1938 年 证 明 的 . 具体 叙述 如 下 ii GT es 
n 元 部 分 递归 函数 的 一 种 能 行 枚 举 ( 对 任何 n). 则 对 
52, 存在 一 个 一 一 递归 的 2 十 1 元 原始 递归 函数 
S7 ,满足 

ol na (yis yas *** ya) 
= a Eaa YL yra s Yas 
smn 定理 有 时 也 记 为 Sz 定理 , 它 表 明 当 把 一 个 2 十 
m 元 部 分 递归 函数 et rB n BTE Gn xc 
2.) 78 ME BUS Er] n 元 部 分 函数 
Ayiyortt ya QU Cay Latt mu Yao yao ttt Im) 
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Vite — ^ B 43 35 1H ER C m EL RC P BR CB S7 Ces zi, 
Ho9°** 5 Ln) H] LJ 由 € 以 及 参数 X1 9 之 29 ** 9 Xn 经 某 个 
— — Cg i 3: UA AY PR CIO H. 

参数 定理 (parameter theorem) 
m”. 

部 分 递归 函数 的 下 标 (index of partial recur- 
sive function) 全 体 部 分 递归 郴 数 的 一 种 编号 . & 
GE? } ee 为 寺 元 部 分 递归 郴 数 的 一 种 能 行 枚 举 , 则 称 
e JJ B E VF PROC gt” 关于 该 枚 举 的 下 标 , 简 称 下 标 
(参见 “部 分 递归 函数 范式 定理 ”、“ 下 标 集 ”). 

下 标 集 (index set) Bi — 4 P Fr E3 BOY) 386 1 BR 
BUE. 设 {9.).e。 为 部 分 递归 函数 的 能 行 枚 举 , 若 存在 
一 个 部 分 递归 函数 集 Ue, HE A= (rE olg,€ o, 
则 称 4 为 下 标 集 . 于 是 ,对 下 标 集 4, 知 它 含 有 某 个 
部 分 递归 函数 的 某 个 下 标 , 则 它 也 含有 该 范 数 的 所 
有 的 下 标 . 即 4 A Ping®, 4AM 

VxVy(r€ A & 9,—9,—y€ A). 

Hi 2A ey 5| XE RT BES HB Ar PTE Pp Se PB 
举 无 穷 多 次 .和 若 4 为 下 标 集 , 则 4 为 空 集 或 是 一 个 
无 穷 集 ,不仅 如 此 , 非 平 几 的 下 标 集 必定 不 是 递归 的 
(参见 “ 赖 斯 定理 ”). 

递归 定理 (recursion theorem) 亦 称 不 动 点 定 
H. 反映 部 分 递归 函数 类 基本 性 质 的 重要 定理 . 最 初 
是 由 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S.C. ) F 
1938 年 证 明 的 . 克 林 所 给 的 递归 定理 的 原始 形式 为 
( 特 称 为 第 二 递归 定理 ) : 奋 业 为 部 分 递归 函数 , 则 存 
E e. E qe. G0 — 9e. 与 第 二 递归 定理 等 价 的 是 
下 列 不 动 点 定理 :对 任何 递归 顶 数 f ,存在 自然数 
CRRA 了 的 不 动 点 ), 使 pa =pro 不 动 点 定理 有 一 些 
推广 的 形式 : 

l. 带 参数 的 递归 定理 .大 f 为 n 十 1 0335 3 BR 
数 , 则 存在 一 一 的 元 递归 也 数 ,使 


rc To Th To" etd) Prix, x, ND 


2. 二 重 递归 定理 . 对 递归 函数 f,g ,存在 自然 数 
a,b, [i18 : Pa — Prong) & Pr — Grab. 

对 一 个 递归 函数 SAA DUE TE T EL— 
定 有 无 穷 多 个 ,它们 所 组 成 的 集合 可 能 是 递归 集 ,也 
可 能 是 非 递 归 的 . 值得 指出 的 是 ,对 部 分 递归 基数 ， 
其 不 动 点 定理 与 第 二 递归 定理 是 等 价 的 ,但 两 者 的 
证 明 所 需要 的 基础 并 不 一 样 . 前 者 依赖 于 S% 定理 
和 枚 举 定理 ,而 后 者 则 仅 依 赖 于 Sn 定理 . 因此 ,者 
一 个 函数 类 具有 Sh 性 质 但 不 具有 枚 举 性 (如 原始 
递归 函数 类 ), 则 第 二 递归 定理 对 它 也 成 立 , 而 不 动 
点 定理 则 不 然 . 与 第 二 递归 定理 相对 应 的 是 关于 部 
分 递归 泛 郴 的 第 一 不 动 点 定理 (美国 逻辑 学 家 .数学 
x w $ (Kleene, S. C. ), F 1952 年 证 明 的 ): 设 
F Ca, x) HÈRE Z R MEE — SB 5 35 H BR BX 


Bl “smn 定 


a, 使 得 : 

1. Yrlalr)=F(la,x)); 

2. YL(BCr)=F(B,x)) aC; 
此 时 a RA F 的 最 小 不 动 点 .第 一 和 第 二 不 动 点 定 
理 之 名 称 纯粹 是 由 克 林 的 经 典 闭 作 《 元 数学 导论 》 中 
表述 的 先后 次 序 而 定 的 , 别 无 他 意 . 此 外 ,在 许多 文 
献 中 ,上 述 的 (第 二 ) 不 动 点 定理 也 称 为 递归 定理 而 
不 加 区 分 . 

最 小 不 动 点 (minimal fixed point) 
理 ”. 

不 动 点 定理 (fixed point theorem) 各 种 形式 
的 不 动 点 定理 的 总 称 . 关于 部 分 递归 函数 的 不 动 点 
定理 常 称 为 递归 定理 ,而 关于 部 分 递归 泛 函 的 不 动 
点 定理 则 称 为 第 二 不 动 点 定理 (参见 “递归 定理 ”). 

垫 衬 引 理 (Padding lemma) 反映 部 分 递归 也 
IX BE TT BOIS {9,1.e。 基 本 性 质 的 一 个 引 理 : 设 o. 为 任 
何 部 分 递归 函数 ， 其 下 标 为 e, 则 必定 可 以 能 行 地 找 
Blo, 的 无 穷 多 个 不 同 的 下 标 , 故 3 “x (lg. 二 gp). A 
此 ,在 能 行 枚 举 (9.}.e。 中 ,任何 部 分 递归 函数 必定 出 
现 无 穷 多 次 ， 即 任何 部 分 递归 函数 必 有 无 穷 多 个 下 
标 . 不 仅 如 此 ,由 赖 斯 定理 知 , 任 何 部 分 递归 函数 9 
的 全 体 下 标 组 成 之 集 Oe) = (rE vo. — p) HEE 
非 递 归 集 合 . 

下 标 系 统 (system of index) P EBAY i UA ER 
数 的 一 种 编码 方法 . 设 少 为 从 w 到 全 体 ”元 部 分 递 
JH e CH) — 1 3818] g= iy In€ e) M o BR BB 
递归 函数 的 一 个 下 标 系 . 约定 UU RAN” CO ,并 称 
e 为 qi 的 下 标 . 若 对 任何 ”存在 < ,使 

QUU Co or rose E) 一 Wry a T 
则 称 y 具 有 枚 举 性 . AHEM n A m, FEE RB SUA 
函数 S$ ,满足 
San ILE (yis 25 ** Ym) 
= ee ee Ln VioV20 Ym)» 
WE o 可 参数 化 . (8”}).e。 给 出 了 一 种 具有 枚 举 性 
并 且 可 参数 化 的 下 标 系 , 该 下 标 系 特 称 为 标准 系 .一 
般 地 ,大 下 标 系 y 与 标准 系 能 行 可 互 换 , 即 存 在 递归 
函数 和 g ,使 对 任何 n fl esq — 58. Qe’ = qo. 
We Ti Ao 为 可 接受 的 . 美国 数学 家 罗杰斯 
(Rogers, H. ) 证 明了 一 个 下 标 系 yy 为 可 接受 的 , 当 
BAK y 同时 具 枚 举 性 和 可 参数 化 性 质 , 也 当 且 仅 
当 存 在 递归 置换 ,使 对 任何 e A n. = 95. 对 于 
一 个 可 接受 的 下 标 系 yy 来 说 ,相应 的 枚 举 定理 .参数 

定理 .递归 定理 . 热 衬 引 理 都 成 立 . 从 而 递归 论 的 基 
本 内 容 也 可 相应 地 发 展 出 来 .因此 ,从 某 种 意义 上 
讲 , 递 归 论 的 讨论 是 不 依赖 于 任何 一 种 (可 接受 的 ) 
下 标 系统 的 . 

递归 集 (recursive set) 


见 “ 递 归 定 


具有 能 行 可 计算 的 上 自 


XE 归 论 


然 数 集 . 设 4 为 自然 数 集合 , 若 其 特征 函数 Cs 是 递 
HRR, WAR 4 为 递归 集 . 对 递归 集合 4, 为 了 判定 
KT ARM n 是 否 属于 4A, 只 要 计算 其 特征 函数 Ch 
TE n 处 的 值 Ca(n) 即 可 . 由 于 Cs 的 递归 性 ,上 述 过 
程 可 能 行 地 完成 ,从 而 n 是 否 属于 4 是 能 行 可 判定 
的 . C.N 都 是 递归 集 , 而 且 任 何 有 穷 集 也 都 是 递归 
的 . 此 外 ,递归 集 类 关于 集合 的 交 、 并 、 补 运算 都 是 封 
闭 的 . 

递归 关系 (recursive relation) ”以 递归 函数 为 
FE AH JR AR. KA AP B ERE RBS n TK 
Fe, BY ACC. e,t, ©) H — S n TCH Ud BT BR 
Be. FEA = (Cas mneesrQiGyoereosn)€A) 是 
一 个 递归 集 , 则 称 4 为 二 元 递归 关系 . 等 价 地 , 若 令 
f H A 的 特征 函数 , 即 ; 

0 (Gum 


Faama) = 
1 Re). 
则 4 JJ n 763$ AR FR 4AR4 f£ ON n zo 3 PR 
数 . AA n 元 递归 函数 , 则 可 能 行 地 判 知 任何 
T) EAA T A. 

联运 算 (join operation) 定义 在 自然 数 集合 上 
的 一 种 运算 . 设 A,B 为 两 个 自然 数 集合 ,集合 

ABB = {2r|r € A} U (2z + 1|xz E€ B) 
称 为 4 和 B 的 联运 算 . 值得 注意 的 是 ,4 由 已 包含 
f 4 和 B 的 信息 .换言之 ,只 要 知道 了 ADB, d 
知道 了 4 FB. 因为 要 判定 r€ARS Yy€CB,HA 
E 2r € ADB Al 2» 4-1€ ADB BUA). 这 种 性 质 是 通 
常 的 “并 ”运算 所 不 具备 的 . 因此 ,在 通常 的 化 归 意 义 
下 (一 一 化 归 除 外 )4BB 是 A.B 的 上 确 界 . 即 A.B 
<, AB & VCCCXLA & CK B—C«, ADB). AF 
这 个 原因 ,通常 r 度 a,b B ERR aU b KH a.b 之 
联运 算 . 

联运 算 还 有 一 种 推广 形式 : 设 IC {Arer N 


Ly) Œ A), 


os do rts 


ARR RR. tS 8 FP XU BS BOXE Pg XC. 则 集 
A Drier, = TOR CA; &nE7T) 称 为 {A ber ty 


(广义 ) 联 运算 . 

广义 联运 算 (generalized join operation) M, 
“联运 算 ” 

EAA (Church thesis) 亦 称 丘 奇 论 点 . i$ 
归 论 的 基本 论点 . 它 断 言 了 直观 能 行 可 计算 性 与 递 
归 性 之 间 的 一 致 性 . 它 是 由 美国 数学 家 ZAFE 
A (Church, A. ) 最 初 提 出 的 . 按照 现在 通常 的 叙述 ， 
丘 奇 论题 可 以 表述 为 :一 个 部 分 范 数 为 直观 能 行 可 
计算 的 , 当 且 仅 当 它 是 部 分 递归 函数 .由 此 ,对 “能 行 
可 计算 性 ”就 可 以 展开 严格 的 讨论 ,而 作为 研究 “能 
行 可 计算 性 ”的 递归 论 便 成 为 一 门 严格 的 数学 分 支 . 
但 是 , 丘 奇 论题 是 无 法 严格 证 明 的 . 尽管 可 以 对 每 个 
部 分 递归 函数 给 出 其 算法 ,从 而 “证 明 ?” 它 们 都 是 能 
行 可 计算 的 .但 是 ,由 于 “能 行 可 计算 性 ”不 是 一 个 精 
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确定 义 的 概念 ,从 而 无 法 证 明 每 个 “能 行 可 计算 ”的 
函数 都 是 部 分 递归 的 .不 过 ,下 列 几 点 ,就 有 充分 理 
由 承认 丘 奇 论题 : 

1. 人 们 对 能 行 可 计算 函数 的 各 种 完全 不 同 的 刻 
画 ,最 终 都 得 到 了 与 部 分 递归 函数 类 相同 的 函数 类 . 
这 表明 “部 分 递归 性 ”是 具有 稳定 性 的 概念 . 这 些 不 
同 的 刻画 中 常见 的 有 : 

1) 丘 奇 的 4 可 定义 函数 . 

2) ARNIS wR. 

3) JRAR B BA ES BR RT TE R RK. 

4) — fC X UH PR. 

5) 克 林 的 4 递归 函数 . 

6) 波斯 特 系统 可 定义 函数 . 

7) 马尔 可 夫 正 规 算法 可 计算 函数 . 

8) 乔 姆 斯 基文 法 系统 可 定义 函数 . 

9) 无 穷 存 贮 机 可 计算 函数 . 
上 述 几 种 函数 类 (其 中 有 些 原 定义 限于 全 函数 ,但 可 
很 自然 地 推广 到 部 分 函数 ) 以 及 它们 的 各 种 形式 的 
变种 都 刻画 了 同一 种 函数 类 , 即 部 分 递归 函数 类 . 

2. 部 分 递归 函数 确实 是 能 行 可 计算 的 . 由 于 部 
分 递归 函数 都 是 图 灵 可 计算 的 ,而 对 图 灵 可 计算 ER 
Ko 而 言 ,其 值 的 计算 只 要 执行 图 灵机 M. 的 操作 
BB RT. 而 这 种 操作 是 能 行 的 . 

3. 至 今 为 止 , 尚 未 发 现 有 任何 能 行 可 计算 函数 
不 是 部 分 递归 的 . 

4. 从 对 图 灵机 的 详细 讨论 所 取得 的 经 验 表明 ， 


如 果 一 个 函数 可 由 一 个 直观 算法 计算 ,一般 都 可 


由 此 算法 构 作 一 个 图 灵机 来 计算 p 也 就 是 说 ,几乎 
否定 了 构 作 丘 奇 论题 反例 的 可 能 性 . 

基于 上 述 几 点 ,人 们 基本 上 都 接受 丘 奇 论题 ,并 
把 它 作为 递归 论 研 究 的 基本 出 发 点 .只 有 承认 了 区 
奇 论题 , 才 可 能 讨论 并 证 明 某 些 范 数 的 不 能 行 性 . 例 
如 ,只 要 证 明 q 不 是 部 分 递归 函数 , 便 可 断言 不 是 
能 行 可 计算 的 . 男 一 方面 ,由 于 承认 了 上 丘 奇 论题 ,在 
证 明 某 个 范 数 9g 为 部 分 递归 函数 时 ,常常 可 以 不 必 
具体 给 出 其 元 长 的 导出 (定义 ) 过 程 ,只 要 给 出 一 种 
计算 8 的 直观 的 能 行 算法 即 可 . 这 种 证 明 方 法 称 为 
依 丘 奇 论 题 证 明 . 

顺便 指出 , 丘 奇 论题 的 原始 叙述 (1935 年 ) 是 关 
于 全 函数 的 ,但 一 些 构 造 主义 者 批评 它 会 导致 恶性 
循环 , 而 丘 奇 又 无 法 给 出 令 人 信服 的 解释 . 后 来 , 美 
国 逻 辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S.C. ) 于 1938 Æ 
给 出 了 基本 部 分 范 数 的 丘 奇 论题 (也 即 现在 通行 的 
说 法 ) , 才 避 开 了 构造 主义 的 责难 . 

函数 能 行 可 计算 性 (effective computability of 
the function) 递归 论 术 语 . 函数 的 能 行 可 计算 性 
通常 包含 两 种 含义 ,一 种 是 指 在 某 种 精确 化 基础 上 
所 定义 的 精确 概念 ,如 图 灵 可 计算 函数 4 可 定义 图 
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性 的 . 另 一 种 是 指 基 于 直观 概念 且 多 少 有 些 模 糊 的 
概念 . 即 直 观 意 义 下 的 可 计算 性 . 但 是 ,根据 丘 奇 论 
中 ,只 要 不 至 于 引起 概念 混 消 ,党 和 党 不 加 明确 区 分 地 
使 用 这 两 种 可 计算 性 ,或 者 在 使 用 可 计算 性 概念 时 ， 
是 兼 指 这 两 种 含义 . 

直观 可 计算 函数 (Cintuitively computable func- 
tion) 一 种 数论 函数 . 函数 了 称 为 直观 可 计算 的 ， 
是 指 存在 一 个 算法 , 依 这 个 算法 ,可 以 机 械 地 求 出 函 
E BTA BR x 处 的 函数 值 Go. 例如 ,用 通 
常 的 欧 几 里 得 算法 ,可 以 机 械 地 求 出 任何 两 个 自然 
Mn Am 的 最 大 公 因 子 d On. mO. 从 而 ,函数 
AMzyd(z,y) 就 是 一 个 直观 可 计算 的 范 数 . 值得 指出 
的 是 ,由 于 这 里 的 “算法 ”“ 机 械 的 ”等 都 不 是 严格 定 
义 的 概念 ,因此 ,函数 的 “直观 可 计算 性 ?概念 并 不 是 
精确 定义 的 概念 . 此 外 ,一 个 函数 了 是 直观 可 计算 
的 ,只 要 求 存在 一 个 计算 f 的 算法 ,并 不 要 求 已 具 
体 给 出 这 种 算法 (在 许多 情形 ,往往 比 证 明 其 存在 性 
要 困难 得 多 ). 例如 ,函数 

jy [0 ( 哥 德 巴赫 猜想 成 立 )， 
1 《〈 哥 德 巴 赫 猜 想 不 成 立 )， 

目前 尚 不 知道 计算 函数 f 的 算法 ,但 由 于 哥 德 巴赫 
猜想 总 是 成 立 ( 此 时 / 恒 取 0 值 ) 或 不 成 立 ( 此 时 了 
总 取 1 值 ), 因 此 f£ eS. AR OS 
的 算法 总 是 有 的 . 从 而 f 是 一 个 直观 可 计算 也 数 . 
但 真正 要 找到 计算 f 的 算法 ,必须 解决 哥 德 巴赫 猜 
想 问 题 . 

半 可 计算 函数 (semi-computable function) Jf 
PR BB at A it Fe BR A. 一 种 部 分 数论 遇 数 . 设 f 为 一 
个 部 分 数论 函数 ,如 果 存 在 一 个 能 行 算法 ,使 对 任何 
自 变 元 x 的 取 值 ,只 要 f(x) 有 定义 ,那么 f(x) 之 值 
便 可 依 上 述 算 法 能 行 地 求 出 , 称 f 为 半 可 计算 也 
数 . 直观 可 计算 函数 都 是 半 可 计算 的 . 注意 到 函数 的 
半 可 计算 性 ,只 对 使 其 有 定义 的 自 变 元 值 处 有 能 行 
可 计算 的 要 求 , 而 对 x 是 否 使 (x) 有 定义 , 则 没有 
要 求 预先 可 以 能 行 地 判 知 .实际 上 ,对 有 些 半 可 计算 
函数 f 而 言 , 并 不 能 能 行 判定 在 任何 x 处 f(x) 是 否 
有 定义 (参见 “停机 问题 ”). 

部 分 可 计算 函数 (partial computable function) 
即 “ 半 可 计算 函数 ”. 

灵机 (Turing machine) 一 种 理想 计算 机 . 
它 是 由 英国 数学 家 图 灵 (Turing,A. M. ) 于 1936 年 
发 明 的 .图 灵 对 某 个 机 械 的 演算 过 程 进行 分 析 后 发 
现 ,计算 员 所 实施 的 操作 可 以 分 解 成 下 列 的 基本 动 
作 : 认 出 某 个 符号 , 抹 去 某 个 符号 , 写 出 某 个 符号 , 转 
移 观 察 点 并 更 改 记忆 内 容 .由 此 ,他 设计 了 一 种 理想 
装置 MARI). CHP ME KYA A 


一 个 读 头 组 成 . 纸 带 被 分 划 成 无 穷 多 个 两 两 相符 的 
单元 ,每 个 单元 中 可 以 是 空 晶 的 ( 记 为 召 ) ,也 可 写 上 
取 自 某 个 确定 的 字母 表 o 中 的 一 个 字母 . HBA 
4E B JE ow 中 ,并 称 OY 为 1 的 字母 表 . 读 头 在 任 
何 时 刻 都 对 准 ( 或 称 注 视 ) 纸 带 上 的 一 个 单元 . 也 可 
以 在 纸 带 上 向 左 ( 记 为 工 ) 或 同 右 ( 记 为 R) 移 动 一 个 
单元 . M 还 有 一 个 内 部 状态 集合 QS {qoqi Qa} 
并 且 读 头 总 是 处 在 某 个 内 部 状态 aED F. E 
灵机 M 的 运行 由 一 个 给 定 的 有 穷 指令 集合 P 所 确 
EP 称 为 M 的 程序 ,其 中 的 指令 形 如 qsg siX ,其 
P qg EQ s os € o X € URL. 其 含义 为 ; 当 机 
器 M 的 内 部 状态 为 q , 读 头 注视 单元 内 的 符号 为 9 
REM 取 新 的 内 部 状态 v FHE s H s BEAR SFLU 
KABA X=LARABCS XSSR TA 
元 . 这 样 一 来 ,只 要 在 纸 带 上 给 定 一 个 -x ENR o 
作为 输入 ,再 约定 M 在 开始 时 取 内 部 状态 go( 称 为 
初始 状态 ), 而 读 头 注视 纸 带 上 最 左 的 非 空 单元 , 那 
么 图 灵机 M aK P 中 指令 运行 ,直到 在 某 一 时 
刻 机 器 取 内 部 状态 9,( 称 之 为 终止 状态 ) 为 止 , 此 时 
M 便 停 机 , 纸 带 上 的 内 容 便 是 输出 .大 M 一 直 取 不 
到 终止 状态 , 则 M 将 永远 运行 下 去 ,此 时 M 在 输入 
5 后 为 发 散 的 . 

在 上 面 描述 中 ,M 从 开始 运行 到 停机 为 止 的 整 
个 过 程 称 为 计算 过 程 ,其 中 每 用 一 次 指令 都 称 为 计 
算 的 一 步 , 整 个 计算 过 程 的 步 数 又 称 计 算 的 长 度 . 由 
上 可 知 , 在 一 定 的 约定 之 下 ,图 灵机 M 被 它 的 程序 
P 所 惟一 确定 . 因此 ,给 出 M, 实 际 上 只 要 给 出 PP 即 
可 ,当然 还 要 求 P 满足 相 容 性 条 件 :者 了 中 两 指令 
的 第 一 、 二 分 量 相 同 , 则 它们 必 为 同一 条 指令 . 

上 述 图 灵机 的 运行 是 被 输入 惟一 确定 的 , 称 为 
简单 图 灵机 . 此 外 还 有 其 他 形式 的 图 灵机 (参见 “ 带 
外 部 信息 源 的 图 灵机 ”). 另 外 ,在 保持 计算 能 力 不 变 
的 条 件 下 ,图 灵机 也 还 有 许多 不 同 的 表述 形式 ,例如 
ARAM. SEEKS. 用 哥 德 尔 编码 技巧 ,全 体 图 灵 
机 可 以 能 行 地 排 成 一 列 Mos Mists Me 其 中 e 可 称 
为 M. 的 哥 德 尔 码 或 下 标 . 

图 灵 可 计算 函数 (Turing computable function) 
简称 了 可 计算 函数 . 可 用 图 灵机 来 计算 的 一 类 郴 
数 . 设 2 为 一 个 (部 分 ) 数 论 函 数 , 如 果 M 为 图 灵机 ， 
并 且 对 任何 自然 数 n, 若 以 纸 带 上 连续 的 n 十 1 个 1 
GEJ n R 1" OA M 的 输入 后 ,MM 会 停机 ,当量 
仅 当 g(r) 有 定义 ,而 且 当 M 停机 时 的 输出 中 恰好 有 
Kn) "1". Wl sg M 计算 p — AH. ON k 76 PR 
数 , 则 M 计算 8 时 ,要 以 形 如 去 BF …Bz 的 串 作为 
与 (zzz，…zi) 相 应 的 输入 ,此 时 ,其 输出 ( 知 有 的 
话 ) 中 的 1 的 个 数 恰好 为 eri xix ETE 
个 图 灵机 来 计算 2, 则 称 2 为 图 灵机 可 计算 的 . 设 


UM.) ee 为 全 体 图 灵机 的 一 种 能 行 枚 举 , 符 M., 所 计 
BY n TOCSY) PERI A A” VU Le Jue BER 
2 元 了 可 计算 函数 的 一 种 能 行 枚 举 . 此 时 ,e 称 为 
”的 下 标 , 在 许多 场合 ,gy” 常 可 简写 成 peT Vit 
算 的 函数 一 定 是 直观 能 行 可 计算 的 ,而 依 丘 奇 论 题 ， 
直观 能 行 可 计算 函数 恰好 是 全 体 了 可 计算 函数 . 从 
这 个 意义 上 说 ,7 可 计算 函数 给 出 了 直观 能 行 可 计 
算 隐 数 这 个 概念 的 一 个 精确 刻画 . 

确定 型 图 灵机 (deterministic Turing machine) 
一 种 图 灵机 . 指 每 一 步 都 惟一 确定 的 图 灵机 . 设 M 
为 一 个 图 灵机 , 则 只 要 给 M 一 个 输入 ,AM 便 会 以 一 
种 惟一 确定 的 方式 进行 运行 . 即 对 M 的 同一 个 输 
和 ,只 有 一 种 计算 过 程 与 之 相应 . 这 一 点 是 由 图 灵机 
程序 的 相 容 性 条 件 所 确定 的 (参见 "图 灵机 ” ,这 种 
图 灵机 特 称 为 确定 型 图 灵机 (参见 “ 非 确 定型 图 灵 
BL"). 

非 确 定型 图 灵机 (non-deterministic Turing 
machine) 确定 型 图 灵机 的 一 种 推广 . 设 P 为 一 个 
由 图 灵机 指令 组 成 的 有 穷 集 合 ,P 不 一 定 满足 相 容 
性 条 件 , 如 果 把 PP 作为 程序 , 依 类 似 于 确定 型 图 灵 
机 的 模式 进行 运行 , 则 可 能 会 在 某 个 时 刻 有 两 条 或 
更 多 的 指令 可 以 用 ,而 它们 所 规定 的 动作 又 不 一 致 . 
flan P PAA qgBa BR 和 goBqiBL 两 条 指令 . 则 当 
内 部 状态 为 go 且 所 指 单元 为 空白 时 ,这 两 条 指令 都 
可 用 ,但 一 个 要 右 移 , 另 一 个 则 要 左 移 . 此 时 ,如 果 约 
定 可 以 按 其 任意 一 条 进行 操作 ,那么 以 这 种 P 为 程 
序 的 图 灵机 便 称 为 非 确 定型 图 灵机 . 对 不 确定 型 图 
灵机 M 来 说 ,对 同一 个 输入 可 能 有 不 同 的 运行 过 
程 . 与 确定 型 图 灵机 一 样 , 全 体 非 确定 型 图 灵机 可 以 
能 行 地 排 成 一 列 :NM。,NMi,NM,,… ,NM,,… 称 之 
为 非 确定 型 图 灵机 的 能 行 枚 举 . 其 e 称 为 NM. 的 下 
标 . 

波斯 特 机 (Post machine) 图 灵机 的 一 种 等 价 
表述 形式 .其 指令 为 形 如 qs, Rq,» qisila, 及 q,5,5d, 
的 四 元 组 . 其 含义 表示 当 内 部 状态 为 9;, 所 指 单元 内 
容 为 Sj 时 ,分 别 进行 右 移 、 左 移 及 把 Sj BOAT sy» fal AY 
都 取 新 的 内 部 状态 为 gi. 另外 ,通常 约定 go 为 初始 
状态 ,而 不 指定 终止 状态 , 当 没 有 任何 指令 可 用 时 ， 
便 目 动 停机 . 其 余 的 详细 描述 参见 “图 灵机 ”. 这 种 
理想 计算 机 称 为 波斯 特 机 . 由 于 波斯 特 机 与 图 灵机 
完全 等 价 , 有 时 也 称 为 图 灵机 . 

通用 图 灵机 (universal Turing machine) 一 种 
具有 通用 功能 的 特殊 图 灵机 . 由 于 一 般 的 图 灵机 只 
是 一 个 程序 , 当 给 它 一 个 输入 z 后 ,可 以 计算 出 的 
2Cz) 作 为 输出 . 它 只 相当 于 一 个 (计算 2 的 ) 专 用 
机 . 为 了 克服 这 种 弱点 ,类 国 数学 家 图 灵 (Turing, 
A.M. ) 引 进 了 通用 图 灵机 的 概念 . 这 种 图 灵机 u A 
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有 这 样 的 功能 :输入 一 个 数 对 性,z) 后 ,wu 可 以 先 找 
到 以 上 为 下 标的 图 灵机 M,, 然 后 模仿 M, BA xm 
的 运行 过 程 . 这 样 一 来 ,wu 所 计算 的 二 元 函数 o, 便 
满足 下 列 条 件 :对 任何 xz 和 yy PCz,y) 王 PrCy). 其 
中 o, PIG FA PR. 图 灵 于 1936 年 最 早 证 明了 这 种 
通用 图 灵机 的 存在 性 . 从 某 种 意义 上 说 ,通用 图 灵机 
具有 所 有 图 灵机 的 功能 . 这 种 想法 与 十 年 后 (1946 ) 
美 籍 匈 牙 利 数 学 家 冯 “。 诺 伊 曼 (von Neumann J. ) 
所 设计 的 存 贮 程序 计算 机 是 非常 相像 的 . 这 是 理论 
先 于 实际 的 一 个 有 趣 例子 .上述 的 通用 图 灵机 与 通 
用 函数 的 概念 可 以 很 容易 地 推广 到 多 元 的 情形 . 

图 灵机 接受 语言 (language accepted by Turing 
machine) AIR PLR SMB. eM 为 以 oY 为 
字母 表 的 图 灵机 ,在 M 的 内 部 状态 集 Q 中 指定 一 
个 子 集 YCQ,Y 中 的 内 部 状态 gy 为 接受 状态 . 对 
AA ERREF o E MEWA o 后 会 在 有 穷 步 内 停 
机 ,并 且 停 机 时 最 终 的 内 部 状态 是 一 个 接受 状态 (此 
时 也 称 停机 于 接受 状态 ), 则 称 M 接受 c, 和 否则 便 称 
M 拒绝 c. 如 果 M 是 确定 型 图 灵机 , 则 M 接受 o 的 
计算 过 程 是 惟一 的 .相反 , 当 M 为 非 确定 型 图 灵机 
时 ,输入 oO 之 后 , 它 可 能 有 好 几 种 计算 过 程 . 此 时 ,只 
要 其 中 有 一 条 计算 路 径 会 停机 于 接受 状态 ,就 称 M 
接受 o. 实际 上 ,还 可 能 有 此 计算 路 径 并 不 停机 或 即 
使 停机 也 不 停机 于 接受 状态 的 . 这 是 确定 型 与 非 确 
定型 图 灵机 之 间 的 重大 差别 . 注意 到 当 M 接受 字 o 
时 ,总 可 在 有 穷 步 内 能 行 地 判定 .但 当 M 拒绝 的 
情形 ,未 必 有 一 个 能 行 的 方法 在 有 穷 步 内 加 以 验证 . 
因此 ,M 是 否 接 受 字 o 是 一 个 半 可 判定 的 问题 ,而 
图 灵机 M 接受 的 语言 是 一 个 递归 可 枚 举 集合 . 

停机 问题 (halting problem) 一 类 特殊 的 判定 
问题 . 它们 源 于 下 列 一 般 的 图 灵机 停机 问题 
Ha, 22 SEA n 29 FERE ESL IR BL M, BMA m 
运行 是 否 会 在 有 限 步 内 停机 ? 即 是 否 有 M,C) V XX 
国 数学 家 图 灵 (Turing,A.M. ) 于 1936 年 用 对 角 化 
方法 证 明了 上 述 判定 问题 是 不 可 判定 的 , 即 不 存在 
一 个 能 行 的 方法 来 判定 M, (xz) 是 否 会 停机 . 此 外 ,还 
有 图 灵机 对 角 化 停机 问题 态 (x) :Mi(z) 是 否 停机 ， 
以 及 特殊 图 灵机 停机 问题 Hi;(zx): 对 图 灵机 M: , FI 
XE M;(z) 是 否 会 停机 .前 者 为 不 可 判定 的 ,后 者 的 判 
定性 则 依赖 于 所 给 的 图 灵机 Mi. 不 仅 如 此 ,对 应 于 
每 一 种 刻画 能 行 过 程 的 方法 ,都 有 其 相应 的 停机 问 
题 . 以 部 分 递归 函数 为 例 , 有 一 般 停机 问题 Kor, 
32:90 Y ?对 角 化 停机 问题 K(x) :g(r)y ?和 特 
IR 函数 停机 问题 Wi (x0: G2 y 2. 其 中 (9)ie。 为 部 
分 递归 函数 的 能 行 枚 举 ( 参 见 “ 部 分 递归 函数 ”). 这 
些 停 机 问题 常用 一 个 集合 来 表示 . 例如 ,上 述 三 个 停 
机 问题 分 别 可 用 天 ,一 《zyy) | p(y) ý },K= G | 
$9, Cr) V RI W;— Gg GO V ) 来 表示 . HP Ce, ) 
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AEP 335 JA BY BOSE BS C. 停机 问题 是 一 类 最 重要 和 
最 基本 的 不 可 判定 问题 ,许多 问题 的 不 可 判定 性 常 
可 由 它们 推出 (参见 “化 归 ”). 

波斯 特有 穷 组 合 过 程 (Post’s finite combinato- 
ry process) 一 种 计算 模型 . 它 是 波兰 -美国 数理 逻 
辑 学 家 波斯 特 (Post,E.IL. ) 提 出 的 . 独立 于 英国 数 
学 家 图 灵 (Turing,A. M. ) 的 工作 ,波斯 特 于 1936 
年 提出 了 另 一 种 刻画 能 行 过 程 的 计算 模型 一 一 有 穷 
组 合 过 程 . 这 种 模型 有 一 个 双向 无 穷 并 分 割 成 两 两 
相等 的 单元 的 纸 市 (波斯 特 称 之 为 符 叶 空间 ) 及 一 个 
读 写 头 . 读 写 头 每 次 对 准 一 个 纸 带 单元 ,并 可 进行 下 
列 基本 操作 : 

1. 当 所 指 单 元 为 空 时 ( 记 为 0) ,在 其 中 与 上 符 
* 1, 此 操作 记 为 m. 

2. 当 所 指 单元 中 有 符号 1 时 ,将 其 抹 去 ,此 操作 
ii e. 

3. 左 移 一 个 单元 , 记 为 /， 

4. 右 移 一 个 单元 , 记 为 x. 

5. 判定 单元 中 是 否 有 “1”, 记 为 z. 

读 头 的 操作 由 一 个 指令 集合 控制 . 其 中 每 条 指令 都 
有 一 个 固定 的 编号 ,并 具有 下 列 三 种 形式 之 一 : 

1. aj(@€ (e,m,r,L). 意 指 执行 a 操作, 并且 接 
下 去 执行 第 7 条 指令 . 

2. tjk. 意 指 先 执 行 操作 ,如 单元 中 有 1, 则 下 面 
再 执行 第 7 条 指令 ,否则 下 面 执行 第 & 条 指令 . 

3. s. 意 指 停止 . 
波斯 特有 穷 组 合 过 程 与 图 灵机 的 思想 是 十 分 相似 
的 ,实际 上 它们 是 对 能 行 过 程 的 两 种 完全 等 价 的 刻 
H]. 

W 机 CW-machine) 一 种 计算 模型 . 它 是 王 浩 
(Wang, H. ) F 1957 年 提出 的 . 其 基本 构造 与 图 灵 
机 类 似 . W 机 的 字母 表 限 定 为 {0,1}, 其 指令 集中 ， 
每 条 指令 都 有 一 个 固定 的 编号 ,并 且 具 有 下 列 6 种 
形式 之 一 : 

l. e. 把 单元 中 符号 1 抹 去 改 成 0. 

2.m. 在 单元 中 写 上 符号 1. 

3.7. 右 移 一 个 单元 . 

4.7. 左 移 一 个 单元 . 

5. (CD. 当 单 元 中 有 符号 1 时 执行 第 j 条 指令 ， 
否则 执行 下 一 条 指令 . 

6. s. 停止 . 

W 机 的 计算 能 力 与 图 灵机 等 价 .不 仅 如 此 ,如 
果 限 定 不 用 指令 “e”( 这 种 机 器 称 为 不 消 符 机 器 ) 后 ， 
还 与 图 灵机 等 价 . 

无 界 存 贮 机 (Cunlimited register machine) f 
称 URM fl. 一 种 理想 计算 机 . EC IR GR PRR 
(Shepherdson ,J.C. ) fü E B E E (Sturgis, H. E. ) F 
1963 年 提出 的 . ERA 2093 E PIG: RoR Re 


ELE SH RISE E— B ERG JE A VR n] f 
URM 机 的 指令 作 必 要 的 改变 . 约定 R, 中 的 数 用 rn 
表示 . URM 的 程序 由 有 限 条 带 编号 的 指令 组 成 . 每 
条 指令 具有 下 列 形式 中 的 一 种 : 

1. P(n). Æ R, 中 的 数 加 1( 后 继 指 令 ). 

2. DG. 把 R, 中 的 数 减 1( 前 驱 指令 ). 

3. OG. FER, 中 的 数 变 为 0( 零 指令 ). 

4.Ctn,m). FAR, 中 的 数 代替 Re 中 的 数 ( 转 移 
指令 ). 

5. JG). 执行 第 :条 指令 (无 条 件 跳跃 指令 ). 

6. JD. 车 R, 中 数 为 0, 则 执行 第 j 条 指令 
(条 件 跳跃 指令 ). 

7.5. 停 止 (停机 指令 ). | 
除了 跳 茎 指令 外 ,所 有 指令 的 执行 都 按 其 编号 的 大 
小 依次 进行 . 即 在 执行 完 第 : 条 指令 后 (如 不 受 跳 路 
指令 影响 ), 再 接着 执行 第 ;十 1 条 指令 . 谢 泼 德 森 和 
斯 图 吉 思 证 明了 URM 机 的 计算 能 力 与 图 灵机 等 
ffr. 不仅 如 此 ,URM 机 的 指令 还 可 改 成 下 列 4 种 而 
不 影响 其 计算 能 力 : 

8. BFES Z (x).7,: 二 0. 

9. 后 继 指令 PGD.r,:—r,- 1. 

10. 转移 指令 T mon). mr, ir. 

11. 跳跃 指令 J (n n .q20. W n, — n, MERITE q 
条 指令 ,否则 执行 下 一 条 指令 . 

马尔 可 夫 算 法 (Markov algorithm) 亦 称 正 规 
算法 .一 种 刻画 能 行 过 程 的 算法 . 它 是 俄国 数学 家 马 
尔 可 夫 (Mapros,A. A. ) F 1954 年 提出 的 . 它 由 一 个 
字母 表 三 和 关于 2 (5 上 的 字 组 成 之 集 ) 的 有 穷 条 
FLV : a, 8, p> By yo ,an 一 有 (其 中 ai BEEF 
组 成 . 这 些 规则 中 有 一 条 是 终止 规则 ( 特 记 为 a 一 
p). 诸 规则 的 运用 必须 按照 所 给 定 的 优先 次 序 进 
行 . 即 对 某 个 字 o, 如 有 两 条 规则 a 一 B; 和 aj 一 pjGi 
过 站 都 可 运用 , 则 必须 运用 优先 性 高 的 规则 a; B;. 
这 种 运用 实际 上 就 是 把 c 中 的 诸 a 出现 用 B; 替代 . 
若 碰 到 运用 了 终止 规则 , 则 在 运用 完 该 规则 之 后 不 
再 运 用 任何 规则 ,运算 结束 .知已 没有 任何 规则 可 用 
时 ,运算 也 会 结束 (这 称 为 目 然 结束 ). 马尔 可 夫 算 法 
的 计算 能 力 与 图 灵机 等 价 . 

正规 算法 (normal algorithm) 
法 ”. 

波斯 特 系 统 (Post system) 亦 称 波斯 特 正 规 
系统 或 组 合 系统 . 一 种 形式 系统 . 它 是 由 波兰 -美国 
数理 逻辑 学 家 波斯 特 (Post,E.L. ) 于 20 世纪 20 年 
代 研 究 并 在 1943 年 发 表 的 , 它 在 形式 上 与 逻辑 中 的 
形式 系统 十 分 相像 . 具体 地 ,所谓 波 斯 特 系 统 PS, 
括 一 个 字母 表 5( 其 中 的 常 元 和 变 元 分 别 组 成 3. 和 
2,, 有 是 ESEU), 5 上 的 字 组 成 的 有 穷 公 理 集 S 
GS 中 字 也 称 原始 假设 ) 和 一 个 有 穷 的 产生 程序 P.P 


即 "马尔 可 夫 算 


i 归 论 


P HIER NÉ II Casa, sasa) HJ n 267^ ^E S On 
为 某 个 自然 数 ). 其 中 a 都 是 三 上 的 字 . 这 种 产生 式 
记 为 ya，… oa 一 au. 在 运用 此 产生 式 时 , 先 把 诸 o 
中 的 变 元 都 用 X. 中 的 字 一 致 地 替代 ( 即 同一 变 元 用 
相同 的 字 替 代 ), 这 样 便 得 到 By 405 ,*** ,0,, Q. 此 时 可 
He PE HE TR (ay ,az 5088 5, @) A à, ,05 ,*** 5G, TEE LÀ à. A 
cC 32 ,并 且 从 PS 的 公理 S 出 发 ,有 穷 多 次 运用 P 
中 的 产生 式 可 以 推出 c, 则 称 o 为 PS 的 一 个 定理 . 
PS 的 全 体 定 理 组 成 波斯 特 系 统 PS 产生 的 语言 
LOS). 一 个 十 言 志 可 以 被 某 个 波斯 特 系统 产生 , 当 
AMS L 为 递归 可 枚 举 的 . 

实际 上 ,在 波斯 特 系统 中 ,可 以 限定 所 有 的 产生 
式 都 形 如 uA>Aw HPA 为 变 元 ,wu,wE 2 ,并 约 
定 只 有 一 条 初始 假设 ,它们 仍 能 产生 所 有 递归 可 榴 
举 的 语言 . 即 对 波斯 特 系 统 的 这 种 限制 并 没有 减弱 
波斯 特 系统 的 力量 . 因此 ,在 许多 情形 ,波斯 特 系统 
被 定义 成 这 种 受 限制 的 形式 . 这 种 系统 称 为 正规 系 
统 . 它们 实际 上 是 由 布 契 (Buchi,J. R. ) 于 1964 年 首 
先 引 进 的 .但 是 ,如 果 进 一 步 把 产生 式 限制 到 形 如 : 
uA 一 wA( 称 为 右 正 则 的 ) 或 限制 到 Au 一 Aw( 称 为 
左 正则 的 ?时 ,就 只 能 产生 出 正规 语言 类 (参见 “ 乔 姆 
斯 基 分 层 ”) ,而 不 能 产生 出 全 体 递 归 可 枚 举 语 言 来 . 
此 时 ,它们 的 力量 仅 与 有 穷 自动 机 相当 . 

波斯 特 正规 系统 (Post normal system) 
斯 特 系 统 ”. 

组 合 系 统 (combinatorial system) 
系统 ”. 

泰 格 系统 (Tag system) 一 种 特殊 的 波斯 特 正 
HRA. C EAA Post, E. L.) F 20 世纪 20 
年 代 首 先 研 究 的 . 这 种 系统 以 (0,1) 为 字母 表 , 其 产 
生 式 都 是 形 如 o; B; 的 一 元 产生 式 , 并 且 同 一 个 泰 
格 系统 中 所 有 产生 式 之 前 提 都 具有 相同 的 长 度 . 不 
仅 如 此 ,其 产生 式 被 前 提 中 的 第 一 个 字母 所 确定 , 即 
当 两 个 产生 式 a B; 和 o; B; 中 前 提 ww 的 第 一 
个 字母 相同 时 , 必 有 w=w 和 B; — B;. PX r4 CMin- 
sky,M.L. ) 于 1961 年 证 明了 任何 递归 函数 都 可 用 
某 个 泰 格 系统 来 计算 . 这 种 限制 极 强 的 系统 与 图 灵 
机 有 相同 的 计算 能 力 . 1921 年 ,波斯 特 提出 了 一 个 
与 泰 格 系统 相关 的 问题 : 设 泰 格 系统 了 的 产生 式 为 
0abx—-r00 和 labx—z1101,X'rB a, bE (0,1), x 为 
变量 , 则 对 oc€ (0,1) ÆT 中 从 出 发 的 产生 过 程 
是 否 会 进行 无 穷 循 环 . 此 问题 至 今 尚未 解决 . 

半 图 埃 系 统 (semi-Thue system) PAREHA 
St. 一 种 组 合 系统 . 它 包括 一 个 有 穷 字 母 表 S= {a， 
azs san) (之 1) 和 9 上 的 有 穷 产 生 式 的 集 P, A 
此 ,可 记 为 ZSS, P). P PEIRA, BdG 
三 1,2,…,m) 的 有 序 对 ,它们 称 为 SY 的 定义 关系 或 
( 半 图 埃 ) 产 生 式 ， 设 Us, U 为 5 ERF, Bo P 
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中 的 产生 式 . 生 Wi 二 waiwv ,Ws 二 wpBiv，, 则 称 Ws 是 Wi 
CE S 中 的 ) 直 接 结论 或 称 W, 直接 产生 W. 记 为 
W'sW,. 若 存 在 S 上 的 字 WoW; "Was (E Wo 
=> sW >W > sW,, WI) ER W, 为 W^, 的 结论 . ii 
Wo 过 “Wi, 半 图 埃 系统 作为 一 种 符号 变换 系统 ,其 
计算 能 力 与 图 灵机 相当 . 对 半 图 埃 系 统 来 说 ,最 引 人 
关心 的 问题 之 一 是 判定 任 给 两 个 字 W, W: RE HI 
W, 产生 出 W,. EAA Wi" W.. 此 即 半 图 埃 系 
统 的 字 问 题 . 此 问题 对 群 而 言 ,最 初 是 由 挪威 数学 家 
图 埃 (Thue,A. ) 提 出 的 , 半 图 埃 系统 因此 得 名 . KA 
埃 系 统 的 字 问 题 是 不 可 解 的 . 

重 写 系统 (rewriting system) 
统 ”. 

图 埃 系 统 (Thue system) 一 种 特殊 的 半 图 埃 
系统 . 设 地 一 4, 也 ?为 一 个 半 图 埃 系 统 , 如 采 己 是 
对 称 的 , 即 只 要 (a,B)EP, 一 定 有 (B,a) EP. 那 么 
S 便 被 称 为 图 埃 系 统 . 作为 一 种 计算 模型 ,图 埃 系 
统 与 半 图 埃 系统 一 样 ,都 与 图 灵机 具有 相同 的 计算 
能 力 . 另外 ,图 埃 系 统 的 字 问 题 也 是 不 可 判定 的 . 

有 穷 自 动机 (人 (finite automata) 一 种 有 穷 计 算 
模型 . 它 由 一 个 读 头 和 一 条 有 穷 长 的 纸 带 所 组 成 . 纸 
带 被 分 割 成 有 限 个 同样 大 小 的 单元 ,每 个 单元 中 可 
以 是 空 的 ,或 写 有 取 自 有 穷 字母 表 4 一 (aityaz，…， 
ai} 上 的 一 个 字母 . 读 头 在 每 一 时 刻 都 对 准 一 个 单 
元 ,并 具有 一 个 确定 的 内 部 状态 ,这 些 内 部 状态 构成 
-PARR QS (qqs qm}. 其 中 指定 一 个 (比如 
q1) 为 初始 状态 , 男 外 ,指定 一 个 fCQ 作为 终止 状 
AS (或 接受 状态 ) 集 . 读 头 每 次 只 能 向 右 移动 一 单元 
(而 不 能 写 或 抹 ), 并 且 每 次 都 必须 向 右 移动 . 读 头 所 
取 的 内 部 状态 将 由 一 个 转换 函数 9 所 确定 . 具体 地 
说 ,在 一 个 有 穷 自 动机 -ez 工作 时 , 当 读 头 所 指 单元 
内 符号 为 as ARREN qg; 时 , 读 头 将 向 右 移 一 单 
元 并 取 新 的 内 部 状态 6(a;,g;). 于 是 ,有 穷 自动 机 
A 可 以 形式 地 看 成 由 字母 表 4, 内 部 状态 集 QUT 
始 状 态 qi 终止 状态 集 下 及 转换 函数 6 所 组 成 的 一 
个 五 元 组 o — CA.Qsqi F0). HER E28 0E 4 上 
的 一 个 字 ,如 约定 读 头 指向 oRAWHAS AY 
qi 为 开始 状态 ,-ez 便 可 开始 运行 . 当 ov 读 完 o 的 
读 头 所 取 的 内 部 状态 为 接受 状态 , 则 称 o 接受 o. 
否则 便 拒 绝 c. 所 有 被 o 所 接受 的 字 组 成 ov 所 接 
受 的 语言 L(Y) 一 {o€ A" |o 接受 o). 美 国 逻辑 学 
家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S. C. ) 证 明了 一 个 语言 可 
被 某 有 穷 自 动机 接受 , 当 且 仅 当 它 为 正规 的 (参见 
“正规 语言 ”) ,这 个 结论 称 为 克 林 刻 画 .上述 的 有 穷 
自动 机 的 每 一 步 操作 都 是 确定 的 ,因此 可 称 为 确定 
型 有 穷 自 动机 . 如 果 人 允许 在 每 一 步 上 读 头 的 内 部 状 
态 可 在 几 个 状态 中 任 取 , 即 6 之 值 为 内 部 状态 之 集 
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合 ( 而 不 是 一 个 内 部 状态 ), 这 样 便 得 到 非 确 定型 有 
穷 自动 机 .但 是 这 两 类 自动 机 接受 的 语言 类 是 一 致 
的 . 

确定 型 有 穷 自 动机 (deterministic finite au- 
tomata) “As Bet. 

非 确 定型 有 穷 自 动机 (non — deterministic fi- 
见 * 有 穷 自动 机 ”. 

正规 语言 (regular language) 一 种 有 穷 自动 
机 可 接受 的 语言 .是 美国 逻辑 学 家 .数学 家 克 林 
(Kleene,S. C. ) 于 1956 年 引进 的 一 种 语言 . 设 XH 
一 个 有 穷 字 母 表 . DM > 上 全 体 字 的 集合 .对 x, 
y€ X',.LlÀ zy 表示 其 毗连 ,对 | ee I 5 
L 的 毗连 为 LiL;= ixy|r€L, &. y€ Lz}. 一 般 地 ， 
LCS ,定义 = 二 {A}(Ah 为 空 字 ),1” SLL, m 

i= UL 

则 称 为 艺 的 克 林 闭 包 . 三 上 的 正规 表达 式 及 其 表示 
HJ i8 a A 3E UH AE X AI: 

1 多 ,A 是 正规 表达 式 , 并 分 别 表示 语言 信和 
(4) ,其 中 好 为 空 集 ,4 为 空 字 . 

2. X] a € Z.a 为 正规 表达 式 , 它 表示 的 语言 是 


nite automata) 


{a}. 
3. 如 r,s 分 别 为 表示 语言 ROS 的 正规 表达 式 ， 
WW Cr 4-5), (rs), Cr  ) 也 是 正规 表达 式 , 且 分 别 表 示 
语言 RUS,RS 和 R*. 

Bigs L( 导 2* ) 可 由 三 上 的 某 个 正规 表达 式 
表示 , 则 称 工 为 正规 语言 . 克 林 证 明了 正规 语言 恰 
好 就 是 可 由 某 个 有 穷 自 动机 接受 的 语言 . 


正规 表达 式 (regular expression)” 见 “正规 语 


ERMA Kis (context-free language) — 
类 借助 于 上 下 文 无 关 的 文法 来 刻画 的 语言 . 它 是 乔 
姆 斯 基 (Chomsky,N. ) 1956 年 引进 的 . 所 谓 上 下 
文 无 关 的 文法 ,是 指 一 个 四 元 组 G=(V ,7T,P,s), 其 
HV 为 有 穷 的 变量 集合 ,7 为 有 穷 的 终止 符 集 合 , 己 
为 有 穷 的 产生 式 集合 ,s 为 V 中 一 个 指定 的 开始 符 . 
VUT 称 为 C 的 字母 表 . P 中 的 产生 式 形 如 ra, 
其 中 XEV,aE (VUT). X asa E VUT) BE 
Æ aB E (VUT) {E a —axB.o,—oYB.Tg r— X. 
是 已 中 的 产生 式 , 则 称 a 直接 推出 a, HN a 
一 ca. dj 01,0;,**,a, C VUT)* fi aoa ere 
=> a, s BK a 推出 o, 并 记 为 ada, 全 体 由 开始 
7f s 推出 的 上 的 字 组 成 之 集合 LIG)={c€T" |s 
之 io}) 称 为 G 所 生成 的 语言 . 可 由 某 个 上 下 文 无 大 
的 文法 G 所 生成 的 语言 称 为 上 下 文 无 关 的 语言 . 乔 
姆 斯 其 证 明了 ,任何 一 个 不 含 空 字 A 的 上 下 文 无 关 
语言 都 可 以 用 一 种 特殊 的 上 下 文 无 关 语 法 G ORE 
成 ,G 中 的 产生 式 限 定 为 形 如 x 一 yz Mara 者 ,其 


中 z,y,z 为 变量 ,a 为 终止 符 . 这 种 文法 称 为 乔 姆 斯 
基 范 式 . 格雷 巴赫 (Greibach,S. A. ) 于 1965 年 又 证 
明了 ,上 述 两 种 产生 式 也 可 改 为 形 如 zoe 的 ,其 中 
X 为 变 元 ,a 为 终止 符 ,a 为 变量 组 成 之 串 . 称 这 种 文 
法 为 格雷 巴赫 范式 . 

上 下 文 无 关 文 法 (context-free grammar) Jt 
"EPFXIXBH. 

JF 3] Hr HE SE xi (Chomsky normal form) Ji 
“上 下 文 无 关 语 言 ” 


格雷 巴赫 范式 (Greibach normal form) 见 “ 上 
下 文 无 关 语言 ”. 
正规 文法 (regular grammar) 一 种 特殊 的 上 


下 文 无 关 文 法 (参见 "上 下 文 无 关 语 言 >, 设 C 为 一 
个 上 下 文 无 关 文法 . AG 的 产生 式 都 形 如 z 一 ay, 
一 yy 或 zz 一 ya(zyy 为 变量 ,a 为 终止 符 串 ), 则 称 G 
为 正规 文法 . 乔 姆 斯 基 (Chomsky,N. ) 和 美国 数学 
家 米 勒 (Miller,G. A. ) 于 1958 年 证 明了 由 正规 文 
法 所 生成 的 语言 类 恰好 就 是 正规 语言 类 ,从 而 使 正 
规 文法 与 有 穷 自动 机 等 价 ( 参 见 “ 正 规 语言 "和 “有 穷 
自动 机 ”). 
短语 结构 文法 phrase structure grammar) 

亦 称 无 限制 文法 和 半 图 埃 文 法 . 上 下 文 无 关 文 法 的 
一 种 推广 . EAE 7E A8 Xr d (Chomsky , N. ) F 1959 年 
引进 的 . 这 种 文法 G 由 一 个 有 穷 变 量 集 V. 有 穷 终 
ERT- ARERR P 及 初始 符 s(EV) 所 构成 . 
因此 G 也 可 写成 (V T P 0. P 中 的 产生 式 形 如 a 
>L, KPF ap HE VUT EWF. ZAFER “一 
,可 以 由 Ya6 直接 产生 Y B0 GN Yaó-96Y Bo). 
YSE VUT). XE V> > 6 >, IER Y, 可 
产生 Y, FILA Y, 96Y,. LIGOS (o€ T^ |Sto) fg 
为 由 G 生成 的 语言 . 乔 姆 斯 基 证 明了 一 个 语言 也 可 
由 某 个 短语 结构 文法 产生 , 当 且 仅 当 世 为 递归 可 枚 
AE B. 


Fc BR 3c FE (unrestricted grammar) — Bp “491% 
结构 文法 ” 
半 图 埃 文 法 (Semi-Thue grammar) 即 “ 短 语 


结构 文法 ”. 

上 下 文 相关 文法 (context-sensitive language) 
一 种 短语 结构 文法 .是 乔 姆 斯 基 (CChomsky,N. ) 引 
进 的 . dt G— (V ,了 ,PP,s*) 为 一 个 短语 结构 文法 ARR 
定 书 中 的 所 有 产生 式 "一 8 都 满足 下 列 条 件 :6 的 长 
度 不 小 于 a 之 长 度 . 则 称 G 为 上 下 文 相 关 文 法 . 由 
上 下 文 相关 文法 产生 的 语言 称 为 上 下 文 相关 语言 . 
上 下 文 相关 语言 都 是 递归 的 ,但 反之 不 然 . 

上 下 文 相 关 语 言 (context-sensitive language) 
DL" ER SCAB SOE”. 

FF bot Bh E 4r E (Chomsky hierarchy) 一 种 语 
言 类 分 层 . 是 乔 姆 斯 基 (Chomsky,N. ) 引 进 的 . 令 C, 


XE Hi 


为 短语 结构 语言 类 、C 为 上 下 文 相 关 的 语言 类 、C， 
为 上 下 文 无 关 语言 类 .Cs 为 正规 语言 类 . 乔 姆 斯 基 
称 这 四 种 语言 分 别 为 0 -型 \1 -型 .2 -型 和 3 -型 语言 
类 ,并 且 他 证 明了 CsCC;& C,CC, & C CC ,其 中 
C', 表示 C, 中 不 会 空 字 的 语言 类 . 此 结果 称 为 乔 姆 
斯 基 分 层 定 理 . 而 (Ci);<: 则 称 为 乔 姆 斯 基 分 层 . 由 于 
这 些 语 言 类 都 是 乔 姆 斯 基 最 早 系统 研究 的 ,因此 , 称 
之 为 乔 姆 斯 基文 法 语言 ,相应 的 文法 则 称 为 乔 姆 斯 
基文 法 或 乔 姆 斯 基文 法 系统 . 顺便 指出 ,Co。 恰好 为 
递归 可 枚 举 语 言 类 ,而 递归 语言 类 则 严格 介 于 C. 和 
Ci 之 间 . 

乔 姆 斯 基文 法 系统 (Chomsky grammar sys- 
tems) 一 类 文法 系统 的 总 称 . 简称 乔 姆 斯 基文 法 . 
它 包括 短语 结构 文法 、 上 下 文 相 关 文法 、 上 下 文 无 关 
文法 和 正规 文法 四 种 (参见 “ 乔 姆 斯 基 分 层 ”). 

递归 可 枚 举 集 (recursively enumerable set) 
亦 称 半 递归 集 . 简称 re 集 . 一 种 自然 数 集合 . 设 4 为 
一 个 目 然 数 集合 AEP RET OEE 4 的 所 有 
元 素 能 行 地 列举 出 来 , 则 称 4 为 递归 可 枚 举 的 . 等 
价 地 ,4 为 re 集 , 当 且 仅 当 4= 名 ,或 存在 递归 函数 
了 ,使 4==rang( 放 .在 后 一 种 情形 ,f RA A 的 枚 
7S RN. A te re RMI Xt ne 4, 总 可 以 在 有 限 步 
内 能 行 地 判定 .因为 只 要 用 A 的 枚 举 函 数 f 能 行 地 
枚 举 出 (0),f(1),f(2),…, 必 定 会 有 某 个 ,使 
fn) —n. 从 这 个 意义 上 说 ,re 集 只 具有 半 可 判定 
性 .但 是 , 当 4 的 余 集 4 也 是 re 集 时 ,4 一 定 是 递 
归 的 .从 而 是 全 可 判定 的 . 另 一 方面 ,因为 4 为 递归 
集 , 当 且 仅 当 4 和 4 都 是 7e 集 .所 以 ,递归 集 都 是 
re 集 . 

此 外 ,re 集 有 许多 等 价 定 义 形式 (参见 “re RER 
准 形 ”“re REZE PHBL”). 


re 集 (re set) 递归 可 枚 人 举 集 的 简称 . 
3E 36 V9 (semi-recursive set) 即 “ 递 归 可 枚 


举 集 ”. 

re 集 标准 形 (normal form of re sets) re ÆR) 
一 种 表示 方法 .在 4 为 一 个 re 集 , 则 存在 递归 关系 
R, 使 得 A—(x|dyRG,y2).re BA 的 这 种 表示 方 
式 称 为 其 标准 形式 2 形 . 由 此 可 以 推出 ,A 为 re 
集 , 当 且 仅 当 4 为 某 个 部 分 递归 函数 的 值 域 ( 即 
JeCA —rang (9.))), 也 当 且 仅 当 A 为 某 部 分 递归 
K NZ EM CB de (A = dom (¢))). 4 A= 
dom (9.) 时 ,4 id y W.. Bl W.=dom (9,), FF e 
AW. 的 下 标 . 因此 , {Wo).e。 是 全 体 re 集 的 一 种 能 
行 枚 举 . 此 外 W. =dom (9.,,) 也 是 一 个 常用 的 记 
号 . W,, 实 际 上 是 一 个 递归 集 , 而 且 , (W.H re R 
W. B — 4 358 JA XE FF AJ. 

re fk Mr xS dq € (enumeration function for re 
set) ”以 re S74 (B StH) RR A PAR 了 满足 A= 
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rang C2 WERK f 为 4 BY BCE eS BK. 而 当地 为 严格 递 
AE PRI KOA A BY dE BR CS, ELA PR CLE id 
为 Pa. 当 A 有 递归 的 枚 举 函 数 时 ,A 就 是 re SR. 不 
仅 如 此 , 格 才 高 尔 契 克 (Grzegorczyk,A. ) F 1954 年 
还 证 明了 :车 A 为 非 空 re 集 , 则 一 定 存 在 函数 FE e, 
(G 分 层 之 第 一 层 ) ,使 A=rang(f). ATM A Al, re 
集 都 有 ss 的 、 初 等 的 和 原始 递归 的 枚 举 函 数 . 

一 般 地 ,如 果 了 为 re 集 4 的 递归 枚 举 函 数 , 则 
了 并 不 一 定 是 一 一 的 , 即 了 对 4 的 枚 举 不 一 定 是 
“无 重复 ”的 .但 实际 上 ,任何 无 穷 re 集 都 有 一 一 递 
归 的 枚 举 函 数 , 即 任何 re 集 都 可 无 重复 地 能 行 枚 
举 .关于 枚 举 函 数 的 单调 性 有 : 

1. A 有 单调 递归 的 递归 枚 举 函 数 , 当 且 仅 当 4 
为 无 穷 递 归 集 . 

2. A 有 不 减 的 递归 枚 举 函 数 , 当 且 仅 当 4 为 非 
空 递 归 集 . 

此 外 ,如 了 了 为 4 的 枚 举 函 数 , 则 FC00 fF OD sm 
给 出 了 A 的 一 种 枚 举 方法 ,因此 , 枚 举 函 数 确 定 了 
A 的 一 种 枚 举 方式 . 从 而 4 的 枚 举 函 数 也 可 称 为 A 
的 一 种 枚 举 .不 过 ,此 时 更 多 的 记 为 {f(n)},e。 

re f& XE AB (principal function of re sets) Jil 
"re 集 的 枚 举 函数 ”. 

re $ EH H HB (principal enumeration func- 
tion for re set) J “re RIZE RR”. 

iB UA RJ H 23$ 2€ R (recursively enumerable rela- 
tion) 简称 re KAR. re 集 概念 的 一 种 推广 . 设 书 是 
n 元 数论 关系 ,如 果 存 在 2 十 1 2035 HR RR Lf 8 
PCziyz 和 yz)e> 了 yyRCOyzz…yzr) 则 称 己 为 
n 元 递归 可 枚 举 关系 . 与 re RWHP An Tv re 
关系 , 当 且 仅 当 存在 ”元 部 分 递归 函数 p AE PCa, 
Los Ln ODL Los Xs) Y re 关系 都 是 半 可 判 
定 的 , 即 对 re X P,HE P (zi Tzs 2,2 As A 
可 在 有 限 步 内 能 行 地 判 知 .因此 ,re 关系 也 称 为 半 
递归 关系 . 

re 关系 (re-relation) 递归 可 枚 举 关系 的 简称 . 

3E j% JĄ * (semi-recursive relation) 即 “ 递 
归 可 枚 举 关 系 ”. 

36 U9 $8 T Ex index for a recursive set ) 递归 
论 的 基本 概念 之 一 . 指 全 体 递 归 集 的 编码 . 递归 集 可 
以 用 不 同 的 方法 加 以 编码 ,从 而 也 有 不 同 的 下 标 . E 
要 有 下 列 三 种 : 

l.re 下 标 . 由 于 递归 集 都 是 re 集 ,因此 , 它 有 作 
为 re 集 时 的 下 标 , 这 种 下 标 便 称 为 re 下 标 , 也 称 为 
x, Pin. A ANAGR, MA e E A=W., Ie e EE 
A Z re Php. 

2. 特征 下 标 . 设 4 为 递归 集 ,其 特征 函数 C 为 
递归 函数 ,从 而 有 ee E Cag. 此 时 使 称 e 为 4 的 特 
征 下 标 或 A 下 标 ,并 记 '4 C. 
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3. 互补 下 标 . & 4 为 递归 集 , 则 4,4 均 为 ze 
集 . 从 而 有 ao, 使 A=W, & A-W,. 此 时 称 e= (a, 
bH AKEZ FERK A, 下 标 .同时 可 把 A ic R. 
FEHR C+, t ;为 某 个 固定 的 递归 配对 函数 , 

特征 下 标 和 互补 下 标 是 等 价 的 , 即 从 其 中 一 个 
便 可 能 行 地 找到 另 一 个 .另外 ,由 递归 集 的 特征 下 标 
(或 互补 下 标 ) 可 以 能 行 地 找到 其 re 下 标 , 但 反之 不 
然 . 递归 集 的 特征 下 标 与 互补 下 标 反 映 了 该 集合 相 
同 的 信息 . 而 且 它 们 都 比 re 下 标 反映 的 信息 多 . 

re 下 标 (re-index) WHE FER”. 

特征 下 标 (characteristic index) 见 “ 递 归 集 下 
ËR”. 

Bb T £x (complemented index) 
的 下 标 . 

有 穷 集 下 标 (index for a finite set) 递归 论 的 
基本 概念 之 一 . 指 有 穷 集 的 编码 . 有 穷 集 作 为 递归 
集 , 自 然 可 以 有 它 的 re 下 标 和 特征 下 标 ( 参 见 “ 弟 归 
集 下 标 ”). 但 互补 下 标 用 来 刻画 有 穷 集 则 不 大 合适 ， 
因为 有 穷 集 之 补 并 不 是 有 穷 集 . 不 过 ,有 穷 集 还 可 有 
为 一 种 重要 的 下 标 , 即 典 则 下 标 . Be A A= {1 
Lists SCH 27d 2^ oe + 2%, MW HK e A 
典 则 下 标 . 并 记 A A De PM D; = (0,2,3,6}. RE 
数学 家 罗杰斯 (Rogers,H. ) 证 明了 ;由 有 穷 集 AZ 
典 则 下 标 可 以 能 行 地 找到 其 特征 下 标 , 由 特征 下 标 
又 可 能 行 地 找到 其 re 下 标 . 但 它们 之 逆 均 不 成 立 . 
由 此 可 见 , 有 穷 集 的 典 则 下 标 反 映 其 集合 的 信息 最 
多 ,特征 下 标 次 之 ,而 re 下 标 最 小 . 

HU TR (canonical index) “A AE Ftp”. 

有 穷 集 阵列 (array of finite sets) 递归 论 的 基 
本 概念 之 一 . 有 穷 集 合 的 任何 序列 都 称 为 有 穷 集 的 
阵列 . 特别 地 , 设 {F,),e。 为 一 个 有 穷 集 序列 , 则 

l. d FF TE 3 UH PR XC ,使 YnE€w(F,= Wn) ， 则 
称 {F,},e。 为 一 个 弱 阵 列 . 其 中 W., 以 e re Ftp. 

2. i TTE XB NA PRI Bx 了 ,使 Yn E oF, = Do), W 
称 {F,),e 为 一 个 强 阵 列 . 其 中 D. 以 e 为 典 则 下 标 . 

3. AME m zn. BA F, N Fn = OS, WR 
Ud new AI TRAC BEP. 

强 阵 列 都 是 弱 阵列 ,但 反之 不 然 . 

弱 阵 列 (weak array)” 见 “有 穷 集 阵列 ”. 

强 阵列 (strong array) 见 “ 有 穷 集 阵列 ” 

图 定理 (graph theorem) 反映 部 分 图 数 的 能 
行 性 与 其 图 的 能 行 性 之 间 关 系 的 一 个 重要 定理 . 该 
定理 断言 : 设 2 为 部 分 函数 ,/ 了 为 全 图 数 , 图 G(9) 指 
RE (x.y) |pad=y}. WA FIE: 

1. o 为 部 分 递归 函数 , 当 且 仅 当 9 之 图 C COS 
re 集 . 

2. f ABI BR C. 24 BL DU C PE. G (为 递归 
集 . 


见 “ 递 归 集 


另 一 方面 ,一 个 部 分 函数 2 之 图 为 递归 , 当 且 仅 
当 存 在 递归 关系 R, 使 PO =pyR(xy). ARW. 
Zo, W) eo) = usCr € Wo,) 是 具 递 归 图 的 非 全 的 部 
分 递归 函数 . 此 外 ,有 些 部 分 递归 函数 之 图 可 以 不 是 
递归 集 . 

— H 4L E Cuniformization property) 递归 
论 术 语 .反映 部 分 递归 函数 与 re 关系 之 间 关 系 的 一 
种 性 质 : 千 PP 为 re 关系 , 则 存在 部 分 递归 函数 p, AE 
得 : 

1. J2yP(x.52)9G) Y. 

2.2 yP(Gx, 2) PG, 9X). 
LEAT o BRA Py ae FE PR BB — BHE PR RC. 特别 地 ， 
4 PATER CBIVedyP 《x,y))re 关系 时 , 它 必定 


存在 递归 的 选择 函数 . 

一 致 化 函数 (uniformization function) Jl, — 
致 化 性 质 ”. 

化 归 原 理 (reduction principle) 反映 >e 集 性 


质 的 一 个 基本 原理 . 该 原理 断言 ;任何 两 个 re BS 
并 都 可 化 归 为 两 个 不 相交 re 集 之 并 . 具体 地 ,对 任 
何 re 集 4,B, 存 在 re 集 ACCA, BIEB, ME 
A NB, =Ø & AUB=AUB. 

递归 不 可 分 集合 (recursively inseparable sets) 
一 种 递归 可 枚 举 集 对 . 指 不 能 用 一 个 递归 集 划 分 的 
两 个 集合 . 集合 AB 称 为 递归 可 分 的 ,是 指 存在 递 
归 集 合 C ,使 得 ACC &. BCC. 否则 A.B 便 称 为 递 
归 不 可 分 的 .1936 4E, 36 E] 2E 3E. E (Rosser ,J. B.) 
最 早 证 明了 存在 递归 不 可 分 的 re 集 对 . 休 恩 菲尔德 
(Shoenfield ,J. R. ) 于 1958 年 还 证 明了 在 任何 非 递 
归 的 reT 度 中 ,都 存在 递归 不 可 分 的 re RX. 

递归 可 分 集合 (recursively separable sets) J 
“递归 不 可 分 集合 ” 

能 行 不 可 分 集合 (effectively inseparable sets ) 
一 种 特殊 的 递归 不 可 分 集合 . 设 4,B 为 任何 两 个 不 
相交 的 自然 数 集 . 如 果 存 在 递归 函数 f, 使 对 任何 
X,Y HA | 

ASW, &. BZW, & WNW, 
— g-—fG.y EW, UW,, 

则 称 A.B 为 能 行 不 可 分 的 . 否则 A,B 便 称 为 能 行 
可 分 的 . 任何 能 行 不 可 分 的 集 对 必定 是 递归 不 可 分 
的 ,但 反之 不 然 . 

能 行 可 分 集合 (effectively separable sets? i, 
“能 行 不 可 分 集合 ” 

回归 和 集 (regressive set) re 集 的 一 种 推广 . 设 
AW 自然 数 集合 >A — {aoaia HA 的 一 种 无 


重复 枚 举 . 者 存在 部 分 递归 PKI C P» 使 得 g(ao) — Ao &. 


Vn€ w (Plan) —a,0 WPA 为 关于 这 种 枚 举 的 由 
2 回归 的 集合 ,并 称 eg A AY BIA PRA. EATE A 的 


XB H ie 


一 种 无 重复 枚 举 和 一 个 部 分 递归 函数 9, 使 得 4 为 
关于 该 枚 举 由 ?回归 的 , 则 称 4 为 回归 集 . 德 克 和 尔 
(Dekker, J. 29035 38 /R (Myhill,J. ) 证 明了 : 若 A 为 
re RW) A — xg Jé Il 3 SS. em A AEIR, N 
A 必定 是 re 集 或 禁 集 . AIh, EUR CAppel, K. I. ) 
MH 3 39 HK (Mclaughlin, T. G. ) 证 明了 : 若 4,4 都 
是 回归 集 , 则 4 和 4 中 至 少 有 一 个 是 re 集 . 

注意 到 若 4 是 re 集 , 则 一 定 存 在 一 种 (能 行 的 ) 
无 重复 枚 举 A= (do5d1542 5 *** 1 并且 总 存在 部 分 递 
IH eR XC o. fli Vn € e CoCa,) —a,40. 集合 的 回归 性 是 
由 递归 可 枚 举 性 导出 的 一 个 概念 . 

[B] A ea BL (regressive function) 见 “ 回 归 集 ” 

[] 38 fg (retraceable set) 一 种 回归 集 . 设 4 为 
自然 数 集 ,ao<a<ca… 为 4 依 自然 大 小 次 序 给 出 
的 枚 举 . 若 存在 部 分 递归 函数 EA 关于 这 种 枚 举 
由 9 回归 的 , 即 

Pa) — a, &. V n € wlllani) = a,). 

则 称 4 为 回溯 集 . 回溯 集 一 定 是 回归 的 .注意 到 若 
A 为 无 穷 的 递归 集 , 则 4 总 有 一 种 (能 行 的) 递增 枚 
举 :ao<a<a，… 并 且 存 在 部 分 递归 函数 ,使 
Yz(2Cao+l) 一 ao 回溯 集 的 概念 是 由 递归 集 的 这 种 
性 质 导 出 的 . 德 克 尔 (Dekker,J. 208032 38 7K (Myhill, 
J. ) 证 明了 :大 4 为 递归 集 , 则 A AB WR. RZ 
A 为 回溯 集 , 则 4 必 为 递归 或 禁 集 .另外 , 曼 斯 费 尔 
德 (Mansfield,R. ?证 明了 : 若 4,4 都 是 回溯 集 , 则 
4 一 定 是 递归 集 . 此 外 ,与 递归 集 不 同 的 是 ,每 一 个 
三 度 中 都 含有 回溯 集 , 从 而 有 22" 个 回溯 集 . 回溯 集 
之 补 不 一 定 是 回溯 集 , 当 4,4 都 是 回归 集 时 ,4 也 
未 必 是 回溯 集 . 

JA 3€ xy RE HE (deficiency set for the enumera - 
tion) ”反映 re SE RJ — ARATE MRA. dx 4 A 
自然 数 集 . 了 为 4 的 一 一 枚 举 函 数 , 即 f 为 一 一 的 ， 
H rang C) A. WIRES B-—(ixi3y»xGOG2« 
fG))) WEB 为 集合 4 关于 枚 举 f 的 亏 格 集 . 对 
任何 自然 数 rÆ cE BMPR z 为 (关于 枚 举 f By 
非 亏 格 步骤 或 真 步骤 . 若 z 是 4 关于 了 的 真 步 又 ， 
WA 

TAO) SPC yes Ce) PCG) 

=A | (f(x) +1). 

K, Se ee EG y( 委 zxz)) 是 否 属于 A RE 
检查 它 是 否 在 JO, fA), e, fC p ERR. 

a (immune set) 一 种 非 re 集 . BE 
A 是 无 穷 的 , 且 A 不 包含 任何 无 穷 的 re 子 集 , 则 称 4 
为 禁 集 . 禁 集 一 定 不 是 re SR. 禁 集 是 存在 的 ,不 仅 如 
此 ,甚至 有 些 集合 4, 使 4 和 4 都 是 禁 集 . 这 种 集合 
称 为 双 禁 集 , 且 这 种 集合 有 28" 个 . 禁 集 概 念 还 有 一 
些 加 强 形 式 : 

1. 能 行 禁 集 . AA 为 无 穷 的 , 且 存 在 部 分 递归 
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PRL y, 使 得 

VeEw (WESCA>Yyle) y & [W.| zoe», 
则 称 4 为 能 行 禁 集 . 

2. 强 能 行 禁 集 . AA 为 无 穷 的 , 且 有 部 分 递归 
PRX y, 使 得 

Vee w(W.CA-We) Y & max W,xzdCe)), 
则 称 4 为 强 能 行 禁 集 . 

3. 构造 禁 集 . 若 存在 部 分 递归 函数 ,使 得 

VeC€ oO. Ze) y&PMeEVEW.MA), 

则 称 4 为 构造 禁 集 . 

能 行 禁 集 与 构造 禁 集 概念 是 互相 独立 的 . 此 外 ， 
能 行 双 禁 的 集合 是 存在 的 .但 是 , 若 4 为 强 能 行 禁 
集 或 构造 禁 集 时 ,4 一 定 不 是 禁 集 , 从 而 也 不 可 能 是 
强 能 行 禁 集 或 构造 禁 集 . 

WH (Cbi-immune set) Il “PRE”. 

BEtT HK (effectively immune set) “SRE”. 

om AE 1T 55 fE (strongly effectively immune set) 
见 禁 集 ” 

构造 禁 集 (constructively immune set) 
集 ”. 

超 禁 集 (hyperimmune set)” 亦 称 h 禁 集 . 禁 集 
概念 的 一 种 加 强 . 设 4 ATA ARERR GARAGE 
任何 不 相交 的 强 阵列 ,使 其 每 个 成 员 均 与 4 相交 ， 
即 不 存在 递归 函数 / ,使 之 满足 : 

1. AyD Dry =O 3 

2. V x€ wo Darn N AED); 

则 称 4 为 超 禁 集 . 超 禁 集 一 定 是 禁 集 ,但 反之 不 然 . 

A 为 超 禁 集 还 有 下 列 三 种 等 价 刻画 : 

3. 不 存在 递归 函数 f ,满足 下 列 条 件 : 

D cAy Dra Dry Ø. 

2) Vx€oCGDygi sf) AED). 

3) U.c,Dj 24A. 

4. 不 存在 递归 函数 f ,使 Yn(|A | fn) |n). 

5. 如 aoa Ka HA 的 一 种 递增 枚 举 , 则 不 
fF TE xb VA PRAG £f Vn Ca, f OD). 

直观 上 , 超 禁 集 4 NCR Je dE RH. ALA 
KWEEK f 的 增长 有 多 快 ,f 都 不 能 控制 4 的 
ERR 超 禁 集 是 存在 的 ,实际 上 ,每 个 非 递归 的 了 
度 中 都 有 超 禁 集 . 在 超 禁 集 的 定义 中 ,把 “ 强 阵 列 ” 改 
成 “ 弱 阵 列 ” 便 得 到 超 超 禁 集 ( 也 称 hh 禁 集 ) 的 定义 . 
同样 ,每 个 非 递 归 的 了 上 度 中 也 都 有 hh 禁 集 ,此 外 ， 
任 同 hh ARME h 禁 集 ,但 反之 不 然 . 

超 超 禁 集 (hyperhyperimmune set) 
&". 

内 聚集 (cohesive set) — APM MAS. 如 果 A 
是 无 穷 集 合 , 并 且 不 能 被 任何 re 集 分 成 两 个 无 穷 的 
部 分 . 即 对 任何 re RWWA 和 W. 门 4 中 至 少 
有 一 个 是 有 穷 集 . 则 称 4 为 内 聚集 . 内 聚集 是 存在 
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VE: 


见 “ 超 禁 


的 ,实际 上 ,任何 无 穷 集 都 含有 内 聚集 .因此 ,有 27v 
个 内 聚集 . 此 外 ,内 聚集 一 定 是 hh BER. 又 当 A 为 
内 聚集 时 ,4 必 不 是 内 聚集 . 

单纯 集 (simple set) 一 种 re 集 . 它 是 由 波兰 - 
美国 数理 逻辑 学 家 波斯 特 (Post,E.L. ) 为 解决 波斯 
MS EW. RAAre BGA ARABS 
集 , 则 称 4 为 单纯 集 . 于 是 ,单纯 集 必定 是 非 递 归 
的 . 波斯 特 最 早 证 明了 单纯 集 的 存在 性 ,并 且 证 明了 
单纯 集 一 定 不 是 m 完全 的 .因此 ,如 令 4 为 单纯 集 ， 
fii R<, A<, O (其 中 R 为 非 平凡 递归 集 ), 此 即 
肯定 地 回答 了 关于 m 化 归 的 波斯 特 问 题 . 但 是 德 克 
尔 (Dekker,J. ) 证 明了 ,任何 非 递归 reT BE PAS A 
单纯 集 ,因此 ,上 述 方法 尚 不 足以 解决 关于 了 化 归 
的 波斯 特 问 题 . 俄国 数 学 家 柯 尔 葛 哥 洛 夫 
(koiMoropoB,A. H. ) 曾 给 出 一 个 “自然 的 ?单纯 集 例 
F.S KG) — ueCG C0) — x) OE PRÉC K 称 为 柯 尔 菲 
MARAR), WR IKa), MER z 为 随机 数 . 
那么 全 体 非 随机 数 之 集 A= {x |K (xz) 二 x} 便 是 一 
个 单纯 集 . 

BE 1T 28 4h SE (effectively simple set) 一 种 特殊 
的 单纯 集 . 它 是 对 单纯 集 概 念 的 一 种 能 行 化 . 它 是 斯 
72 55 (Smullyan, R. M. ) 于 1964 年 引进 的 . 设 4 为 
rek, A A 是 能 行 禁 集 , 即 存 在 部 分 递归 函数 2, 使 
VeE€wW,.CA>Gge)) & |W,|gle)), 并 且 A 无 
穷 , 则 称 4 为 能 行 单纯 的 .美国 学 者 马丁 (Martin， 
D. A.) WEHA T f£ fg 8617 Ba $E dp Ie T scm By. A 
外 ,任何 能 行 单纯 集 都 是 单纯 集 . 但 反之 不 然 . 此 外 ， 
斯 缪 杨 证 明了 停机 问题 集合 NSB BERET 
单纯 集 . 即 如 果 f Dy — — x6 JH PRA. A rang C/2 = 
KC (ix leq V )). m B-iíxl3y»xG' Xo « 
f GOD EN Bs BR. B 一 定 是 能 行 单纯 集 . 

超 单 纯 集 (hypersimple set) ZR £f A Pale. 
是 单纯 集 概 念 的 一 种 加 强 . 设 4 为 ze 集 , 而 4 为 超 
禁 集 , 则 A 称 为 超 单纯 集 . 波兰 -美国 数理 逻辑 学 家 
W Hi FF Post, E. L.) 最早 引进 了 超 单 纯 集 概念 ,并 
证 明了 其 存在 性 . 而 且 他 还 证 明了 超 单纯 集 一 定 不 
E tt WEW. AI, XI ERAR A, DADA 
“他 .也 就 是 说 , 超 单纯 集 的 存在 给 出 了 波斯 特 问题 
关于 女 化 归 情 形 的 一 个 肯定 回答 .但 是 , 德 元 尔 
(Dekker ,J. ) 证 明了 任何 非 递归 reT RE rp DS h Æ 
纯 集 .因此 ,用 超 单纯 集 仍 不 足以 解决 关于 了 化 归 
的 波斯 特 问题 . 此 外 ,从 定义 可 知 ,h 单纯 集 一 定 是 
单纯 的 ,但 反之 不 然 .实际 上 ,任何 非 递 归 xre7', 度 中 
都 含有 非 h 单纯 集 . 

超 超 单纯 集 (hyperhypersimple set) ” 亦 称 hh 
单纯 集 . 一 种 特殊 集合 . 是 波兰 -美国 数理 逻辑 学 家 
i& Er sr Post, E. L. ) 为 解决 其 波斯 特 问题 引进 的 一 
种 集合 ,也 是 对 有 单纯 集 概念 的 进一步 加 强 . 设 4 


为 re 集 , 厂 AH hh 禁 集 , 则 称 4 为 hh HBAS. 4 A 
为 hh 单纯 集 时 A 一 定 是 h 单纯 集 ABIL ZAR. 实 
际 上 ,任何 非 递 归 reT 度 中 都 含有 非 hh 单纯 的 疡 单 
纯 集 . 另外 ,由 于 存在 人 完全 的 hh 单纯 集 ( 参 见 “ 极 
KS”) ,因此 ,用 hh 单纯 集 仍 不 足以 解决 波斯 特 问 
m. 不 过 , 苏 罗 维 夫 (Soloviev,V.D. ) 于 1974 年 证 明 
了 ,如 果 A A hh 单纯 的 , 则 A 一 定 是 非 人 完全 的 ， 
从 而 
fd «oA fd. 

Kf (maximal set) 余 集 为 内 聚集 的 re 集 . 
若 4 为 rze 集 ,而 4 是 内 聚集 , 则 A 称 为 极 大 集 .re 
集 4 为 极 大 的 , 当 且 仅 当 4 是 无 穷 的 ,并 且 对 任何 
re Æ, B2A,B x B— A 是 有 穷 的 . 即 A X re BM 
e' 中 关于 己 关 系 的 极 大 元 (参见 “re 集 格 ”), 极 大 集 
之 名 正 是 由 此 而 得 . 弗 里 德 贝 格 (Friedberg,R.M.) 
于 1958 年 证 明了 极 大 集 的 存在 性 ,并 证 明了 极 大 集 
都 是 hh 单纯 集 . 因而 , 极 大 集 概念 是 hh 单纯 集 的 进 
一 步 加 强 . mi] Hb 7X CYates, C. E. M. ) F 1965 年 证 明 
了 存在 一 个 全 完全 的 极 大 集 . 极 大 集 的 存在 不 足以 
肯定 回答 波斯 特 问题 . 注意 到 从 单纯 集 、h 单纯 集 、 
hh 单纯 集 到 极 大 集 ,它们 补 集 的 元 素 越 来 越 “ 稀 
Bt”. 而 极 大 集 之 补 的 元 素 已 是 最 稀 跑 的 了 .但 这 仍 
不 足以 保证 其 非 人 完全 性 . 即 用 限制 其 补 集 元 素 之 
“ 稀 玻 性 ”的 办 法 是 无 法 解决 波斯 特 问 题 的 .实际 上 ， 
波斯 特 问题 的 解决 是 由 弗 里 德 贝 格 和 穆 切 尼克 
(Mucnik,A.A. ) 用 有 穷 损 伤 优先 方法 解决 的 . 

产生 集 (productive set) 一 种 非 re E. GHC 
4 不 是 re 的 , 则 4 的 任何 re TEW — EE A 的 
真子 集 , 从 而 有 aC A—W.. AF a 可 以 由 e 能 行 
地 求 出 , 即 阁 存在 递归 函数 六 使 VzEw(z-S4 一 
f(r)E A—W,), 则 称 4 为 产生 集 . 而 函数 了 称 为 4 
HERR. RA KS {rloa + 是 一 个 产生 集 ， 
且 其 产生 函数 为 么 函数 . 任何 产生 集 4 都 有 一 个 一 
一 递归 的 产生 函数 . 08 De AE TE BD oP 38 1H ER C o, 
f Vx € e(W.CCA-— 9G) Y & eG) € A-W. M] A 
一 定 也 是 产生 集 . 此 时 2 称 为 4 的 (部 分 ) 产 生 郴 
S. 

JF Hk SEA DUE TE «f HER de. E 4 为 非 平凡 的 
Pint FFE A PRAY PF hy PU 4 一 定 是 产生 集 . 
A 5E A 是 产生 集 , 则 满足 ASB 的 任何 集合 B 
也 都 是 产生 集 . 产 生 集 有 27. 不仅 如 此 ,对 产生 集 
4 来 说 ,4 四 4 及 4 中 4 都 是 产生 集 , 这 种 其 本 身 和 
补 集 都 是 产生 集 的 集合 称 双 产生 集 . 产 生 集 还 有 一 
个 重要 性 质 :任何 产生 集 都 含有 无 穷 的 re FR. A 
此 ,产生 集 一 定 不 是 禁 集 . 

F*^E BBW (productive function) WM PER”. 

双 产 生 集 (bi-productive set)” 见 “产生 集 ”. 

完全 产生 集 (completely productive set) 一 种 


产生 集 . 车 存在 递归 孔 数 f EV (P(e) CAS (2) 
EW,), 则 称 4 为 完全 产生 集 . 完全 产生 集 是 产生 集 
概念 的 一 种 形式 加 强 . 实际 上 , 迈 希 尔 (Myhill,J.) 
于 1955 年 证 明了 4 为 完全 产生 集 , 当 且 仅 当 4 是 
产生 集 . 另外 ,如 果 A 为 re 集 , 而 A 是 完全 产生 集 
AY. 8 ob 2K (Dekker. J. ) 称 之 为 能 行 非 递 归 集 .从 而 
据 迈 希 尔 的 结果 ,4 为 能 行 非 递 归 的 , 当 且 仅 当 A 
为 m 完全 集 . 

反 产 生 集 (contraproductive set) 与 产生 集 等 
价 的 一 个 概念 . 设 4 ALE BREE AE EBA 
K Kf ET Vx (ACW. fG)€W.—A),Wlf& A 
为 反 产 生 集 合 . 穆 切 尼克 (Musnik ,A,A. ) 证 明了 :4 
为 反 产 生 集 , 当 且 仅 当 A 为 产生 集 , 从 市 反 产 生 集 
与 产生 集 实 为 等 价 的 概念 . 

创造 集 (creative set) ” 亦 称 能 行 非 递 归 集 ( 参 
见 “ 完 全 产生 集 ”). 余 集 为 产生 集 的 re 集 . 设 A 为 re 
Ak pA 是 产生 集 , 则 称 4 为 创造 集 . 例如 天 = (| 
$9, Cr) 就 是 一 个 创造 集 . 关于 创造 集 的 最 重要 的 
Z5 ZR Ji 33 A ^R CMyhill,J. ) 证 明 的 :4 为 创造 集 , 当 
日 仅 当 4 为 一 一 完全 的 ,又 当 且 仅 当 4A 为 m 完全 
HJ. x A 为 创造 集 , 则 4 既 非 递归 集 , 也 非 单 纯 集 . 
但 是 递归 集 、 创 造 集 和 单纯 集 并 没有 穷尽 全 部 的 re 
集 , 德 克 尔 (Dekker,J. ) 证 明了 存在 一 个 非 递归 、 非 
单纯 又 非 创 造 集 的 re 集 . 并 称 这 种 集合 为 中 间 集 . 
不 仅 如 此 ,还 证 明了 任何 非 递 归 reT 度 中 都 有 中 间 
集 . 

中 间 集 (medial set) WEEE”. 

能 行 非 递 归 和 集 (effectively nonrecursive set) 
原 指 其 补 集 为 完全 产生 集 的 re 集 ( 参 见 “ 完 全 产生 
集 ”) ,但 由 于 完全 产生 集 就 是 产生 集 , 因 此 ,能 行 非 
递归 集 也 即 创 造 集 (参见 “创造 集 ”)， 

递归 集 布 尔 代 数 (Boolean algebra of recursive 
sets) 全体 递归 集 组 成 的 布尔 代数 . 设 R 为 全 体 递 
归 集 组 成 之 集 , 则 在 集合 包含 关系 “ 导 ” 之 下 ,(R， 
三 ) 组 成 一 个 布尔 代数 , 它 被 称 为 递归 集 布 尔 代 数 ， 
记 为 R. GU A—"' B 表示 ALB 两 集合 之 间 至 多 相 
差 有 限 多 个 元 素 . 而 以 A* ={BCw|A=" BS RAR 
“一 ”导出 的 等 价 类 . 则 商 结构 R'—R/-—'u4— 
个 布尔 代数 . R 和 R* "都 称 为 递归 集结 构 , 它 们 都 是 
无 原子 的 布尔 代数 .下 面 是 这 两 个 结构 的 一 些 基 本 
性 质 : 

1. 齐 性 性 质 : 

1) i A.BCR,H ACB. 4|A.B|]—-(CC€R|A 
CCCB} MCA, BIRAF R.SBAX ASB. 

2) 8 A',B'€R',.H AC" BOB A-B RER 
Æ), W[A',B* J2-(X' ER AC" XC" B) S R" 
FW, 4AM4 AB". 

2. B IM TE : 
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D R.R' BA 2。 个 自 同 构 , 且 均 可 由 递归 置换 
导出 . 

2) R 的 每 个 自 同 构 可 导出 R’ 的 一 个 自 同 构 ， 
E R'* 的 每 个 自 同 构 均 由 R 的 自 同 构 导出 . 

3. 可 定义 性 : 

1) R 中 任何 非 平 几 的 理想 , 滤 子 及 R 元 素 的 有 
穷 和 余 有 穷 集 均 是 不 可 定义 的 . 

2) R' 中 任何 非 平 几 集 都 是 不 可 定义 的 . 

4. 可 判定 性 :R 和 R” 都 是 可 判定 的 . 

递归 集结 构 (structure of recursive set) W 
“递归 集 布尔 代数 ”. 

极 大 子 集 (maximal subset) re 集 的 极 大 re 子 
集 . 设 A 为 re 集 ,B 为 4 的 re 子 集 . 如 果 4 一 B 是 
ARS MWR B 为 4 的 极 大 子 集 ,或 称 B 在 4 中 是 
MAW. 于 是 , 当 BON 4 的 极 大 子 集 时 ,对 任何 re 
集 C, 如 果 BCCCA, 必 有 B= "C C= *A. BI A 
A C 是 B 的 无 穷 re YK, HL CSA, M C= “AE 
何 无 穷 re 集 都 有 极 大 子 集 . 

主子 集 (major subset) re 集 的 一 种 子 集 . 设 
4,B 都 是 re 集 ,B 是 A B T 4E. H. A— B 2023 , UR 
Ve€ ol ACCW.— BCC'WO,Wl$s& BONS 4 的 主子 集 ， 
iA BC,A. 等 价 地 ,如 果 A,B 为 re 集 , 且 BCA &. 
(4 一 B) 无 穷 , 则 B 是 A 的 主子 集 , 当 且 仅 当 不 存在 
$ E R 满足 RSA & RN(R 一 B) 无 穷 . 拉克 伦 
(Lachlan, A. H. ) 证 明了 ,任何 一 个 非 递 归 的 re 集 
都 有 主子 集 ,并且 re 集 的 任何 子 集 都 不 可 能 同时 是 
主子 集 和 极 大 子 集 . 

re f&f& (lattice of resets) 递归 论 的 基本 概念 
之 一 , 指 全 体 re 集 组 成 的 格 . 设 s 为 全 体 re 集 之 集 
合 , 则 在 集合 包含 关系 “性 ”之 下 构成 一 个 可 分 配 
fa (es), WAR BRA re 集 格 ,并 用 e 表示. 此 外 ,如 有 4 
=* B 表示 (4 一 B)U(B 一 A) 为 有 穷 集 , 则 e 关 于 = 
“之 商 结构 e/= 二 “也 是 一 个 格 , 此 格 记 为 e*. 如 果 A 
为 re 集 , 则 (4)== {BEe|A4CB) 为 6 的 主 滤 子 ,而 
ICA) ={BEe|BCA} MWe HEB. CIAF 
“二 ”的 商 结 构 分 别 记 为 L"(4) 和 71* (4). 关 于 上 述 
的 re 集 绪 构 ,有 下 列 基 本 性 质 : 

1. 齐 性 人 性质 : 

1) se 的 向 下 齐 性 . 如 果 A 为 无 穷 re 集 ,1(4) 为 
由 4 生成 的 主 理想 , 则 IAS e Fi. 

2) WR A 为 hh 单纯 集 , 则 工 (4) 为 一 个 布尔 
代数 ,从 而 它 不 与 e 同 构 . 但 是 也 存在 re 集 4, 使 
LCA2 5 e fR]f4. 

2. 上 自 同 构 性 质 :s HI e" ABA 2^ B IRITA. 

3. 可 定义 性 : 

1) E P EXT re 集 的 一 个 性 质 , 并 且 P 在 有 
穷 差 之 下 不 变 , 则 PP 在 e* 中 可 定义 , 当 且 仅 当 忆 在 
e 中 可 定义 ， 
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20 下 列 性 质 在 s 中 可 定义 :4 为 有 TORR, 
A 为 递归 集 、4 为 单纯 集 LA 为 hh WR AN ri 
KEA 为 极 大 集 、4 为 创造 集 . 但 是 ,4 Ah 单纯 集 
在 s 中 不 可 定义 . 

4. Ay AE PE : WS PA CHarrington,L. ) AA S 
(Herrmann, E. )iE AA f e A e' WHA FT FI 
定 的 .但 是 ,es ”的 二 量词 理论 是 可 判定 的 .关于 三 量 
词 的 判定 性 目前 尚 不 清楚 . 

即时 单纯 集 (promptly simple set) 一 种 特殊 
的 单纯 集 . 设 4 为 余 无 穷 的 re R, WFR FF EB NA R 
数 了 以 及 4 的 一 个 递归 枚 举 A, eu 使 得 VeEw 
(W. 2523 —3sdx (x € Aro N Wes Wes). WR 
A 为 即时 单纯 集 . 注意 到 余 无 穷 re 集 4 为 单纯 的 ， 
要 求 Ye € «OV, 无 穷 一 4 站 W 关 名), 因 此 ,即时 单 
纯 性 是 单纯 性 的 一 种 加 强 . OR T BE a 中 含有 即时 
单纯 集 , 则 称 a 为 即时 单纯 度 . 全 体 即 时 单纯 度 组 成 
之 集 记 为 PS. PS 恰好 是 全 体 不 可 交 度 之 集 NC. 

种 外 部 信息 源 的 图 灵机 (oracle Turing ma- 
chine) 简单 图 灵机 的 一 种 推广 . 它 在 简单 图 灵机 
的 基础 上 增加 了 一 个 外 部 信息 源 . 由 于 增加 了 这 个 
外 部 信息 源 , 这 种 推广 了 的 图 灵机 可 以 计算 一 些 简 
单 图 灵机 无 法 计算 的 函数 .形式 地 , 带 外 部 信息 源 的 
图 灵机 是 在 简单 图 灵机 的 基础 上 增加 了 一 个 可 处 理 
某 一 特定 的 自然 数 集合 4( 称 为 外 部 信息 源 ) 的 解 算 
装置 ,对 任意 ”该 装置 可 对 问题 “2E 4?” 给 出 正确 
的 回答 ,回答 的 结果 可 能 影响 计算 的 过 程 . 而 对 该 装 
置 的 内 部 结构 则 不 予 考 虑 , 即 把 该 装置 看 做 一 个 黑 
箱 , 因 此 4 可 以 是 非 递 归 集 . 一 个 带 外 部 信息 源 的 
图 灵机 的 程序 ,是 在 简单 图 灵机 程序 所 具有 的 三 种 
指令 基础 上 增加 一 种 指令 qaga. 它 表 示 当 机 器 在 
状态 qi 时 , 香 读 头 在 工作 带 上 读 到 的 符号 为 <, 则 判 
源 “n€ A?”, 其 中 为 此 时 工作 带 上 符号 “1” 的 个 
数 . Ai n€ 4A, 则 下 一 步 机 器 的 状态 为 qs BWA q3- 
由 于 增加 了 一 个 解 算 装 置 , 该 机 器 的 计算 能 力 大 大 
加 强 . 当 A 为 非 递 归 集 时 ,该 机 髓 就 能 计算 简单 图 
灵机 无 法 计算 的 也 数 .与 标准 图 灵机 一 样 , 带 外 部 信 
息 源 的 图 灵机 可 以 进行 能 行 编 码 , 用 % 表示 编码 为 
e 的 带 外 部 信息 源 4 的 图 灵机 所 计算 的 函数 . 

相对 可 计算 性 (relative computability) 可 计 
算 性 概念 的 推广 . 若 在 给 定 一 个 集合 4 的 信息 后 ， 
就 可 能 行 地 计算 一 个 部 分 函数 了 或 集合 B 的 特征 
函数 , 则 称 或 B 是 相对 于 4 可 计算 的 .正如 工 可 
计算 性 很 好 地 刻画 了 直观 可 计算 性 一 样 ,相对 可 计 
算 性 也 可 以 用 带 外 部 信息 源 的 图 灵机 进行 刻画 . 即 
如 果 一 个 部 分 递归 函数 了 可 由 一 带 有 外 部 信息 源 4 
的 图 灵机 进行 计算 (je(f==@2)), 则 称 f£ 相对 于 4 
可 计算 . 若 集合 吾 的 特征 函数 相对 于 4 可 计算 , 则 
PR B 相对 于 4 可 计算 ( 记 为 B 三 7A), 亦 称 B 是 A 


可 计算 的 . 这 样 一 来 ,B 是 4 可 计算 与 BT 可 化 归 
到 A 实际 上 是 一 致 的 . 

一 个 部 分 递归 函数 了 上 相对 A 可 计算 , 当 且 仅 当 
了 相对 部 分 递归 于 4. 一 集合 B 相对 于 4 可 计算 ， 
5 BUS B 递归 于 A( 参 见 “ 带 外 部 信息 源 的 图 灵 
机 ”,“ 相 对 部 分 递归 性 ”). 

相对 部 分 递归 性 (relative partial recursive - 
ness) ”部 分 可 计算 性 概念 的 推广 . 各 一 个 函数 了 可 
由 本 原 图 数 及 集合 4 的 特征 函数 出 发 ,经 过 有 穷 次 
芥 置 与 一 般 递 归 得 到 , 则 称 了 相对 部 分 递归 于 4 ,或 
Fk f 为 4 部 分 递归 的 .形式 地 ,可 定义 相对 部 分 递 
归于 A 的 函数 类 为 满足 以 下 4 个 条 件 的 最 小 隆 数 
类 A. 

Aaa AR RK. 
Af 4 的 特征 函数 . 
.4 关于 准 置 封闭 . 

4. 所 关于 一 般 递 归 式 封闭 . 

若 函 数 了 在 和 中, 则 称 了 相对 部 分 递归 于 A. 特别 
地 ,如 果 上 了 又 是 全 图 数 , 则 称 了 相对 递归 于 4 ,或 称 
f 为 4 递归 的 ,如 果 和 集合 B 的 特征 水 数 相 对 递归 于 
A, MFR B 相对 递归 于 A. 

图 数 了 相对 部 分 递归 于 4, 当 且 仅 当 上 二 相对 4 
可 计算 ;集合 B 相对 递归 于 A4, 当 且 仪 当 B 相对 A 
可 计算 .所 有 A 部 分 递归 号 数 可 能 行 枚 举 , 并 记 为 
(g ) eu( 参 见 " 相 对 可 计算 性 >). 

相对 递归 性 (relative recursiveness ) 
部 分 递归 性 ”. 

相对 递归 可 枚 举 性 (relative recursive enumer- 
ability) 递归 可 枚 举 性 概念 的 推广 . 若 在 得 知 集合 
A 的 信息 后 ,集合 B 的 全 体 元 素 可 以 被 能 行 地 枚 举 
出 来 , 则 称 集合 B 相对 于 4 递归 可 枚 举 , 或 称 B 为 
A 递归 可 枚 举 的 .形式 地 ,B 相对 于 A 递归 可 枚 举 ， 
4AM B= 名 ,或 存在 一 A 递归 函数 f ,使 得 B= 
rang 了 .与 递归 可 枚 举 集 的 情形 相似 ,一 个 集合 B 为 
A 递归 可 枚 举 的 , 当 且 仅 当 有 一 个 4 部 分 递归 函数 
WH tE B=rang (g). 亦 当 且 仅 当 有 一 个 4 部 分 递 
IH RC gf B—dom (g). 因此, 全体 A 递归 可 枚 
AE R nJ REITZE RR Wi ecus WE hco AP WZ 
=dom (gf), Ef =rang (f) (参见 “递归 可 榴 举 
集 ”). 

此 外 ,B 是 4 递归 的 , 当 旦 仅 当 BB 和 B 都 是 4 
递归 可 枚 举 的 . 

曼 希 尔 完备 性 定理 (Myhill completeness theo- 
rem) ”揭示 创造 集 与 完备 集 之 间 关 系 的 定理 . KE 
理 断 言 :任何 创造 集 一 定 是 m 完备 的 (因此 也 是 1- 
完备 的 ), 由 此 可 推 知 ,4 为 创造 集 , 当 且 仅 当 4 为 1 
-完备 的 , 亦 当 且 仅 当 AA m 完备 的 .该 定理 是 曼 希 
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尔 (Myhill ,J. ) 于 1955 年 证 明 的 . 

S A ZR [5] $4 xE X8 C Myhill isomorphism the- 
orem) 递归 论 的 一 个 重要 定理 . 它 揭示 了 递归 同 
构 与 1 -化 归 间 的 关系 . 即 ; 集 合 4,B 递归 同 构 , 当 
AM A= B. 曼 希 尔 同 构 定理 是 曼 希 尔 (Myhill， 
J. ) 于 1955 年 证 明 的 ,其 内 容 类 似 于 集合 论 中 的 康 
托 尔 - 施 罗 德 - 伯 恩 施 坦 定理 . 

完备 集 (complete set) 一 种 re Æ. #6 re 48 
应 于 某 一 化 归 关 系 委 r 的 最 大 元 , 即 一 集合 为 > 完 
备 集 , 当 且 仅 当 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 

1.4 为 re 集 . 

2. YB(B 为 re f&— Bxtr A). 

包含 完备 集 的 度 称 为 完备 度 ,一般 用 0, 表示 . 
在 不 指明 具体 -的 情况 下 ,所 谓 完备 集 即 指 了 完备 
集 , 完 备 度 即 指 I 完备 度 . Zi T1972 是 两 种 化 归 , 且 
ri 化 归 强 于 r: 化 归 , 则 7 完备 集 一 定 也 是 72 完备 
集 . 但 即使 rı 不 强 于 T23 7 1 完备 集 也 可 能 都 是 72 元 
备 的 . 例如 m 完备 集 也 一 定 是 1 完备 集 ( 也 一 定 是 
创造 集 ). 各 种 完备 集 还 有 以 下 性 质 : 

1. 一 集合 为 准 创 造 集 , 当 且 仅 当 它 为 & 完备 . 

2. 一 集合 为 次 创造 集 , 当 且 仅 当 它 为 完备. 

3. 能 行 单 纯 集 都 是 三 完备 ,但 可 能 不 是 和 完 
d EX wtt 完备 . 

4. 强 能 行 单纯 集 是 Q 完备 ,但 可 能 不 是 wt 完 
备 . 

5. 单 纯 集 一 定 不 是 & 完备 ,因此 也 一 定 不 是 btt 
完备 ,但 可 能 是 C 完备 . 

6. 超 单纯 集 一 定 不 是 wt 完备 ,但 可 能 是 Q 完 
备 . 

7. 超 超 单纯 集 一 定 不 是 Q 完备 ,但 可 能 是 了 完 
备 . 

8. 半 递 归 集 一 定 不 是 PP 完备 ,但 可 能 是 Q 完备 
Bk 56. 

52% HE (complete degree) MZEE”. 

递归 置换 (recursive permutation) 数论 中 置 
换 概 念 的 一 种 推广 . 具体 地 ,递归 置换 是 指 从 吧 到 w 
的 1 一 1 对 应 递归 函数 .例如 

diia is Z 十 1 (z 为 偶数 )， 
r—] (Zz 为 奇数 )， 
即 为 递归 置换 . ICD =r 亦 为 递归 置换 . 直观 上 , 递 
归 置 换 实 际 上 是 把 全 体 自然 数 能 行 地 重新 排列 . 由 
于 递归 论 的 研究 ,主要 关心 自然 数 集合 的 能 行 性 ,而 
不 涉及 每 个 自然 数 的 特殊 性 (这 是 与 通常 数论 的 关 
键 不 同 之 处 ), 因 此 ,递归 论 中 的 绝 大 多 数 结论 都 不 
依赖 于 自然 数 以 怎样 的 方式 排列 . 或 者 更 明确 地 说 ， 
这 些 结论 在 递归 置换 下 是 不 会 改变 的 (参见 “递归 不 
变性 ”). 
递归 不 变性 (recursively invariance) 自然 数 
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集合 的 一 种 性 质 . 指 自 然 数 集合 在 任何 递归 置换 下 
不 变 的 性 质 . 形 式 地 , 若 对 具 某 种 性 质 的 任意 集合 4 
和 任何 递归 置换 P,P(A4) 亦 具有 该 性 质 , 则 称 该 性 
质 为 递归 不 变 的 . 例如: 性质 *4 为 re SE" IRA 的 基 
数 为 n” 即 有 递归 不 变性 ,而 涉及 一 些 具体 的 自然 数 
的 特有 的 性 质 , 如 “4 二 {0,1,2}”, A 为 偶数 的 集 
合 ” 等 则 没有 递归 不 变性 . 递归 论 中 主要 研究 的 性 质 
都 是 具有 递归 不 变性 的 . 

递归 等 价 (recursive equivalence) 递归 论 的 基 
本 概念 之 一 . 指 自然 数 集 在 递归 意义 下 的 等 价 关系 ， 
di AB 为 自然 数 集 , 并 且 存 在 一 一 的 部 分 递归 晒 数 
2, 使 得 ACCdom e, JF HP AD=B, Dl] fg A, B 递归 等 
ffr. gr UH e KA ELA CB RSE HY SE EAS , 称 
为 递归 等 价 型 . 递归 等 价 关 系 类 似 于 集合 论 中 的 等 
势 关系 .递归 等 价 型 则 类 似 于 集合 论 中 的 基数 概念 . 
递归 等 价 关 系 的 概念 是 德 克 尔 (Dekker ,J. ) 于 1955 
^E 5| A B. 

递归 等 价 型 (recursive equivalence type) Ji 
“递归 等 价 ” 

可 化 归 性 (reducibility) 递归 论 术 语 . 指 反 映 
函数 之 间 可 计算 性 相对 难 易 程度 的 一 个 概念 . 直观 
地 说 ,如 果 在 使 用 了 函数 了 了 的 信息 后 ,就 可 以 能 行 
地 计算 另 一 个 图 数 g, 则 称 g 可 化 归 到 f( 记 为 g 
«CO. 如 果 自 然 数 集合 4 的 特征 函数 可 化 归 到 自 
然 数 集合 已 的 特征 函数 , 则 称 4 可 化 归 到 B GO 
A xc, B). 对 此 直观 概念 的 不 同 的 形式 化 便 定 义 出 相 
应 的 严格 的 化 归 概 念 . 如 真 值 表 化 归 , 图 灵 化 归 等 . 
虽然 这 些 化 归 有 许多 不 同 的 特性 ,但 它们 也 有 以 下 
一 些 共同 点 .首先 ,可 化 归 关 系 都 具有 自 反 性 与 可 传 
性 ,因此 由 可 化 归 关 系 委 .可 导出 等 价 关 系 “三 ,”(4 
=B/ A&,B A BSA). 其 次 ,任何 可 化 归 到 递归 集 
的 集合 都 是 递归 集 ,并 且 在 大 部 分 情况 下 ( 除 一 一 化 
归 和 多 一 化 归 ) ,递归 集 可 化 归 到 任何 集合 ,这 表明 ， 
在 化 归 关 系 “ 委 ”之 下 ,递归 集 是 最 "小 "的 ,这 正好 
反映 了 递归 集 具 有 最 低 的 不 可 解 程度 . 此 外 ,所 有 可 
化 归 关 系 还 具有 递归 不 变性 , 即 大 A,B 递归 同 构 则 
A=B. WRS, ,二 ,是 两 种 化 归 关 系 , 则 右 对 任何 
集合 AB MA AS, B— As, B, BER. Ho x. 58. 

多 一 化 归 (Cmany-one reducibility) 一 种 较 强 
的 化 归 关 系 . 对 任意 两 个 自然 数 集 ALB UE EX 
IH PRA SETA x.r€ AefGo€ B. MRK A 可 
多 一 化 归 到 B, 记 为 ASB. 特别 地 , 若 了 还 是 一 一 
的 函数 , 则 称 4 可 一 一 化 归 到 B, 记 为 BSB. 所 请 
A 多 一 化 归 到 B, 实 际 上 是 在 判定 “rE€ 4?” 时 ,只 要 
用 到 一 次 B 的 信息 (f(x)€B?), 而 对 一 一 化 归 , 则 
进一步 要 求 每 次 使 用 的 信息 不 同 . 一 一 化 归 和 多 一 
化 归 是 递归 论 中 常见 的 化 归 关 系 中 最 强 的 . 
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如 果 ASB, A BS, As WR A,B m 等 价 , 记 
为 A=, B. B.A ASB A BRA, WP A.B 
为 1 等 价 , 并 记 为 A=B. 除了 在 “可 化 归 性 ”条 目 中 
提 到 的 各 种 P 化 归 共 有 的 性 质 外 ,多 一 化 归 和 一 一 
化 归还 有 一 些 特殊 的 性 质 , 如 递归 集 不 一 定 能 化 归 
到 其 他 集合 ;能 够 多 一 或 一 一 化 归 到 递归 可 枚 举 集 
的 集合 ,也 一 定 是 递归 可 枚 举 的 ,并 且 ASA 与 4 
<A 并 不 普遍 成 立 . 此 外 ,一 一 等 价 的 集合 一 定 是 
递归 同 构 的 .由 此 还 可 推 得 若 4 三 .8, 则 |4|= BI. 
多 一 化 归 与 一 一 化 归 的 概念 是 波兰 -美国 数理 逻辑 
学 家 波斯 特 (Post,E.L. ) 于 1944 年 引入 的 . 

一 一 化 归 (one-one reducibility)” 见 “多 一 化 
j”. 

TRI f EE (degree of unsolvability) 递归 论 术 
语 . 反映 集合 不 可 判定 的 复杂 程度 的 一 个 概念 . A 
<, 是 一 种 化 归 关 系 , 则 集合 4 的 xr 度 ( 即 由 r 化 归 
导出 的 不 可 解 度 ) 为 全 体 与 Ar 等 价 之 集合 所 组 成 
的 类 :deg,(4)= (B| AB). 在 不 至 引起 混淆 的 情 
况 下 ,r 度 就 可 称 为 度 ,常用 a,b,c,… 表 示 度 . 由 定 
义 在 集合 上 的 关系 二 ,, 也 可 导出 度 之 上 相应 的 化 归 
关系 : 若 存 在 AEa,BE45b, 且 ASB, MR r RE a 可 
HR b, FEA a< b, REWA ab. 对 全 体 r 度 
在 “三” 之 下 的 结构 的 讨论 ,是 r 度 理论 讨论 的 内 容 . 
通常 ,在 不 指明 哪 种 x 化 归 时 ,不 可 和 解 度 就 是 指 图 灵 
度 (参见 “图 灵 度 ”), 因 此 通常 deg (A) 即 指 
degr CAD. 常用 Z, 表示 7 度 的 结构 ,特别 地 ,用 ov 
表示 D,.D, P) Ro AA ES P 的 r 度 的 结构 ,如 
C, (Ia duca 的 所 有 m 度 的 结构 ， 

m Æ(m-degree) Fm 化 归 导 出 的 等 价 类 .m 
度 与 1 度 有 非常 特殊 的 性 质 , 例 如 它们 都 有 不 止 一 
个 递归 度 ( 包 含 弟 归 集 的 度 ). 此 外 它们 还 有 以 下 性 
im BE GEL, 之 下 ) 形 成 可 分 配 的 上 半 格 ,但 不 形 
成 格 . 包含 递归 集 的 m 度 有 三 个 ;{ 名 },(w) 与 ov 
中 0; AROS eo 外 的 所 有 递归 集 .为 了 处理 方便 ， 
A 0, 为 最 小 的 m 度 . 1 度 的 性 质 更 为 特殊 , 它 
不 但 不 形成 格 ,甚至 也 不 形成 上 半 格 ; 它 有 无 穷 多 个 
递归 度 ,并 且 这 些 递归 度 有 如 下 结构 (左边 的 度 可 化 
归 到 右边 的 ,反之 不 然 ): 

a,— a, —a,— 
0; 
beh 
其 中 an 为 一 切 mm 元 自然 数 集 的 类 ,6b, 为 一 切 补 集 
为 m 元 的 自然 数 集 ,0; 为 其 他 一 切 递 归 集 的 类 .mm 
度 与 1 度 的 其 他 主要 性 质 还 有 : 

1. m 度 不 是 稠密 的 ,但 rem 度 是 向 上 稠密 的 ， 
BDA c 为 rem E, H c<,,0' n WATE rem JE a, 使 得 
cau | 

2.r,e. Nm 度 中 内 包含 re 集 . 


3. XI Ef] m E a,b, DZ, Cna) 5E ZC nb) [n] 
MJ. 

4. €, 的 一 阶 理论 是 不 可 判定 与 不 可 公理 化 
Ry. 

5. 任何 m 度 包含 一 个 最 大 的 1 度 , 但 不 一 定 包 
含 最 小 的 1 BE. 

6. 任何 m 度 或 者 只 包含 一 个 1 度 , 或 者 包含 无 
穷 多 个 1 度 . 

7. £9, FD» Dg Daisy 都 不 初等 等 价 . 

真 值 表 条 件 (truth 一 table condition) JAK tt 
条 件 . 递归 论 术 语 . 它 是 为 定义 真 值 表 化 归 与 受 界 真 
值 表 化 归 定 义 的 .一 个 & 范 数 tt 条 件 是 指 序 侦 : 
(CLs Loos te) a), AP Lis Ls”? 9 Xe 为 自然 数 ,a 
为 下 元 布尔 函数 .4 满足 tt AR E GG xx. 
a) ,是 指 alCalri) Ca (an) oe ,Ca《zi)) 二 1, 其 中 Cs 
为 4 的 特征 函数 . 

布尔 函数 一 般 可 看 成 真 值 表 , 真 值 表 条 件 与 真 
值 表 化 归 由 此 得 名 . 所 有 (各 个 元 数 的 )tt 条 件 可 以 
被 能 行 编码 ,因此 ,在 具体 应 用 时 , “tt 条 件 x 一 般 
指 编码 为 x 的 tt 条 件 . 

tt &f€(tt-condition) BI" EB xe fr". 

真 值 表 可 化 归 性 (truth-table reducibility) m 
化 归 的 一 种 推广 . 直观 地 ,对 任意 自然 数 集 4 和 B, 
A n] E BR b 8| B wH ASB, eH ER x, A 
RE ÍT HESR E — FA Xu fA) A“ y. € BP” “yo E B^. 
"y € B?" rx [RIA E — FP Cay B x 能 行 计算 出 
的 ) 真 值 表 中 对 应 真 值 ,; 则 € A. BM cE A. mm 
化 归 只 能 提 一 个 问题 , 且 真 值 表 中 , 真 只 对 应 真 , 假 
只 对 应 假 . 形 式 地 ,对 自然 数 集 A.B. FF EEA PR 
数 了 ,使 得 对 所 有 zr,zE4, 当 且 仅 当 互 满足 女 条 件 
f(x), WK A 可 真 值 表 化 归 到 B, w AAS, BL 
“ 真 值 表 条 件 ”). 真 值 表 可 化 归 性 也 可 等 价 定义 为 : 
对 自然 数 集 A,B. EIA PRO f,g, 使 得 x€ 
4, 当 且 仅 当 对 某 个 ye Dj.B f(z) 二 D,, 则 称 A 
可 真 值 表 化 归 到 B. 其 中 D. 表示 — 典 则 下 标 为 x 的 有 
FR. E 4A 二,B & BS ,A, MP A 与 Btt 等 价 , 记 为 

A=B: 

A (B xx 16H 88 F om 4613 5 btt 4, [B SR F 
wit (JAS T 48. 对 zt 化 归 而 言 ,所 有 递归 集 之 间 
都 可 互相 化 归 , 且 对 一 切 自然 数 集 ALAS, A. tt 化 
归 是 波兰 -美国 数理 逻辑 学 家 波斯 特 (Post,E.L. ) 于 
1944 年 引入 的 . 

tt E (tt-degree) 真 值 表 可 化 归 度 . CEH tt 
化 归 性 导出 的 度 . DA Rs 分 别 表示 全 体 tt EME 
体 re BY tt BEAN. ee 度 的 主要 性 质 有 : 

1. 多, 不 是 稠密 的 ,但 7, C s, ERR E B. 

2. A.B, HENAFF dE e SE BUB XG 是 全 


函数 , 且 A—s. 

3. 任何 非 递 归 tz EA SIA ZH m BE ;任何 
度 中 都 有 最 大 m. 度 ; 任 何 非 递归 t 度 都 不 包含 最 小 
m JẸ. 

4. 2 与 Di Dns DERRER B PCR) 
Dy CRIT RB. 

受 界 真 值 表 可 化 归 性 (bounded truth-table re- 
ducibility) 一 种 加 限制 的 可 化 归 性 . 对 自然 数 集合 
A fl B,Zr ASB, AATF EA 而 问 B 提问 的 次 
数 少 于 一 个 常数 mon 与 x 无 关 ), 则 称 4 WD ZAR 
值 表 化 归 到 B iiy AS,,B. 形式 地 ,对 自然 数 集 有 4 
和 号 ,各 存在 递归 函数 f 和 和 常数 mm, 使 得 对 一 切 x. 
了 f(z) 为 范 数 小 于 mm 的 tt 条 件 , 且 ce 4, 当 上 日 仅 当 B 
满足 tt RESC), WE A 可 受 界 真 值 表 化 归 到 B. 
记 为 ASB. 以 上 和 定义 也 可 等 价 表述 为 :对 自然 数 
集 4,B, 若 存在 常数 nn( 称 为 该 化 归 的 范 数 ) 和 递归 
PRA f,g ,使 得 对 一 切 xz， 

l; | 站 re | «mn; 

2.zE4, 当 且 仅 当 对 某 个 yE Doo A 

BY) Dey =Dy; 
则 称 4 可 受 界 真 值 表 化 归 到 B. 其 中 D, 表示 典 则 
PRA z HUGHES AAS, BoA BSA WEKA, 
B 为 btt 等 价 , 记 为 A=B. 

btt 化 归 强 于 tt 化 归 , 但 弱 于 m 化 归 . 递归 集 可 
btt 化 归 到 任何 集合 ,任何 可 btt 化 归 到 递归 集 的 集 
合 也 一 定 是 递归 集 . 对 任何 自然 数 集 A, Abe, A. d 
btt 化 归 关 系 导 出 的 度 称 为 btt BE. 2 在 度 化 归 关 系 
全 bu 之 下 形成 上 半 格 . btt 化 归 的 概念 是 波兰 -美国 数 
FEE $83 ZO UE HT FR (Post, E. L. ) 于 1944 年 引入 的 . 

btt Æ (btt-degree) 见 “ 受 界 真 值 表 可 化 归 性 ”. 

55 E f& X n] 4L A fE (weak truth-table re- 
ducibility) 一 种 可 化 归 性 概念 . 若 一 自然 数 集合 B 
的 特征 函数 可 由 一 带 外 部 信息 源 4 的 图 灵机 计算 ， 
并 且 存 在 一 递归 函数 六 使 得 对 任意 n VA BUS TET 
算 Ca x2 CB. 的 特征 函数 ) 时 ,只 使 用 4 下 FG UR B 
言 息 , 即 只 对 小 于 f(x) 的 提问 “n€ A?". WK B 
A] 25 RE fü x 1603 8] 4, 记 为 B.A, 有 时 亦 记 为 “B 
SCA". 弱 真 值 表 化 归 也 称 为 受 界 图 灵 化 归 , 并 用 “如 
SA" XR. 

IF tt wH, E BSA, XE TEE VH PRG OS E 
得 在 判断 “zE B?” 时 ,只 用 到 A P AGO PS EC. 因 
此 ,wtt 化 归 弱 于 tt 化 归 , 这 也 是 其 名 称 的 由 来 . 

wrt 化 归 的 概念 是 由 弗 里 德 贝 格 (Friedberg,R. 
M. ) 和 美国 数学 家 罗杰斯 (Rogers,H. ) 于 1959 年 
提出 的 . 由 wee 可 化 归 性 导出 的 度 称 为 wee BE. wtt 
度 的 很 多 性 质 与 tt 度 相 似 . 肖 尔 (Shore,R. A.) 于 
1982 年 证 明了 £2,, C2 0,0 5 Za C0 a) T8] FJ. 此 
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外 y Pro 20 ww) 是 稠密 的 .但 是 Pic BAD DS 
等 价 还 不 知道 . 

wit R (wtt-degree) ” 见 “ 弱 真 值 表 可 化 归 性 ”. 

灵机 可 化 归 性 (Turing reducibility) 一 种 
可 化 归 性 概念 . 它 是 由 英国 数学 家 图 灵 (Turing, 和 A. 
M. ) F 1939 年 引进 的 . 具体 地 ,对 自然 数 集 4 ALB, 
ANT ARE BOEK ASB), Æti A 相对 于 B 可 
计算 , 即 4 WORE aR FOP RR USB 的 图 
灵机 计算 . 由 于 用 图 灵机 可 以 很 好 地 刻画 直观 可 计 
算 性 概念 (参见 “ 丘 奇 论题 *), 因 此 ,可 以 说 图 灵 可 化 
归 性 已 很 好 地 刻画 了 直观 可 化 归 概 念 (参见 “可 化 归 
性 ”), 也 就 是 说 ,4 是 直观 上 可 化 归 到 5.94 AMS 
A<rB. 当然 , 同 能 行 可 计算 性 一 样 ,T 可 化 归 性 的 
概念 也 有 许多 种 等 价 的 刻画 . 

T B(T-degree) 亦 称 图 灵 度 .递归 论 的 基本 
概念 之 一 . 它 是 由 图 灵 可 化 归 关 系 导 出 的 度 .集合 4 
所 在 的 图 灵 度 定义 为 : degr (A) = {B14 =B}. 由 
于 可 化 归 关 系 很 好 地 刻画 了 直观 的 可 化 归 概 念 ， 
因此 ,用 了 度 来 刻画 一 个 集合 (负数 ) 的 复杂 程度 是 
合适 的 ,所 以 通常 不 可 解 度 指 的 就 是 了 度 , 而 不 可 
解 度 理论 就 是 以 7 了 度 作 为 主要 研究 对 象 的 一 门 分 
支 学 科 . 虽然 图 灵 度 的 概念 是 用 图 灵 可 化 归 性 定义 
的 ,但 图 灵 度 概念 的 明确 定义 则 是 由 波兰 -美国 数理 
逻辑 学 家 波斯 特 (Post ,E. L. ) 于 1944 FAW AY. A 
此 , 按 通常 的 说 法 ,关于 不 可 解 度 的 研究 是 由 波斯 特 
开创 的 ， 

图 灵 度 (Turing degree) BT RE". 

受 界 图 灵 可 化 归 性 (bounded Turing reducibili- 
ty) 一 种 可 化 归 性 概念 . 受 界 图 灵 化 归 在 不 同文 献 
中 有 两 种 不 同 的 含义 ,这 两 种 定义 都 是 对 了 化 归 加 
以 适当 限制 后 提出 的 . 第 一 种 定义 是 指 wit 化 归 ( 参 
见 “ 弱 真 值 表 化 归 ”) ,第 二 种 定义 与 第 一 种 定义 完全 
不 同 (不 只 在 定义 上 不 同 , 它 们 也 不 等 价 ), 主 要 是 针 
对 re Se dt 17 WAR. A A.B 为 re 集 , 则 A 三 7B, 当 且 
仅 当 对 所 有 x:X€E Ae (Ju) D,EB Au EW pn CK 
T Dt5W 的 含义 参见 “ 典 则 下 标 ” 与 “re R). FK 
以 上 条 件 加 强 为 

(dn) Vx) (r€ A GOOD, B 

AuC€W rm^W:/iuil«n). 

则 称 A BT oT 化 归 到 B. iU" A&ucB". XE re Æ, oT 
MVS T dE EM T 413 Br Jm B5 Bs ml 2S LA F 
btt 化 归 对 tt 化 归 所 加 的 限制 . 

Q 可 化 归 性 (Q-reducibility) 一 种 可 化 归 性 概 
念 . 对 任意 自然 数 集合 AB. AA RNR E 
f$ r€ 4, 当 且 仅 当 Wzws 丑 B, 则 称 4 为 Q 可 化 归 到 
B, WK A«zaBOW. 的 定义 参见 “递归 可 枚 举 集 ”). 
Q 化 归 的 概念 主要 是 为 了 解决 波斯 特 问 题 引 入 的 . 
与 通常 的 化 归 不 同 , 即 使 ASB, A 也 未 必 递 归于 
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B. 人 们 所 能 知道 的 仅仅 是 A re 于 B. 但 车 A 为 re 
(或 re F B), W 4 三 a0B 一 4A 三 7B. 因此 ,对 人 Q@ 化 归 的 
研究 一 般 限于 re RE). 化 归 在 直观 上 有 些 类 似 
合 取 化 归 . 如 果 把 QQ 化 归 定 义 中 的 递归 可 枚 举 集 
W pn tht AA BR Dy ,就 得 到 了 C 化 归 的 定义 . 

Q 化 归 具 有 自 反 性 与 可 传 性 .在 re RE, CI 
Tom 化 归 而 强 于 了 化 归 , 但 它 与 bu 化 归 tt HEAR 
vtt 化 归 均 不 可 比较 . 任何 超 超 单纯 集 都 不 是 QQ SE 
备 的 ,此 为 Q@ 化 归 的 一 个 重要 性 质 . 

Q E (Q-degree) 递归 论 的 基本 概念 之 一 . 它 
是 由 人 Q 可 化 归 性 导出 的 度 , 由 于 人 Q@ 可 化 归 性 为 非 标 
准 化 归 ( 即 由 ASB 并 不 能 得 出 4 相对 B 不 可 计 
算 ), 因 此 ,Q 度 的 性 质 与 一 般 度 不 同 . 对 QQ@ 度 而 言 ， 
B/D WY Q BEA BTA r) 集 的 类 (不 是 一 切 递 归 集 的 
类 ). 

递归 度 (recursive degree) 递归 论 的 基本 概念 
之 一 . 包含 递归 集 的 度 称 为 递归 度 . 对 应 不 同 的 化 
归 , 也 可 以 定义 不 同 的 递归 度 , 如 递归 人 工 度 ,递归 
度 等 . 在 大 多 数 情 况 下 ,递归 度 中 包含 的 集合 都 是 递 
JAS. 对 于 1 度 与 m 度 , 它 们 都 有 不 止 一 个 递归 度 ， 
而 对 于 1 KE wee E tt EA btt 度 而 言 ,递归 度 只 有 
一 个 一 一 即 所 有 递归 集 的 类 , 记 为 0, 它 是 对 应 的 度 
结构 中 的 最 小 元 . 

递归 可 枚 举 度 (recursive enumerable degree?) 
递归 论 的 基本 概念 之 一 . 包含 递归 可 枚 举 集 的 度 称 
为 递归 可 枚 举 度 ,简称 re BE. 对 应 不 同 的 化 归 , 也 可 
以 定义 不 同 的 re BE. 通常 re 度 中 可 能 包含 非 re 集 ， 
但 re B3 1 BERI m ERREA re È. 

re Æ (re-degree) 即 “ 递 归 可 枚 举 度 ”. 

度 的 化 归 性 (reducibility of degrees) 递归 论 
术语 . 指 度 中 集合 之 间 的 可 化 归 关 系 . 具体 地 ,车 a, 
b, ABit r JE. ARE AEa,,;,BEb,, 使 ASB, WER 
r fF a, PAIE r E b., WA a <b. 

xe A fe) #J (recursively isomorphism) 自然数 
集 在 递归 置换 意义 下 的 等 价 关 系 . 对 自然 数 集 A, 
已 , 知 存 在 递归 置换 己 , 使 得 PCAD=BM ABB 
归 同 构 , 在 递归 论 中 一 般 记 为 ASB. 由 等 价 关 系 
“ 生 ” 导 出 的 (自然 数 集 的 ) 等 价 类 称 为 递归 同 构 型 . 
根据 曼 硕 尔 (Myhill ,J. ) 的 结论 ,递归 同 构 实 际 上 与 
1 等 价 的 概念 是 等 价 的 (参见 “ 曼 希 尔 同 构 定 理 ”). 

递归 同 构 型 (recursive isomorphism type) JW, 
“递归 同 构 ”. 

合 取 化 归 (《conjunctive reducibility) ” 亦 称 c< 化 
IH. mx 化 归 的 一 种 推广 . 形式 地 ,对 自然 数 集 ASB, 
如 果 存 在 递归 函数 f ,使 得 对 所 有 ze rE A, SAD 
4 Dro EB. WI fk A 可 cc 化 归 到 B, 记 为 ABCD, 
是 典 则 下 标 为 y 的 有 穷 集 ). BW. ASB 是 指 对 
任何 zx, 可 能 行 找 到 有 穷 个 H 然 数 J'iszs s Yno PE 


f$ r€ A, KHAAA B rp. 换 句 话说 ,就 
是 BR BRARA Sy ECBAmMEBA Ay, EB”. gd 
于 对 任何 自然 数 集 ALBL.ARELBeO AB, AIH c 
化 归 导 出 的 度 的 结构 与 a 化 归 导 出 的 度 的 结构 是 
同 构 的 .c 化 归 比 m 463 38 ALE ce 化 归 强 . 

c 化 归 (c-reducibility)” 即 “ 合 取 化 归 ”. 

析 取 化 归 (disjunctive reducibility) ” 亦 称 4 化 
IH. m 化 归 的 一 种 推广 . 形式 地 ,对 自然 数 集 4,B， 
车 存在 递归 函数 f ,使 得 对 所 有 ze, cr EC AeDagS MB 
AOD MM A 可 4 化 归 到 B, 记 为 AUB, 是 典 则 
下 标 为 y 的 有 穷 集 ). 直观 地 , ASB, Æ H Mt HE fay 
x, 可 能 行 找 到 有 穷 个 自然 数 yi odes tts yn EF TE 
4, 当 和 且 仪 当 这 些 元 有 一 个 在 B rn. Bl B 满足 析 取 
式 “yEBYVy,EBV-…Vy,€EB”. 由 于 对 任何 自然 
数 集 AB AQBCASB. 因此 ,由 4 化 归 导 出 的 
度 结构 与 c 化 归 导 出 的 度 结构 是 同 构 的 .4 化 归 比 
m 化 归 弱 ,但 比 t 化 归 强 . 

d 化 归 (d-reducibility)” 即 “ 析 取 化 妇 ”. 

正 化 归 (positive reducibility) 亦 称 p Www. m 
化 归 、c 化 归 与 4 化 归 的 一 种 推广 . 形式 地 ,对 自然 
数 集 A,B A FETE BA eR ,使 得 对 所 有 z,zE4 
—Jju(u€ Dra AD,CB) WR A 可 正 化 归 到 B, 记 
为 A«LQBCGD, ZAM PRA y 的 有 穷 集 ). 直观 地 ， 
4 三,B 是 指 对 任何 xz, 为 了 判断 “rE€ A?”, 可 通过 癌 
B 提问 一 个 形 如 “(yi EB A ies A Vin, E B) V TUR V 
(ym EBA = Aym EB)" 的 问题 得 到 ,该 公式 中 不 
含 否 定 词 ,或 者 说 ,只 用 到 B 中 的 正信 息 . p 化 归 纶 
F m I. 化 归 与 4 化 归 , 但 强 于 tt 化 归 .p 化 归 、 
c 化 归 与 4 化 归 的 概念 是 杰克 什 (Jockusch,C.G.) 
于 1966 年 提出 的 . 

pp 化 归 (p-reducibility)” 即 “ 正 化 归 ”. 

线性 化 归 (linear reducibility) KER Z 化 归 . 一 
种 类 似 于 zt 化 归 的 化 归 . 形式 地 ,对 自然 数 ALBA 
存在 递归 函数 f ,使 得 对 所 有 zo. rE AS |1D4UDBI 
=] (mod 2). WPR A 可 线性 化 归 到 B. 记 为 ALB 
CD, 是 典 则 下 标 为 y 的 有 穷 集 ). BW. ASB 是 
指 对 任何 x, 为 判断 “rE 4?”, 可 通过 向 互 提问 有 穷 
个 问题 “y,€ B?”,…,“y,€ B”, 若 回答 为 肯定 的 个 
数 是 奇数 , 则 zE A 成立, 否则 cE A. 

/化 归 (C-reducibility) BU“A PEK IO”. 

Tar à 4¥, 4 (enumeration reducibility) JPR e 
化 归 . 一 种 可 化 归 性 概念 . 对 自然 数 集 ALB BATE 
re 集 W,, 使 得 Yx[r€ Ao Gu) r, u) EW, ADS 
BID. 为 以 zw 为 典 则 下 标的 有 穷 集 ), 则 称 4 可 枚 
举 化 归 到 B, 记 为 ASB. 直观 地 说 ,4 可 枚 举 化 归 
到 B, 是 措 存 在 一 个 能 行 的 过 程 ,以 该 过 程 接受 B 
的 枚 举 作 为 输入 ,以 A 的 枚 举 作 为 输出 .大 将 B 的 
按 男 一 个 次 序 的 枚 举 作为 输入 时 ,该 过 程 的 输出 仍 


为 4, 但 输出 次 序 可 能 不 同 . 这 里 ,输出 和 输入 的 枚 
举 都 可 能 重复 . 从 形式 上 看 ,e 化 归 可 以 看 成 是 正 化 
归 的 推广 ,只 是 将 式 中 的 we Dg BA usr) €W;. 
从 男 一 个 角度 看 ,A 二.B 非常 类 似 于 4 相对 >e 于 
B, 不 过 前 者 的 概念 比 后 者 强 ( 即 ABA re F 
B), 因 为 前 者 在 得 到 4 的 枚 举 时 ,只 能 用 到 B 的 正 
言 息 ( 即 外 部 信息 源 只 在 y€BBD IR Y€B?"8 
出 回答 , 且 回 答 不 一 定 立 即 给 出 ) ,而 后 者 在 得 到 A 
的 枚 举 时 , 既 可 用 到 吾 的 正信 息 , 也 能 用 到 负 信 息 
( 即 外 部 信息 源 对 任何 提问 y € B 篆 立 即 给 出 回答 ， 
MAC y 是 否 属 于 B). 

对 于 枚 举 化 归 , 任 何 re RT e 化 归 到 任何 其 他 
集合 :反之 ,任何 能 化 归 re 集 的 集合 也 一 定 是 ”e 集 . 
这 一 点 是 与 其 他 化 归 差 别 很 大 的 . 从 某 种 意义 上 说 ， 
e 化 归 不 是 一 种 标准 化 归 , 它 已 没有 相对 可 计算 的 
意义 .除了 前 面 的 定义 外 ,e 化 归 也 能 从 函数 出 发 用 
男 一 种 方式 来 定义 :大 wp 为 部 分 函数 , 且 存 在 部 分 
IBS FEE F(a, WR a 可 e {LIAB Bic 
AaB. BX RE MET IRAE , 则 该 定义 与 
Bii H AY EE GE Ga ax. 8, HH Gs 
cs 为 ap8 的 图 ). 对 部 分 图 数 上 的 e HIS S 
Sr Ser TES PRE EB ME BAS RR, 
则 a c, gea xirBexa Surp. 由 e 化 归 的 概念 可 导出 
e 等 价 的 概念 : 若 ALBABELA,. WIR AAB eg 
价 , 记 为 ASB. e 化 归 的 概念 是 弗 里 德 贝 格 (Fried- 
berg, R. M. ) 和 美国 数学 家 罗杰斯 (Rogers,H. ) F 
1959 年 提出 的 . 

e 化 归 (e-reducibility)” 即 “ 枚 举 化 妇 ”. 

e E (e-degree) 亦 称 枚 举 度 或 部 分 度 . CHA 
e 化 归 导 出 的 度 . 与 一 般 的 度 不 同 ,e E BS CL, KA) 
最 小 元 o. 不 但 包含 所 有 递归 集 ,也 包含 所 有 re 集 .e 
度 的 结构 罗 .( 在 化 归 关 系 和 .下 ) 形 成 上 半 格 ,但 不 
形成 格 . 此 外 , 缀 .中 没有 极 小 度 , 但 存在 极 小 对 , 事 
实 上 对 任何 非 o e BE a., 都 存在 非 o e BE b.. ff a. 与 
b. 形成 极 小 对 . D. 与 允 Das Dr FD, RAM FS 
等 价 .e 度 的 性 质 相 对 其 他 度 来 说 研究 的 较 少 . 


#4 38 FF (enumeration degree) 即 “e BE". 
部 分 度 (partial degree) 即 “e RE". 
完全 e 度 (total e-degree) 递归 论 的 基本 概念 


之 一 . 它 是 包含 全 图 数 的 图 的 e 度 . 由 于 e 化 归 与 7 
化 归 在 全 因数 上 是 一 致 的 ,因此 完全 e 度 的 结构 与 
丰 度 结构 是 一 致 的 . 此 外 ,存在 有 非 完 全 的 e RE. 

s 化 归 (s-reducibility) d 化 归 的 一 种 推广 , 具 
体 地 ,对 自然 数 集 4,B,4 可 :化 归 到 B( 记 为 4 
三 ,B), 当 且 仅 当 存 在 递归 函数 f ,使 得 

(Vr)[r E AeWgags,()Bz gj. 
As 化 归 可 导出 s SEE s ENS. X; ASBAB 
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数 IP 有 逻 辑 


<A MPA 与 Bs 等 价 , 记 为 AS,B.SRT A 所 有 
的 s 度 为 deg, A0 ={B|A=,B}. 对 s 度 来 说 ,一 切 
re 集 都 属于 两 个 s 度 ; (名) 与 所 有 非 空 re 集 的 类 . 

s Æ(s-degree) W“s 化 归 ”. 

受 界 合 取 化 归 (bounded conjunctive reducibili- 
ty) 亦 称 bc 化 归 . 一 种 可 化 归 性 . 是 用 类 似 btt 化 
JA XG et 化 归 的 限制 办 法 ,对 合 取 化 归 限 制 后 得 到 
的 .形式 地 ,A 可 bc WAR) BOR ASB), EIE 
在 递归 函数 f 和 常数 nn( 称 为 该 化 归 的 范 数 ) ,使 得 : 

(V zx)[[x € MD B]AL[lID;a|zxnll. 

直观 上 ,4 可 bc 化 妇 到 B, dé dS TEXE— P Cn Li 
得 对 任何 ZX, 可 找到 不 超过 n 个 H 然 数 Yis Was 5$ 
yn， 使 得 CEA, 4AMSSRA“WECBAsy EB 
Aes NymE B” RT. 

用 类 似 限 制 提问 个 数 小 于 某 个 常数 的 方法 ,对 
d 化 归 与 p 化 归 进 行 限制 后 , 即 可 得 到 受 界 析 取 化 
归 ( 即 bd 化 归 ) 与 受 界 正 化 归 (6p 化 归 ) 的 概念 . 

bc KYA (Bc-reducibility)” 即 “ 受 界 合 取 化 归 ”. 

受 界 析 取 化 归 (bounded disjunctive reducibili- 
ty) SSAA RIA”. 

bd (VA (bd-reducibility) W 36 8E BUE I". 

受 界 正 化 归 (bounded positive reducibility) 
见 “ 受 界 合 取 化 归 ”. 

bp VA Cop-xeducibility) M ^37 EL HB E". 

受 界 搜索 化 归 (bounded search reducibility) 
亦 称 bs 化 归 . 一 种 可 化 归 性 . 是 对 了 化 归 限 制 后 得 
到 的 . 具体 地 ,对 自然 数 集 AB. ASB, HA 
在 递归 函数 f ,使 得 在 判断 “rE€ 4?” 时 ,计算 C4(4 
的 特征 函数 ) 的 带 外 部 信息 源 B 的 图 灵机 向 B 提问 
的 次 数 不 超 过 jz), 则 称 4 可 受 界 搜索 化 归 到 B, 
WA ASB. bs 化 归 在 定义 上 非常 类 似 wee 4E VA. fR. 
wtt 限制 的 是 提问 范围 (只 能 对 夺 f (zx) 的 元 提问 )， 
而 bs 化 归 则 限制 提问 次 数 . 由 于 图 灵机 具有 某 种 存 
储 性 ,因此 可 限制 对 每 个 y 只 提问 一 次 ,由 此 可 看 出 
wtt 化 归 强 于 bs 化 归 , 即 AS BAS, B. 此 外 有 
A,B ASrB. {E bs HIS wet (HIM T 化 归 都 
NE SAM SKA. 事实 上 ,存在 6bs 完备 的 非 
wt 完备 集 , 亦 存在 7 了 完备 的 非 bs 完备 集 . bs 化 归 
有 一 个 非常 特殊 的 性 质 , 即 bs 化 归 没 有 可 传 性 . 

bs 449 Cos-reducibility) ” 即 “ 受 界 搜索 化 归 ”. 

部 分 化 归 (partially m-reducibility) 亦 称 
pm A. m 化 归 的 一 种 推广 . 即 在 m 化 归 中 允许 化 
归 函 数 为 部 分 递归 函数 . 具体 地 ,4 可 部 分 m 化 归 
到 B( 记 为 Asc, BO. dé 8 FF TE BD or 35 VA PR DC £s 
18 (V220[x€ AS fx) 4 AF) EB]. pm 化 归 对 4 
集 的 研究 非常 重要 ， 

pm 44,95 Cpm-reducibility) 
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即 “ 部 分 m 化 归 ”. 


算术 分 层 (arithmetical hierarchy) ” 亦 称 算术 
谱系 .递归 论 的 基本 概念 之 一 . 是 按照 量词 复杂 性 对 
算术 关系 进行 的 递归 论 分 层 . 由 于 任何 算术 关系 都 
能 表示 成 形 如 QixiQue t QueS (215 L23 Lusi 
azs san) BIAI RIE (Q ,QQ 为 一 阶 量 词 Y 
或 3,S 为 递归 关系 ), 因 此 可 以 用 量词 个 数 对 算术 关 
系 进 行 分 层 . 但 由 于 利用 递归 的 配对 函数 ,任意 个 相 
邻 的 相同 量词 可 缩减 成 一 个 , 因此 可 进一步 要 求 前 
束 范 式 中 的 量词 Y 与 3 是 交替 出 现 的 . 形式 地 ,具体 
的 算术 分 层 Zor, 与 A, 可 递归 定义 如 下 : 

1. 2 二 zo 一 {R:R 为 递归 关系 ). 

2. Zuri = {drR (rT, yi yii Ym): REN,). 

3. may1 m {VR ry Mis ya ,YRES,). 

dd. 

5. As= U {Z Ur, nEw). 

Zoom JA, 中 的 关系 分 别称 为 En RAT, 关系 
与 A, 关系 . 实际 上 ,3 多, 关系 是 指 可 以 表示 成 形 如 
zx; Vd ra Cr 9To9 °°" ,X41 ,az Qn WKAR 
CS 为 递归 谓词 ),r, AR FET up Des UE AI V x3 
Lo Yxart Sn xpstttmod),ds tas ARRS A 
递归 谓词 ). A, 关系 为 既是 2. 关系 也 为 m 关系 的 关 
系 ,A。 则 为 一 切 算术 关系 的 类 . 而 形 如 

+ V -] T 
AY BI RIRA Zn 前 缀 ; 形 如 
Vg ey 

AY HU ERAS m 前 缀 . 因此 X G0 RA A n] BUB 
系 加 上 EX, Go A BRA BJ OS PS. GALE, KRT K 
系 与 A, 关系 也 称 为 了 RA RADA 关系 .者 
某 一 关系 在 某 一 2571,54, 中 ( 即 为 算术 关系 ), 则 也 
称 该 关系 在 算术 分 层 中 . 

Eom 与 人 有 以 下 封闭 性 质 : 

1. 2, z, 与 A, 对 合 取 、 析 取 与 受 限 量词 封闭 . 

2. A, 对 否定 运算 封闭 . 

3. REE SAMS TRE4,;REn,4 HM 
ARES 

4.2, 对 存在 量词 封闭 ,x 对 全 称 量词 封闭 . 

关于 算术 分 层 的 其 他 性 质 ( 参 见 “ 枚 举 定 理 ”， 
“算术 分 层 定理 ”与 “波斯 特 分 层 定理 ”). 对 具体 的 分 
JZ Xoo A 与 Ai 恰 为 全 体 递 归 关 系 的 集合 ,为 


所 有 递归 可 榴 举 关系 的 集合 . 

算术 谱系 (arithmetical pedigree) BIERA 
RB”, 

BARRA (arithmetical relation) 递归 关系 的 


推广 . 是 可 以 通过 对 递归 关系 添加 有 穷 个 量词 定义 
的 关系 ， 即 可 以 表示 QITIQ TT RX, Za， he | 
,Qn) 形 的 关系 ,其 中 R 为 递归 关系 ,Qi， 


Xae15.4d2525,*** 


QQ, 为 一 阶 量 词 3 或 Y. 等 价 地 ,算术 关系 亦 是 
可 以 从 递归 关系 出 发 ,经 有 限 次 否定 与 射影 运算 得 
到 的 关系 .算术 关系 的 定义 是 由 美国 逻辑 学 家 数学 
Z Gib (Kleene, S. C. ) FIR = MERRIER SE 
(Mostowski, A. ) 给 出 的 . 

从 可 判定 (或 可 计算 ) 的 角度 上 说 ,递归 关系 具 
有 最 小 的 复杂 性 ,但 递归 关系 对 (不 受 限 ) 量 词 不 封 
闭 ,而 算术 关系 类 则 为 递归 关系 类 对 量词 封闭 的 最 
小 扩张 ,因此 算术 关系 的 概念 可 看 做 递归 关系 概念 
的 推广 .实际 上 ,任何 算术 关系 也 恰 为 一 阶 算术 可 有 定 
义 关 系 ( 参 见 “ 算 术 表 示 定 理 ”), 这 也 是 “算术 ”一 词 
的 来 源 . 

算术 表示 定理 (arithmetical representation 
theorem) 算术 关系 可 用 一 阶 算术 公式 表示 的 定 
FR. 它 指出 :一 关系 R(x ,2 ,Tm) 为 算术 关系 ( 即 
REBARE PS), HAX RC rst ur = 
阶 算术 中 可 定义 . 即 存在 一 阶 算 术 中 的 公式 vn 
Lasts La) ,使 得 对 任何 自然 数 mno sims Rm, 
Nos" Nmd Al Bes M AA M qn, ng t nm) 在 一 阶 算 
术 中 为 真 . 这 也 是 “算术 分 层 ” 与 “算术 关系 ”一 词 的 
来 源 . 算术 表示 定理 是 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 
(Gódel,K. ) 于 1931 年 证 明 的 . 

算术 枚 举 定理 (arithmetical enumeration theo- 
rem) 算术 表示 定理 的 推广 . 其 内 容 是 :对 任何 n, 
m 之 1, 存 在 十 1 元 3, 关系 ,使 得 该 关系 枚 举 所 有 
m ILS, KA. 类 似 地 , 亦 存 在 m 十 1 元 x, 关系 ,使 得 
该 关系 枚 举 所 有 m 元 7, 关系 .算术 枚 举 定理 是 美国 
逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S. C. ) 与 波兰 数学 
家 莫 斯 托 夫 斯 基 (Mostowski,A. ) 证 明 的 . 

算术 分 层 定 理 (arithmetical hierarchy theo - 
rem) 算术 分 层 的 性 质 定理 . 它 指 出 算术 分 层 是 不 
会 崩塌 的 , 即 对 任何 之 1:3, 一 tw 了 如 ,Ti 一 2, 关 7 ， 
AC E, A, Cm, X, U tr C Aui. BEAT ESAE BE n] A 
算术 分 层 有 如 下 结构 : 

2 
x e a s it. B 
SY eS “oye c8 up © 

算术 分 层 定 理 是 美国 逻辑 学 家 .数学 家 克 林 
(Kleene, S. C.) 与 波兰 数学 家 葛 斯 托 夫 斯 基 
(Mostowski, A. ) 证 明 的 . 

波斯 特 分 层 定 理 (Post’s hierarchy theorem) 
算术 分 层 中 各 层 之 间 的 相似 性 性 质 定理 . 其 内 容 为 : 
一 关系 为 Ari, 当 且 仅 当 该 关系 是 相对 某 个 又 或 闻 
关系 递归 的 ;一 关系 为 XGA BOUM TAA FRATRE 
某 个 53, 或 x 关系 递归 可 枚 举 . 波斯 特 分 层 定 理 是 
波兰 -美国 数理 逻辑 学 家 波斯 特 (Post,E. L. ) 于 
1948 年 证 明 的 . 


算术 集 (arithmetical set) 一 元 算术 关系 的 自 


然 数 集 . 指 能 表示 成 形 如 {z:Qiyy，Qy，…， 
Q,yS yis yas tts yas 22] 的 目 然 数 集 , 其 中 Qi Qz, 
…,Q, 为 一 阶 量词 3 或 V,S 为 "十 1 元 递归 谓词 . 一 集 
合 4 为 算术 集 , 当 且 仅 当 存在 自然 数 n, 使 A 
三 70” .在 某 些 教科 书 中 ,也 有 了 时 将 后 者 作为 算术 集 
的 定义 . BEA AAS, KA m RRA 关系 )， 
则 称 4 为 E, EO mn RA E). 

相对 算术 关系 (relativized arithmetical rela - 
tion) 算术 关系 概念 的 相对 化 . 对 自然 数 集 4 MK 
系 RA R 可 表示 成 (QT1) (Quo: OQ rS, 
X23， "9TnsgQ41sQ42，""*yQam) 的 形式 ,其 中 Q1 Qs 5 Q, 
为 量词 VY 或 3,S 为 相对 4 递归 的 关系 , 则 称 R 为 相 
对 于 4 的 算术 关系 . EEA B 是 相对 于 A 的 (一 
元 ) 算 术 关 系 ， Bp B 可 表示 成 : ir: (Quy (Qs y; 
(Quy dS Cys yss t» yno x2) RB QQ 为 量 
词 ,S 为 相对 于 4 递归 的 2 十 1 元 关系 , 则 称 B 为 相 
对 于 4 的 算术 集 , 并 记 为 BAI BYR AR 
归 到 A. 由 算术 化 归 关 系 可 导出 算术 等 价 的 概念 . 对 
集合 A.B ALB FHA BRA MK A.B 算术 等 
价 , 记 为 A=B. 

TH XJ BOR & (relativized arithmetical set) J 
“相对 算术 关系 ” 

算术 化 归 (arithmetical reducibility ) 
算术 关系 ”. 

相对 算术 分 层 (relativized arithmetical hierar- 
chy) 算术 分 层 概 念 的 相对 化 . 即 对 相对 算术 关系 
依 量词 复杂 性 进行 的 分 层 . 与 算术 分 层 类 似 , 若 4 
为 自然 数 集 合 ,R 为 相对 于 4 的 算术 关系 , 则 R 可 
表示 为 相对 于 4 的 递归 关系 加 上 某 个 E, 或 ,前缀 
组 成 的 表达 式 , 这 样 的 关系 分 别称 为 2L 关系 或 m 
关系 .形式 地 ,3 关系 ,ma 关系 与 A 关系 的 类 NL, 
m, 与 A 可 递归 定义 如 下 : 

1. 3o = r ={R:R 为 相对 于 A 递归 的 关系 )， 

2. Zaa = {JRC Tyi YY RC€m). 

3.z5 = {VIR Ty ys V09 Ym) RE X2); 

A, —IrRGs yis yit Ym) RE Xj). 

4. Sra 

5. A= U (iU rin Ew). 

这 些 Da at An 构成 了 相对 4 的 算术 分 层 , 而 
A 则 为 一 切 相 对 于 4 的 算术 关系 的 类 . 实际 上 ， 
Xoo 与 Ai 恰 为 所 有 相对 于 4 递归 关系 的 类 ， 
Zi 则 为 相对 4 的 re 关系 的 类 .算术 分 层 所 具有 的 
封闭 性 , 枚 举 定理 与 算术 分 层 定理 ,波斯 特 分 层 定理 
对 相对 算术 分 层 缘 成 立 的 ， 

>, 完备 集 (Z,-complete set) 一 种 完备 集 . 它 
是 指 3, 中 集合 的 1 -化 归 最 大 元 . 形式 地 ,对 自然 数 
RA F ACZXOIRENBUS BC+. A BSA, WER 
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见 “ 相 对 


数 理 NE: 


A 为 X, 完备 集 .实际 上 ,对 任何 nn 之 1, 忆 ,完备 集 都 
是 与 971 SE ffr. 即 4 为 2, S648 RO AU A-— 
0”. 后 一 个 当 且 仅 当 关系 可 由 曼 希 尔 同 构 定理 保 
证 . 

类 似 地 ,可 定义 x 完备 集 为 中 的 1 化 归 最 
KÈ. 对 任何 nS1.7, 完备 集 与 0”1 等 价 . 用 类 似 方 
法 还 可 以 定义 Z7 (mm) 完备 集 为 2 (mm ) 中 1 -化 归 的 
最 大 元 ,一 集合 BA X (mi) 完备 集 , 当 且 仅 当 B 
= A” (B=, A”). RH, K={X:XEW,} H 3 
完备 集 LFU {XW ANN b» 完备 集 ,ToT== (x: 
ID, HERRON m 完备 集 , R= 二 UXLW 为 递归 
集 } 为 zs TEE BX WK) A nm 完备 集 . 

解析 关系 (analytical relation) 算术 关系 的 一 
种 推广 . 它 是 可 以 从 算术 关系 出 发 ,使 用 二 阶 量词 作 
用 有 穷 次 后 得 到 的 关系 . 具体 地 ,解析 关系 是 指 可 以 
表示 成 形 如 : CQ) CQ! fad QL IRCA fons 
Jas fn+is nrs o frim X19 ast Xp) 的 表达 式 的 关 
系 , 其 中 QQ 和 QQ， 为 二 阶 函 数量 词 V' 或 3'， 
fis fas tts fon PR RAB TG nx, 为 个 体 变 
元 ,R 为 算术 关系 . 从 可 判定 (可 计算 ) 角 度 上 说 , 3 
归 关 系 具 有 最 小 的 复杂 性 ,但 对 一 阶 量 词 与 二 阶 量 
词 都 不 封闭 . 将 递归 关系 定义 推广 到 算术 关系 后 , 即 
可 对 一 阶 量词 封闭 ,但 仍 对 二 阶 量词 不 封闭 ,而 解析 
关系 则 对 二 阶 量词 有 封闭 性 . 

有 解析 关系 的 定义 中 ,也 可 用 集合 变 元 与 集合 
量词 代替 晒 数 变 元 与 函数 量词 . 且 两 种 定义 是 等 价 
HJ. 在 解析 关系 中 , 亦 有 类 似 于 算术 表示 定理 的 表示 
定理 (参见 “解析 表示 定理 ”). 

解析 表示 定理 (analytical representation theo- 
rem) 解析 集 的 判定 定理 . 该 定理 在 形式 上 类 似 于 
算术 表示 定理 ,其 内 容 是 :集合 4 为 解析 集 , 当 且 仅 
当 A 在 二 阶 算术 中 可 定义 ,也 当 且 仅 当 A 在 初等 数 
学 分 析 中 可 定义 .后 者 说 明了 解析 集 与 解析 分 层 中 
“解析 ”一 词 的 来 源 . 

解析 分 层 (analytical hierarchy) 亦 称 解析 谱 
系 . 按照 量词 复杂 性 对 解析 关系 所 作 的 递归 论 分 层 . 
与 算术 分 层 类 似 , 任 何 解 析 关 系 可 以 用 算术 关系 加 
上 有 穷 个 交替 出 现 的 二 阶 冰 数 量词 V' 与 3' 表示, 依 
照 量词 个 数 ,可 以 将 该 解析 关系 纳入 具体 的 解析 分 
层 或 zr 中 .形式 地 ,具体 的 解析 分 层 Easan s An 可 
递归 定义 如 下 : 

1. jj—m —(Ri RON CREE). 

2. Zu — (GG! AIRS s fis Josts frs Listes» 
Lal RETI 

di mip = (M FIR sted xs een 
Lm RE 2). 

A, MS) ze 
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ne, 5 A, 中 的 关系 分 别称 为 2 关系 x 关 
系 与 A KA WIA 定义 为 :U{(Zm:7Eow)}》， 
即 所 有 解析 关系 的 集合 . 实际 上 ,关系 可 表示 成 
形 如 

CFD MV Fo RO Fon tT aad ci vod ngs 

"ETT 
a a E, 
NRA m 关系 则 可 表示 成 形 如 
WHA Fade RG Sry ea] nd adds 
ny = Bp ak a) 
Beer sitos eripe) 
的 关系 . 其 中 fasst Jart EESTI mss 
zy 为 个 体 变 元 ,R 为 算术 关系 .因此 由 了 开始 的 > 
个 交替 出 现 的 二 阶 量 词 称 为 5 前缀 ,由 V 开始 的 
个 交替 出 现 的 二 阶 量词 称 为 六 前缀. 此 外 ,对 ”之 1， 
5 关系 可 表示 成 下 形 范 式 : 

(GI £OQU Ts QOD 

RU ets usd hie tad ei aes 
ERE ”为 偶数 ,Q, 为 V',Q& AAS An SEG OQ 
Aid Q y Vi R 为 递归 关系 .rm 关系 也 可 表示 成 
LA V' 开头 的 类 似 表达 式 . 解析 分 层 还 具有 如 下 封闭 
TE. 

l. Ers mi A 对 合 取 、 析 取 运 算 与 一 阶 量词 封 
闭 . 

2. A, 对 否定 运算 封闭 . 

3. REE N 4H UR RET; 

RE m, 4AM 4 REA. 

4. 对 ”之 1,2 对 二 阶 量词 3 封闭 ,zx 对 二 阶 量 
词 V' 封 闭 . 

关于 解析 分 层 的 其 他 性 质 , 参 见 “ 解 析 枚 举 定 
理 ”“ 解 析 分 层 定理 ”. 此 外 ,与 算术 分 层 不 同 , Ai 六 

p= m= Ay, Ai 的 关系 称 为 超 算术 关系 . 
fg tr i X (analytical pedigree) 
B”. 

超 算 术 关 系 (hyper arithmetical relation) 见 
“解析 分 层 ”. 

解析 集 (analytical set) 解析 关系 的 特殊 情 
况 . 若 一 个 集合 是 解析 关系 , 则 称 该 集合 为 解析 集 . 
若 一 集合 为 关系 (或 元, 关系 A 关系 ), 则 称 该 集 
A X Se Cm, RA, R). 

相对 解析 关系 (relativized analytical relation) 
解析 关系 概念 的 相对 化 . 对 自然 数 集 ASEXRR 
可 以 用 相对 4 的 算术 关系 添加 有 穷 个 二 阶 量词 表 
示 , 则 称 R 为 相对 4 的 解析 关系 . 由 相对 解析 关系 
还 能 得 到 相对 解析 集 的 概念 . A BL PR CR B 为 相 
对 A 的 解析 关系 , 则 称 B 为 相对 A 的 解析 集 . 

相对 解析 集 (relativized analytical set) 
对 解析 关系 ”. 


即 “ 解 析 分 


见 “ 相 


TH XT fü d 4 E Crelativized analytical hier - 
archy) 解析 分 层 概念 的 相对 化 . 即 对 相对 算术 关 
系 依 量词 复杂 性 进行 的 递归 论 分 层 . 具体 地 ,对 自然 
数 集 4, 相 对 4 的 解析 分 层 Dr om 5j AD 可 递归 
定义 如 下 : 

1. 6“ 一 Xo“ 二 {R:R 为 相对 4 的 算术 关系 }. 


2. a= CAF IR I S id os frt stra 
Im R Enl’). 

3. r= (CV JORCI S Fis dos fis ra "mc 
PRE R N 


A ee Se a 

Er ,xa Rh AT 中 的 关系 分 别称 为 SI" 关系 ， 
Te RRA 人 关系 .此 外 ,用 4 表示 (ZU 
my : new) BUPA TY A 的 解析 关系 的 集合 . 

3 完备 集 (3-complete set) 一 种 完备 集 . 是 
指 2; 中 集合 的 1 -化 归 最 大 元 . 具体 地 ,大 ACE, 
JF E — 9] B€ 马 ,B 二 1,4, 则 称 A 为 21 EGR. 类 
似 地 ,x 中 集合 的 1 -化 归 最 大 元 称 为 rm 完备 集 . 类 
似 还 可 定义 “与 XL 完备 集 . 对 任何 nn 之 1, 3， 
Tis dn bou 完备 集 都 是 存在 的 . 

fit AT TX SS E FB (analytical enumeration theo- 
rem) 解析 表示 定理 的 推广 . 其 内 容 为 :对 任何 n. 
m=1 及 /存在 SL KAR RES mti 个 自然 数 
变 元 /个 函数 变 元 、.R 枚 举 所 有 具有 m 个 自然 数 变 
元 与 /个 函数 变 元 的 9 KA. 类似 地 ,将 上 面 的 定 
理 中 的 2 换 为 mw 后 定理 仍然 成 立 . 这 两 个 定理 统 
称 解析 枚 举 定理 . 解析 枚 举 定理 是 美国 逻辑 学 家 、 数 
学 家 克 林 (Kleene,S.C. ) 于 1955 年 证 明 的 . 

解析 分 层 定理 (Canalytical hierarchy theorem) 
解析 分 层 的 性 质 定理 . 具体 地 ,其 内 容 为 :对 任何 
zl1,3)—mGO.m XO. 2 Uri A: 由 前 两 
Xf BY 453: ACE A Com. 由 解析 分 层 定 理 可 知 ， 
解析 分 层 具 有 如 下 结构 : 


N S xS 
p Ir! Ce Cc I: Cs e E Ge 

mete UNE, SRR DEA, AAA, Al 中 的 关 
系 称 为 超 算 术 关 系 . 解析 分 层 定理 是 由 法 国 数学 家 
iy Wl #8 Lebesgue, H. L. ) 等 人 证 明 的 , 它 指出 ,解析 
4 de^ B. 

A, W CAL-reducibility) 由 相对 解析 关系 定 
义 的 化 归 . 具体 地 ,对 自然 数 集 ALB SEA 为 相对 B 
的 妨 集 , 则 称 4 可 Ai 化 归 到 B, 记 为 4 过.B. 休 轧 
菲尔德 (Shoenfield ,J. R. ) 证 明了 对 任何 n,A! 化 归 
是 可 传 的 . 此 外 ,化 归 也 是 自 反 的 . 因此 由 A, 化 归 可 
导出 的 AL 等 价 与 AL 度 的 概念 . 


记号 系统 (system of notations) 


一 种 映射 . 是 


XE 归 论 


从 一 个 自然 数 集 Ds 到 某 个 序数 前 节 的 映射 us — 
个 记号 系统 $ ,映射 ws 要 满足 以 下 三 个 条 件 : 
1. 存在 部 分 递归 函数 ks ,使 得 
Uo( rx) =0>ks (ze) =0; 
vs (XZ) 为 后 继 序 数 过 ks (x) = 1, 
Us CO NAR BR FE AC hs (xo) — 2. 
2. FF FE BEA 35 VH PRÉC ps ,使 得 
vs x28 Ji EFE psr) Y & vs GO 
=y; (p;(x))F 1]: 
3. 存在 部 分 递归 函数 qso EAE vs Co) HAR BR 
数 二 [gs (xz)y& 9 AY 4m AŽ, & (Us (Pn 


(n)) ]v- 7 d& EA vs Cr) JU BR 85 xi N FF 90] J. Ds 中 的 
元 称 为 系统 S Hym. X; r€ D; vsGe) =a, WIR x 
(在 系统 S PA o 的 记号 .对 记号 系统 9, 行 ws A 
一 一 的 , 则 称 S 为 单 叶 的 ;大 Ds 是 递归 的 , 则 称 S 
为 递归 的 ; 知 
Rs= (Gy? | y€ D;& vslr)Svs(y)} 

为 递归 的 , 则 称 S 为 递归 相关 的 ; 若 对 任何 可 构造 
序数 a,S 中 都 有 a 的 记号 , 则 称 S 为 极 大 的 ; 若 对 任 
何 记号 系统 S', 都 存在 部 分 递归 卫 数 p: Dg > Ds, fË 
得 rE D,—vsG)svs (GG) WK S 为 完全 的 .对 
任何 记号 系统 S$, 车 S 为 递归 相关 的 , 则 S 为 递归 
BJ xp S 为 完全 的 , 则 5 为 极 大 的 . 此 外 ,以 下 的 完 
全 系统 O 在 超 算术 分 层 等 的 定义 中 扮演 了 重要 角 
E. 系统 O 的 定义 域 D 5j f FF <o 归纳 定义 如 下 : 

1. O 的 记号 为 1. 

2. 知 7y 王 8 十 1, 则 对 任何 B 的 记号 x, 令 2 为 7 
的 记号 FAS xz 一 过 或 (zz) 已 在 <<, 中 ,将 (Cz,27) 
加 入 关系 二 o P. 

3. 若 7 为 极限 序数 , 则 对 任何 y or (eO uos 
为 以 7 为 极限 的 无 穷 上 升序 数 序列 的 记号 集 , 并 且 
WAV DL<j>(¢,@).¢,,GrBRBE<, P]. m 
3X5" À Y 的 记号 ;对 任何 满足 (3n)[ (x,9,(n)) 已 
Æ<, 中 jj] 的 x, 将 (zx,3X5) 放 入 二 。,。 中. k6(1)==0， 
ko(2°)=1;ko(3X5y)=2;ps (C2) 345, (8X 5y)— 
yy 对 未 给 出 定义 的 值 , 令 其 为 无 定义 . 

最 早 对 记号 系统 进行 研究 的 是 美国 数学 家 、 逮 
辑 学 家 丘 奇 (Church,A. ) 与 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 
TAk (Kleene, S. C. ) ,以 上 的 定义 是 克 林 给 出 的 ,他 
本 人 称 这 样 的 系统 为 ”系统 . 

可 构造 序数 (constructive ordinal) 一 种 特殊 
的 序数 .a 为 可 构造 序数 ,是 指 存 在 一 个 记号 系统 
S, 使 得 S 中 有 a 的 记号 .可 构造 序数 都 是 可 数 序 
数 , 可 构造 序数 的 全 体 构 成 序数 的 一 个 前 节 , 并 且 可 
构造 序数 只 有 可 数 多 个 . 从 直观 上 说 ,可 构造 序数 是 
可 以 在 自然 数 上 能 行 表示 的 序数 ,事实 上 ,对 任何 可 
构造 序数 ,都 存在 递归 相关 的 单一 的 记号 系统 S, 使 
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得 S 中 有 该 序数 的 记号 . 此 外 ,可 构造 序数 也 恰 为 
递归 序数 . 最 早 定义 可 构造 序数 并 对 之 进行 研究 的 
是 美国 数学 家 .逻辑 学 家 丘 奇 (Church,A. ). 

递归 序数 (recursive ordinal) 一 种 可 构造 序 
AX. a 为 递归 序数 是 指 存在 ( 某 个 自然 数 集 上 的 ) 递 
GRR R, E R 为 良 序 , 并 且 R 给 出 良 序 与 a 同 
FJ. 事实 上 ,一 个 序数 为 递归 序数 , 当 且 仪 当 该 序数 
为 可 构造 序数 .因此 ,递归 序数 与 可 构造 序数 的 定义 
是 一 致 的 . 关于 递归 序数 的 性 质 参见 “可 构造 序数 ”. 

有 穷 路 径 树 (finite-path tree) ” 亦 称 良 基 树 . 递 
归 序 数 的 男 一 种 定义 方法 . 设 t 是 自然 数 序列 的 集 
合 , 如 果 aEr, 并 且 为 a 的 前 节 , 则 8 亦 在 rt 中 , 即 
称 r 为 树 ;r 的 一 条 校 是 指 r 的 一 个 极 大 全 序 子 集 . 
由 于 核 也 称 路 径 , 因 此 称 不 含 无 穷 枝 的 树 为 有 穷 路 
径 树 ,有 穷 路 径 树 在 对 解析 分 层 的 研究 中 扮演 了 重 
要 角色 . 有 穷 路 径 树 c 中 结 点 x 的 序数 ord. GO EX 


sup {l+ord,(u x (n))} 


和 


(Cdn) Cu * (n2 € £5), 
1 《其 他 ). 
r 的 序数 ord (7r), 可 定义 为 ; 
senes ord: CC O9) (TE) 
0 (其 他 ). 
直观 地 ,者 把 树 看 成 向 下 生长 的 , 且 u At 的 极 小 
元 , 则 ord:(x) 为 1, 否则 ord.(x) 为 比 小 于 zx 的 那些 


v 的 序数 都 大 的 最 小 序数 . 而 ord CO JUI c 的 树 根 


的 序数 .事实 上 ,任何 有 穷 路 径 树 的 序数 都 是 可 数 
的 ;反之 ,任何 可 数 序数 都 是 某 个 有 穷 路 径 树 的 序 
数 . 而 任何 递归 有 穷 路 径 树 的 序数 一 定 是 递归 序数 
《可 构造 序数 ), 并 且 递 归 序 数 也 都 是 某 个 递归 有 穷 
路 径 树 的 序数 ,因此 ,可 以 把 它 作为 递归 序数 的 定 
X. 

R # ft (well-founded tree) ” 即 “ 有 穷 路 径 树 ”. 

zi 集 表 示 定 理 (representation theorem for zd 
sets) m 集 的 判定 定理 . ma 集 在 解析 分 层 中 扮演 了 
类 似 re 集 的 重要 角色 (虽然 从 表面 上 看 ,re RMF 
应 与 D 集 对 应 ). 俄国 数学 家 户 津 Clysun,H. H. )、 
波兰 数学 家 谢 尔 品 斯 基 (Sierpinski,W. ) 和 美国 逻 
辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S.C. ) 证 明了 以 下 称 
为 mi 集 第 一 表示 定理 的 结论 :集合 4 为 ni 的, 当 且 
仅 当 存在 递归 树 的 递归 序列 {7T,};,e, 使 得 XE€ Ao 
T. 为 有 穷 路 径 树 . 卢 津 \. 谢 尔 品 斯 要 \ 克 林 和 斯 派克 
特 (Spector,C. ) 还 证 明了 以 下 称 为 m 集 第 二 表示 
定理 的 结论 :集合 ACN m 的 , 当 且 仪 当 存在 递归 全 
序 的 递归 序列 {到 ,) es, 使 得 x€ A 一 ,为 良 序 . 

超度 (hyperdegree) 递归 论 的 基本 概念 之 一 . 
对 自然 数 集 A.B. B 是 相对 A 超 算术 的 ( 即 B 在 
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相对 A 的 超 算术 分 层 中 ,或 BE A1“), 则 称 BS. 
RHA A, WA BSA KRS, 是 自 反 与 可 传 的 ， 
因此 可 由 此 导出 超 算术 等 价 与 超度 的 概念 : 耕 4 
«B & BA MRA B 超 算术 等 价 ,并 记 为 4 
=B. 集合 A 所 在 的 超度 定义 为 
deg, CA) — (B | AB). 

超度 的 许多 性 质 类 似 了 了 RE. mi 度 在 超度 中 的 性 
ERW re EET BEE AYE JE , RR EP RY 
T BEEK. 最早 对 超度 进行 研究 的 是 斯 派克 特 (Spec- 
tors C.» 

BRE ft (hyperarithmetical equivalence) 
nie". 

超 算术 分 层 (hyperarithmetical hierarchy) # 
术 分 层 概 念 到 无 穷 序数 (准确 地 说 ,到 可 构造 序数 ) 
的 推广 , 为 把 算术 分 层 ( 例 如 2,,31,…) 推 广 到 无 穷 
序数 ,关键 是 必须 对 任何 极限 序数 a 给 出 合适 的 集 
E 4., 这 样 3。4, 就 可 以 用 相对 算术 分 层 区 "来 定义 
《出 于 技术 上 的 原因 ,三 实际 上 由 各 4 1 来 定义 的 )， 
为 能 行 式 地 处 理 可 构造 序数 ,需要 在 合适 的 记号 系 
统 上 工作 . 由 于 需要 某 些 特殊 的 不 变性 ,一般 选 用 系 
统 O 作为 研究 超 算术 分 层 的 基本 记号 系统 (系统 O 
与 O 上 序 关 系 二 。 的 定义 可 参见 “记号 系统 ”). 系统 
O 到 自然 数 集 的 集合 的 映射 H XESCRR S IHOD- 
Qi; b r€DuHOO-GOGIG))!;Z 3*5y€D,, 
则 HO *«532— (Gu |v«3*:5y & uE HW)). .对 
Tiere MRA HA z,y 为 同一 序数 的 记号 , 则 
有 (7z) 圭 rH(y), 因 此 ,可 以 从 五 出 发 定义 超 算术 分 
层 ,与 Ar 如 下 : 

1. i B—n« e, fe X. E= Er NSE Np. 

2.36 B=atn,a 有 极限 序数 ,nn 二 ww, 则 

SBS mmu. 

其 中 y( 在 系统 O 中 ) 为 序数 a 的 记号 . 

3. A5 — X N r BRA 4 TERT ze 或 re 中 , 则 
称 4 在 超 算术 分 层 中 或 称 4 为 超 算术 集 . 一 集合 4 
HEARR, HANH AEA. 

超 算术 分 层 有 许多 与 算术 分 层 类 似 的 性 质 , 如 
超 算术 分 层 是 不 会 崩塌 的 . Wa 2 A 8 十 1 的 记 
号 , 则 WOK 怠 完 备 集 .此 外 ,对 超 算 术 分 层 概念 
相对 化 之 后 ,还 能 得 到 相对 超 算 术 分 层 的 概念 .各 4 
EA’. oA 为 相对 B 的 超 算术 集 , 由 此 还 可 引导 出 
超度 的 概念 . 

超 算术 集 (hyperarithmetic set) 
E. 

(KS E high/low hierarchy) JS ER BE EK A 
层 . 一 种 递归 论 分 层 . 是 由 跳跃 算 子 导出 的 对 ZLo, 
0 ] 的 递归 论 分 层 . 具体 地 ,H,(zEw) 江 与 LazEw) 
就 构成 了 具体 的 高 低 分 层 ; 其 中 


H,= {a0 |a" =O" | ASK ”高 度 的 类 ， 

L,— {a<o' la” =O" KHER n (KEW, 

I= (a« 0 |Vn€ NO <a —9"* ) SHAK n 
中 间 度 的 类 ， 

对 高 低 分 层 而 言 , Yn (Ho, —H, OD), 
Vn(L,,—L.z5 2),.3F H. 1 关 儿 .前 两 个 结论 可 由 萨 
ye (Sacks, G. E. ) 跳 路 逆 定 理 得 出 ,而 后 一 结论 是 
Hm Lachlan, A. H. ) 与 美国 学 者 马丁 (Martin， 
D. A. ) 分 别 独 立 证 明 的 . 高 低 分 层 概 念 相对 化 后 可 
得 到 相对 高 低 分 层 的 概念 ,具体 地 ,对 了 度 a,a 高 
低 分 层 是 由 相对 于 a B5 高度 的 类 H, CO ,相对 于 a 
HS n 低 度 的 类 L,(a) 与 相对 于 a 中 间 度 的 类 形成 的 
4H. 

HARE Gump hierarchy) Bp gg (^ E". 

相对 高 低 分 层 (relativized high/low hierarchy) 
见 “ 高 低 分 层 ”. 

O X BRES (generalized high / low hier- 
archy) 高 低 分 层 概 念 的 推广 . RE, S X n RE 
的 类 GL, J X n AER GH, 与 广义 中 间 度 的 类 GI 
就 构成 了 广义 高 低 分 层 . 由 于 GH, N Z0. 0 ]= 
H,,GL, 2(0.0 ]=L, GIN 2[0.0 ]— I. Ask, 
广义 高 低 分 层 是 不 会 朋 塌 的 . 此 外 ,对 所 有 n0, 
GH (EH =H GLa n GL: Sb La 
GIZI. 广义 高 低 分 层 是 高 低 分 层 的 非 平凡 扩张 . 广 
义 高 低 分 层 概念 也 可 相对 化 得 到 相对 广义 高 低 分 层 
的 概念 . 相对 于 a 广义 高 度 的 类 GH,(a), 相 对 于 a 
J- X. n f& REB 28 GL, (a) 与 a 广义 中 间 度 的 为 在 
GTI ,形成 了 广义 a 高 低 分 层 . 

算术 度 (arithmetical degree) 由 算术 化 归 导 
出 的 概念 . 具体 地 ,对 自然 数 集 4,4 所 在 的 算术 度 
XE MA deg. CA) — (B| B,A) (参见 “ 相 对 算术 关 
系 ”) ,与 了 度 不 同 的 是 ,所 有 算术 集 都 在 最 低 的 算 
术 度 中 . 在 算术 度 中 ,到 “所 在 的 算术 度 被 定义 为 0 
的 跳跃 0 .算术 度 有 许多 与 工 度 相 似 的 性 质 . 如 存 
在 极 小 的 算术 度 .但 肖 尔 (Shore,R. A. iE FA T T 
5D, 不 是 初等 等 价 的 . 算术 度 还 有 另外 一 个 涵义 ， 
即 包 含 算 术 集 的 度 . 

布尔 分 层 (Boolean hierarchy) re 集 生 成 的 最 
小 布尔 代数 的 分 层 . 由 于 对 任何 A2 集 4, 都 存在 递 
H KS g ,使 得 对 任何 zx,A(zx)==lim,g (zx,s), 因 此 ， 
ERE g(Cz,s) 的 变化 次 数 ( 对 * 而 言 ), 就 可 以 得 到 
xj P A: 集 的 一 个 子 集 ( 实 际 上 是 所 有 可 btt 化 归 
到 天 的 集合 的 类 ,也 即 由 re 集 在 集合 运算 下 生成 
的 最 小 布尔 代数 ) 的 分 层 . 具体 地 ,2 —(A€ ALTE 
在 4 的 递归 逼近 e ,使 对 任何 x,g (zx,s) 至 多 变化 
ms AUDENT. 
Xa 与 A,' 构成 了 具体 的 布尔 分 层 , 并 且 布 尔 分 层 


XB 归 论 


是 不 会 朋 塌 的 , 即 D m ED onn IL ED, 
Ur CA AHEM n>1 成 立 . BEES) 中 的 集 
GBA re 集 , 而 2; 集合 则 为 nre 集 . 

BE Gump) 递归 论 的 重要 算 子 之 一 . 具体 
地 ,集合 4 的 跳跃 ( 记 为 4') 可 形式 定义 为 

4 = (x|x € Wi) = {zi@ GO KB} 

H SE HO BE BR is OT Sj B HE AY BEC AY BEAR 9d 
ANE ax; A 为 a 中 任 一 集合 , 则 a 的 跳跃 w 5E 
义 为 :a' 二 deg (A). RE A 的 跳跃 实际 上 是 相对 A 
的 停机 问题 集 ,因此 , 它 是 £2 完备 集 . 对 任何 集合 4 
的 跳跃 4',A're 于 A, 并且 AEA; £ B re FA, BU 
B14' RIP MIL. Wh DEERE T DRE T kk 
A. FE bk Wa LA Süd P BRB: ABO 
A’<B',A=BOA'=B'. 由 此 可 知 , 度 的 跳跃 定义 
是 相 容 的 . 

跳跃 算 子 是 生成 较 高 不 可 解 度 的 最 自然 的 算 
子 , 因 此 , 它 在 不 可 解 度 理论 中 扮演 了 重要 角色 . k 
跃 算 子 本 身 与 由 此 概念 导出 的 其 他 一 些 概 念 ,如 低 
E .高 度 等 都 是 不 可 解 度 理论 所 关注 的 重要 内 容 . 对 
跳跃 算 子 本 喘 来 说 ,最 重要 的 问题 之 一 是 其 可 定义 
性 ,该 问题 曾 长 期 未 得 到 解决 ,直到 20 世纪 90 年 代 
初 , 方 由 库 珀 (Cooper,S. B. A] RH d—re 度 给 出 了 
肯定 的 答案 . RRS TE Z> ZNK. 由 于 
非 递 归 低 度 的 存在 ,该 映射 不 是 单 射 , 但 它 是 满 射 . 
关于 这 一 结论 (参见 “跳跃 逆 定 理 ”). 

n BEER Orjump) BRASH n KRE. ÉR 
地 ,集合 4 BS n BEER AT BVA X ULT: 

1. A9 =A. 

2 uM aS AW 

ZR [DL HE AT 355 VA xg XC BE B n DER : 

la a; 

D aU P =a). 

集合 AH) n 跳跃 A" Aa PH: BE DOB 
ANP SB 相对 A BIA RCE. A BE ”使 
BETA" ,.W| B 是 相对 A 算术 的 . 

w 跳跃 (w-jump) —BEBKE T HJ 2523 Pik. 形式 
Hh. RA AHJwBEEK GE 2g 4) 可 定义 为 A" = 
(Cry) |z€ AY}. XE BE a, A € a, Mah co RERE 
MA a? — deg (A). FAXT BEER, w 跳跃 的 可 定义 性 
质 较 容易 解决 ,利用 哈 林 顿 (Harrington ,L. AY A 
(Shore, R. A. ) 的 一 个 定理 ,可 直接 推出 o 跳跃 算 子 
的 可 和 定义 性 . 

55 BER (weak jump) 一 种 类 似 跳 莽 的 算 子 . 
形式 地 ,自然 数 集 4 NSS BERR GCA HD MW H, 
= te: |W. N A x e. 对 任何 自然 数 集 A, Ha 
<A’! = A 为 7, 完备 集 , 则 Ha 为 ,41 完备 集 . 此 
外 ,对 任何 re 集 4, 存 在 re 集 B, 使 得 4 二 rB, 并 且 
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Hza-£1A'. 

超 跳跃 (hyper jump) 超度 理论 中 相应 于 不 可 
解 度 中 “跳跃 ”的 概念 . 形式 地 ,自然 数 集 4 的 超 跳 
EK T^ xg XLON 1^ — iz | 2 是 有 穷 路 径 树 的 特征 函 
TO. 所 有 A 集 ( 超 算术 集 ) 都 具有 最 低 的 超度 ,因此 
A-,A'CA' EA). 而 在 超度 理论 中 ,ri 集 的 性 质 类 
似 于 不 可 解 度 理论 中 的 re 集 , 故 以 某 个 n^ 完备 集 
作为 超度 中 “ 跳 路 ”的 定义 是 合适 的 ,而 Ti EE 
个 i 完备 集 . 

HORA LH 55 Dk ER 2E DI. 8d AL BOT 
«CUT. iE WERK tE n] UA FR 2S (RY SR E SC A AR 
WEIR xi'“ 集 的 一 种 “合适 ”的 枚 举 , 则 可 以 

K'^ = (xir € Wr") 
作为 A 的 超 跳 路 定义 .事实 上 ,对 任何 A. K^ — 
7 4, 因 此 ,可 以 认为 这 两 种 定义 方式 是 等 价 的 . 

Dk BK GE IE (jump inversion theorem) SIE EK 
算 子 逆 像 存在 定理 . 跳跃 算 子 是 £2 62 C0 HR 
射 . 一 个 重要 的 问题 是 :该 映射 是 否 为 满 射 ? 弗 里 德 
M $% (Friedberg, R. M. ) 最 早 对 该 问题 给 出 了 肯定 
的 回答 . 他 证 明了 弗 里 德 册 格 跳 嫉 逆 定 理 : 任 给 不 可 
fe BE c 之 0 ,存在 度 a, 8 a’ =aU0'=c. EIA 
(Cooper,S. B. ) 进 一 步 证 明了 以 下 更 强 的 结论 : 任 
给 不 可 解 度 0250" ,存在 极 小 度 严 , 使 得 m' mU 0' 
—c. 而 对 于 re 度 的 跳跃 . BY 525 (Sacks ,G. E. ) 证 明 
T BF LE BEER EH : EIS IS RT EE bc FH b20, A 
b 相对 0 7e,0<c 委 0 , 则 存在 非 递归 re E a. 1815 a’ 
=b, H ca. 跳跃 道 定理 表明 re 度 的 跳跃 类 为 {ala 
=0',H a 相对 于 0're}). 

高 度 (high degree) 递归 论 的 基本 概念 之 一 . 
指 具 有 最 高 跳跃 度 的 不 可 解 度 . 若 不 可 解 度 axo. 
H a' — 0" , WI ER a ABE. 对 任何 a 二 0 v a! xo". 
因此 ,高 度 实际 上 是 €7[0.0' 中 具有 最 高 跳跃 的 度 ， 
或 者 从 直观 上 说 ,是 £7(0.0' 中 “ 较 大 的 度 ”.0' 是 平 
凡 的 高 度 , 由 萨克斯 跳跃 定理 (参见 “跳跃 道 定 理 ”) 
知 , 存 在 非 完 备 的 re 高 度 . 此 外 ,任何 高 的 re ERE 
含 极 大 集 ; 反 之 ,任何 极 大 集 的 不 可 解 度 也 一 定 是 高 
度 . 

IRE (low degree) 递归 论 的 基本 概念 之 一 . 
指 具 有 最 小 跳跃 度 的 不 可 解 度 . 若 不 可 解 度 am. 
H a' 二 0 , Wee a 为 低 度 . 由 于 对 任何 度 a.a —(, 
EN Jc . fI BE SE bs E Je RU Be) eB B9 RE JA EDUL E: 
说 , 低 度 是 £72[0.0' JP RUV BS RE. 利用 有 穷 损 伤 方 
法 可 以 证 明 , 存 在 低 的 单纯 集 , 因 此 ,存在 非 平 几 的 
( 即 不 为 0 的 ) 低 度 .虽然 看 来 低 度 具有 “ 较 小 ”的 度 ， 
但 任何 非 递 归 的 re 度 都 是 两 个 低 re 度 的 上 确 界 . 

n A Æ (n-high degree) ”高 度 概念 的 推广 , A 
体 地 ,对 任何 自然 数 ” 若 度 acd. A a” = 
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O°? WME a 为 n 高 度 .n 高 度 的 类 记 为 HH;. 特别 
地 ,Ho 二 40') ,而 1 -高 度 恰 为 高 度 . 对 任何 自然 数 n, 
Hy1 二 HH, 关 多 .该 定理 最 早 是 作为 院 克 斯 (Sacks， 
G. E. ) BEBK se B CS JL“ BE BK ah E TRO B dE TE 18 h 
的 .2” i BE SEIS T AB RT E m a BAB TE RS] n m E 
BUE EE dC a.a! |, FFA d" =a" , WFR d K 
相对 于 a 的” 高度. 相对 于 ea 的 ”高 度 的 类 记 为 
H, Ca). 

n {KE (n-low degree) ” 低 度 概念 的 推广 . 具体 
地 XI EET] EL ER n, BE axo ,并 且 a” — 09" , Wü) 
称 度 a 为 MK E. n 低 度 的 类 记 为 La 特别 地 , 工 ,== 
(0), 1 fI BERR IS TI RE. XT FE f] A AR n Lari — Lu 
OQ. are Plc EFN D yu Er (Sacks G. E. ) BIKE 
H ZS DL" BE EK BEE HU B HE TE 183 1 BJ. n 低 度 概念 
可 被 相对 化 而 得 到 相对 nn- 低 度 的 概念 : 若 度 de 
Zl a,a' ,并 且 d” =a™ , WE d 为 相对 于 a 的 nn 低 
BE. 相对 于 ea 的 2 低 度 的 类 记 为 Lla). 

广义 n B Æ (generalized n-high degree) nn 高 
度 概念 的 推广 . FB HE AX n REAR GH, 定义 
X :GH,= {dE Zd = (dU0)”}. 普通 的 BE 
是 定义 在 £7[0,0 中 的 ,而 广义 高 度 则 将 之 推广 
到 整个 D 中 ,对 一 切 n,GH,1 £L0.0 ]—H,. 此 外 ， 
对 一 切 nz0,GH,,,—GELzEH,,,—H,, AW.) Xn 
高 度 是 高度 的 真 扩 张 概念 . Xon 高 度 的 概念 可 
被 相对 化 而 得 到 相对 广义 n SERIES E dC 
BD Sa) FA ad” =CdUa')” , WER d 为 相对 a 的 
TX n ARE, ZHR a 的 广义 n 高 度 的 类 记 为 

GH, Ca). 

J- Xn {KR E (generalized n-low degree) n ff 
度 概念 的 推广 . 通常 的 2” (RE XE £7 L0.0 JPH, 
而 广义 2” 低 度 的 概念 则 被 推广 到 了 Z p. 具体 地 ， 
Son 低 度 的 类 GL, 可 定义 为 :GLo(10) ,对 7 二 0， 
GL, — (d € Z|d'? = (dU0)5" ?"J. EJ X n (KE, 
GL, £0. 0 ] — L,. 此 外 ,对 一 切 n2 0, GLa — 
GL,zÉL,,; —L,. 因此 ,广义 f BE de n 低 度 概念 的 
RU 53K.) X on 低 度 的 概念 可 被 相对 化 而 得 到 相对 
化 的 广义 低 度 的 概念 :GLo Ca) = lali X] n> 0, 
GL, (a) = {dE Dea) |d —(dUa') "^? j. GL, Ca) 
中 的 度 称 为 相对 于 ea 的 广义 TRE. 

中 间 度 (intermediate degree) 递归 论 的 基本 
概念 之 一 . 指 介 于 高 度 和 低 度 之 间 的 不 可 解 度 . 对 不 
可 解 度 ae 委 0 =. in VnCo" <a <0") ~, WIRE a 
为 中 间 度 .一切 中间 度 的 类 记 为 I, 且 有 

CU CH, UL.) UI = Z[90.0 ]. 
这 些 H, La 构成 了 高 低 分 层 . fi ce fe (Lachlan, A. 
HOMEA J (Martin. D. A. ) 分 别 独立 证 明 
了 确实 存在 中 间 度 . 中 间 度 的 概念 可 推广 到 广义 中 


间 度 的 概念 :广义 中 间 度 GI— (d € :Vn720((U 
Qo" "" <d™<(dU0)™)}. GIN ZLO, O J= {de 
D(a) |\Vn>0¢(dUa )" ?<d™<(dUa')™)}. 

HEE (semi-low set) 递归 论 的 基本 概念 之 
—. 指 由 弱 跳跃 导出 的 一 种 类 似 低 集 的 概念 : 若 Ha 
是 A BJ SS BER. Har 2 , 则 称 4 为 半 低 集 . 任何 半 
低 集 都 可 人 化 归 到 多 ', 且 任何 低 集 也 都 是 半 低 集 ， 
但 反之 不 然 . 事实 上 ,对 任何 re 集 4, 存 在 re 集 B 
必 存 在 re RCSA, EC 不 是 半 低 集 . 

恰 对 (exact pair) 一 种 不 可 解 度 的 无 序 对 . 斯 
派克 特 (Spector,C. ) 证 明了 如 下 重要 定理 :如 果 7 
RD 的 可 数理 想 , 则 存在 Go, CD AEE xT EET RE 
c,c€ loca, Aca. (ava ) 称 为 理想 7 的 恰 对 . 
该 定理 称 为 恰 对 定理 .由 恰 对 定理 可 立即 得 出 67 不 
形成 格 的 结论 . AAA id: Eo N-LKF ELF 
链 , 则 由 它 生成 的 理想 的 恰 对 显然 没有 下 确 界 . 

度 结 构 的 自 同 构 (automorphism of degrees’ 
structure) 递归 论 的 基本 概念 之 一 . 指 度 结构 到 其 
自身 的 一 一 保 序 映射 . 大 f 为 £09 70 的 一 一 映射 ， 
AMER xy € € ,xxye f Goog f G0, WR f£ 
fil FF Z& Tg (£2 , O B A RTT. 恒 等 映 射 即 为 自 同 构 . 
不 可 解 度 的 一 个 重要 问题 为 :是 否 存在 非 平 凡 的 不 
可 解 度 结构 的 自 同 构 ? 到 目前 为 止 ,虽然 在 该 问题 的 
研究 上 取得 了 一 些 进展 ,但 并 没有 彻底 解决 . 内 罗 德 
(Nerode, A. ) Ail í ZK (Shore, R. A.) 等 人 证 明了 ， 
(Dy) ETAT B F8] eR EE fay RE BR BY SRS Hh 
WE ,并 且 该 目 同 构 在 纪 ( 之 0”) 上 是 恒 等 映 射 . 

自 同 构 基 (automorphism base) WA AF 
问题 的 一 个 重要 工具 . KU.) Æ BCU H 
对 任何 f:B 一 B,f 至 多 存在 一 个 扩张 f HPA 
QU OR B IRIS LEER B S (QU SO BS B LIRM 3E. A 
此 , (QU ,三 ) 的 自 同 构 基 , 是 指 (U o BS FE fer BI IR] PA 
可 由 它 在 该 自 同 构 基 上 的 性 质 惟一 确定 . LE SE 
A 能 生成 多 ( 即 ASZ, ADP 为 包含 4, 并 且 在 度 的 
并 、 交 (如 果 存 在 ) 运 算 下 封闭 的 最 小 集 ), 则 4 为 
(D,<) B RM. 杰克 什 (Jockusch,C.G.) 和 波 
斯 纳 (Posner,D. ) 证 明了 所 有 极 小 度 能 生成 ZA 
此 ,所 有 极 小 度 的 类 就 是 ( 夕 ,三 ) 的 一 个 自 同 构 基 . 

A) ERA tE Cembeddability) 一 种 同 构 映射 性 
质 . 是 一 个 结构 是 否 存在 到 另 一 个 结构 的 子 结构 同 
构 映 射 的 性 质 . 如 果 红 ,. 为 两 个 分 别 以 U,T 为 
论 域 的 同一 语言 的 结构 . 称 CS UD A T ,是 指 存在 
U S| T 的 单 值 映射 ,使 该 映射 保持 结构 中 的 所 有 关 
系 和 函数 . SET EE BY te A J) a. BE eT (Sacks, 
G. E. ?证 明了 以 下 结 

LBA 2 个 元 的 偏 序 , 知 每 个 元 只 有 有 穷 个 
HUSK , DU] 122 FF AT RA KDB. 


if 归 论 


2. RHEN 个 元 的 偏 序 , 若 每 个 元 至 多 只 有 可 
BT Bi 9k WU 1224 FP RT BRA CEP, (m. 

3. 具有 2 个 元 的 偏 序 , 若 每 个 元 至 多 只 有 可 
BS BU BR AD SS. A Jes 2E TK i AT BRA CEP, D 
中 . 

其 中 ,后 两 个 结论 在 连续 统 假 设 下 是 等 价 的 . X 
于 格 的 做 人 问题 ,现在 已 知 所 有 可 数 分 配 格 及 一 些 
A 3i AE 4T Bü fé AT gx ACE. XL. AS. VP. 

极 小 度 Cminimal degree) 递归 论 的 基本 概念 
之 一 . 指 一 种 小 的 不 可 解 度 . 对 不 可 解 度 &, 如 果 a 
0. FAFA FT ARE bE a> b 0. IER a 为 极 小 
RE. HYE su Re (Spector, C. ) 最 早 证 明了 极 小 度 的 存 
在 性 . 由 于 re 度 的 稠密 性 ,re 度 都 不 是 极 小 度 , 但 在 
0' 之 下 存在 极 小 度 . 极 小 度 的 个 数 为 2™% 个 , HE X 
(Cooper, S. B. ?证 明了 任何 之 0 的 度 都 是 极 小 度 的 
跳跃 逆 , 即 对 任何 8 之 0 ,存在 极 小 度 a. ff a’ =a 
0 =b. 此 外 ,所 有 极 小 度 还 构成 了 Z2 的 自 同 构 基 . 

极 小 盖 (Cminimal cover) 极 小 度 概 念 的 相对 
化 . 对 不 可 解 度 ab E Dla,b)= OD, A AAcla<c 
<b) WR b 为 a Bu. x b 为 某 个 a 的 极 小 
盖 , 称 上 为 极 小 盖 . 将 极 小 度 的 证 明 相 对 化 之 后 ,可 
以 将 关于 极 小 度 的 大 部 分 结果 推广 到 极 小 盖 . 具体 
地 ,任何 一 个 不 可 解 度 都 有 27v Bodas 3E ELTE d' 
之 下 存在 d 的 极 小 盖 . 但 并 非 任何 不 可 解 度 都 是 极 
小 盖 , 如 任何 re 度 都 不 是 极 小 盖 . 不 过 D 中 存在 极 
小 盖 的 锥 , 即 存 在 ,使 所 有 dza 都 是 极 小 盖 . 

极 小 盖 的 概念 可 加 强 为 如 下 强 极 小 盖 的 概念 
对 a<b, BVe(e<b>c<a), MR b 为 a 的 强 极 小 
m. b 为 某 个 a 的 强 极 小 盖 , 则 称 2 为 强 极 小 盖 . 
显然 ,在 5 为 a HBR). Wb Aa 的 极 小 盖 , 但 
与 极 小 盖 不 同 , 并 非 任 何 度 都 存在 强 极 小 盖 , 如 0 
就 没有 强 极 小 盖 . 

强 极 小 盖 (strongly minimal cover) 


29 
JIL >» 


度 结 构 的 判定 问题 (decidable problem of 
degrees’ structure) 不 可 解 度 的 重要 人 研究 内 容 . E 
在 度 结构 ( 夕 ,三 ) 之 下 为 真 的 一 阶 语句 集 为 递归 集 ， 
则 称 Z 的 一 阶 理论 是 可 判定 的 .由 于 任何 可 数 分 配 
格 可 磐 入 多 中 ,因此 , 度 的 一 阶 理论 是 不 可 判定 的 . 
事实 上 , 度 的 一 阶 理论 与 二 阶 算术 理论 有 相同 的 不 
可 解 度 , 并 且 它 也 是 不 可 公理 化 的 . BRD 的 一 阶 
理论 不 可 判定 ,但 它 的 某 些 部 分 是 可 判定 的 ,如 Z 
的 X 理论 是 可 判定 的 . 

齐 性 问题 (homogeneity problem) 一 种 不 可 
解 度 的 结构 性 问题 . 由 于 大 部 分 不 可 解 度 的 结论 都 
可 以 被 相对 化 ,美国 数学 家 罗杰斯 (Rogers,H. ) 提 
出 了 如 下 强 齐 性 猜想 :对 任何 度 a, Z D(a) fa 
MJ. 耶 茨 (Yates,C.E.M. ) 提 出 了 如 下 齐 性 猜想 :对 
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见 “ 极 小 


Bi 39 i 辑 


任何 度 a, 2 5 £2(22a) 8) 8585 ffr. (2 BA CShore, 
R. A. HI ZR ET (Gockusch, C. G. ) 证 明了 这 两 个 猜 
想 不 成 立 . 他 们 证 明了 : 若 EP E ECRaFUWSESE DE, 
则 a HARE. 因此 ,D 5j DSO AMSSt. 关 
于 强 齐 性 问题 ,他 们 进一步 证 明了 :如果 Deas 
Cb) Et , M a,b 算术 等 价 . 

波斯 特 问题 (Post's problem) 不 递归 、 不 完备 
的 re 集 的 存在 问题 . 1944 年 ,波兰 -美国 数理 逻辑 学 
家 波斯 特 (Post,E.L.) 提 出 了 如 下 著名 问题 : 
是 否 存 在 非 递 归并 且 非 完备 的 re R? 即 是 否 存 在 
re 度 a, 使 0 二 ra 二 70'? 此 问题 即 波斯 特 问题 . 波斯 
特 本 人 为 解决 此 问题 做 了 许多 工作 . 他 计划 构造 一 
个 re 集 4, 使 得 4 具有 某 种 可 定义 的 (与 4 非 递归 
相 容 的 ) 性 质 , 并 且 这 种 性 质 能 保证 A dE T HE. I 
此 计划 为 波斯 特 规划 . 波斯 特 试 图 构造 一 个 re R 
4, 使 得 A fé SERLO AY 3E EL XCRR BRL eS 
能 保证 A 非 了 完备 .他 首先 定义 了 单纯 集 , 并 证 明 
了 它 的 存在 性 ,还 证 明了 单纯 集 不 是 m 完备 的 .但 
事实 上 ,单纯 集 仍 可 能 是 嫉 完 备 的 (从 而 也 是 人 工 完 
1 m. 于 是 ,他 又 定义 了 补 集 比 单纯 集 更 稀 玖 的 超 
单纯 集 和 超 超 单纯 集 , 它 们 不 再 是 tt 完备 的 . 他 构 
造 了 一 个 超 单纯 集 ,但 未 能 证 明 超 超 单纯 集 的 存在 
性 ,也 没有 证 明 超 单纯 集 或 超 超 单纯 集 不 是 了 完备 


的 .到 1954 年 , 德 克 尔 (Dekker,J. ) 证 明了 超 单纯 集 


不 一 定 不 是 了 完备 的 . 后 来 , 曼 希 尔 (Myhill ,J., ) X. 
引进 了 极 大 集 的 概念 ,这 是 可 能 做 到 的 使 re 集 的 补 


AE By er LER) OU. 弗 里 德 贝 格 (Friedberg,R. M. ) 证 | 


明了 极 大 集 与 超 超 单纯 集 的 存在 性 ,而 耶 茨 (Yates， 
C. E. M. ) 则 构造 了 一 个 了 全 完备 的 极 大 集 , 从 而 使 得 
用 构造 一 个 稀疏 的 补 集 的 方法 ,来 解决 波斯 特 问题 
的 希望 最 终 破灭 . 首先 解决 波斯 特 问题 的 是 弗 里 特 
贝 格 和 穆 切 尼克 (Muinik,A. A. 2. 1956 年 至 1957 
年 ,他们 分 别 独 立地 创造 了 有 穷 损伤 方法 ,并 用 此 方 
法 证 明了 存在 两 个 不 可 比 的 re 度 ( 因 而 它们 也 都 是 
非 递 归 且 非 工 完备 的 ), 从 而 成 功 地 解决 了 波斯 特 
问题 . 

虽然 按照 波斯 特 原来 建议 的 方法 无 法 实现 波斯 
特 规划 ,但 实现 这 个 规划 的 努力 一 直 没 有 停止 . 1973 
年 , 刁 格 太夫 (Degtev,A. N. ) 证 明了 ,存在 某 个 正 等 
价 关系 7 及 re 和 集 4, 使 得 A 为 非 递 归 、 半 递归 及 ”7 
极 大 的 . 1976 F, 15 38 RE X (Marchenkov, S. S. ) 证 
明了 :7 超 超 单纯 集 不 是 人 完备 的 ,并 且 re 2E XS IH 
集 如 果 不 是 Q@ 完备 的 ,也 一 定 不 是 T 了 完备 的 . 因此 
刁 格 太夫 构造 的 非 递 归 、 半 递归 及 7 极 大 的 re R, 
即 为 非 递归 且 非 全 完备 的 re 集 . 但 这 个 结果 并 未 完 
全 实现 波斯 特 规划 ,因为 了 超 超 单纯 集 的 概念 不 是 
一 阶 可 定义 的 . 直到 1990 年 , 哈 林 顿 (Harrington， 
L. RIZR (Soare, R. I. ) 找 到 了 一 个 一 阶 可 定义 性 
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M QC(A), 使 得 满足 该 性 质 的 re 集 都 是 非 递 归 且 非 
T 完备 的 ,并 且 他 们 证 明了 存在 满足 QCAO TR TE BJ 
re 集 ,从 而 成 功 地 实现 了 波斯 特 规划 . 他 们 给 出 的 
性 质 Q(A) 为 

(dC)ac c WBEC) (3 DC) (V SOsccLLB(1GS— 
A) —D(1G —A) ]-- GTMecr LAN GO) T) — Bf CS 
feds 
其 中 ACC 表示 4 为 C 的 主子 集 ,4CB 表示 存在 
非 空 (re)C ,使 AUC—B3FH. An C d. 

波斯 特 规划 (Post’s program) JA “UR Wy FF A 
Ei". 

4 3$ 3f (semi-recursive set) 递归 集 概念 的 
推广 . 半 递 归 集 有 两 种 不 同 的 涵义 ,在 一 般 递 归 论 中 
它 指 递归 可 枚 举 集 (re 集 ); 但 在 不 可 解 度 理论 中 ， 
它 通常 指 杰 克 什 人 Jockusch,C. G. ) 引 进 的 如 下 概 
念 :一 集合 4 为 半 递 归 ,是 指 存在 二 元 递归 函数 f, 
使 得 fry) =r X fiy)—y33Hx€AVy€A 
— f Gy) € A. Xt Je — WAMA ,递归 集 都 是 半 递 归 
集 , 且 半 递 归 集 的 补 集 也 是 半 递 归 的 . 此 外 , 半 递 归 
的 reT 完备 集 也 是 Q 完备 的 . 

7 封闭 集 (7-closed set) 对 等 价 关 系 7 了 封闭 的 
集合 . 设 7 是 一 等 价 关 系 , 集 合 4 称 7 封闭 的 ,是 指 
它 满足 :TE ANapy>yeA. Mas 4 的 最 小 7 封 
闭 集 称 为 集合 AW 7 Aa GOLA]. 

由 7 封闭 集 概念 可 导出 其 他 相关 的 7 概念 :者 7 
封闭 集 4 由 有 穷 个 7 等 价 类 组 成 , 则 称 4 为 7 有 穷 
集 ; 若 7 封闭 集 由 无 穷 个 7 等 价 类 组 成 , 则 称 其 为 7 
无 穷 集 ; 若 7 为 正 ( 即 re) 等 价 关 系 ,4,4 RON TH 
闭 集 ,4 为 re R.A 为 7] 无 穷 集 , 则 称 4 为 7 单纯 
集 , 是 指 4 不 包含 7 无穷 的 re 集 ; 称 4 为 7 超 单 纯 
集 , 是 指 不 存在 递归 p 了 ,使 得 LA > LD hf 
LDry h= Z, #ELDro hN AED; FA 为 7 超 超 
单纯 集 ,是 指 不 存在 递归 函数 P EWA R a 
zy DW ro LWo = ,并 LW NAF 
VER 4 为 7 极 大 集 , 是 指 对 任何 re 的 7 HAR B 
A4,B 一 A 或 B 中 有 一 个 为 ?有 穷 . 

7 单纯 集 (7-simple set) W“) HAR”. 

W 创造 集 (quasicreative set) 创造 集 概念 的 
HE”. A dh re OHA EIB IA RK SWS A> 
Dj SA A Dray SWCD, 是 典 则 下 标 为 T NA 
集 ). 创造 集 就 是 将 上 面 的 DenRA f Go RT 
况 ,因此 创造 集 都 是 拟 创 造 集 , 但 反之 不 然 , 即 存在 
拟 创造 的 非 创造 集 . 集合 4 为 拟 创 造 的 , 当 且 仅 当 
A 33 d 完备 的 .与 拟 创造 概念 类 似 的 ,还 有 半 创 造 
与 次 创造 概念 . EG UE A 为 re 并 存在 SW, 
CASW fo TA AW fa EW) ABR A Jg 3E jii & ; 
Xp A, f 818:W.CCA—W «5 SA AW fo Cw... WR 
A 为 次 创造 集 . 集合 4 为 次 创造 , 当 且 仅 当 4 为 Q 


完备 的 . 

半 创 造 集 (semicreative set) 见 “ 拟 创造 集 ” 

次 创造 集 (subcreative set) J “WRITE”. 

可 分 裂 性 (splitting property) re 度 的 一 个 重 
要 性 质 . 由 萨克斯 (Sacks,G. E. ) 证 明 . re 度 的 可 分 
烈性 质 , 是 指 对 任何 re BE a7 0. f£ E re RE c,d<a， 
使 得 cUd=a. 此 外 ,任何 re 度 都 可 以 在 低 度 上 分 
ZI, BN Xt re BE a 二 b,a 为 低 度 , 则 存在 re 度 c,d,a<=c 
<b ,a<d<b,cUd=b. 该 定理 由 鲁 宾 孙 (Robinson， 
R. W. ) 证 明 的 .在 证 明 中 使 用 的 一 种 处 理 低 度 的 方 
法 被 称 为 鲁 宾 孙 技巧 . 虽然 任何 re 度 可 在 低 度 上 分 
{AMR AUR" MAE Sa re 度 不 一 定 在 任 
何 小 于 它 的 度 上 可 分 裂 , 即 ja,b€ RLa<bAVec,d€ 
R[(a<e,d<b)A (cUd=b)> (bc V bcd) |]. iX 
定理 是 拉克 伦 (Lachlan,A. H. ) 证 明 的 ,被 称 为 拉克 
伦 非 分 裂 定 理 . 在 该 定理 的 证 明 中 ,拉克 伦 首 次 使 用 
了 一 种 非常 复杂 的 被 称 之 为 “ 魔 怪 方法 ”的 方法 一 0” 
方法 . 而 该 定理 作为 这 种 方法 的 一 个 例子 受到 广泛 
重视 . 

re 度 稠密 性 (density of re degrees) re 度 的 一 
个 重要 性 质 . 最 早 由 萨克斯 (Sacks,G.E.  uEBJ. 其 
内 容 为 :任何 re RE ab. FFE re RE c. dii ac b. Eg 
了 R 本身 的 稠密 性 外 ,斯 勒 曼 (Slaman,T. A. ) 进 一 
步 证 明了 菱形 格 是 稠密 的 , 即 任 给 re E a <b, FE 
€95€15€15€3, «Co €, €; 64 d, fF FF c Ue. =c, 
cı Nc: 7 es. WAP, H BE E A BR ETE T8 Pb s TE fay FY BK 
分 配 格 与 某 些 非 分 配 格 (如 M: N: SEO TE RP AES 
密 的 . 

休 恩 菲尔德 猜想 (Shoenfield conjecture) X 
于 re 度 稠密 性 的 一 个 重要 猜想 . EEK BSE A 
(Shoenfield, J. R.) F 1965 年 提出 的 .在 萨克斯 
(Sacks,G. E. ) 证 明了 RCre 度 的 类 ) 的 稠密 性 之 后 ， 
休 恩 菲尔德 猿 想 可 以 用 类 似 “ 有 理 数 的 序 结构 是 线 
性 序 的 稠密 结构 ”的 方法 ,把 R 描述 为 上 半 格 的 笛 
密 结 构 . 具体 地 ,对 工 == {三 ,U ,0,1), 设 a 为 语言 
的 上 半 格 结构 类 ,这 些 上 半 格 以 三 为 偏 序 ,U 为 上 确 
界 运 算 ,0,1 分 别 为 最 小 与 最 大 元 . 休 因 菲尔德 猿 想 
的 内 容 是 :CR, 委 ,7,0,0 ) 为 a 的 可 数 稠密 结构 . 休 
恩 菲 尔 德 猜想 有 两 个 直接 推论 : 

1. 任 给 re BE b a7 0, ££ TE re BE cb , [18 aU 
c =b. 
2. EŻ re HE a,b, WR azÉb,bzEa.W| a.b 无 下 
确 界 . 
在 休 和 恩 菲 尔 德 猜想 提出 不 久 , 拉 克 伦 (Lachlan， 
A. H. ) 证 明了 推论 1 RI vr iif] AB wR (Yates, C. E. 
M. ) 则 成 功 地 证 明了 极 小 对 的 存在 性 ,从 而 证 明了 
推论 2 不 成 立 . 这 两 个 结论 都 证 明了 休 恩 菲尔德 猜 
想 是 不 成 立 的 . 


极 小 对 《minimal pair) 一 对 特殊 的 re HE. E 
E a,b>0 HaNb=0, WFR a.b 形成 极 小 对 .通常 
所 提 的 极 小 对 都 是 指 re 极 小 对 , 即 a.b 为 re E.R 
小 对 的 存在 性 最 早 是 由 耶 茨 (Yates ,C.E. M. ) 证 明 
的 . 极 小 对 的 存在 性 指出 ,虽然 R 是 稠密 的 ,但 休 恩 
菲尔德 猜想 仍 不 成 立 . 关于 极 小 对 的 进一步 的 结果 ， 
拉克 伦 (Lachlan,A.H.) 证 明了 并 非 每 个 非 0 的 re 
度 都 有 一 个 极 小 对 , 即 
ja 0Vb,cl 0<b,c<a—>jd>0(d<b ^ do) |. 
m EE $4 (Cooper, S. B. ) 则 证 明了 ,任何 高 度 之 下 都 
存在 极 小 对 , 即 
Vala Ji E—J3b.c90()]c—9Ab,.cxza) |. 
re BE T& B3 RT RRA FR Clattice embeddability of 
re degrees’ structure) WR re 度 结构 的 重要 方 
E.L, S, N ,U RA RR, 是 指 存 在 LR 的 单 
值 映射 Ff, IBV 6€ L(axib ef(ayxf(OD».Va, 
6b,cELlLaflb=ce fla Nf = Ffl], Yab, E 
LlaUb-cef(G)UfG)-— fC) ]. 
K TH tte A WY Exc 5-25 IR. di: HB PX (Yates, C. E. 
M. 2 f& iH B , f üEBH T BRN XT A TETE TE » WA rf e BH 2E 
JE d& Roem A R. HUG. FES (Thoma- 
son,S. K. ) 证 明了 任何 有 穷 分 配 格 可 能 和 人民 中 ; 拉 
克 伦 (Lachlan,A. H. ) 则 证 明了 非 分 配 格 M; 与 N。 
AeA R,Jf 5 HS (Lerman, M. ) 分 别 独 立 证 明了 
uf Ak 2r BC n] Sx A R. 这 些 结论 引出 了 以 下 猜想 : 
“是 否 任 何 有 穷 格 都 可 家 入 R 中 ?” 但 拉克 伦 与 索 尔 
《Soare,R.1. ) 证 明了 这 个 猜想 不 成 立 , 他 们 证 明了 
非 分 配 格 S. KARA R 中 . 其 后 , 艾 姆 伯 斯 - 思 皮 斯 
(Ambos-Spies, K. ) 5j 8] & 48. 3] T — ^P AS n] RAR 
fF NEC 5— uf ix ARTE EC. 到 目前 为 止 还 没有 
发 现 既 不 满足 NEC 条 件 又 不 满足 EC 条 件 的 有 穷 
格 , 因 此 ,这 两 个 条 件 是 当前 在 这 方面 最 好 的 结果 ， 
但 尚未 证 明 任 何 有 穷 格 一 定 满足 EC NEC 条 件 . 
关于 格 舱 入 的 其 他 人 研究 主要 集中 于 人 研究 哪些 格 是 
CE R 中 ) 秽 密 的 ,哪些 格 保 持 0,1 RA RP. RF 
X 93 7; di BUT oz. UL" AEE” S "ERE EU. 
jE Æ JE Æ I (non-diamond theorem) re E$ 
E HX A ERE XI. EO (Lachlan, A. H. 证 明 的 一 个 
重要 定理 ,其 内 容 是 :即使 萎 形 格 ,也 无 法 保持 最 大 
BER/TA R. B (Ya, b E€ Ra U b= o > 
jc>0C<aAc<=b)|. 
关于 保持 最 大 最 小 元 的 格 租 入 性 质 , 艾 姆 伯 斯 - 
IB Br Hr CAmbos-Spies, K. 2. 3€ 3£ (Lempp, S. ) 5j #) 
@ (Lerman,M. ) 证 明了 :有 穷 分 配 格 元 可 保持 最 大 
与 最 小 元 的 家 入 R, 当 和 且 仅 当 工 中 存在 一 个 不 可 交 
Ju a( 即 不 存在 bEL, 使 bA07 E a(|]b—90;) ,使 得 
(Vb,cC Lo ib«aA^c«a-—blJc«a |. 
dE ee XE A) ME HE BIW Bib 
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a,b 均 为 极 小 度 的 一 半 ( 但 afb 不 一 定 为 0) , 则 
al b+0’. 

RJ 38 HE (capable degree) 递归 论 的 基本 概念 
之 一 . 指 具 有 一 定性 质 的 re 度 .re 度 a 称 为 可 交 度 ， 
是 指 存 在 非 0 re 度 b, 使 a 站 b 二 0. 实际 上 ,可 交 度 或 
者 为 0, 或 者 为 极 小 对 的 一 半 . 由 于 极 小 对 是 存在 
的 ,因此 , 非 平 几 可 交 度 ( 即 不 为 0 的 可 交 度 ) 是 存在 
的 . 更 进一步 ,由 于 高 极 小 对 的 存在 ,高 可 交 度 也 是 
存在 的 , 且 可 交 度 形成 理想 . BEP a A n] AC ba, Wl 
b DR AY 3634 a,b 可 交 , 则 aUb 亦 可 交 . 并 非 每 个 非 
完备 re 度 都 是 可 交 度 (参见 “不 可 交 度 ”与 “ 强 不 可 
AC BE"). 

A HI 32 BE (noncapable degree) 递归 论 的 基本 
概念 之 一 . FRAE AI AC BE. Fi re BE a A FEAT ACHE, MY 
之 为 不 可 交 度 . 即 对 任何 re BE b> 0, FE re R c> 
0. H cxcb. cca, MR a 为 不 可 交 度 . ABR (Yates, 
C. E. M. ) 最 早 证 明了 非 完 备 不 可 交 度 的 存在 性 :对 
任何 re BE c2 0. FF TEA HT AZ BE ae, 使 ac. 全 体 不 可 
交 度 形成 一 个 滤 子 . 即 不 可 交 度 是 向 上 封闭 的 , 且 对 
f£ fi] AS RT 20 HE a bi a) b —c. N] c 亦 为 不 可 交 度 . 


FKE, CEE RUE BI a.b 为 不 可 交 , 则 在 


在 c,c«a H c<b, {E c 亦 不 可 交 ， 

不 可 交 度 的 概念 可 被 能 行 化 而 得 到 能 行 不 可 交 
度 的 概念 ;对 re Ra ARTE re 集 ACa. ETE TE 
IH PRA f,g,h ,使 得 大 对 一 切 

e:W feo = Die) 一 D 
JF B. Z «W. . MO <W jo. ,有趣 的 是 ,虽然 对 大 部 
分 递归 论 概念 而 言 ,能 行 化 后 的 概念 与 原来 概念 一 
般 是 不 同 的 ,但 能 行 不 可 交 度 与 不 可 交 度 的 概念 则 
是 一 致 的 , 即 任何 不 可 交 度 也 是 能 行 不 可 交 的 . 进 一 
步 ,不 可 交 度 概念 与 即时 单纯 度 的 概念 也 是 一 致 的 ， 
B] re 度 a AAA AE. 4AM a 为 即时 单纯 度 . 

能 行 不 可 交 度 (effective noncapable degree) 
见 “ 不 可 交 度 ”. 

强 不 可 交 度 (strongly noncapable degree) 不 
可 交 度 概念 的 推广 .若非 0 的 me 度 ae<0, 且 对 任何 
re JE b, 4 ab H b£a, N| aNb FEAA afr 
为 强 不 可 交 度 . 30 WA BT - Ez Ei CAmbos-Spies, 
K. ) 首 先 证 明了 对 任何 re E c>0, 存 在 强 不 可 交 度 
acc. XË (Lempp S. ) 则 证 明了 存在 高 的 强 不 可 交 
HR. 

可 并 度 (cuppable degree) 可 交 度 概念 的 对 偶 

Q re BE a 称 为 可 并 度 de 8 ETE re BH b—0 ,使 a 
Ub=0'. % pkt (Harrington,L. ?证 明了 任何 re RE 
或 者 是 可 并 的 ,或 者 是 可 交 的 . 该 定理 还 可 进一步 推 
广 ( 参 见 “ 低 可 并 度 ”). 

低 可 并 度 (low cuppable degree) 
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一 种 可 并 


度 .对 re E a EERE b. fidi aUb—0' , 则 称 a 为 
AR BY $+ BE. 2t BB ZK CFejer, P. A. ORI A ZR CSoare, R. 
LOHS SMS Ai (Harrington, L. ) 的 结果 (参见 “可 
FF RE”) ,他 们 证 明了 任何 re 度 为 低 可 并 度 , 当 且 仅 
当 它 为 不 可 交 度 . 因此 任何 re 度 或 为 可 交 度 ,或 为 
低 可 并 度 , 且 不 能 既 为 可 交 度 又 为 低 可 并 度 . 

反 并 性 质 (anticupping property) re 度 的 一 种 
性 质 . 对 re BE a, TETE re BE ba, 使 得 对 任何 e< 
a,bUc 关 a, 则 称 a 具有 反 并 性 质 . AK BAER GR 
AE p p. 则 任何 re 度 都 没有 反 并 性 质 . dB HB 
(Yates, C. E. M. )、 库 珀 (Cooper,S. B. ) 5j n& Ac W 
(Harrington, L. ) 均 证 明了 0 具有 反 并 性 质 , 而 哈 林 
顿 进 一 步 证 明了 任何 高 度 都 有 反 并 性 质 . 

加 并 性 质 (plus 一 cupping property) 与 反 并 
性 质 相 对 的 性 质 . 对 re 度 a, 奉 对 任何 非 0 Wre b 
<a 与 任何 re RE d 之 a, 存 在 c=<d, 使 bUc=4d, 则 称 
a 具有 加 并 性 质 . p Harrington, L. ) 证 明了 存 
在 具有 加 并 性 质 的 re RE. 

分 枝 度 (branching degree) 一 种 特殊 的 re 
E. 对 re Ea, ETTE re E boc> a, ff bf\c=a, MER 
a 为 分 校 度 . 由 于 极 小 对 的 存在 ,0 是 分 枝 度 . 斯 勒 曼 
(Slaman, T. A. ) 则 进一步 证 明了 分 校 度 是 稠密 的 . 

非 分 枝 度 (nonbranching degree) 一 种 特殊 的 
re BE. 指 不 是 分 校 度 的 re E. re 度 a, 不 是 分 校 
度 , 即 不 存在 b,c 这 a, 使 b 人 c= 二 a, 则 称 a 为 非 分 校 
BE. 由 于 极 小 对 的 存在 ,0 不 是 非 分 枝 度 .但 费 耶 尔 
(Fejer,P. A. ?证 明了 非 分 校 度 是 稠密 的 . 

自 可 化 归 集 (autoreducible set) 一 种 特殊 的 
自然 数 集 . 指 带 有 自身 可 计算 性 质 的 自然 数 集 . OT 
然 数 集 4 , 若 存 在 e, 使 得 对 所 有 z， 


A(x) = QU f 


WE 4 为 自 可 化 归 集 . 从 直观 上 说 ,4 为 自 化 归 集 ， 
是 指 4 中 的 信息 有 一 定 的 元 余 . 即 对 任何 x,x 是 否 
在 4 中 ,可 由 4 中 的 其 他 信息 ( 即 根据 A— (xt 
算出 来 . 对 任何 集合 A ACD A 为 自 可 化 归 的 ,因此 
任何 m 度 中 都 包含 自 可 化 归 集 . 实际 上 ,对 任何 非 
递归 re R B, 存 在 re 集 ASB, E A 为 非 自 可 化 归 
Ak. 但 因为 存在 re 度 , 使 得 该 度 中 所 有 的 集合 都 是 
自 可 化 归 的 ,所 以 此 处 的 “7 "不 能 加 强 为 “二 rz” 只 
包含 自 可 化 归 集 的 度 称 为 完备 自 可 化 归 度 .但 任何 
=u 的 度 都 不 是 完备 自 可 化 归 度 . 此 外 ,任何 自 可 化 
归 集 都 是 有 丝 集 ,反之 亦 然 . 

有 丝 集 (mitotic set) 一 种 特殊 的 re Æ. 指 可 
划分 为 两 个 都 与 自身 等 价 的 re ay re 集 ,对 re 集 
合 4, 如 果 存 在 re 集 Ao» A, ,使 得 Ao UA: — A. Af) 
Ay =Ø, H Ay =rA, =A. 称 A 为 有 丝 集 . 拉 德 那 
(Ladner,R. E. ) 证 明了 任何 re 集 是 有 丝 的 , 当 且 仅 


当 它 是 自 可 化 归 的 .他 还 证 明了 存在 非 0 re a, fE 
a 中 只 包含 有 丝 的 re 集 . 

d-re 集 (d-re set) 一 个 特殊 的 差 集 . ARG 4 
为 两 re EZE WPA 为 d-re 集 . 因此 ,d-re 集 是 
指 存 在 一 个 能 行 的 过 程 枚 举 该 集合 ,在 枚 举 过 程 中 
可 能 将 一 些 元 取出 ,但 一 旦 取出 就 不 允许 再 次 放 人 
其 中 (参见 “布尔 分 层 ”“d-re FE”). 

n-re 集 (n-re set) 一 种 特殊 的 集合 . 指 属于 解 
析 分 层 5 的 集合 (参见 “解析 分 层 ”). Bl 4 为 n-re 
集 , HL TEE XS US PRX g, 使 得 Yx (A(x)= 
limsg《x,s)), 并 且 对 所 有 z, lislgi 75 gGsscu 
1)} | zn. 特别 地 ,1-re BN A re 和 集 ,2-re S BI y d- 
re 集 . n-re 集 也 可 等 价 定义 为 :A 为 n-re&, 5 HA 
KFE n Tre R Avs Ars Ano Æ n ATR M) A 
= (A,—A)0UCA;— A)9U*UCA, ;— A) n 
为 奇数 , 则 A= CA, — A1) U (A,— A;) U ^ U CA, 
SL DA 

d-re Æ (d-re degree) 递归 论 的 基本 概念 之 
一 . 指 包 含 d-re 集 的 度 . 特别 地 , 契 d-re E a 不 包含 
re 集 , 则 称 其 为 真 d-re BE. d-re 度 具 有 弱 稠 密 性 , 即 
对 任意 两 个 re a,b, ab. MAE d-re B c. 
使 a 二 c 二 b. 但 d-re 度 不 是 稠密 的 (因而 与 re 度 理论 
不 是 初等 等 价 的 ). 不 过 d-re BE TE low; 上 是 稠密 
的 . 此 外 , 萎 形 格 可 以 保持 最 大 与 最 小 元 地 租 和 人 d-re 
度 结构 中 ,这 也 是 与 re 度 的 另 一 个 不 同 之 处 . 库 珀 
(cooper,S. B. ) 利 用 d-re 度 证 明了 跳跃 的 可 定义 性 
问题 ,因而 显示 了 d-re 度 人 研究 的 重要 性 . 

n-re 度 (n-re degree) 递归 论 的 基本 概念 之 
一 . 指 包含 n-re SE BJ HE. p n2 1. H n-re 度 a 中 不 
4 —1)-re E, WRK a HE n-re JE. n-re 度 与 d- 
re 度 有 许多 类 似 之 处 ,目前 已 知 的 d-re 度 的 结论 在 
n-re BEP Rr. 因此 ,一 个 很 重要 的 问题 是 d-re 
度 与 n-re 度 (n 这 1) 是否 都 是 初等 等 价 的 ? 该 问题 目 
前 仍 未 解决 . 

1 脱 殊 集 (1-generic set) ” 亦 称 1 HWE. 集合 
论 力 迫 法 中 脱 殊 集 概念 到 递归 论 中 的 平移 .形式 地 ， 
集合 4 为 1 脱 殊 集 ,是 指 对 任何 e, 或 者 存在 OCA, 
使 Cle) y ;或 者 存在 oC A ,使 得 对 任何 rDo, g Co) 
ACK qc COSRZGIE XO ,其 中 cz 和 缘 为 0,1 有 穷 串 . 1 
脱 殊 集 可 等 价 定义 为 :集合 4 为 1 脱 殊 集 , 是 指 对 
任何 递归 可 枚 举 的 0,1 有 穷 串 集合 $ ;或 者 存在 oC 
4, 使 cES; 或 者 存在 cC4, 使 对 一 切 c2o.cd S. 

一 个 集合 4 为 1 脱 殊 集 , 实 际 上 是 指 它 没有 任 
何 “ 特 殊 ” 的 2. 性 质 . 即 对 任何 2; 语句 e, A AE 
PRE AE q496GX HIE A 看 成 人 to:cC4)) 从 递归 论 
角度 看 ,如 果 某 个 m, 性 质 P 有 无 穷 多 次 满足 机 会 ， 
则 该 性 质 被 1 脱 殊 集 满足 . 任何 1 脱 殊 集 都 是 有 穷 
的 ,并 且 也 是 余 有 穷 的 ,它们 都 不 是 re 集 ( 事 实 上 ， 


oe J È 


它们 都 是 禁 集 ). 1 脱 殊 集 的 概念 是 杰克 什 
(Jockusch,C. G. ) 首 先 引 入 的 . 

1 脱 殊 度 (l-generic degree) 一 种 特殊 的 度 . 
是 包含 1 脱 殊 集 的 度 , 任何 1 脱 殊 度 都 是 非 递 归 的 
广义 低 度 . 特别 地 , 委 0 的 1 脱 殊 度 是 低 度 (三 0 的 1 
脱 殊 度 也 是 存在 的 ). 此 外 ,任何 1 脱 殊 度 之 下 均 没 
有 非 递 归 的 re 度 ( 因 此 1 脱 殊 度 也 是 re EE) IF AE 
何 1 脱 殊 度 都 是 一 个 非 re 极 小 对 的 上 确 界 . 

n 脱 殊 集 (n-generic set) 1 脱 殊 集 概 念 的 推 
广 . 如 果 集 合 4 不 具有 “特殊 ”的 2L 性 质 , 则 它 称 为 
n 脱 殊 集 . 形式 地 ,集合 4 为 n 脱 殊 集 , 是 指 对 任何 
> 的 有 穷 0,1 BEA S ,或 者 存在 oCA, E cE S; 
或 者 存在 cC4 ,使 得 对 任何 Doré S. AA n 脱 殊 
集 的 度 称 为 4 BER BE. IAE n. FE EO BS n FR 
FK BE FAX n BARE a.a" =alo”. E^. 5 1 Ri 
殊 集 的 性 质 类 似 ,” 脱 殊 集 都 是 非 递 归 的 且 非 re 
的 . 

n Bí 3k HE (n-generic degree) W“n ARKH”. 

p 脱 殊 集 (p-generic set) — BL PR SE BE I8] re 集 
的 推广 . 由 于 递归 论 的 扩张 构造 方法 与 集合 论 中 力 
迫 法 的 思想 有 类 似 之 处 ,因此 力 迫 法 也 被 移植 到 递 
归 论 中 . 与 集合 论 力 迫 法 中 脱 殊 集 概念 类 似 的 1 脱 
殊 集 也 在 递归 论 中 发 挥 了 重要 作用 .但 1 脱 殊 集 不 
是 re 集 , 因 此 对 re 集 的 研究 没有 多 大 作用 .为 此 , 杰 
克 什 (Jockusch,C.G.) 引 入 了 以 下 p 脱 殊 集 概念 : 
集合 4 为 p 脱 殊 集 , 是 指 A 为 余 无 穷 ,并 且 对 任何 
A 满足 的 2, 性 质 P.AEA SR GCA 5 re d£ H 
CA, MEM SS B, 如 果 BDH 并 且 BDG, NU 
B 亦 具 性 质 P. p 脱 殊 集 概念 可 以 更 加 形式 地 定义 
为 :集合 4 为 p 脱 殊 集 , 当 日 仅 当 4 为 余 无 穷 , 并 且 
对 任何 re MA ARM MRS COE F0 imC€ w) E 
E. VF, — £X — I m BLT BH FETE m, En 
CA, Fn CA; MA FEA BR COA Fre R HC 
A (EREM m MEE, CAS MA Fn NHA 
Ø. 

由 于 放宽 了 限制 条 件 ,re 的 p 脱 殊 集 是 存在 
的 ,并 且 英 格拉 希 亚 (Ingrassia,M. A. ) 证 明了 p 脱 
殊 集 都 是 非 有 丝 集 , 并 且 0 中 包含 p 脱 殊 集 .包含 p 
脱 殊 集 的 度 称 为 b AR BE. 英 格 拉 希 亚 证 明了 zp 脱 
WREE R 中 是 稠密 的 , 丁 德 成 则 证 明了 re 的 p 脱 殊 
度 都 是 非 分 枝 度 . 此 外 ,e 脱 殊 集 、s 脱 殊 集 与 re 脱 殊 
集 都 是 p 脱 殊 集 . 

p 脱 殊 度 (p-generic degree) JL“ p 脱 殊 集 ”. 

e 脱 殊 集 (e-generic set) 定义 较为 简单 的 re 的 
脱 殊 集 . 它 是 杰克 什 (Jockusch,C. G. ) 给 出 的 一 种 
re 的 脱 殊 集 定义 . 杰克 什 首先 将 集合 论 中 力 迫 法 移 
植 到 递归 论 中 ,给 出 了 1 脱 殊 集 的 概念 . 此 后 , 马 斯 
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(Maass, W. ) 给 出 了 一 种 re 脱 殊 集 的 定义 ( 称 为 re 
脱 殊 集 ), 但 该 定义 过 于 复杂 ,因此 ,杰克 什 将 其 简化 
为 e 脱 殊 集 . 具体 地 , 设 ES {Ao At Ad: WIS 
sCA,CAG AAi). GAB) e dé re R B 的 一 个 递 
HRZ , 称 COE W LB). e BH ALTE TEE 8 S A 
PRIS g, 使 得 对 任何 s ERE s>s 5E CB Biss B,) 
Weak c.c€C, |r| Eq GO BCA.— AD bso =D. W 
re 6s B 为 e 脱 殊 集 ,是 指 B 有 一 个 递归 枚 举 

,)sew; 使 得 对 任何 s, (Bos Bist BY EE, HEIHE 
ELE CC E,W 5 C 沿 {B,},ei 稠 密 , 则 存在 
s, E(B, Bis BOEC, ERE 

AS be TT WE BA T e 脱 殊 集 的 存在 性 ,并 证 明了 e 
脱 殊 集 都 是 低 的 即时 单纯 集 , 因 此 也 给 出 解决 波斯 
特 问题 的 另 一 个 方法 .e 脱 殊 集 也 是 * 脱 殊 集 与 p 脱 
殊 集 . 

s 脱 殊 集 (s-generic set) 类似 e 脱 殊 集 的 一 
概念 . 它 是 杰克 什 (Jockusch,C. G. ) 给 出 的 . 即将 e 
脱 殊 集 定义 中 的 “递归 枚 举 的 前 节 ” 换 为 “特征 函数 
的 前 节 ” 后 得 到 的 概念 . 具体 地 ,对 CC2™ 与 re 集 4 
的 递归 枚 举 (4,},e。, 如 果 存 在 原始 递归 函数 g, 使 得 
对 任何 oo 竺 Caloo€2™), 存 在 之 |o6| 与 rEC ,使 得 
Ic|<q(s),7rDo AMMA nE A, A cG0 — 1, ME 
C IE CA c FRU. BK re BAA s GER SS RTE 
A 的 递归 枚 举 (4,),e。, 使 得 对 任何 原始 递归 集 CS 
2, MRC WIA 
(以 上 C4 为 4 的 特征 函数 ) 

任何 e 脱 殊 集 都 是 脱 殊 集 (因此 脱 殊 集 存 
在 ), 而 任何 * 脱 殊 集 都 是 之 脱 殊 集 .* 脱 殊 集 都 是 低 

re 脱 殊 集 (re-generic set) 一 种 脱 殊 集 . 它 是 
Ur (Maass, W. ) 给 出 的 . 杰克 什 (Jockusch,C.G.) 
最 早 把 集合 论 力 迫 概念 引入 递归 论 ,并 给 出 了 1 脱 
殊 集 的 概念 .但 1 脱 殊 集 不 是 re 集 , 对 re 度 的 研究 
没有 作用 .为 此 , 马 斯 引入 了 re 脱 殊 集 的 概念 (虽然 
后 来 杰克 什 定义 的 e 脱 殊 集 ,s 脱 殊 集 与 p 脱 殊 集 也 
是 re 的 ,但 一 般 称 的 “re 脱 殊 集 ” 都 是 指 马 斯 给 出 的 
脱 殊 集 概念 ). 在 马 斯 的 定义 中 ,有 穷 损 伤 的 思想 被 
隐 含 地 包含 在 其 中 . 其 基本 思想 是 :如 果 某 个 D 性 
质 有 无 穷 多 次 机 会 被 满足 (这 种 “机 会 ”必须 能 够 在 
原始 递归 扩张 中 找到 ) ,那么 这 个 性 质 将 被 re 脱 殊 
集 满足 . 马 斯 证 明了 re 脱 殊 集 的 存在 性 ,并 指出 re 
脱 殊 集 都 是 低 的 即时 单纯 集 . 此 外 ,re 脱 殊 集 都 是 p 
脱 殊 集 . 

有 穷 扩 张 方法 (finite extension method) 一 种 
递归 论 构造 方法 .其 基本 思想 是 :为 构造 能 满足 需求 
R,,R,… 的 集合 ,构造 一 个 (0,1} 串 的 序列 e Co c 
o, C fil (op EE TRI B, 如 果 o; C Ca. DW] B 满足 需求 
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R;, 那 么 这 样 的 一 个 无 穷 序 列 将 定义 出 一 个 能 满足 
所 有 R, 的 集合 A. 此 方法 能 应 用 的 关键 是 :对 任何 
0,1 有 穷 串 o 与 需求 R, 必须 找到 o 的 一 个 有 穷 扩 
张 to ,使 得 任何 满足 Car 的 已 都 满足 需求 Ra 
一 般 用 此 方法 构造 非 re 集 . 
需求 (requirement) 递归 论 的 基本 概念 之 一 . 
指 构造 满足 某 一 性 质 的 集合 时 ,该 集合 需 满足 的 一 
些 具 体 条 件 . 例如 ,为 使 集合 AB 互相 不 可 比较 , 需 
要 对 所 有 自然 数 e, 满 足以 下 需求 : 凡 天 已, 和 关 4. 再 
如 , 使 余 无 穷 re Æ 4 非 递 归 , 可 以 通过 使 A 满足 以 
下 需求 来 实现 (对 一 切 自 然 数 e): W. KAW. A 
AD FP W. X re$». 
一 个 具体 的 递归 论 构造 ,通常 是 构造 一 个 满足 
一 系列 需求 的 集合 . 这 些 需求 之 间 会 有 一 些 冲 突 , 构 
造 的 关键 往往 就 是 解决 这 些 巴 盾 . 与 需求 相关 的 两 
个 概念 是 正 需求 与 负 需 求 ,前 者 的 特征 是 为 满足 这 
种 需求 ,要 将 一 些 元 放 人 集合 中 ,而 后 者 的 特征 则 是 
为 满足 这 种 需求 ,要 限制 基 些 元 进入 某 个 集合 中 ,或 
者 说 需要 保护 集合 的 某 个 部 分 . 正 需求 与 负 需 求 本 
身 就 是 一 对 矛盾 , 当 它 们 发 生 冲 突 时 ,通常 是 通过 损 
伤 方法 满足 的 .但 在 实际 构造 中 ,许多 需求 既 具 有 正 
需求 性 质 ,又 具有 负 需 求 性 质 , 即 既 需 要 放 一 些 元 ， 
同时 又 需要 限制 一 些 元 进入 某 个 集合 中 . 
见 “ 需 求 ”. 
负 需 求 (negative requirement) WM“ R”. 
余 无 穷 扩 张 方法 (coinfinite extension method) 
有 穷 扩 张 方法 的 一 种 推广 . 它 具 有 比 有 穷 扩 张 方法 
更 强 的 力量 . 具体 地 ,一 个 余 无 穷 扩 张 方法 ,是 通过 
逐步 定义 一 串 部 分 函数 0,050, C0, ec RA 1 TI E 
某 些 性 质 的 集合 
ACK U 0a) TEA C 4 的 定义 ). 
与 有 穷 扩 张 方法 不 同 的 是 ,有 穷 扩 张 方法 要 求 这 些 
0, 都 定义 在 w 的 有 穷 前 节 上 ;而 余 无 穷 扩 张 方法 则 
只 要 求 6, 的 定义 域 是 余 无 穷 集 , 从 而 保证 每 个 8, 有 
足够 的 扩张 空 s 间 .有 穷 扩 张 方法 是 余 无 穷 扩 张 方法 
的 特殊 情况 . 使 用 余 无 穷 扩 张 方法 的 典型 例子 是 恰 
对 的 构造 . 
极限 引 理 (limit lemma? 递归 论 的 一 个 基本 
定理 . 其 内 容 为 :对 任何 一 元 函数 SS 相对 于 AUS 
归 , 当 且 仅 当 存 在 相对 于 A 递归 的 二 元 函数 g ,使 得 
Va(f(x)=limg(x5s)). IR S| ES BIR ARH 
递归 论 构 造 中 ,起 着 十 分 重要 的 作用 . 
允许 方法 (permitting method) 一 种 递归 论 构 
造 方法 . 一 般 用 来 构造 相对 于 某 个 re 集 递 归 的 xe 集 . 
具体 地 ,人 允许 方法 是 指 ; 对 给 定 的 re 集 BKB) cu 
为 B 的 一 个 递归 枚 举 , 则 如 果 在 构造 re 集 4 时 ( 设 
(A he 2g A 的 一 个 递归 枚 举 ), 当 任何 xz 在 s 步 枚 


正 需求 (positive requirement) 


举 进 4, 一 定 有 一 个 yx ,使 得 NCB m Ba re 
的 构造 能 保证 ASB 成 立 . 由 于 在 这 样 的 构造 过 程 
中 ,任何 元 z 被 枚 举 进 4 时 ,在 同一 步 中 ,一 定 要 有 
一 个 较 小 的 元 y HEA B. AEE x E y 允许 进入 4， 
这 也 是 “允许 ”一 词 的 由 来 . 允许 方法 有 许多 变种 ,可 
以 被 修改 用 来 构造 一 些 非 re 集 . 

优先 方法 (priority method) 一 种 递归 论 构造 
方法 . 在 递归 论 构 造 中 ,常常 会 产生 以 下 问题 ;在 构 
造 过 程 中 的 某 一 时 刻 , 可 能 有 多 个 需求 同时 有 被 满 
足 的 机 会 (通过 使 一 些 元 进入 被 构造 集合 ), 其 至 有 
的 需求 已 被 暂时 满足 ,但 如 果 要 满足 某 一 个 需求 ,就 
无 法 满足 其 他 需求 ,或 者 使 已 暂时 被 满足 的 需求 被 
损伤 . 这 时 就 要 决定 需 优先 满足 哪 一 个 需求 . 所 谓 优 
. 先 方法 就 是 给 所 有 需求 都 指定 优先 级 , 当 多 个 需求 
之 间 发 生 冲 突 时 ,优先 满足 优先 级 最 高 的 需求 . 优先 
方法 通常 会 产生 损伤 , 即 为 满足 优先 级 高 的 需求 而 
破坏 了 已 经 建立 的 对 低 优先 级 需求 的 满足 ,但 并 非 
所 有 优先 方法 都 一 定 有 损伤 . 

损伤 方法 (injury method) 一 种 递归 论 构 造 方 
法 .在 递归 论 的 优先 方法 中 ,有 时 会 发 生 这 样 的 情 
况 :在 构造 过 程 中 , 某 个 需求 有 机 会 通过 放 一 些 元 进 
人 构造 的 集合 中 而 被 满足 ,但 这 可 能 破坏 一 些 已 暂 
时 被 满足 了 的 需求 . 在 这 种 情况 下 ,往往 按 这 些 需 求 
的 优先 级 高 低 来 决定 是 否 要 将 这 些 元 放 人 被 构造 的 
集合 . 如 果 将 这 些 元 放 入 集合 会 破坏 (也 称 损伤 ) 优 
先 级 较 高 的 需求 , 则 不 允许 这 些 元 放 入 ,否则 允许 放 
入 .在 后 一 情况 下 ,优先 级 较 低 的 需求 可 能 被 损伤 ， 
因此 需要 重新 满足 .在 某 些 情况 下 (如 每 个 需求 至 多 
只 被 损伤 有 穷 次 ), 就 能 够 解决 这 些 冲 突 , 而 使 这 些 
需求 被 满足 . 这 种 在 构造 过 程 中 可 能 产生 损伤 的 方 
法 称 为 损伤 方法 . 按 每 个 需求 可 能 被 损伤 的 最 多 次 
数 , 损 伤 方 法 又 分 为 有 穷 损 伤 与 无 穷 损伤 等 方法 . 

有 穷 损 伤 优先 方法 (finite injury priority met- 
hod) 一 种 损伤 优先 方法 . 其 基本 思想 是 :保证 在 
构造 过 程 中 每 个 需求 至 多 被 损伤 有 穷 次 . 这 样 ,任何 
需求 在 某 一 步骤 之 后 不 再 被 损伤 .因此 ,只 要 每 个 需 
求 有 无 穷 次 满足 机 会 ,该 需求 就 能 被 最 终 满足 .在 有 
穷 损 伤 方 法 中 ,每 个 需求 的 限制 函数 ( 即 该 需求 所 要 
保护 的 长 度 ) 一 般 都 是 有 极限 的 ( 即 对 限制 葡 数 
rle,s) ,lim,r《e,s) 二 0), 因 此 能 保证 优先 级 较 低 的 
需求 有 足够 多 的 满足 机 会 . 

最 早 使 用 有 穷 损 伤 方 法 的 是 弗 里 德 贝 格 
(Friedberg, R. M. ) Al #8 Je be (Mučnik, A. A. ), 
他 们 使 用 这 一 方法 解决 了 波斯 特 问题 . 

oR EH E O -priority mehtod) 即 “ 有 穷 损 
伤 优先 方法 ”( 参 见 “ 有 穷 损伤 优先 方法 ”与 “0” 优 先 
HE 

无 穷 损 伤 优 先 方 法 (Cinfinite injury priority 


Xe 归 论 


method) 一 种 递归 论 构造 方法 . 自 有 穷 损伤 方法 
出 现 后 ,许多 递归 论 问题 都 被 这 一 方法 解决 了 .但 此 
方法 在 解决 诸如 re 度 的 稠密 性 等 问题 上 变 得 无 能 
为 力 . 20 世纪 60 年 代 初 , 休 因 菲尔德 (Shoentfield， 
J. R. ) 和 了 萨克斯 (Sacks,G. E. ) 分 别 独 立地 推广 了 有 
穷 损 伤 方 法 ,得 到 了 比 之 更 为 强 有 力 的 方法 一 一 无 
穷 损 伤 优 先 方法 ,该 方法 证 明了 厚 性 引 理 与 稠密 性 
定理 . 相对 有 穷 损 伤 方法 来 说 ,无 穷 损 伤 方法 的 关键 
在 于 某 些 需求 会 被 损伤 无 穷 多 次 ,但 在 某 些 特别 限 
制 之 下 ,这 些 需 求 仍 旧 可 以 满足 (例如 对 萨克斯 技巧 
来 说 ,只 要 损伤 某 个 需求 的 元 素 集合 为 递归 集 , 则 该 
需求 仍 被 满足 ). 当然 ,对 无 穷 损伤 方法 来 说 , 除 此 之 
外 还 需要 更 多 的 技巧 . 例如 ,由 于 限制 函数 的 上 极限 
可 能 无 穷 , 这 就 要 求 其 下 极限 有 穷 ( 相 当 于 在 一 定时 
刻 打开 “窗口 ”, 让 优先 级 较 低 的 需求 被 满足 .不 过 在 
极 少数 情况 下 ,这 一 点 也 不 一 定 能 保证 ,而 要 通过 别 
的 方法 来 处 理 ). 此 外 ,由 于 不 同 的 需求 不 一 定 在 同 
一 时 刻 打 开 “ 窗 口 ”, 因 此 ,需要 用 诸如 “ 真 步 ”“ 弹 球 
机 方法 ”与 “ 树 方法 ”等 技巧 来 处 理 . 

通常 的 无 穷 损 伤 方 法 称 为 0 优先 方法 .不 过 ， 
0” 优 先 方 法 事实 上 是 一 种 更 为 复杂 的 无 穷 损伤 方 
法 ,但 一 般 的 无 穷 损 伤 方法 都 指 0 优先 方法 . 关于 
0 优先 方法 的 划分 ,参见 “0” 优 先 方 法 ”. 

0" hE 71 ik (O"-priority method) 一 般 无 穷 
损伤 优先 方法 的 推广 .无 穷 损 伤 方法 出 现 后 ,在 20 
世纪 六 七 十 年 代 , 该 方法 解决 了 许多 不 可 解 度 方 面 
的 问题 . 但 随 着 递归 论 研 究 的 进一步 深入 ,这 种 方法 
对 许多 问题 显得 力量 不 足 . 1975 年 ,拉克 伦 (Lach- 
lan, A. H. ) 使 用 了 一 种 更 加 复杂 、 而 力量 更 强大 的 
方法 一 一 多 优先 方法 ,证 明了 非 分 裂 定 理 . 由 于 该 方 
法 极为 复杂 ,以 至 于 多 年 无 人 理解 ,因此 被 称 为 “ 魔 
怪 方 法 ”(monster method). 直到 20 世纪 70 FRR 
至 20 世纪 80 年 代 初 ,这 种 方法 才 逐 渐 为 人 理解 ,并 
被 用 来 证 明了 许多 重要 定理 . 

与 0 优先 方法 相 比 ,0 优先 方法 的 复杂 性 , 表 
现在 某 个 需求 最 终 如 何 满 足 , 需 通过 一 个 0” 的 外 部 
信息 源 才能 知道 (虽然 构造 过 程 仍 为 有 穷 ); 而 0" FF 
法 则 只 需 通 过 一 个 0 的 外 部 信息 源 就 能 得 到 . 如 果 
用 树 形 方法 来 表述 ,有 穷 损 伤 方法 (0 方法 ) 的 真 路 
径 只 要 通过 0 就 能 知道 ; 而 无 穷 损 伤 方法 (0 方法 ) 
的 真 路 径 就 需要 0" 外 部 信息 源 才 能 知道 ,但 对 真 路 
径 了 ,通过 Re BOA UAE R,; 但 对 0” 方 法 ,最 后 一 
点 并 不 成 立 , 一 个 需求 需要 真 路 径 上 许多 结 点 的 帮 
助 才 能 满足 ,而 最 终 如 何 满足 , 需 通 过 0” 外 部 信息 
源 , 才 能 知道 (这 可 以 大 致 看 成 在 真 路 径 上 再 进行 一 
次 有 穷 损 伤 ). 需 通 过 哪个 层次 的 外 部 信息 源 ,才能 
知道 最 终 需 求 如 何 满足 ,一 般 将 之 作为 各 个 0” 方 
法 的 划分 标准 . 
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树 方法 (tree method) 一 种 功能 很 强 的 递归 
论 构 造 方法 . 在 递归 论 构 造 中 ,每 个 需求 R, 都 需要 
某 种 策略 来 满足 ,但 最 终 怎 样 满足 则 不 是 固定 的 (如 
在 有 的 情况 下 一 个 策略 只 作用 有 穷 次 ,而 在 男 一 种 
情况 下 则 要 作用 无 穷 次 ). 满足 一 个 需求 ,策略 的 作 
用 方式 不 同 ,对 优先 级 较 低 需求 的 影响 当然 也 不 一 
E. 对 一 般 的 优先 方法 来 说 , 较 高 优先 级 的 需求 , 往 
往 只 能 通过 限制 函数 对 优先 级 较 低 的 需求 产生 影 
响 , 而 树 方 法 则 灵活 得 多 :可 以 定义 一 个 符号 集 4 
与 树 4 ,4 中 的 符号 代表 各 个 策略 可 能 的 输出 (这 
种 输出 既 可 以 是 有 穷 或 无 穷 ,也 可 以 是 这 个 策略 产 
生 的 限制 函数 或 者 是 其 他 输出 ). 一 个 需求 RR 可 以 
通过 一 系列 a SES Ca €. 了) 来 满足 (这 里 的 a 表示 对 
PCa, P 策略 的 输出 为 a(|B81)). 这 样 ,a 策略 作用 
时 ,可 随 A 策略 的 不 同 输出 而 改变 . 在 具体 的 构造 
过 程 中 ,每 一 步 都 “猜测 "各 个 策略 的 最 终 输出 (并 记 
o ET 为 这 些 猜 测 组 成 的 串 ), 然 后 , 按 这 些 “ 猜 测 ” 
决定 哪些 o 策略 作用 及 如 何 作 用 .在 适当 的 构造 下 ， 
最 终 可 猜 中 正确 的 输出 ,这 些 正 确 的 输出 形成 的 串 
SEA RAAK. 而 每 个 需求 R 将 通过 某 个 a 策 
HE ;aCf 来 满足 . 

对 0' 与 0 优先 方法 来 说 ,R, 一 般 是 通过 下 xn 
策略 来 满足 的 ;而 对 0 优先 方法 , 则 在 f 上 还 有 一 
ARW” R, 是 通过 一 系列 fni,f 站 xs，… 来 
满足 . 在 有 穷 损 伤 情况 下 ,f=lim,o'. 对 无 穷 损 伤 方 


法 ,f= 二 lim inf,e'. 在 前 一 种 情况 下 ,二 zr0', 后 一 情 


况 则 f 志 70”, 这 也 是 0 与 0" 方 法 名 称 的 由 来 , 树 方 
法 最 早 是 由 拉克 伦 (Lachlan,A. H ) 在 用 0 优先 方 
法 证 明 非 分 裂 定 理 时 使 用 的 . 但 现在 已 被 用 在 各 种 
有 穷 与 无 穷 损伤 方法 中 . 对 无 穷 损 伤 方法 , 树 形 构造 
还 能 目 然 地 解决 限制 郴 数 不 一 定 能 同时 降低 的 问 
题 . 

34 EK AL 73 ik (pinball machine method) 一 种 
重要 的 递归 论 构造 方法 .一 般 用 于 无 穷 损 伤 方法 .在 
无 穷 损 伤 方法 中 ,通常 lim, r(e,s) X eo CH rB r(e,z) 
表示 R. FE s 2 AY BR el eR BO), ARE lim inf,r(e,s) 
«coo. MR. 对 优先 级 较 低 的 需求 会 打开 无 穷 多 次 
“窗口 ”但 当 多 个 需求 共同 作用 时 ,有 可 能 产生 一 个 
需求 的 限制 函数 减 小 . 另 一 个 却 增 加 的 情形 , 即 可 能 
产生 lim inf, (max (r(euys),r(elys))) 一 co 的 情形 . 
弹 球 机 方法 就 是 为 解决 此 障碍 设计 的 . 其 基本 思想 
是 : 当 某 个 正 需 求 产 生 候选 元 以 后 ,该 元 并 不 是 一 步 
就 进入 要 构造 的 集合 (需要 该 元 在 某 一 时 刻 同时 大 
于 所 有 优先 级 较 高 的 需求 的 限制 函数 ) ,而 是 逐步 进 
行 . 只 要 该 元 大 于 某 个 优先 级 较 高 需求 的 限制 函数 ， 
就 可 以 “通过 ”这 个 需求 的 限制 ,而 等 待 下 一 个 需求 
的 限制 函数 降低 . 若 该 候选 元 通过 了 所 有 优先 级 较 
高 的 需求 的 限制 , 则 这 个 元 就 能 放 人 要 构造 的 集合 . 
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由 于 这 种 过 程 是 逐步 进行 的 ,因此 ,只 要 求 每 个 需求 
能 开放 无 穷 多 次 “窗口 ”而 不 是 要 求 它 们 同时 打开 
各 种 “窗口 ”), 则 优先 级 较 低 的 正 需 求 就 能 够 满足 . 

一 个 具体 的 弹 球 机 模型 有 无 穷 个 洞穴 Ho, Hi, 
SERRAR 门 col … 及 一 个 收集 袋 Gi 每 个 
H, 相应 于 正 需 求 Pa AI G, 则 相应 于 负 需 求 Na» 
每 个 H, 在 适当 时 候 会 弹出 一 个 球 ( 实 际 上 是 一 个 
自然 数 )， 该 球 会 尽量 设法 通过 网 门 Gurt 
Co, 并 进入 G- 大 这 个 候选 元 在 阀门 Ga PO FFA 
在 某 一 步 大 于 Ni+i 的 限制 郴 数 , 则 该 候选 元 在 这 一 
步 就 能 通过 阀门 C+, 并 进入 阀门 Gic d T ERES 
后 通过 了 Go 进入 G-， 则 就 可 将 这 个 元 放 人 要 构造 
的 集合 中 . 弹 球 机 模型 是 勒 曼 (Lerman,M. ) 首 先 提 
出 的 . 

可 判定 逻辑 系统 (decidable logic system) Ħ 
有 能 行 判 定 算法 的 逻辑 系统 .一 个 逻辑 系统 $ 是 可 
判定 的 ,是 指 存在 一 个 能 行 的 算法 ,使 得 该 算法 能 够 
判定 S 中 的 任何 公式 是 否 可 证 . xr HISP SIR d 
码 , 则 可 以 得 到 更 为 精确 的 描述 : 奇 G 是 S 中 公式 
到 自然 数 集 的 一 个 能 行 一 一 映射 , 且 对 S 中 可 证 公 
式 的 集合 P,G(P) 为 递归 集 , 则 称 该 逻辑 系统 可 判 
定 , 否 则 称 其 不 可 判定 . 最 基本 的 可 判定 逻辑 系统 是 
古典 命题 演算 系统 . 此 外 , 像 直 觉 主义 的 命题 演算 系 
统 、 模 态 逻 辑 的 命题 演算 系统 (包括 7,K4,S4,D4， 
S5) 都 是 可 判定 的 .有 穷 值 逻辑 的 命题 演算 系统 也 
是 可 判定 的 ,但 它们 相应 的 一 阶 谓词 演算 系统 都 不 
可 判定 .不 过 它们 的 一 些 子 类 仍然 是 可 判定 的 . 目前 
已 知 的 可 判定 的 古典 一 阶 谓词 演算 系统 的 子 类 主要 
A: 

1 只 含 一 元 谓词 的 公式 类 . 

2. 只 含 等 号 ,不 包含 其 他 谓词 、 函 词 的 公式 类 . 

EAYN zi; V rad yid ys d yA 的 公式 类 . 

4. JE A Yr Yr: Yan dy 3y: dy, Vi Vz: 
Vz,A 的 公式 类 . 

(在 子 类 3 和 4 中 ,4 为 不 含量 词 BRASS 
自由 变 元 的 公式 ) 

可 判定 数学 理论 (decidable mathematical theo- 
ry) 具有 能 行 判 定 算法 的 数学 理论 . 对 于 语言 Y 
上 的 理论 了 ,大 存在 一 个 能 行 的 算法 AL , 使 得 对 L 
上 的 任何 语句 o, AL 可 以 判定 “co€ET" 是 否 成 立 , 则 
称 理论 了 是 可 判定 的 ,反之 称 其 为 不 可 判定 的 . 以 
上 定义 的 更 为 形式 化 的 描述 ,可 以 通过 哥 德 尔 编 码 
KAA: AT RBS WHC CHEY 的 语句 集 
到 一 个 递归 集 S 的 (直观 意义 下 的 ) 能 行 一 一 映射 . 
且 G(T) 为 递归 集 , 则 称 理 论 醋 是 可 判定 的 ,否则 称 
其 为 不 可 判定 的 . 目前 已 知 的 可 判定 数学 理论 主要 
A: 

1. ThCGo D) Go 为 自然 数 集 )， 


2. THQ, xD (Q 为 有 理 数 集 ). 

3. ThCGo, 3-5). 

4. ThCG 4-2) (z 为 整数 集 ). 

5. 代数 封闭 域 的 理论 . 

6. 实 闭 域 的 理论 . 

7. BaD ZR BER RE iE. 

8. 有 序 阿 贝 尔 群 的 理论 . 

9. 布尔 代数 的 理论 ， 

10. 自由 群 的 理论 . 

11. 网 氏 几 何 的 理论 . 

12. 双 曲 几何 的 理论 . 

13. p 进位 域 的 理论 . 

14. 有 限 域 的 理论 . 

15. 线性 序 集 的 理论 . 

量词 消去 方法 (method of elimination of quan- 
tifiers) 研究 判定 问题 的 一 种 方法 . 一 般 用 它 来 证 
明 一 些 数学 理论 的 可 判定 性 ,也 是 证 明 数 学 理论 可 
判定 性 的 最 早 的 方法 . 量词 消去 法 的 基本 思想 是 :对 
某 个 语言 c 的 一 阶 数学 理论 了 , 奋 对 有 的 任何 无 
量词 公式 都 可 以 能 行 地 判定 其 是 否 在 了 中 ,并 且 任 
何 SH 的 公式 都 可 以 能 行 地 化 为 一 个 (在 理论 了 之 
下 ) 等 价 的 无 量词 公式 , 则 理论 了 是 可 判定 的 . 由 于 
前 一 条 件 通 常 可 以 满足 ,因此 ,关键 往往 是 证 明 后 一 
条 件 成 立 . 在 实际 证 明 中 ,一 般 是 证 明 一 个 形 如 
3xM(z) 的 公式 可 以 等 价 于 SÉ 中 原子 公式 的 某 个 
布尔 组 合 . 量词 消去 方法 是 由 挪威 数学 家 斯 科 朗 
(Skolem, A. T. ) 创 造 , 并 由 波兰 学 者 塔 尔 斯 基 
(Tarski, A. ) 发 展 的 . 该 方法 已 被 成 功 地 用 来 解决 
许多 数学 理论 的 判定 问题 . 其 中 最 强 的 结果 属于 塔 
尔 斯 基 , 他 证 明了 实 闭 域 理论 是 可 判定 的 . 

模型 论 方法 (model theoretic method) 研究 
判定 问题 的 一 种 方法 . 用 模型 论 方法 的 证 明 ,一般 是 
基于 如 下 事实 :者 理论 了 7 有 一 个 递归 可 枚 举 的 公理 
集 , 并 且 了 是 完备 的 , 则 理论 人 是 可 判定 的 . 而 理论 
的 完备 性 ,很 多 是 通过 模型 论 方法 证 明 的 . 例如 ， 
许多 证 明 都 用 到 了 以 下 定理 : 若 理 论 下 没有 有 穷 模 
型 ,并 且 存 在 某 个 无 穷 基 数 ,使 了 为 < 范畴 的 ( 即 
T 的 任何 两 个 基数 为 e 的 模型 是 同 构 的 ), 则 7 了 为 
完备 理论 . 此 外 ,通过 适当 的 改进 ,上 述 方法 还 可 以 
应 用 到 一 些 非 完备 理论 上 . 

解释 方法 (interpretation method) 研究 判定 
问题 的 一 种 方法 . 该 方法 基于 如 下 原理 :对 语言 x 
的 理论 了 ,和 奋 有 一 语言 A 的 理论 三 是 可 判定 的 ,并 
且 存 在 一 个 从 有 黎 的 语句 集 到 o7 的 语句 集 的 能 行 映 
射 二, 使 得 对 27 的 任 一 语句 ET, 4 HAC) 
ET', 则 工 也 是 可 判定 的 . 车 理论 7 了 是 不 可 判定 的 ， 
并 且 了 可 以 解释 到 中, 则 TT' 也 一 定 是 不 可 判定 
的 . 解释 方法 经 过 适当 修改 ,已 成 为 证 明 某 些 数学 理 


论 不 可 判定 性 的 有 力 工具 . 

不 可 判定 的 递归 论 问题 Cundecidable problems 
in recursion theory) 已 被 证 明 不 具有 可 判定 性 的 
一 类 递归 论 问题 . 递归 论 本 身 的 大 部 分 问题 都 是 不 
可 判定 的 . 其 中 最 基本 的 问题 是 停机 问题 (参见 “ 停 
机 问题 ”). 除 此 之 外 ,根据 瑞 斯 (Rice,H.G. ) 定 理 ， 
任何 非 平凡 ( 即 不 等 于 名 ,w) 的 下 标 集 AC 即 存在 部 
分 可 计算 函数 的 类 o, TE A= (eig € o )) 都 是 非 
递归 的 ,因此 ,大 部 分 涉及 下 标的 递归 论 问题 都 是 不 
可 判定 的 .常见 的 有 : 

判定 9. 5 o, 是 否 相 等 ? 

HEW RBA? 

FEW. 是 否 为 递归 集 ? 

判定 W. 是 否 为 空 集 ? 

判定 o. ERNEA? 

半 图 埃 系 统 的 不 可 判定 性 Cundecidability of 
semi-Thue system) 半 图 埃 系 统 字 问题 的 不 可 判 
XE RETE. 半 图 埃 系统 的 判定 问题 是 指 :是 否 存在 一 个 
能 行 的 算法 ,使 得 对 任何 半 图 埃 系统 S 及 S 的 任意 
两 个 字 W1,W;, 该 算法 可 以 判定 

WSW, 

是 否 成 立 . 由 于 这 个 问题 是 对 所 有 的 半 图 埃 系 统 而 
言 的 ,因此 也 称 为 一 般 半 图 埃 系 统 的 字 问 题 . 事实 
上 ,可 以 证 明 , 对 于 任何 图 灵机 ,可 以 构造 一 个 半 图 
埃 系统 来 模拟 图 灵机 的 计算 .因此 ,可 以 把 停机 问题 
对 应 到 一 个 半 图 埃 系统 的 字 问 题 . 故 由 停机 问题 的 
不 可 判定 性 可 以 知道 (一 般 的 ), 半 图 埃 系统 的 字 问 
题 是 不 可 判定 的 .特别 地 ,对 某 个 具体 的 半 图 埃 系 
统 , 也 有 相应 的 特殊 半 图 埃 系统 的 字 问 题 , 它 们 的 判 
定性 依赖 于 所 给 的 半 图 埃 系统 .但 确实 存在 半 图 埃 
系统 ,使 该 系统 相应 的 字 问 题 是 不 可 判定 的 . 

图 埃 系 统 的 不 可 判定 性 Cundecidability of Thu- 
e system) 图 埃 系 统 字 问题 的 不 可 判定 特性 . 图 埃 
系统 的 判定 问题 是 指 :是 否 存在 一 个 能 行 的 算法 ,使 
得 对 任何 图 埃 系 统 S RS 的 任意 两 个 字 WoW» dX 
算法 可 以 判定 

W;—'W, 

是 否 成 立 . 由 于 这 个 问题 是 对 所 有 的 图 埃 系 统 而 言 
的 ,因此 也 称 为 一 般 图 埃 系 统 的 字 问 题 . 事实 上 ,可 
个 字母 , 它 是 不 可 判定 的 . 因此 一 般 图 埃 系统 的 字 问 
题 是 不 可 判定 的 . 特别 地 ,对 某 个 具体 的 图 埃 系 统 ， 
也 有 相应 的 特殊 图 埃 系统 的 字 问 题 ,它们 是 否 可 判 
定 ,依赖 于 所 给 的 图 埃 系统 . 由 上 面 的 讨论 ,确实 存 
在 具有 不 可 解 的 字 问 题 的 图 埃 系统 . 

半 和 群 的 字 问 题 (word problem for semigroups) 
历史 上 最 先 被 证 明 不 可 判定 性 的 一 个 问题 .所 有 有 
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限 半 群 和 许多 可 数 半 群 ,可 以 由 有 穷 个 产生 元 及 这 
些 产生 元 组 成 的 有 穷 串 ( 称 为 字 ) 上 的 有 穷 个 等 价 关 
系 ( 称 为 定义 关系 ) 产 生 . 例如 , 半 群 (N, 十 ) 可 以 由 
一 个 产生 元 产生 (没有 定义 关系 ), 而 (2, 十 ,)( 十 。 表 
示 模 nn 加 法 ) 则 可 以 由 一 个 产生 元 g 使 定义 关系 
g'7— NTE CARRS Bg’ 表示 i (i 一 n)). 所谓 半 
群 的 字 问 题 是 指 : 是 否 存在 能 行 的 算法 ,使 得 对 任意 
由 有 穷 个 产生 元 和 有 穷 个 定义 关系 生成 的 半 群 ,及 
由 这 些 产 生 元 组 成 的 两 个 字 Wi,W;, 该 算法 可 以 判 
EW 与 W: 在 半 群 中 是 否 表示 同一 个 元 . 

由 于 以 上 问题 是 对 任意 半 群 而 言 的 ,因此 称 为 
一 般 的 半 群 的 字 问 题 . 对 于 一 个 特殊 的 半 群 ,也 有 其 
特殊 的 半 群 的 字 问 题 . 波兰 -美国 数理 逻辑 学 家 波斯 
特 (Post ,E.L. ) 和 俄国 数学 家 马尔 可 夫 (Mapkos, A. 
A. ) 证 明了 一 般 的 半 群 的 字 问 题 是 不 可 解 的 ,并 且 
存在 由 有 穷 个 产生 元 和 有 穷 个 定义 关系 产生 的 半 
群 , 其 对 应 的 特殊 的 半 群 的 字 问 题 是 不 可 解 的 .首先 
考虑 半 群 的 字 问 题 是 挪威 数学 家 图 埃 (Thue,A. ). 
它 是 一 个 在 形式 上 与 逻辑 没有 联系 的 问题 . 

群 的 字 问 题 (word problem for group) 一 个 
不 可 判定 性 问题 .所 有 有 限 群 和 一 些 可 数 无 穷 群 ,可 
以 由 有 穷 个 产生 元 及 这 些 产 生 元 组 成 的 有 穷 串 ( 称 
为 字 ) 上 的 有 穷 个 等 价 关 系 ( 称 为 定义 关系 ) 表 示 . 例 
T 3E RE (z.0, 4-2 Ce 为 整数 集 ) 可 以 由 两 个 产生 元 
(pons SSR KR pn~ \ ,np~ A} kM, p' RAG, 
n 表示 一 上 人 为 空 串 ,表示 0. 所 谓 群 的 字 问 题 是 指 : 
是 否 存 在 能 行 的 算法 ,使 得 对 任意 的 可 以 由 有 穷 个 
产生 元 和 有 穷 个 定义 关系 生成 的 群 ,及 由 这 些 产 生 
元 组 成 的 两 个 字 W,W;, 该 算法 可 以 判定 Wi 与 W, 
在 群 中 是 否 表 示 同 一 个 元 . 

由 于 以 上 问题 是 对 任意 (可 有 限 表 示 的 ) 群 而 言 
的 ,因此 称 为 一 般 群 的 字 问 题 . 对 于 一 个 具体 的 群 ， 
也 有 其 对 应 的 特殊 的 群 的 字 问 题 . 相对 半 群 的 字 问 
题 来 说 , 群 的 字 问 题 的 解决 要 困难 得 多 . 解决 这 一 问 
题 的 是 诺 维 科 夫 (Novikoff , P. S. ) 和 美国 学 者 布 恩 
(Boone,W.W.) ,他们 证 明了 一 般 群 的 字 问 题 是 不 
可 解 的 ,并 且 证 明了 存在 有 穷 个 产生 元 和 有 穷 个 害 
义 关系 产生 的 群 , 其 对 应 的 字 问 题 是 不 可 解 的 . 

希 尔 伯 特 第 十 问题 (Hilbert’s tenth problem) 
关于 整 系数 多 项 式 是 否 存在 整数 解 的 难题 . 1900 
年 ,德国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert,D. ) 在 巴黎 第 二 
届 国 际 数学 家 大 会 上 作 的 题 为 4 数学 问题 》 的 著名 讲 
演 中 ,提出 23 个 问题 作为 对 未 来 数学 家 的 挑战 ,其 
中 的 第 10 个 问题 是 :寻找 一 个 算法 ,使 得 对 任意 的 
整 系数 多 项 式 尸 ,该 算法 可 以 判定 等 式 忆 =0 是 否 
有 整数 解 . 经 过 长 期 研究 ,1970 年 , 马 季 亚 谢 维 奇 
(Matijacevic , Y. ) 在 普 特 南 (Putnam,H. )、 美国 女 
数学 家 和 鲁 宾 孙 (Robinson,J. B. ) 和 美国 学 者 戴 维 斯 
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(Davis, M. D. ) 等 人 工作 的 基础 上 否定 地 解决 了 这 
一 问题 , 即 证 明了 该 算法 是 不 存在 的 . 具体 地 ,他 们 
证 明了 一 个 谓词 是 递归 可 枚 举 的 , 当 且 仅 当 该 谓词 
是 技 番 图 谓词 .由 于 存在 非 递归 的 递归 可 枚 举 谓 词 ， 
因此 可 知 希 尔 伯 特 第 十 问题 是 不 可 解 的 . 

波斯 特 对 应 问题 (Post correspondence pro - 
blem) 一 种 不 可 判定 性 问题 . 一 个 波斯 特 对 应 系 
统 是 由 一 个 字母 表 A 和 A ESN Ph ki) G= 
1,2,…,m) 的 有 穷 集合 组 成 的 系统 . A 上 的 一 个 字 zx 
称 为 该 系统 的 一 个 解 , 是 指 存在 下 
ij iu m VETE um hh hi =ki ki nnb, 

波斯 特 对 应 问题 是 指 :是 否 存 在 算法 ,可 以 对 任 
意 的 波斯 特 对 应 系统 判断 它 是 否 有 人 解 .通过 半 图 埃 
系统 的 不 可 判定 性 ,可 以 证 明 波 斯 特 对 应 问题 是 不 
可 解 的 .波斯 特 对 应 问题 是 波兰 -美国 数理 逻辑 学 家 
Wt Post, E. L.) F 1946 年 提出 的 一 个 判定 问 
题 , 它 的 重要 性 在 于 利用 它 可 以 证 明 许 多 其 他 问题 
的 不 可 判定 性 . 

不 可 判定 逻辑 系统 (undecidable logic system) 
不 具有 能 行 判 定 算法 的 逻辑 系统 .一 个 逻辑 系统 S 
是 不 可 判定 的 ,是 指 不 存在 一 个 能 行 的 算法 ,使 得 该 
算法 能 够 判定 S 中 的 任何 公式 是 否 可 证 . 美国 数学 
家 、 逻 辑 学 家 丘 奇 (Church,A.) 和 英国 数学 家 图 灵 
(Turing, A. M. ) 证 明了 一 阶 谓词 演算 系统 是 不 可 
判定 的 . 此 外 , 像 直 党 主义 逻辑 的 谓词 演算 系统 、 多 
值 逻辑 与 模 态 逻辑 的 谓词 演算 系统 也 都 是 不 可 判定 
的 .不 过 ,一 阶 谓词 演算 系统 的 一 些 公 式 类 却 是 可 判 
定 的 ,但 大 部 分 仍 是 不 可 判定 的 . 目前 知道 的 不 可 判 
定 的 公式 类 主要 有 : 

1. 3xid x; Jan Y yY ys Vy, AE IA XS CA 
HORAE Ris]. EL HENRI. 下 同 ). 

2. Jr Jr Jr Yyy ys V dz A EHAR. 

3. JarI x; VyiV ys: Yy dzA 形 的 公式 类 . 

4. 3xid x; Vydzdzss732AJÉEBIA XA. 

5. VxJ3yVz3wudw-deÀAJÉ BIA AS. 

6. Jzxi13x;323;VyA xXX3Jxid x; V y3zA 形 的 公式 
类 . 

7. 3zV yiV y;dzidz2 A X V xd yVz3dwuidusA BK 
公式 类 . 

不 可 判定 数学 理论 (undecidable mathematical 
theory) 不 具有 能 行 判定 算法 的 数学 理论 . MT 
言 乡 上 的 理论 本 ,如 果 不 存在 一 个 能 行 的 算法 ,使 
得 对 于 S£ 中 的 任何 语句 a, 该 算法 可 以 判定 “cE€ET” 
是 否 成 立 , 则 称 理论 7 是 不 可 判定 的 . 最 早 被 证 明 
为 不 可 判定 的 数学 理论 是 佩 亚 诺 算术 PA GK IF] 
ESHA ZZ. BES HK Er (Church, A. ) 于 1936 
年 证 明 的 ), 实 际 上 ,P4 的 任何 无 矛盾 扩张 都 是 不 
可 判定 的 (如 各 种 公理 集合 论 系 统 就 是 不 可 判定 的 ， 


参见 “算术 系统 的 不 可 判定 性 ”). 目前 已 知 下 列 数学 
理论 是 不 可 判定 的 : 

1.Th((z, 十 ,。)) (z 为 整数 集 ). 

2. Th(《Q, 十 ,。)) Q 为 有 理 数 集 ). 

3. 群 理论 . 

4. 半 群 的 理论 . 

5. 环 的 理论 . 

6. 域 的 理论 . 

7. 格 的 理论 . 

8. 分 配 格 的 理论 . 

9. 偏 序 理论 . 

正规 系统 的 不 可 判定 性 (undecidability of nor- 
mal system) 一 种 文法 系统 的 不 可 判定 特性 . 所 请 
正规 系统 的 判定 问题 是 指 : 是 否 存 在 能 行 的 算法 ,使 
得 对 任意 的 正规 系统 S RS 上 的 两 个 字 Wi,W,, 该 
算法 可 以 判定 

WSW, 

是 否 成 立 . 正规 系统 的 判定 问题 是 不 可 解 的 . 由 于 以 
上 问题 是 对 所 有 的 系统 而 言 , 故 称 为 一 般 正 规 系 统 
的 判定 问题 . 对 具体 的 正规 系统 ,也 有 其 对 应 的 特殊 
的 判定 问题 ,后 者 依赖 于 所 给 的 系统 .事实 上 ,存在 
仅 有 两 个 字母 组 成 的 正规 系统 ,其 对 应 的 特殊 的 判 
定 问题 是 不 可 解 的 . 

波斯 特 系 统 的 不 可 判定 性 (undecidability of 
Post system) 一 种 文法 系统 的 不 可 判定 特性 . 波 
斯 特 系统 的 判定 问题 是 指 ; 是 否 存 在 能 行 的 算法 ,使 
得 对 任意 波斯 特 系统 S RS 上 两 个 字 W W BRA 
法 可 以 判定 

WSW, 

是 否 成 立 . 此 问题 称 为 一 般 的 波斯 特 系 统 的 判定 问 
题 . 此 问题 是 不 可 解 的 .对 具体 的 波斯 特 系 统 , 也 有 
其 对 应 的 特殊 的 判定 问题 . 事实 上 ,存在 一 个 波斯 特 
系统 ,使 得 其 对 应 的 判定 问题 是 不 可 解 的 . 

算术 系统 的 不 可 判定 性 Cundecidability of ari- 
thmetic system) 佩 亚 诺 算术 系统 的 不 可 判定 特 
性 . 1936 SF, Fe HR BE A Fe Ay (Church, 
A. ) 用 哥 德 尔 证 明 不 完备 定理 的 思想 证 明了 佩 亚 详 
算术 的 不 可 判定 性 .美国 学 者 罗 塞 (Rosser,J. B. ) [Al 
年 证 明了 佩 亚 诺 算 术 是 本 质 不 可 判定 的 (参见 “本 质 
不 可 判定 性 ”). 由 算术 系统 的 本 质 不 可 判定 性 还 可 
以 得 到 诸如 ZF 系统 等 重要 理论 的 不 可 判定 性 . 

本 质 不 可 判定 性 (essential undecidability) 一 
个 不 可 判定 的 数学 理论 . A Pe BT 是 不 可 
判定 的 , 且 其 任意 无 矛盾 扩张 也 是 不 可 判定 的 . 则 称 
其 为 本 质 不 可 判定 的 .本 质 不 可 判定 的 概念 和 思想 
对 证 明 许 多 数学 理论 的 不 可 判定 性 有 很 大 作用 . 如 
果 能 证 明 某 一 本 质 不 可 判定 理论 T AERE T rp 


解释 , 则 可 知 理论 7 是 不 可 判定 的 .本 质 不 可 判定 
理论 的 最 基本 的 一 个 例子 是 佩 亚 诺 算 术 系 统 . 

ZEAR il (Diophantine predicate) 一 种 特 
殊 谓 词 . 它 是 可 表示 为 带 量 词 的 整 系数 多 项 式 等 于 
0 的 形式 的 谓词 . X — iH Wn] Mz 9009 ers TOR UAR 
AR yxidysn3ys PLCE 9 La 9 Ta Yis yos tty 
0) 的 形式 ,其 中 p 为 整数 系数 多 项 式 , 则 称 MAE 
番 图 谓词 (表达 式 和 量词 的 定义 域 为 自然 数 ). 因此 ， 
一 个 丢 番 图 谓词 对 应 于 某 个 丢 番 图 等 式 的 可 解 性 . 
1970 4E, 35 BW iff HEF (Matijacevic, YO uEBH T — i8 
词 为 部 分 可 判定 , 当 且 仅 当 它 为 丢 番 图 谓词 .因此 存 
在 不 可 判定 的 丢 番 图 谓词 . 这 一 结论 证 明了 希 尔 伯 
特 第 十 问题 是 不 可 解 的 . 

计算 复杂 性 测度 (computational complexity 
measure) 简称 复杂 性 测度 . 对 计算 复杂 性 概念 的 
一 种 定量 刻画 . 计算 复杂 性 理论 最 关心 的 一 个 问题 ， 
是 某 个 递归 函数 的 计算 过 程 或 某 个 递归 问题 的 判定 
过 程 到 底 有 多 复杂 .为 了 回答 这 个 问题 ,首先 必须 给 
出 度量 计算 (或 判定 ) 过 程 之 复杂 性 的 标准 . 对 此 ,有 
各 种 各 样 可 能 的 选择 .例如 ,在 某 种 计算 模型 之 下 所 
化 的 计算 步 数 或 者 所 用 到 的 空间 等 .这些 都 在 一 定 
程度 上 从 某 些 特定 的 角度 反映 了 计算 (判定 ) 过 程 的 
复杂 程度 . 从 而 可 以 作为 其 复杂 性 测度 . 

HRN BM ERG SERRE PBA x IB. 
其 (收敛 的 ) 计 算 过 程 的 复杂 性 测度 可 以 是 某 个 ( 具 
特定 含义 的 ) 自 然 数 ,例如 记 为 ©, (x). 这样 一 来 ,对 
应 于 算法 P 的 复杂 性 测度 ,实际 上 是 一 个 函数 
Ax®, (xr). WE RUBER A P 的 复杂 性 函数 ,其 定义 域 恰 
好 由 使 P 收敛 的 输入 所 组 成 . 而 其 取 值 则 在 自然 数 
中 . 如 果 假 定 某 种 算法 的 全 体 已 被 能 行 地 列举 出 来 : 
Pos Pis Poste AEW P; 是 以 自然 数 输入 的 . 那么 其 
相应 的 复杂 性 测度 便 是 一 个 函数 列 :@,,8$, ,5,,… 其 
中 6, G018 TE P;(n) 收 全 时 有 定义 ,而 其 值 是 算法 P, 
在 输入 nn 后 的 计算 复杂 性 度量 (参见 “ 布 鲁 姆 测 
E”). D= {Gi};ew 便 是 一 种 计算 复杂 性 测度 . 其 中 的 
每 个 更 都 称 为 复杂 性 函数 . 行 更 的 定义 依赖 于 所 给 
的 计算 模型 (如 更 (2z) 定 义 为 计算 步 数 或 使 用 空间 
等 ), 则 称 D 为 面向 模型 的 复杂 性 测度 . 否则 便 称 为 
与 模型 无 关 的 . 

确定 型 时 间 复 杂 性 测度 (deterministic time 
complexity measure) 一 种 复杂 性 测度 . 它 是 以 计 
算 步 数 为 度量 的 复杂 性 测度 . 设 M 为 (确定 型 ) 算 法 
(计算 模型 ). AF w 输入 M 后 在 n 步 收敛 (停机 ). 
则 称 n AM RAW INR RRR RE. 若 
M 在 输入 W Je A WU AY [8] JG ECR 
LAK). BU Ou CoD RAN M 在 输入 w 时 的 计算 时 
间 ,并 作为 M 的 复杂 性 测度 . 则 Bw BRON M 的 时 间 
复杂 性 测度 . 一 般 地 , 若 把 某 种 算法 的 全 体 枚 举 出 
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来 :Mo,A ,Ah … 并 以 中 表示 Dy 作为 M, 的 时 间 
复杂 性 测度 . 则 p= 19;};e。 便 是 关于 这 种 算法 的 时 
则 复杂 性 测度 , 时 间 复 杂 性 测度 D 记 为 DTIME. 设 
Pu 为 算法 M 的 时 间 复 杂 性 测度 . MS D ulan) = 
max {Pyl |W KEX n). MER @'w X M 运行 时 间 
CER AO) BC ESTE [8] d AE HE pR T. 

运行 时 间 (running time) 
性 测度 ”. 

X Ffit A (realtime computation) 一 种 时 间 
复杂 性 较 低 的 计算 . 设 Ou 为 算法 M 的 时 间 复 杂 ， 
PRN. RHE nEw, A Pun) <n, WK M 为 具有 
实时 计算 的 或 者 可 在 实时 内 计算 的 . 而 依 M 所 进行 
的 计算 都 称 为 实时 计算 .者 某 个 泪 数 了 可 由 一 个 具 
有 实时 计算 的 算法 来 计算 , 则 称 f 为 实时 可 计算 隆 
数 . 

实时 可 计 算 函 数 (realtime computable func- 
tion)” 见 “实时 计算 ”. 

确定 型 空间 复杂 性 测度 (deterministic space 
complexity measure) 一 种 复杂 性 测度 . 它 是 以 所 
需 空间 为 度量 的 一 种 复杂 性 测度 . M 为 (确定 型 ) 
算法 GEO MM 输入 字 W 后 ,计算 收敛 ,并 且 在 整个 
计算 过 程 使 用 了 个 空间 单元 (如 纸 带 单元 ), 则 称 
n JJ M 在 输入 W 的 计算 空间 . 如 果 计 算 不 收敛 , 则 
其 计算 空间 无 定义 . AW Oy WRR MM 在 输入 W 
时 的 计算 空间 ,并 以 Bx 作为 M 的 复杂 性 测度 , 则 
称 Ou 
的 枚 举 , 并 以 @ 表示 M 之 空间 复杂 性 测度 Oy, , 则 
9 一 49)eos 称 为 关于 这 种 算法 的 空间 复杂 性 测度 
(确定 型 ). 空间 复杂 性 用 DSPACE 表示 . 设 Ou 为 
算法 M 的 空间 复杂 性 测度 , 则 函数 

D' y(n) =max{(@y(W) |W Ft Jn) 
称 为 M BS YES E CER BO PRA M 的 空间 复杂 性 
PRI C. 

空间 复杂 性 函数 (space complexity function) 
见 “ 确 定型 空间 复杂 性 测度 ”. 

非 确 定型 时 间 复 杂 性 测度 (nondeterministic 
time complexity measure) 一 种 复杂 性 测度 . 是 对 
应 于 非 确 定型 算法 的 以 计算 步 数 度量 的 复杂 性 测 
度 . 非 确定 型 时 间 复 杂 测 度 记 为 NTIME. 

非 确 定型 空间 复杂 性 测度 (nondeterministic 
space complexity measure) 一 种 复杂 性 测度 . € 
是 关于 非 确定 型 算法 并 以 计算 所 需 空 间 为 度量 的 一 
种 复杂 性 测度 . 非 确 定型 空间 复杂 性 测度 记 为 
NSPACE. 

Bet fe) RJ $4] 3 ER HY (time constructable function) 
RR UL BS — RE FE DLE IR] BR C. 设 D A 39 A PR 
数 , 如 果 存 在 一 个 图 灵机 MM, 使 对 任何 字 长 为 n 的 
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空间 复杂 性 测度 , 行 Mo,Mi,… 为 某 种 算法 


字 W, 当 W 输入 MM 后 ,M 恰好 在 fl(n) 步 停机 . 则 称 
为 时 间 可 构造 的 . 实际 上 ,递归 也 数 了 满足 条 件 
V ar CAE) $ n) (e>0 为 某 个 常数 ). 则 只 
要 存在 某 个 图 灵机 M 和 常数 c, 使 M 在 任何 长 为 ?> 
的 字 输 入 后 都 会 在 c* /za) 步 之 内 停机 ,那么 f£ x 
定 是 时 间 可 构造 的 函数 . 对 时 间 可 构造 的 函数 了 来 
说 ,全 体 以 了 了 为 时 间 界 函数 的 图 灵机 可 以 能 行 地 枚 
Æ HR: Mo Mist XIF, UCM; |E w) tA g Æ A f 
Ay FR PCR ESTE [8] E I PES nS C LMA B M, 
接受 的 语言 ), 即 为 DTIME(f)= {| 存在 一 个 图 灵 
HLM, A f£ 为 时 间 界 孔 数 接受 工 }. 这 一 点 , 当 了 不 
是 时 间 可 构造 图 数 时 并 不 成 立 . 

空间 可 构造 函数 (space constructable func - 
tion) 图 灵机 的 一 种 空间 限定 图 数 . 设 了 为 一 元 递 
归 函 数 . 如 果 存 在 一 个 图 灵机 M ,使 对 M 输入 任何 
FW 时 ,其 总 停机 ,和 且 停 机 时 纸 带 上 恰好 有 (IW |) 
个 单元 非 空 (其 中 |W | 表示 W 之 字 长 ), 同 时 在 整个 
计算 过 程 中 没有 用 到 f(|IW|) 之 外 的 其 他 单元 . 那 
AER f 为 空间 可 构造 晒 数 .递归 函数 了 为 空间 可 构 
造 的 , 当 且 仪 当 存在 一 个 图 灵机 M 和 常数 c, 使 得 
M 计算 S, H M 的 空间 复杂 性 函数 Bw 满足 

VnGOD, O1) Ec * f). 

当 上 了 了 为 空间 可 构造 图 数 时 ,全 体 以 节 为 空间 界 
函数 的 图 灵机 可 以 能 行 枚 举 出 来 . 但 对 一 般 的 递归 
PR DEI BRUST. 

Xt ER HL (bounding function) 一 种 特殊 函数 . 
是 时 间或 空间 复杂 人 性 的 限定 函数 . 设 M 为 一 个 算 
法 ,@ 为 其 一 个 复杂 性 测度 .了 为 一 元 数论 函数 ,大 
IHEM FW MBA SWI<SCW |). WK SAM RK 
T eB —-^ 3 RRM. 特别 地 , 当 分别 为 时 间 和 和 空 
间 复 杂 性 测度 时 ,相应 地 称 了 为 M 的 时 间 界 也 数 和 
7s [H] FE ER BX. 

界 函 数 的 男 一 个 含义 是 关于 复杂 性 类 的 . 设 @ 
为 某 个 复杂 性 测度 ,了 为 一 元 数论 泡 数 . He OCR 
示人 全体 以 了 为 也 办 函数 的 算法 所 接受 的 (计算 的 ) 
ta a AOX , MWE S ARREK OS WF wR, 
INP SAO AZ BILGE FARR” “PRE 
ZR TES). 

复杂 性 类 (complexity class) 递归 论 的 基本 概 
念 之 一 . 指 由 一 些 复 杂 性 相似 的 客体 所 组 成 的 类 . 设 
o 为 复杂 性 测度 ,j 了 为 一 元 数论 函数 ,将 全 体 关 于 © 
以 节 为 界 果 数 的 算法 所 计算 (接受 ) 的 函数 (语言 
组 成 的 类 CÓ , 称 为 以 节 为 界 函 数 ( 或 名 ) 的 复杂 性 
类 .这样 , 依 B(f) 中 客体 的 不 同 , 便 有 具体 的 语言 复 
FREE Al PR A A ER PER. 又 依 D 性 质 的 不 同 而 有 时 
间 复 杂 性 类 和 空间 复杂 性 类 之 分 . 

函数 复杂 性 类 (complexity class of functions) 
一 种 复杂 性 类 . 指 由 一 些 具有 “相似 ”复杂 性 的 递归 


PK AT AM SRA. 设 f 为 一 个 一 元 递归 函数 . B= 
(9p, 史 ) 为 一 个 布 鲁 姆 空间 (参见 “ 布 鲁 姆 空间 ”). 令 
OB NM=lele 为 递归 函数 & Fi 
(g=@G8Vae(G(m<fl(r)))}, 
WER CÓ B f Err-^E Bg BARE eK. f 称 为 
Cf) 2 A XR BM. AF T RMR WOO) 
—UIeCOODIf€ FI F 的 复杂 性 类 . 

语言 复杂 性 类 (complexity class of languages) 
一 种 复杂 性 类 . 指 具 有 特定 复杂 性 的 语言 组 成 之 集 
Sf KLARA SER Mig 上 的 语言 ,是 指 由 
上 的 字 ( 即 有 穷 字 母 串 ) 组 成 之 集合 . 设 M 为 一 个 算 
法 ,Bw 为 其 复杂 性 测度 ,二 为 M 所 接受 的 语言 . 若 
存在 函数 1, 使 对 任何 oE€L, 都 有 Bu(o) 志 1:(1o|)， 
则 称 工 为 M 关于 Bx 以 上 为 界 函 数 而 接受 的 语言 . 
并 称 工 是 具有 复杂 性 t 的 语言 .所 有 有 具有 复杂 性 1 
的 语言 组 成 之 类 OMA 的 语言 复杂 性 类 . 此 时 ， 
上 称 为 到 (t) 之 名 或 界 函 数 . 若 下 为 函数 集合 ,此 
O(F)=U{O@) [t€ FJ) MHA F 的 (语言 ) 复 杂 性 类 . 

时 间 复 杂 性 类 (time complexity class) 一 种 
复杂 性 类 . 它 是 由 (确定 或 非 确定 型 ) 时 间 复 杂 性 测 
度 所 导出 的 复杂 人 性 类 . 设 @ 为 时 间 复 杂 性 测度 ,f 为 
数论 函数 , 则 将 有 (六 = 人 | 存在 一 个 关于 下 以 了 为 
界 函 数 的 算法 M 接受 LIMA RR SRT OH) 
时 间 复杂 性 类 ,或 更 明确 一 些 , 称 为 时 间 复杂 性 语言 
类 . 类 似 地 ,可 以 定义 时 间 复 杂 性 函数 类 . f 称 为 
Of) FPR RY. 若 下 为 数论 函数 集 , 则 的 时 
间 复 杂 性 类 为 

PCF) = U 90). 
习惯 上 ,确定 型 时 间 复 杂 性 类 用 记号 
-DTIME(f) 和 c-DTIMECF) 
表示 . 其 中 z 表示 某 种 算法 的 类 型 .例如 ,对 应 于 图 
灵机 模型 ,就 有 复杂 性 类 了 T-DTIME (f) M T- 
DTIME CF). 此 外 ,由 于 常见 的 各 种 模型 对 应 的 时 
间 复 杂 性 测度 都 是 多 项 式 相关 的 ,因此 ,时 间 复 杂 性 
类 常用 图 灵机 模型 为 代表 . 从 而 ,DTIME( 几 通常 都 
是 指 由 图 灵机 模型 而 导出 的 时 间 复 杂 性 类 . 类 似 地 ， 
对 非 确 定型 时 间 复 杂 性 类 也 有 相应 的 记号 t- 
NTIME Cf), t-NTIME CF), NTIME Cf) sf 
NTIMECF). 

现 令 multi T 表示 多 带 图 灵机 ,id RANA wR, 
Lin, Pol 和 2 "分 别 表示 线性 函数 类 、 多 项 式 函 数 类 
和 指数 函数 类 , 则 下 面 为 一 些 常见 的 时 间 复 杂 性 类 ，. 

REALTIME =multi T-DTIME(id), 

LINTIME =multi T-DTIME (Lin), 

P=DTIME (Pol), 

DEXPTIME-—DTIME(2^), 

Q=multiT—NTIME(d), 


NP=NTIME (pol), 

NEXPTIME= NTIME (2™). 

空间 复杂 性 类 (space complexity class) 一 类 
复杂 性 类 . 它 是 由 空间 复杂 性 测度 所 导出 的 复杂 性 
类 (参见 “复杂 性 类 ”). 由 于 常见 的 各 种 计算 模型 
所 对 应 的 空间 复杂 性 测度 都 是 线性 相关 的 . 因此 ， 
通常 以 图 灵机 模型 为 代表 进行 讨论 . 并 且 以 
DSPACE 7) 表示 以 了 为 界 函 数 的 确定 型 图 灵机 模 
型 对 应 的 空间 复杂 性 类 . BI DSPACE = GL FE TE 
以 了 为 空间 界 函 数 的 确定 型 图 灵机 接受 工 }. 称 之 为 
了 的 空间 复杂 性 类 . 函数 集 F 的 空间 复杂 性 类 则 为 

DSPACECF) = UJ DSPACE (f). 

当 需 要 特别 指出 空间 复杂 性 所 对 应 的 算法 类 型 * 
时 ,用 记号 r-DSPACE(f) 和 r-DSPACE(F) #m. 
对 非 确 定型 空间 复杂 性 类 ,也 有 相应 的 记号 
NSPACE (f), NSPACE CF), 7-NSPACE Cf) FI t- 
NSPACE (F). 另外 ,空间 复杂 性 函数 类 也 可 仿 此 定 
ot. 

以 下 是 一 些 常 见 的 空间 复杂 性 类 : 

L=DSPACE (log), 

NL=NSPACE (log), 

NLINSPACE=DSPACE (lin), 

NLINSPACE=NSPACE (lin), 

PSPACE=DSPACE (pol), 

EXPSPACE=DSACE(2"), 
其 中 log, lin, pol 和 2^4 31 Be AN E BW PHBE 、 线 性 
pa XE. 

相关 性 (relatedness) 反映 复杂 性 测度 间 关 系 
的 一 种 性 质 . KO. 为 两 个 复杂 性 测度 ,并且 0— 
(Dilceu V — UV co TE Ah NGC PRG FAM 
任何 i, 

VY .cr(G@G(CzZ) 委 ZTCZ)) & Vix) 
<h(z,@;(x))). 
MPRP A v^ h JH2E RUM RE. AF 为 数论 函数 集 ， 
并 且 存 在 hoh: €E Ff 
ViV aer (D; GO EA, lr, V; Cx) & FC) 
<hy(x,®;(x))). 

WE AW E FHARR. 当 h 和 取 一 些 特定 的 
晒 数 和 函数 类 时 , 便 得 到 一 些 特 殊 的 相关 性 (参见 
“WAHAR” RERE” ERRARE”). 

递归 相关 性 (recursive relatedness) 复杂 性 测 
度 间 的 一 种 特殊 的 相关 性 , 设 $= Dhea v — 
(Yi)ies, 为 两 个 复杂 性 测度 . ETE TE XE UR PR C. 
h,, 使 得 

ViV ae (D; GO XA, Gr Vr)) & V(x) 

xh. ,;))). 
MEKSA N^ BATIK. HEAR AG. y) — max 
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(hi(z,y),hz(z,，y)), 便 可 将 上 述 条 件 等 价 地 改 成 
ViV Ls (D; GO CA Co V(r)) & V(x) 
AG, (o). 
HEAT RS A BRA AE SR PROC. 
TH 2& FR A (relative function) 
H”. 
多 项 式 相关 性 (polynomial relatedness) 复杂 
性 测度 间 的 一 种 特殊 相关 性 . 它 是 两 种 复杂 测度 在 
多 项 式 意义 下 的 等 价 性 . 设 D= {D heo Y — E cu 
为 两 个 复杂 性 测度 . 对 任何 一 元 函数 2.9 Pol(t) = 
{ 才 |REow). 若 对 任何 满足 YzEow(Cz 和 tiz)) 的 图 数 
t, HEU $XO01G)) — V(CP0l G) KSHV 3 Z i 
式 相 关 的 . 奋 存 在 多 项 式 p.f D 55 V Ep 相关 的 
(BW PRE”) MNOSWASUAAKN. 绝 大 
多 数 的 时 间 复 杂 性 测度 都 是 多 项 式 相 关 的 . 
线性 相关 性 (linear relatedness) 复杂 性 测度 
间 的 一 种 特殊 相关 性 . 它 是 两 个 复杂 性 测度 在 线性 
EME MSH. ROY 为 两 个 复杂 性 测度 . : 为 
一 元 数论 函数 , 令 Lin) — (e icEow}. 若 对 满足 
VxrC€ou(t nent 258 8LinG)-YLinG), 
WW AK o 5; v ZWEI OS WW" RREK”). 绝 大 
多 数 的 空间 复杂 性 都 是 线性 相关 的 . 
一 臻 测度 (conform measure) 反映 计算 复杂 
性 质 的 一 种 测度 . 设 理 为 复杂 性 测度 ,和 若 以 任何 递 
JA PRI aS A FR PRI BY ZR HE BRE Fr RY Ye BI T tn Se AB 
是 1 -FAR , BIDGE FE for 338 VA PRK 4 62 A 
(r p EP) =r pE lt), 
则 称 @ 为 一 致 测度 . 并 非 任何 复杂 性 测度 都 是 一 致 
测度 ,但 是 具有 有 穷 不 变性 的 测度 则 都 是 一 致 的 , 反 
之 不 然 . 此 外 ,已 知 @ 的 所 有 复杂 性 类 都 是 re 的 ,并 
不 能 保证 @ 一 定 是 一 致 的 .目前 尚 不 知道 o 的 一 致 
性 能 否 推 得 © 的 任何 复杂 性 类 都 是 re W. 
有 穷 不 变性 测度 (finite invariance measure)? x 
映 计算 复杂 性 性 质 的 一 种 测度 . Wt DW 为 一 个 复杂 性 
测度 , 如果 任何 递归 隆 数 1,i RE DR TES DG EA 
穷 变换 下 不 变 , 即 只 要 ff 与 g 只 有 有 限 处 的 值 可 能 
不 同 , 都 有 f€o0)g€o0.J3 Z3 DP A83; 
变性 测度 . 并 非 任何 测度 都 是 具有 有 穷 不 变性 的 . 例 
如 ,对 任何 布 鲁 姆 测度 P= (6,6, n 
0 (1d 
Q(r)--zr (其 他 )， 
其 中 ASE TIBIA HAA Pte, MW D= D)e AME 
一 个 布 鲁 姆 测度 ,但 它 肯 定 不 是 有 穷 不 变 的 (因为 内 
要 po 的 一 处 变化 ,就 会 引起 其 复杂 性 的 无 穷 变 化 ). 
若 @ 是 具有 有 穷 不 变性 的 , 则 更 一 定 是 一 致 的 ,并 
且 其 复杂 性 类 都 是 re 的 ,反之 不 然 . 通常 所 见 的 各 
种 自然 的 复杂 性 测度 都 是 具有 有 穷 不 变性 的 . ER 
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dix) = 


例子 表明 布 鲁 姆 公理 推 不 出 有 穷 不 变性 ,反映 了 布 
鲁 姆 公理 的 不 足 之 处 . 

复杂 性 类 的 递归 可 枚 举 性 (recursive enumer- 
ability of complexity class) 反映 复杂 性 类 的 能 行 
性 的 一 个 性 质 . 设 CO — 1 E RER, EFE 
个 递归 函数 g, OCA) = (euo (CE o) MPO AW 
AB) RAE. dp OCD ABA RARER WE re TE 
即 指 其 在 能 行 编码 之 下 的 re HE. HAHEI RARER 
都 是 re 的 ,刘易斯 (Léwis,F. D. ) 于 1971 年 首先 证 
明了 存在 非 re 的 复杂 性 类 , 哈 特 曼 尼 斯 (Hartman- 
is,J. ) 于 1973 年 进一步 证 明了 每 个 布 鲁 姆 测度 © 
都 有 一 个 子 测 度 WB V HE re 的 复杂 性 类 . 对 
于 非 re 的 复杂 性 类 ,无 法 有 一 个 能 行 的 方法 列举 出 
其 全 体 元 素 . 这 是 一 种 病态 性 质 .但 是 , 奉 复 杂 性 测 
度 @ 是 有 穷 不 变 的 , 则 关于 @ 的 任何 复杂 性 类 都 是 
re 的 (参见 “有 穷 不 变性 测度 ”). 

复杂 性 测度 的 复合 性 (compositionality of com- 
plexity measure) 计算 复杂 性 测度 的 一 种 性 质 . 一 
个 复杂 性 测度 为 复合 性 ,是 指 任何 两 个 递归 函数 的 
复合 函数 之 复杂 性 ,可 由 该 两 函数 之 复杂 性 经 过 某 
种 能 行 运算 而 得 . 具体 地 , 设 (9p,) 为 一 个 布 鲁 姆 空 
间 ,六 为 递归 PRs FET IE oon (=O (G(r) 55 ^— 
Ae — 76385 IH PR ETE fI m 均 有 

Di) Cx) =s (D; p; Cr)) D;C), 

WK SARA sOEATERUU RE. E PERA G, 
5) 复 合 性 的 测度 , 则 任何 两 个 函数 o 和 o; n ER 
数 Drip (L) =p: Gp; x20 I] E ZR TE BR PR Pro.» H] E 
D, 及 D f£ o; JH LAE B f £6 s 作用 而 得 . 里 硕 死 
(Lischke,G. ) 于 1975 年 首先 证 明了 有 些 布 鲁 姆 测 
度 并 不 具有 任何 (4,s) 复 合 性 . 而 且 , 即 使 某 个 布 鲁 
姆 测度 具有 (4,s) 复 合 性 . 其 子 测度 也 未 必 具 有 这 种 
性 质 . 男 外 ,复合 性 不 能 推出 一 致 性 或 复杂 性 类 的 re 
性 ,有 穷 不 变性 也 不 可 推出 复合 性 . 

复杂 性 测度 的 平行 性 (parallelity of complexity 
measure) 计算 复杂 性 测度 的 一 种 性 质 . 1p 0) 
Ay 4p & i8 zs [a], ADR TE dE — 7038 1H PRÉC A, [1308] FE 
faf i,j 

gr) (D(x) x o, ), 
P(r) (其 他 )， 

IF A Dy.) G2 — min($; (r), Ð; C2). WK @ 是 平行 
的 . 若 8 为 平行 的 , 则 可 以 对 任何 两 个 算法 Mi, M. 
对 任何 输入 xz, 可 以 能 行 地 从 此 两 个 算法 中 挑选 出 
复杂 性 较 低 的 那个 进行 计算 . 而 且 这 样 做 并 不 增加 
整个 计算 的 复杂 性 . 确定 型 图 灵机 的 空间 复杂 性 测 
度 和 确定 型 多 带 图 灵机 的 时 间 复 杂 性 测度 都 是 平行 
HJ. 但 确定 型 ( 单 带 ) 图 灵机 的 时 间 复 杂 性 测度 恰 是 
非 平 行 的 . 


9,6, (XT) = 


复杂 性 测度 的 合适 性 (properness of complexi- 
ty measure) 计算 复杂 性 测度 的 一 种 性 质 . 设 B= 
(Di hice N— Tp & lp RE. 如 果 ViE e CO, 为 递归 图 
06, € 6(5,)). 即 只 要 复杂 性 函数 D. 本 身 是 递归 
的 ,那么 计算 它 自己 的 复杂 性 将 不 会 超过 AZ. 
则 称 @ 为 合适 的 . BML. APABIEN WA T A 
定 一 个 算法 M 的 复杂 性 Bi;, 这 个 过 程 的 复杂 性 将 
不 会 超过 执行 这 个 算法 M, 所 需 的 复杂 性 Bi. 因此 ， 
合适 性 是 对 复杂 性 测度 的 一 种 自然 要 求 . 但 是 ,并 非 
每 个 复杂 性 测度 都 具有 合适 性 . 此 外 ,并行 性 与 合适 
性 是 相互 独立 的 . 

复杂 性 测度 的 稠密 性 (density of complexity 
measure) 计算 复杂 性 测度 的 一 种 性 质 . 设 @ 为 一 
个 布 鲁 姆 测度 F 为 一 元 递归 函数 集合 . 若 对 任何 sy， 
tCF,HX DG)C DG), BRE uC F,.fMBoG»)c 
$(u) CCo). MRK O EF 上 是 稠密 的 .7-DSPACE 
FE PKR — 70 16 IH eR i Se EE Bd. 

最 优 测度 (optimal measure) 计算 复杂 性 测度 
的 一 种 性 质 . 设 t£ 为 两 个 一 元 递归 消 数 . (o BD) A 
布 鲁 姆 空间 , 若 存 在 i, 使 o — f &. 一 i( 即 1 为 了 的 
计 步 函数 ), 并 且 对 任何 j RE o f£. BA 

lim| OT) > 0 Geyt <D). 
则 称 t 为 了 的 最 优 计 步 函数 .大 测度 BB 中 每 个 全 的 
d, 都 有 最 优 计 步 函数 , 则 称 之 为 最 优 测度 . 并 非 任 
何 测度 都 是 最 优 的 ,但 是 确定 型 图 灵机 空间 测度 是 
最 优 测度 . 

公理 复杂 性 理论 (axiomatic complexity theory) 
亦 称 抽象 复杂 性 理论 或 布 鲁 姆 复杂 性 理论 . 用 公理 
化 方法 讨论 计算 复杂 性 的 一 种 理论 . 这 种 讨论 最 初 
是 由 布 鲁 姆 所 创立 的 ,它们 只 涉及 复杂 性 测度 的 共 
性 而 与 任何 具体 的 计算 模型 无 关 . 设 B= (9, 0 A 
一 个 布 鲁 姆 空间 , 即 9 为 全 体 一 元 部 分 递归 函数 的 
能 行 枚 举 ,@ 为 其 相应 的 布 鲁 姆 测度 . 公理 复杂 性 理 
论 就 是 讨论 这 种 布 鲁 姆 空间 的 性 质 , 主 要 是 布 鲁 姆 
测度 的 基本 人 性质. 由 于 各 种 各 样 具体 的 复杂 性 测度 
实际 上 都 是 布 鲁 姆 测度 ,因而 ,公理 复杂 性 理论 的 结 
果 对 它们 也 有 效 . 归结 起 来 ,公理 复杂 性 理论 的 主要 
结果 有 下 列 几 条 : 

1. 压缩 定理 . 对 任何 一 个 以 复杂 性 函数 为 界 了 沙 
数 的 复杂 性 类 ,都 可 能 行 地 找到 其 真 扩张 和 复杂 性 
类 及 其 界 函 数 . 

2. [8] Bi zE 38. 对 任何 递归 函数 ACA C0 Z2 AF 
在 递增 的 递归 函数 TG OC) — 6 ot) Amie 
有 哪个 算法 的 复杂 性 可 介 于 上 和 天 "上 之 间 , 即 上 和 
h。t 之 间 形 成 一 个 间隙 . 

3. 加 速 定理 . 有 些 递归 函数 不 存在 最 好 的 算法 
(从 而 是 可 加 速 的 ). 


4. 命名 定理 . 任何 复杂 性 类 都 可 用 某 个 纯正 销 
数 作 为 其 名 ( 即 界 函数 ). 

5. 并 定理 . 如 果 {fi)ie。 为 一 元 递归 函数 的 一 个 
ROE HFA VIVO (a) Shin, (x)). 则 Wig Íi 
为 名 的 复杂 性 类 之 并 仍 为 一 个 复杂 性 类 . 

公理 复杂 性 理论 还 有 一 些 非 常 有 趣 的 结论 : 

6. 全 体 布 鲁 姆 测度 在 下 列 运算 V 和 人 A 之 下 形成 
AEA Fh AY FB : 

$, A $, 7) — min (,() 6,2), 
P, V D(x) =max (P(x) ,P(r)). 

7. 对 任何 布 鲁 姆 测度 IR A EB PR g, f 

B(x) 二 gl(i1,7X), 也 不 存在 递归 函数 f, 使 
ViVxC€dom (a) (Ð: (x) fx). 

8. 任何 两 个 布 鲁 姆 测度 都 是 递归 相关 的 . 即 对 
布 鲁 姆 测度 D 和 人 @, 存 在 二 元 递归 的 增 函 数 有 ,使 对 
任何 i 和 几乎 所 有 xz, 有 

OG Rh zr Br)) & e; GOsAhG D(z)). 

9. FETE TE X R FE AY 335 A PLC s BOSE CE fa] 3 H PRI 
数 SFE TE TEA PRK A, PERT EAT 7, Un AR A — g, Ml 

Va (D(x) f G)»). 

抽象 复杂 性 理论 (abstract complexity theory) 
即 “公理 复杂 性 理论 ” 

布 鲁 姆 复杂 性 理论 (Blum complexity theory) 
即 “ 公 理 复 杂 性 理论 ” 由 于 布 鲁 姆 (Blum,M. ) 最 初 
创立 并 加 以 系统 研究 而 得 名 . 

布 鲁 姆 公理 (Blum axioms) 用 以 刻画 计算 复 
杂 性 测度 的 两 条 公理 . 它 是 由 布 鲁 姆 (Blum,M. ) 于 
1967 年 引进 的 . 设 {9};ie。 为 全 体 一 元 部 分 递归 函数 
的 能 行 枚 举 . B= (Bi;)ie。 为 部 分 递归 函数 的 一 个 序 
列 . 下 列 两 条 便 称 为 布 鲁 姆 公理 . 

B1. 对 任何 i,dom (2) 王 dom (95, 

B2. 如 果 以 MGi,zx,y) 表 示 谓 词 D; C2 — y, Nl 
MGz,y) 为 一 个 递归 谓词 ( 即 可 判定 的 ). 

满足 布 鲁 姆 公理 的 B, 称 为 布 鲁 姆 测度 或 复杂 
性 测度 .由 于 更 是 用 以 表示 对 应 于 w 的 算法 的 计算 
复杂 性 ,因此 ,9@; 称 为 (9 的 ) 计 步 函 数 .这样 ,@; 当 
然 应 与 e 具有 相同 的 定义 域 ( 即 B1). 而 公理 B2 则 
保证 了 可 以 能 行 地 确定 一 个 特定 的 计算 能 否 在 某 个 
能 行 的 界 内 收敛 . 而 且 ,B2 PEFD (x)= y" Wi 
IH TE FR xi, aT ELSE ffr dS FH" GO y" EL" GO — 
y "之 递归 性 来 替代 . 

计 步 函数 (step-counting function ) 
姆 公理 ”“ 布 鲁 姆 测度 ”和 “复杂 性 函数 ”. 

布 鲁 姆 测度 (Blum measure) ” 亦 称 复杂 性 测 
度 或 抽象 复杂 性 测度 , 依 布 鲁 姆 公理 确定 的 一 种 抽 
象 复杂 性 测度 . 设 B= {@i};e 为 一 元 部 分 递归 函数 
J|. zr D WW ALT e EIS. ERO 为 一 个 布 鲁 姆 测 
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见 “ 布 鲁 


EN NE NNI 


BE. 其 中 的 每 个 函数 D. ERO TEE BERG S SAE AR PE BR 
38. BY Hr (BL eR. 布 鲁 姆 测度 是 从 各 种 具体 的 计算 复 
杂 性 测度 中 抽象 出 来 的 一 个 概念 . 例如 , 若 令 ®@;(n) 
AP’ A All RA A RIL M. 在 输入 后 的 计算 步 
数 及 所 用 到 的 单元 数 , 则 它们 都 是 布 鲁 姆 测度 . 实际 
上 , 布 鲁 姆 测度 反映 了 各 种 具体 的 复杂 性 测度 的 最 
基本 的 共性 . 值得 指出 的 是 ,第 一 , 布 鲁 姆 的 两 条 公 
理 是 互相 独立 的 ,第 二 , 布 鲁 姆 测度 与 任何 一 种 具体 
的 计算 模型 无 关 ; 第 三 ,由 于 布 鲁 姆 测度 有 极 大 的 一 
般 性 ,可 能 会 带 来 一 些 不 自然 现象 , 即 有 些 布 鲁 姆 测 
度 看 起 来 不 像 “ 复 杂 性 测度 ”. 例如 @ 为 一 个 布 鲁 姆 
测度 ,z 为 某 个 递归 函数 的 固定 下 标 , 令 

Qr). (ns 

0 (č = io). 

则 Ê= {@,)ie。 也 是 一 个 布 鲁 姆 测度 .但 对 这 种 测度 
名 而 言 ,不 论 递归 函数 m 有 多 复杂 ,其 对 应 的 算法 
M 的 计算 复杂 性 处 处 为 零 , 而 这 种 操作 是 不 合理 
的 . 


Ê (x) = 


复杂 性 测度 (complexity measure) — B 4p & t8 
测度 ”. 
复杂 性 函数 (complexity function) 亦 称 计 步 


函数 或 价值 函数 . 见 “ 布 鲁 姆 测度 ”可 以 用 它 反映 某 
个 部 分 递归 函数 计算 的 复杂 性 . 

价值 函数 (cost function) DL" E Ze et pK RL”. 

fn 338 3 iB (Blum space) 公理 复杂 性 理论 研 
究 的 对 象 . 它 最 初 是 由 布 鲁 姆 (Blum,M. ) F 1967 
年 引进 的 . 设 2 为 全 体 一 元 部 分 递归 函数 的 一 种 能 
行 枚 举 , 即 p= (Picas M O= {D;} co 为 相应 的 布 鲁 
姆 测度 . 此 时 ,@; 便 作 为 刻画 计算 o; 算法 的 计算 复 
林 性 的 一 种 度量 . 要 讨论 计算 复杂 性 ,就 要 讨论 这 种 
o k o. 因此, (9,@) 便 是 计算 复杂 性 理论 研究 的 对 
象 , 称 之 为 布 鲁 姆 空间 . 

相关 性 定理 (relatedness theorem) 反映 复杂 
性 测度 间 关 系 的 一 个 重要 结论 . 具体 地 说 ,任何 两 个 
布 鲁 姆 测度 D du V^ 都 是 递归 相关 的 .也 即 存在 递归 
二 元 图 数 OF HL hh 关 于 第 二 变 元 是 递增 的 ) ,使 得 

ViV a (D; GO xh rT)) & Vix) 

AG ,,,(r))). 

在 递归 因子 之 下 ,所 有 的 计算 复杂 性 测度 都 是 “ 渐 近 
地 相同 的 ”换言之 ,如 果 一 个 函数 对 某 个 计算 测度 
来 说 可 以 “容易 地 ”计算 的 ,那么 在 某 个 递归 因子 之 
下 , 它 在 所 有 的 测度 之 下 都 可 认为 是 可 “容易 地 ” 计 
算 的 . 

度量 集 (measured set) 一 种 特殊 的 一 元 部 分 
递归 函数 集 . 设 卫 为 一 元 部 分 递归 函数 集 , 若 存在 
递归 函数 了 ,使 得 : 

1. T= (gii € o. Bl D A re $&. 
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2. Qn x) — y 是 一 个 三 元 可 判定 谓词 ( 即 三 元 
递归 谓词 ). 

则 称 DAP BE. 例如 更 为 一 个 布 鲁 姆 测 
度 , 则 全 体 测 度 函 数 之 集 { 有 1zEow)} 便 是 一 个 度量 
集 . 其 实 , 度 量 集 名 称 正 是 由 此 而 得 .度量 集 与 纯正 
晒 数 之 间 有 下 列 关 系 : 若 卫 为 度量 集 , 则 必 存 在 递 
BRŽ A Er HA PR AB AE A 纯正 的 . 

EE 58 Œ JE (compression theorem) 关于 复杂 
性 类 的 一 个 重要 定理 . 最 初 是 由 布 鲁 姆 (Blum ,M. ) 
于 1967 年 证 明 的 : 设 卫 = {7;);es 为 一 元 部 分 递归 函 
数 的 re 集合 ( 即 存在 递归 函数 g VELO =O) 
并 且 Y; 60 =m 是 一 个 递归 的 三 元 谓词 (这 种 D FE 
为 度量 集 ). (2 有) 为 一 个 布 鲁 姆 空间 . 则 可 以 能 行 
地 找到 二 元 递归 函数 产 , 使 对 任何 Y, € DEB 

DV) CB Arh (a2 Y; Cr))). 
而 且 还 可 以 能 行 地 找到 一 元 递归 函数 ,使 对 任何 
LEL, A: 
1. 如 果 G= 9o WV ae P; G0 Y, 
2. V ae (Dun TISAY Ca) AMA, 
Proy € BAH Gr Y; X2) ND OY C). 

由 压缩 定理 可 知 , 虽 然 对 全 体 递 归 函 数 来 说 ,不 
存在 一 个 一 致 的 方法 ,对 每 一 个 递归 函数 的 复杂 性 
类 都 找到 其 真 扩张 (参见 “间隙 定理 ”) ,但 对 一 些 特 
殊 的 晒 数 类 ( 即 " 度 量 集 ”) 而 言 , 这 种 一 致 的 方法 是 
存在 的 . 即 对 度量 集 矿 中 每 一 个 函数 7;, 可 以 ( 依 有) 
— $t Hh e 9$) 7; 的 复杂 性 类 BB(7) 之 真 扩张 
BD(Arhz《z,7Y《(X))). 而且 还 可 一 致 能 行 地 找到 这 种 
真 包含 关系 的 证 据 函 数 

Diy € GI xh G Y, Cr) ND (OY). 

[B] BR Æ X8 (gap theorem) 反映 复 杂 性 类 基本 
性 质 的 一 个 重要 定理 . E AI de: HT DD 8E 
(Trakhtenbrot, B. A. 21967 FRAS J (Borodin, 
A. B. )1969 年 各 自 独立 地 证 明 的 . 其 表述 如 下 : 设 f 
为 一 元 递归 函数 ,并 满足 

VnC€ wf)», 
WU FF EP 3538  — 7035 JH PRK £f OL) — Cf » 
t). 即 不 存在 递归 函数 o V ERE ZR TE PRG D; 满足 条 
hr 
4° zGODOSd DSF GOD 

由 间 际 定理 可 知 , 不 存在 一 个 递归 函数 f, 使 得 
对 任何 递归 函数 1, 都 有 BC)CGB(f。1) (参见 “压缩 
E”). 从 而 不 存在 一 致 的 方法 找到 每 个 递归 函数 
之 复杂 性 类 的 真 扩张 . 另 一 方面 ,对 满足 Yn E 
ef 0) Zn) Z f. Bt f GOD). KOMSC 
@B(f。z). 但 间 际 定理 断言 ,不 论 了 之 增长 有 多 快 ， 
也 不 能 保证 上 述 关 系 总 是 严格 的 包含 关系 . 即 总 存 
在 递归 函数 1, 使 8(1)= 二 @(f。?). 也 就 是 说 ,不 存在 


任何 算法 M. fi M 的 复 林 性 严格 介 于 t 和 f。t 之 

[E]. 在 这 个 意义 上 说 ,在 上 和 上 /了 -上 之 间 的 区 间 上 形 
成 了 一 个 计算 复杂 性 的 “ 间 际 ”, 这 正 是 间隙 定理 名 
称 之 由 来 , 也 说 明 , 相 对 于 递归 函数 来 说 ,测度 函数 
要 “稀少 — 

纯正 函数 (honest function) 一 种 特殊 的 部 分 
递归 函数 . 这 种 函数 的 值 可 以 “反映 ?其 复杂 性 . 具体 
地 说 , 设 f 为 一 元 部 分 递归 PE Am JJ — zu 3$ IH PR 
数 ,@ 是 一 个 布 鲁 姆 测度 ,车 存在 FPP i i.d 
得 

Vaer Ob; Gg Gf GG). 
WA f ATF OO dg 纯正 的 函数 . WR f E og 纯正 
的 , 则 一 定 存在 一 个 计算 f 的 算法 M, 使 M 的 复杂 
性 可 被 了 之 值 ( 借 助 于 g) 而 控制 . 对 任何 递归 函数 
go Zik g 纯正 函数 组 成 一 个 re 的 函数 集 . 

命名 定理 (naming theorem) 亦 称 纯 正 性 定 
理 . 反 映 复杂 性 类 基本 性 质 的 一 个 重要 定理 . 是 麦克 
莱特 (Mccreight, E. M.) 410 32 HB (Meyer, A.) 于 
1969 4E3IE BH AY XE BE 1 Co. D 2 — 1 Ti BS [8] MY 
存在 一 个 递归 函数 g 满足 下 列 条 件 : 

1: (po: Eo H—-P BEB. 

2. Yi(9;) 为 一 元 递归 函数 , 则 yx 也 是 一 元 递 
RM, A 600-40). 

上 述 结 果 表 明 ,任何 复杂 性 类 B (yp) 都 可 以 在 
某 个 确定 的 度量 集中 找到 某 名 ( 即 po). 这 便 是 命 
名 定理 名 称 的 由 来 . 此 外 ,由 于 度量 集 总 是 某 个 hh 纯 
正 函 数 类 的 子 集 , 所 以 ,上 述 结 论 可 以 推 得 :存在 一 
个 函数 ,使 任何 复杂 性 类 都 可 由 某 个 hh 纯正 也 数 
命名 . 纯正 性 定理 之 名 称 因 此 而 得 . 

纯正 性 定理 (honesty theory) 有 即 “命名 定理 ”. 

可 加 速 函 数 (speedable function) 一 种 不 存在 
最 佳 算法 的 可 计算 函数 . 设 8 UN A — 703 1H PR 
数 , 目 关于 其 第 二 变 元 是 严格 递增 的 ,一 4@,);e。 为 
复杂 性 测度 ,f 为 递归 函数 ,如 果 

Vi(f—0-— 

Jj =O&YV a.e.x(g(Gx,;,(x)) < Q,(1))). 
则 称 有 一 个 (关于 © 的 )g xe. BRM 了 称 为 
(g) 可 加 速 的 . 不 是 可 加 速 的 函数 称 为 不 可 加 速 的 . 
注意 到 e 关于 第 二 变 元 之 严格 递增 条 件 保证 了 
gary) >y. 因此 , 当 了 是 & 可 加 速 的 函数 时 ,对 任 
何 一 个 计算 f 的 算法 MO £— 9 时 ) ,总 存在 另 一 
个 更 好 的 算法 M; 来 计算 f ,而 且 M; 的 复杂 性 OD; E 
之 Mi 的 复杂 人 性 更 至 少 有 一 个 & 改进 量 . An 
gG.y) 7 G1) * y 时 ,改进 后 的 算法 复杂 性 
DB GONE $6; G)/G T1), Bp 

Va.e. z(Ó; (x) « O;(x)/ (x 4-12). 
值得 指出 的 是 ,一 个 函数 是 否 为 可 加 速 的 ,与 具体 的 


测度 相关 . 

BE 1T Al ON GR A BX (effectively speedable func- 
tion) — APA) JL x& eg aX. 指 可 能 行 地 找到 越 来 越 好 
的 算法 的 可 计算 函数 . E g 为 二 元 递归 函数 ,@= 
(@)ieo 为 布 鲁 姆 测度 . 若 对 部 分 递归 函数 f 的 任何 
下 标 i, 都 可 能 行 地 找到 f 的 男 一 个 下 标 j, 使 得 

Va.e. x(gGr,0;,(x)) < O;(x)). 
则 称 f 是 能 行 g 加 速 的 ,或 是 能 行 可 加 速 的 (参见 
“Ay JI E e Be"). 并 非 所 有 g 可 加 速 函 数 都 是 能 行 
可 加 速 的 .实际 上 ,一 个 部 分 递归 郴 数 了 为 能 行 可 
加 速 的 , 当 且 仅 当 其 图 

GCP = {lx f (2) |rEw)} 
是 一 个 次 创造 集 . 即 存在 递归 函数 hh, 使 得 
ViiW, NGS) = gi — G60) CC Wi SW,). 

由 于 次 创造 集 一 定 是 了 完全 的 ,从 而 一 定 是 非 递 归 
的 , 故 春 了 为 递归 函数 ,或 是 某 个 测度 函数 时 ,了 一 
定 不 是 能 行 可 加 速 的 ,但 它们 却 可 能 是 g 可 加 速 
BJ. 

加 速 定理 (speed-up theorem) 反映 复杂 性 测 
度 重 要 性 质 的 一 个 基本 定理 . 它 是 布 鲁 姆 公理 复杂 
性 理论 中 最 主要 的 成 果 之 一 ,是 布 鲁 姆 (Blum ,M. ) 
T 1967 年 最 早 证 明 的 . 它 指出 了 有 些 递 归 消 数 不 存 
在 最 好 的 算法 , 即 是 可 加 速 的 . 具体 地 说 , 设 (9, 0) 
为 布 鲁 姆 空间 ,g 为 关于 第 二 变 元 严格 递增 的 二 元 
36 VA p C. 则 必定 存在 递归 函数 f 满足 下 列 条 件 : 

LNE a=. 

2.Yi(f 一 0 一 | 

Jif =g; & Va. e. x(g 2,0, (0) D), 
即 f AKT OF g 可 加 速 的 . 

对 某 些 递归 函数 f£ 来 说 , 它 不 存在 最 好 的 算 
ik. 值得 指出 的 是 ,条 件 2 "P BI ZR TE" Va. e. x ”不 能 
改 为 “Yrx”, 甚 至 不 能 给 其 例外 的 x 一 个 递归 的 界 
FR. 因此 ,可 能 有 有 限 但 却 很 多 的 x, 是 该 不 等 式 的 
例外 情形 . 这 极 大 地 限制 了 加 速 定 理 的 实际 意义 . A 
外 ,定理 中 条 件 

VaCf (=z) 
表明 了 f 的 可 加 速 现象 不 是 由 f 增长 速度 之 加 快 
造成 的 .不 仅 如 此 ,加 速 定 理 中 所 断言 存在 的 函数 可 
以 限定 为 {0,1}) 值 的 . 再 则 ,加 速 定理 仅 断 言 了 有 些 
的 可 加 速 性 ,并 没有 给 出 能 行 的 加 速 方 法 , 即 了 未 
必 是 能 行 可 加 速 的 . 

并 定理 (union theorem) 反映 复杂 性 类 关于 
“并 ”运算 性 质 的 一 个 定理 . 设 O0 为 一 个 复杂 性 测 
r= {fi}ies 为 一 个 re 的 一 元 递归 函数 集 ( 即 存在 
递归 函数 有 ,使 Wi(f; 递归 & fi 900. FARMER 
16058 fiGOSLfua GO. WI up REIT 35 FR 31 36 UH e A 
g ,使 得 
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P(g) = O(F)(= Us)». 
f€F 


即 由 诸 f 的 复杂 性 类 组 成 之 并 集 仍 是 某 个 递归 函 
数 的 复杂 性 类 . 并 且 其 界 函 数 可 能 行 地 找到 . 但 是 ， 
对 任何 布 鲁 姆 测度 B, 总 存在 递归 函数 tt (E 
B(t,) UG AFF fe UH ER CR] E ZI FEES. 同样 ， 
也 存在 递归 PR Æ 31 TEL PCs) 门 更 Cs) 不 是 任何 递 
归 函 数 之 复杂 性 类 . 对 交 运 算 来 说 ,类 似 于 并 定理 的 
结论 并 不 成 立 . 实际 上 ,对 任何 布 鲁 姆 空间 (9,$)， 
总 存在 递归 函数 S EENT is pro JI i% I eR gi, H. 
Vx lt) puat (r) {AE 

NPP) 
却 不 是 任何 递归 函数 的 复杂 性 类 . 

易 解 性 (tractability) 一 个 非 严 格 定义 的 直观 
概念 . 指 一 类 问题 不 仅 在 理论 是 能 行 可 解 的 ,而 且 在 
实际 上 也 是 可 解 的 一 种 性 质 . 这 种 问题 有 时 也 称 为 
可 行 的 . 依 丘 奇 论 题 ,一 图 数 了 是 能 行 可 计算 的 ,是 
指 存在 一 个 图 灵机 M 来 计算 f ,而 对 这 种 图 灵机 的 
纸 带 长 度 和 运行 时 间 都 没有 任何 具体 的 限制 . 实际 
的 计算 机 却 对 此 二 者 都 是 有 限制 的 . 这 就 造成 了 能 
行 可 计算 性 与 实际 可 计算 性 之 间 的 差异 . 即 有 些 能 
行 可 计算 函数 不 一 定 是 实际 可 计算 的 . 例如 :假定 计 
f. f G0 —3" 的 值 需要 3" 步 , 而 每 一 步 需 要 1 微 秒 时 
间 来 完成 ,那么 计算 f(60) — 3 GB 1.3104 
世纪 1 可见, 这 种 计算 不 是 实际 可 行 的 ,因此 ,可 以 认 
为 了 不 是 易 解 的 . 与 可 计算 性 一 样 ,要 对 易 解 性 下 
一 个 严格 的 定义 是 非常 困难 的 , 依 库 汉 姆 (Cobham， 
A. ) Fl 2 SR (Edmonds, ,J. )1965 年 的 建议 ,在 计 
算 复杂 性 领域 中 ,人 们 一 般 地 将 易 解 性 同 多 项 式 时 
间 可 计算 性 等 同 起 来 (参见 “ 库 克 - 卡 普 论题 ”).， 

可 行 性 (feasibility) BN“ SRR HE”. (KE SE-B 
论题 ,也 就 是 多 项 式 时 间 可 计算 的 (参见 “ 易 解 性 ”). 

难 解 性 (intractability) 可 解 的 但 又 不 是 易 解 
的 一 种 性 质 . 若 一 个 问题 是 能 行 可 解 的 ,但 又 不 是 实 
际 可 解 的 , 则 称 之 为 难 解 的 . 可 见 , 难 解 性 也 是 一 种 
非 严 格 定义 的 直观 概念 , 依 库 克 - 卡 普 论 题 , 难 解 的 
问题 就 是 指 非 多 项 式 时 间 可 解 的 能 行 可 解 问题 . 

比较 简单 的 一 些 可 判定 的 难 解 问题 是 在 20 世 
纪 60 年 代 初 发 现 的 ,但 它们 都 是 一 些 “ 人 工 制造 ”的 
问题 . 这 种 例子 的 比较 自然 的 例子 直到 20 世纪 70 
年 代 初 才 获 得 ,其 中 , 迈 耶 (Meyer,A.) 和 斯 托 克 梅 
HB (Stokmeyer,L. ) 证 明了 带 平方 的 正规 表达 式 的 
等 价 性 问题 是 一 个 可 判定 的 问题 . 但 却 需 要 指数 时 
[B] ,从 而 这 是 难 解 的 . 另 一 个 有 趣 的 难 解 问题 是 普 莱 
斯 博 格 算术 系统 的 判定 问题 , 费 希 尔 (Fisher,J. J.) 
和 拉 宾 (Rabin,M.O. ) 于 1974 年 证 明了 普 莱 斯 博 
格 算术 系统 的 判定 需要 指数 时 间 2: ,因而 也 是 难 解 
的 . 
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库 克 - 卡 普 论题 (Cook-Karp thesis) 亦 称 库 
克 - 卡 普 论 点 . 计算 复杂 性 理论 中 的 一 个 基本 假设 . 
它 断 言 易 解 性 等 同 于 多 项 式 时 间 可 计算 性 . 尽管 库 
克 - 卡 普 论 题 与 丘 奇 论 题 一 样 被 广泛 接受 ,但 是 , 文 
持 库 克 - 卡 普 论题 的 证 据 要 比 文 持 丘 奇 论题 的 证 据 
弱 得 多 . 归结 起 来 ,承认 库 克 - 卡 普 论题 的 依据 大 致 
A FALLS: 

1. 多项式 时 间 可 计算 性 概念 具有 “稳定 性 ”, 即 
它 不 依赖 于 任何 一 种 特殊 的 计算 模型 . 而 易 解 性 与 
难 解 性 当然 也 应 该 是 独立 于 各 种 具体 的 计算 模型 
的 . 

2. 一 般 地 ,多 项 式 时 间 可 计算 的 都 可 以 认为 是 
易 解 的 . 尽管 像 时 间 复 杂 性 为 n RR 10n BI 
法 ,可 以 认为 在 实际 中 不 大 可 能 快速 运算 . 但 是 , 自 
然 提 出 的 多 项 式 可 解 问题 ,大 多 只 用 到 2 到 3 次 多 
项 式 , 且 包含 特别 大 的 系数 . 

3. 对 具 指 数 时 间 复 素性 的 算法 ,只 有 极 个 别 的 
可 以 认为 在 实际 中 计算 得 很 好 (如 背包 问题 的 分 文 
界限 算法 ), 绝 大 多 数 确 实 都 是 在 实际 中 不 能 快速 计 
算 的 ,因而 可 以 认为 是 难 解 的 . 

4. 除了 以 “多 项 式 时 间 可 计算 性 ”作为 区 分 易 解 
与 难 解 的 界限 外 ,尚未 找到 一 种 自然 而 又 合理 的 区 
分 标准 . 

顺便 指出 , 库 汉 姆 (Cobham,A.) 于 1964 年 最 
早 讨 论 了 多 项 式 时 间 可 计算 函数 类 ,并 指出 它 是 独 
立 于 计算 模型 的 选择 的 . 而 把 多 项 式 时 间 可 计算 性 
作为 易 解 性 的 一 种 严格 刻画 , 则 是 由 爱 德 蒙 茨 (Ed- 
monds,J.)-F 1965 年 最 初 建议 的 . 他 称 具 有 多 项 式 
时 间 界 的 算法 为 “好 算法 ”. 

多 项 式 界 可 计 算 性 (polynomially bounded 
computability) 计算 复杂 性 的 一 种 量度 . 设 M 为 
任何 一 个 (确定 或 非 确定 型 的 ) 算 法 . Ou M 的 一 
个 复杂 性 函数 ,者 存在 一 个 多 项 式 p ,使 对 任何 都 
有 Punpa) WER M 为 关于 名 的 多 项 式 界 算 
法 . 者 一 函数 f 可 由 某 个 (关于 的) 多 项 式 界 算法 
计算 , 则 称 f 为 (关于 @ 的 ) 多 项 式 界 可 计算 函数 ， 
也 称 为 多 项 式 BB 界 的 可 计算 函数 .特别 地 , 当 @B 分 
别 为 时 间 和 空间 复杂 性 函数 时 ,多 项 式 RAK 
(可 计算 函数 ) 特 称 为 多 项 式 时 间 和 多 项 空间 算法 
(可 计算 函数 ) (参见 “ 库 克 - 卡 普 论 题 已 类 和 NP 
类 ”). 

多 项 式 界 算 法 (polynomial bounded algorithm) 
见 “ 多 项 式 界 可 计算 性 ”. 

已 类 (CP-class) 一 种 特殊 的 类 . 指 确定 型 图 灵 
机 多 项 式 时 间 可 计算 语言 类 . 是 由 卡 普 (Karp,R. 
M. ) 于 1972 年 首先 引进 的 一 个 概念 . 设 M 为 一 个 
确定 型 图 灵机 , 若 存 在 一 个 多 项 式 p ,使 对 任何 字 
W, 当 W 输 入 MM 后 ,必定 会 在 p(IW|) 步 内 停机 , 即 


M 的 计 步 函数 FE 

Vn(f(n)<p(m)), 
则 称 M 为 多 项 式 界 的 图 灵机 . 而 P 指 全 体 多 项 式 
界 的 确定 型 图 灵机 所 接受 的 语言 组 成 的 类 . BY P= 
(二 | 存在 多 项 式 界 确定 型 图 灵机 M 使 M 接受 L}. 

由 于 一 个 语言 可 以 同一 个 判定 问题 自然 地 对 应 
起 来 ,因此 ,PP 也 可 看 成 全 体 具 有 多 项 式 时 间 算 法 可 
解 的 问题 组 成 之 类 . 从 数学 的 观点 看 ,P 也 是 一 个 十 
分 自然 的 语言 类 , 它 不 依赖 于 具体 的 计算 模型 , 例 
如 , 若 Mi 为 具有 多 带 多 读 头 的 图 灵机 , 则 它 的 计算 
速度 一 般 地 要 比 单 带 单 读 头 的 图 灵机 快 .但 是 ,只 要 
M 有 一 个 多 项 式 时 间 界 Pi, 总 可 以 (能 行 地 ) 构 作 
一 个 单 带 单 读 头 的 图 灵机 M, URETA p, tE M 
以 户 为 时 间 界 函数 ,并 且 MAM, 接受 的 语言 相 
同 . 从 而 ,以 多 带 多 读 头 图 灵机 为 计算 模型 而 定义 的 
类 P, 与 前 面 的 了 是 一 样 的 . 不仅 如 此 ,对 任何 其 他 
合理 的 计算 模型 情形 也 一 样 . 此 外 ,P 类 还 给 出 了 语 
言 类 易 解 性 和 难 解 性 的 一 种 自然 分 界 . 即 可 以 把 PP 
类 看 成 易 解 的 语言 类 ,而 把 PP 之 外 的 语言 看 成 难 解 
的 (参见 “ 库 克 - 卡 普 论题 "), 当然 ,车 某 个 语言 的 计 
算 模 型 以 一 个 极 大 的 多 项 式 为 界 , 看 起 来 它 也 是 很 
难 解 的 . 但 是 ,车 要 在 P 中 给 出 易 解 与 难 解 之 区 分 
界限 ,往往 是 不 自然 的 ,而 且 会 随 着 计算 机 技术 的 发 
展 有 所 改变 ,而 P 则 提供 了 一 种 对 易 解 性 的 自然 刻 
Hj. 

2 Ig st Bj iB] RJ iT B & (polynomial time com- 
putable set) 一 种 可 计算 的 集合 . 指 由 多 项 式 时 间 
界 确定 型 图 灵机 所 接受 的 集 .也 即 P 类 中 的 集合 
(参见 “P 类 ”). 

NP 类 (NP class) 一 种 特殊 的 类 . 是 由 不 确定 
型 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 接受 的 语言 类 . 设 NM 为 
一 个 不 确定 型 图 灵机 ,p 为 一 个 多 项 式 ,如 果 对 任何 
字 W 输入 到 NM 后 ,需要 NM 接受 W, 那 么 总 有 一 
种 接受 的 计算 路 径 , 其 长 度 不 超过 p(|W|) 步 . 换 言 
之 ,NM 的 ( 非 确定 型 ) 时 间 复 杂 性 函数 

Qu D p(n) OHE nEw). 

则 称 NM 为 具 多 项 式 时 间 界 (p) 的 非 确 定型 图 灵 
机 ,zp RAAF we. 所 有 由 具有 多 项 式 时 间 界 的 非 
确定 型 图 灵机 所 接受 的 语言 组 成 之 类 记 为 NP, 即 
NP — { 工 | 存 在 非 确定 型 图 灵机 NM 接受 工 & NM 
为 具 多 项 式 时 间 界 的 ), 称 之 为 NP 类 .NP 类 反映 了 
“多 项 式 时 间 可 验证 性 ”这 一 概念 . 例如 ,对 L€NP, 
若 WEL, 则 总 可 在 多 项 式 时 间 内 加 以 验证 ,但 是 尚 
不 知道 这 种 “多 项 式 时 间 可 验证 性 ?与 “多 项 式 时 间 
可 计算 性 "是否 一 致 ,这 就 是 著名 的 了 二 ?NP 问题 . 
此 外 ,NP 类 也 是 不 依赖 于 任何 具体 地 计算 模型 的 
一 个 语言 类 . 


NP 完全 集 (NP-complete set) NP 类 中 复杂 
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性 最 高 的 一 种 集合 ,是 计算 复杂 性 理论 中 最 重要 的 
一 个 概念 . 设 L 为 一 个 语言 ,如 果 对 任何 Li e NP, 
aA IX a HAE KS 了 ,使 
Vr(ir€Liefio)€L) 

CB] L, 是 多 项 式 时 间 多 一 可 化 归 到 工 , 工 志 2 世 ), 则 
称 工 是 NP 难 的 .特别 地 ,车 LE NP.A L MNP 
难 的 , 则 称 工 是 NP HEW. AY LSS TA 
AX L L 更 难 解 , 因 此 ,NP 完全 的 语言 是 NP 类 
中 最 难 的 . 正 因为 如 此 ,只 要 能 证 明 某 个 NP 完全 集 
是 多 项 式 时 间 可 计算 的 ,那么 必 有 尸 =NP. 反 之 , 若 
能 证 明 某 个 语言 Li 不 是 多 项 式 时 间 可 计算 ,但 却 是 
NP 的 , 即 ZENP\P, 则 NP 完 全 的 语言 元 必定 也 
满足 LE NP\P. 对 NP 完全 集 的 研究 与 P= 二 ?NP fal 
题 密切 相关 ,这 正 是 它 的 魅力 所 在 . 

第 一 个 NP 完全 集 的 例子 是 库 克 (Cook,S. A. ) 
于 1971 年 给 出 的 可 满足 性 问题 的 集 SAT. 卡 普 
(Karp, R. M. ) 于 1972 年 给 出 了 NP 完全 性 这 一 术 
语 的 明确 表述 及 其 严格 的 形式 定义 ,并 给 出 了 21 个 
NP 完全 的 问题 . 此 后 , 越 来 越 多 的 NP 完全 集 被 发 
现 , 而 且 它 们 涉及 数学 的 几乎 每 一 个 分 支 . NP 类 包 
含 大 量 出 现在 工业 和 商业 界 的 实际 问题 . 又 由 于 一 
般 地 相信 P 关 NP, 因 而 ,一 个 问题 是 NP 完全 的 , 常 
可 看 成 它 不 是 了 中 的 一 个 “证 明 ”, 这 样 一 来 ,NP 完 
全 性 又 相当 于 给 出 了 该 问题 的 一 个 复杂 性 下 界 . 

P-NP 问题 (P-NP problem) 亦 称 P=? NP 
问题 ,计算 复杂 性 理论 以 及 计算 机 理论 中 最 重要 的 
一 个 未 解决 问题 . 它 问 在 多 项 式 时 间 界 下 ,确定 型 图 
灵机 接受 的 语言 类 PP 与 非 确 定型 图 灵机 所 接受 的 
语言 类 NP 是 否 是 相同 的 . 因为 PCNP, 所 以 ,P-NP 
问题 实际 上 是 问 这 种 包含 关系 是 否 是 严格 的 ,也 即 
非 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 是 否 确 实 比 确 定型 多 项 式 
时 间 算 法 更 有 力 .但 是 ,至 目前 为 止 ,只 知道 当 某 个 
问题 SE NP 时 ,一 定 存在 一 个 多 项 式 p ABM c. 
使 S 的 确定 型 复杂 性 界 为 为 c。 2*”. 即 S 为 指数 时 
间 可 计算 的 ， | 

非 确定 型 算法 在 多 项 式 时 间 内 有 检查 指数 个 可 
能 性 的 能 力 . 这 使 人 们 觉得 非 确 定型 多 项 式 时 间 算 
法 确实 比 确定 型 多 项 式 时 间 算 法 有 力 得 多 . 事实 上 ， 
尽管 人 们 进行 了 持久 不 懈 的 努力 , 仍 未 找到 NP 中 
许多 著名 问题 (如 巡回 售货员 问题 \ 子 图 同 构 等 ) 的 
多 项 式 时 间 算 法 . 正 是 由 于 这 些 原因 ,现在 人 们 普遍 
相信 了 关 NP, 但 始终 没有 找到 一 个 证 明 或 否 证 . 由 
于 有 许多 重要 的 实际 问题 都 已 被 证 明 是 NP 完全 
的 . 因此 ,研究 P-NP 问题 有 着 十 分 重要 的 实际 意义 
和 理论 价值 . 因为 对 P-NP 问题 的 肯定 或 否定 回答 ， 
可 使 对 许多 实际 问题 找到 其 “可 行 的 ”算法 或 者 干脆 
放弃 这 种 努力 .值得 指出 的 是 ,英国 数学 家 贝克 
(Baker, T. ) iK (Gill, J. ) 和 以 色 列 学 者 索 洛 韦 
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(Solovay R. M. ) 于 1975 年 证 明了 存在 递归 集 A, 
B,fi P^—NP^ & P* 关 NP”, 从 而 ,用 通常 的 相对 化 
方法 不 足以 证 明 已 =NP ,也 不 足以 证 明 PÆNP. 
相对 化 复杂 性 类 (relativized complexity class) 
一 种 复杂 性 类 . 指 由 带 外 部 信息 源 的 图 灵机 所 接受 
(计算 ) 的 复杂 性 类 . 设 M^ 为 带 外 部 信息 源 4 的 图 
ROL. By 为 其 复杂 性 测度 ,y 为 递归 函数 , 则 复杂 性 
XP P= (Ll BRE 4 为 外 部 信息 源 的 图 灵机 
M’ 接受 工 , 并 且 了 为 W WKF On B50 I PROC) f 
是 一 个 相对 化 (于 4) 的 复杂 性 类 , 记 为 C .特别 地 ， 
P^—DTIME^(poD, NP^-—NTIME?" (pol). 
其 中 pol 表示 多 项 式 函 数 类 . 

库 克 定理 (Cook theorem) 第 一 个 NP 完全 问 
题 . 是 库 克 (Cook,S. A. ) 于 1971 年 证 明 的 一 个 结 
果 : 可 满足 性 问题 SAT 是 NP 完全 的 . 这 是 注意 到 ， 
若 语 言 LE NP, 并 且 SAT 多 项 式 可 化 归 到 工 , 则 工 
也 是 NP 完全 的 . 可 见 第 一 个 NP 完全 性 问题 有 着 
特别 重要 的 意义 . 

多 项 式 时 间 多 一 可 化 归 (polynomial time many 
one reducible) ”简称 P-m 可 化 归 或 卡 普 可 化 归 . 3$ 
归 论 的 基本 概念 之 一 . 它 是 由 卡 普 (Karp,R. M. ) 于 
1972 年 明确 定义 的 一 个 概念 . 是 用 以 比较 两 个 问题 
之 间 的 难度 的 . 设 A,, A; 为 两 个 集合 , 知 存 在 一 个 
多 项 式 时 间 可 计算 函数 £s 13 

VxOrCA CE 
则 称 A, 是 P-m 可 化 归 到 A; 的 .并 记 为 A ShA. 
当 AL A? 时 » A, 比 A, 更 “ 难 ” 一 些 . Ei 

Ai SnAr & Aj Ais 

则 称 A, 和 A: 为 P-m 等 价 的 ,并 记 为 AS As. 此 
时 ,A 和 A; 的 “难度 ”相当 . P-m 等 价 的 两 个 集合 也 
常 称 为 多 项 式 等 价 或 简称 P 等 价 . 值得 指出 的 是 ， 
任何 NP 完全 集 都 是 P 等 价 的 .但 目前 尚 不 知 它们 
ESEE P 同 构 的 (参见 “ 伯 尔 曼 - 哈 特 曼 尼 斯 猜 
想 ”). 
卡 普 多 项 式 (Karp reducibility) 
间 多 一 可 化 归 ”. 

多 项 式 等 价 集 合 (polynomially equivalent 
sets)” 见 “多 项 式 时 间 多 一 可 化 归 ”. 

多 项 式 时 间 多 一 可 化 归 度 (polynomial time 
many one reducible degree) 简称 P-m BE. 由 P-m 
可 化 归 性 导出 的 一 种 等 价 类 . 设 4 为 任何 一 个 集 
合 , 则 全 体 与 4 为 P-m 等 价 的 集合 组 成 之 类 

deg(A)={B|B=/A} 
称 为 4 的 P-m BE. P-m 度 用 a,b… 等 表示 . 对 P-m 
度 a,b, 如 果 有 ACa n] EIU 8I b, wA ab, XI, 
ZW P-m BE D, 在 “三 ”下 组 成 一 个 代数 结构 ,实际 
上 ,CD 委 ) 是 一 个 可 分 配 的 上 半 格 . 
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多 项 式 时 间 图 灵 可 化 归 (polynomial time Tur- 
ing reducible) 简称 P-t 可 化 归 或 库 克 化 归 . 递归 
论 的 基本 概念 之 一 . 它 最 初 是 由 库 克 《Cook,S. A. ) 
于 1971 年 加 以 研究 的 一 种 化 归 . 设 AB 为 两 个 集 
TB TETTE TA. B 为 外 部 信息 源 的 确定 型 多 项 式 
时 间 界 图 灵机 M^ w ACG AEP), Mp A FE P- 
t 可 化 归 到 B 的 , 记 为 ASB. 4 AZ B & BSA 
时 , 称 A,B 为 P-t 等 价 的 ,并 记 为 A=; B. P-t 化 归 
既是 通常 的 图 灵 化 归 性 的 一 种 限制 ,又 是 P-m 化 归 
的 一 种 推广 

库 克 可 化 归 性 (cook reducibility ) 
时 间 图 灵 可 化 归 ”. 

多 项 式 时 间 图 灵 可 化 归 度 (polynomial time 
Turing reducible degree) 简称 P-t FE. 由 P-t 化 归 
性 导出 的 一 种 等 价 类 . 对 任何 集合 A. Brig A BJ P-t 
度 ,是 指 集 类 

deg(4) 一 人 (及 | 了 =74). 
若 对 P-t BE a,b, FE AC a, BEd, fF A«TB,Wfra 
可 化 归 到 65, 并 记 为 ab. EA Dr 表示 全 体 P-t E 
之 集合 , 则 (Dz, 三 ) 组 成 一 个 不 可 分 配 的 上 半 格 . 

多 项 式 同 构 (polynomially isomorphic) 集合 
关于 多 项 式 可 计算 的 一 种 分 类 . 设 A.B 为 两 个 集 
合 , 若 存在 一 个 一 一 对 应 的 函数 Fe FUR FC E 
多 项 式 时 间 可 计算 的 ,并 且 fLA]-B,.N$fs A AB 
为 多 项 式 同 构 或 己 同 构 的 , 记 为 A=B. (AK E 
(Berman, L. ) 和 哈 特 曼 尼 斯 (Hartmanis ,J. ?证 明了 
许多 已 知 的 NP 完全 集 都 是 P 等 价 的 .因此 ,他 们 猜 
想 所 有 NP 完全 集 都 是 P [EH BS. 这 个 猜想 称 为 伯 
尔 曼 - 哈 特 曼 尼 斯 猜想 ,简称 BH 猜想 . 但 至 今 对 此 
尚 无 证 明 或 否 证 . 注意 到 BH 猜想 可 以 推出 已 委 
NP. 因此 ,实际 上 BH 猜想 的 解决 ,其 难度 不 比 P- 
NP 问题 解决 的 难度 低 . 

ÉR E-E & fe Hr 36 18 (Berman-Hartmanis 
conjecture) J^ d ji s Fj”. 

£ IN st 4i E H% #& polynomial honest func - 
tion) — ARP RAY 35 IH ER XC. 设 £O XU IR C E 
存在 多 项 式 ps EME vy C rang A), FF FE x € 
dom (N ft fad=y FFA ly|<pClr]), WR 了 
为 多 项 式 纯 正 的 . Oh He» 35 d BR. SOR A BTN 
纯正 的 , 当 且 仅 当 存在 多 项 式 p, 使 对 任何 x, f (x) 
都 可 在 p(|f(z)|) 步 内 计算 出 来 .换言之 ,f 是 关于 
时 间 复 杂 性 测度 的 p 纯正 晴 数 (参见 “纯正 消 数 ”). 

单 向 函数 (Cone-way function) 一 种 特殊 的 弟 
IH eR EXC. Fes UH ERE 了 满足 下 列 三 个 条 件 : 

1. f 是 多 项 式 时 间 可 计算 的 ; 

2. f 是 多 项 式 纯正 的 ; 

3. SFR) io PRIA AR BE Ae A SN BT LB] BT HA R ; 

则 称 f A SA m BR EX. (BES DN IE P$ TR uE BA 
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向 函数 .实际 上 ,这 种 函数 的 存在 性 等 价 于 
PÆNP. 

>, 可 人 允许 序数 ( admissible ordinal) 一 种 
极限 序数 . 设 4 为 极限 序数 , 且 对 任何 2 公式 
Kry), à 满足 

Li F (OD [(V x € u)343209Cr ,y2— 

(322(V x € 1) (3y € 9G, y) ]. 

则 称 4 为 ,可 允许 序数 .其 中 工 ; 为 哥 德 尔 的 可 构 
造 分 层 的 第 4 层 . 事实 上 ,上 式 表 明 对 任何 3, PRA 
与 L 中 的 元 素 Zy9LZzj] 亦 为 7 中 的 元 素 , 即 Li 对 
>, 型 的 函数 满足 替换 公理 . 5, 允许 序数 在 a 递归 论 
中 扮演 了 极其 重要 的 角色 ,尤其 是 2. 可 允许 序数 又 
称 为 可 允许 序数 ,是 整个 a 递归 论 的 中 心 . 

可 允许 序数 (admissible ordinal) BP X, nj fè 
许 序 数 . 递归 论 的 基本 概念 之 一 . 可 允许 序数 的 概念 
是 整个 a 递归 论 的 基础 . 在 a 递归 论 中 所 使 用 的 a 
一 般 都 指 可 允许 序数 . 由 于 a 递归 论 是 经 典 递 归 论 
的 推广 ,因此 ,作为 “递归 论 的 基础 ,选择 什么 样 的 
无 穷 序 数 a 作为 工作 对 象 ,必须 受到 一 定 的 限制 . 像 
w 十 100 Koto 之 类 的 序数 是 不 合适 的 ,因为 它们 
对 递归 论 中 的 基本 运算 一 一 加 法 一 一 是 不 封闭 的 . 
要 能 够 使 递归 论 中 的 一 些 主要 概念 顺利 推广 ,这 样 
的 “首先 必须 保证 一 切 递 归 函 数 在 它 之 下 封闭 ;其 
次 ,对 递归 函数 的 某 个 值 的 计算 ,必须 在 二 ec 步骤 内 
完成 . 如 果 假 设 ( 在 美国 轴 辑 学 家 .数学 家 克 林 
(Kleene, S. C. ) 的 等 式 演算 系统 中 ) 对 任何 等 式 的 
有 穷 集 ,其 任何 一 个 推论 都 能 在 二 a 步骤 内 完成 , 那 
么 这 样 的 a 就 能 够 满足 上 面 的 条 件 . 这 样 的 序数 就 
是 可 允许 序数 . 

从 集合 论 角度 来 看 ,如 果 将 L, 作为 论 域 ,希望 

合 论 的 公理 以 某 种 能 行 的 方式 成 立 . 对 极限 序数 

A, 外延 公理 、 空 集 公 理 、 对偶 公 理 与 并 集 公 理 等 在 
Li 中 成 立 . 寡 集 公理 必须 放弃 (否则 就 只 能 讨论 
L). 对 替换 公理 ,应 当 要 求 其 对 能 行 函数 成 立 , 即 对 
E, 函数 成 立 . 这 恰好 也 与 可 允许 序数 的 定义 一 致 . 
具体 地 ,ef (第 一 个 非 递归 序数 ) 是 w 之 后 的 第 一 个 
可 允许 序数 . 0; CR dE E A 集 的 序 型 的 最 小 序数 ) 也 
是 可 允许 的 ;ZF 集合 论 系 统 的 可 传 模型 M 中 的 任 
何 一 个 无 穷 基数 都 是 可 允许 序数 ;此 外 ,M 中 的 任 
何 一 个 无 穷 正规 基数 对 任何 ”都 是 5, 允许 的 .但 一 
般 地 ,大 部 分 极限 序数 都 不 是 可 允许 的 . 

a 有 穷 集 (a-finite se) 有 穷 集 概念 在 a 递归 
论 中 的 推广 . L 中 的 元 素 称 为 a ARE. 作为 对 普 
通 递 归 论 的 推广 ,a 递归 论 所 考虑 的 “计算 步 数 ”及 
“ 读 写 的 信息 数量 ” 均 允 许 到 所 有 Bp 二 a, 因 此 一 个 自 
然 的 想法 ,就 是 认为 所 有 Ba 是 (a) 有 穷 的 (就 像 在 
经 典 弟 归 论 中 认为 一 切 n 二 w 是 有 穷 的 ) ,这样 才 能 


有 效 地 将 经 典 递 归 论 中 能 行 的 概念 (在 有 穷 步 内 算 
出 ,计算 过 程 中 使 用 有 穷 多 个 存 贮 单元 ) 推 广 到 a 递 
归 论 中 (在 二 a 步骤 内 算出 ,计算 过 程 中 使 用 a 个 
FEAT) 但 “有 穷 性 ”作为 一 个 集合 论 概 念 , 它 又 
必须 对 “等 势 " 封 闭 , 即 与 有 和 穷 集 等 势 的 集合 仍然 应 
当 是 有 穷 的 . 因此 , 仅 认 为 一 切 Be 有 穷 是 不 够 的 . 
不 过 在 e 递归 论 中 ,使 用 集合 论 的 等 势 概念 是 不 合 
适 的 . 相反 ,只 有 在 两 个 集合 之 间 存 在 “能 行 的 ”一 一 
对 应 关系 时 , 才 可 以 认为 它们 是 “等 势 的 ”. 因此 ,a 
有 穷 性 概念 与 a 递归 论 概 念 是 密 不 可 分 的 .在 a 递 
HEF, E SARN a ARAR kN ARR, M 
fL& td o 有 穷 的 .另外 ,与 经 典 递 归 论 相似 的 一 个 
性 质 是 :所 有 a 有 穷 集 可 以 被 a 能 行 地 枚 举 出 来 . 对 
a 有 穷 性 来 说 ,与 经 典 递归 论 不 同 , 有 穷 与 有 界 不 再 
是 相同 的 概念 . 具体 地 ,wi EFK w 的 子 集 恰 为 自 
然 数 的 超 算术 集 . 6; AAR w 的 子 集 恰 为 自然 数 的 
AL RCT of 5 0; 的 定义 ,参见 “可 允许 序数 ”). 

a 36 5 bh BW Ca-recursive function) a 递归 论 中 
能 行 性 概念 的 表述 . 对 可 允许 序数 e, 一 个 函数 fio 
—a 称 为 部 分 “递归 函数 ,是 指 其 图 象 在 L. EX 可 
定义 .作为 a 递归 论 中 能 行 性 的 定义 ,这 里 用 到 了 集 
合 论 中 的 能 行 方法 一 一 定义 .这样 ,a 递归 论 中 的 能 
行 函 数 就 被 定义 为 在 可 定义 性 上 较为 “简单 ”, 或 可 
称 为 “能 行 ” 的 函数 . 从 另 一 个 角度 上 说 ,如 果 把 a 递 
归 了 项 数 看 做 具有 a-re 图 象 的 函数 ,那么 该 函数 的 定 
义 过 程 也 可 以 看 成 一 个 枚 举 过 程 . 因此 用 “在 La E 
"FEA a-re 的 定义 ,进而 得 到 a 递归 函数 的 定义 也 
是 合理 的 . 

a 36 JA RJ 4c 38 $& (a-recursively enumerable set) 

IR BR a-re 集 . a 递归 函数 的 定义 域 .集合 CSc 称 
为 a 递归 可 枚 举 ( 简 称 a-re), 是 指 C 为 一 个 部 分 a 
递归 函数 的 定义 域 . 换 句 话说 ,C 是 L. ENF X 
集合 .与 经 典 递归 论 中 re 集 相 似 , 任 何 a-re 集 也 是 
某 个 a 递归 卫 数 的 值 域 ,反之 ,任何 a 递归 水 数 的 值 
域 也 是 a-re 集 . 此 外 ,所 有 a-re 集 可 以 被 (a) 能 行 地 
枚 举 . 即 存在 一 个 含有 两 个 变 元 的 “递归 困 数 g(xz， 
e), 使 得 对 任何 e<a, {x|g(x,e) =0} Hare. x. 
之 ,对 任何 a-re 集 C ,存在 eo<<a, 使 C= {x | g Cr se) 
=O}: 

a-re f&(a-re set) B[*a x& Ud n] RSE”. 

a 递归 和 集 (a-recursive set) ”特征 函数 为 a 递归 
函数 的 集合 . 一 集合 CCa 为 a 递归 的 ,是 指 C 与 a- 
C 均 为 are 集 . 换 句 话 说 ,CCu 为 “递归 , 当 且 仅 当 
C ÈE Li EW Al 集 , 这 一 点 与 经 典 递归 论 中 的 性 质 
FAW. 

a 递归 论 (a-recursion theory) 一 种 递归 理 
ib. 是 经 典 递 归 论 (人 研究 w ERU EA AY RE TT TE 
问题 ) 将 论 域 扩展 到 可 人 允许 序数 上 以 后 所 形成 的 一 

17/7 


数 38 2 辑 


种 理论 ，. 

将 经 典 递归 论 推广 到 更 大 的 无 穷 序 数 上 的 根本 
原因 是 因为 逻辑 学 家 们 认为 ,递归 论 中 诸如 能 行 性 、 
有 穷 性 、 相 对 递归 性 等 概念 不 应 当 仅 仅 局 限于 自然 
数 上 ,它们 应 当 能 够 被 推广 到 更 大 的 无 穷 序 数 上 . 早 
在 1938 年 ,美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene，,S. 
C. ) 就 提出 了 用 自然 数 集合 表示 一 些 无 穷 序数 ,这 
就 使 得 人 们 可 以 在 自然 数 上 讨论 一 些 ( 可 数 ) 无 穷 序 
数 ( 也 就 是 递归 序数 ). 

在 20 世纪 50 至 60 年 代 , 人 逻辑 学 家 们 得 到 了 在 
of (第 一 个 非 递 归 序 数 ) 上 的 一 系列 结果 ,这 些 为 以 
后 的 研究 奠定 了 基础 ,同时 也 推动 了 这 一 研究 的 发 
展 . 这 一 研究 方向 的 发 展 动因 还 来 自 数理 逻辑 的 其 
他 研究 方向 合 论 、 模 型 论 与 证 明 论 .竹内 外 中 
研究 了 将 集合 论 的 相 容 性 归 约 到 序数 理论 的 相 容 性 
问题 . 他 提出 了 一 种 序数 上 的 递归 理论 ,以 证 明 所 要 
求 的 理论 与 相对 相 容 性 证 明 在 某 种 意义 上 可 以 是 能 
行 的 . 并 证 明了 美 籍 奥地利 数学 家 哥 德 尔 (G6del， 
K. ) 的 可 构造 域 L (利用 它 证 明了 选择 公理 与 广义 
连续 统 假 设 的 相 容 性 ) 可 以 通过 能 行 方式 同 构 到 他 
的 序数 理论 上 . 他 的 工作 为 通过 工 的 良好 结构 ,在 
递归 论 与 集合 论 之 间 建 立 密切 的 联系 打下 了 基础 . 
从 模型 论 的 方向 上 ,麦克 弗 CMachover,M. ) 把 与 递 
归 论 相关 的 模型 论 思想 结果 推广 到 无 穷 语言 Das it 
而 发 展 了 一 种 在 无 穷 正 规 基 数 上 的 递归 理论 ,并 证 
明了 可 满足 性 不 是 “算术 ”可 定义 的 . 从 另 一 个 角度 
E, aE? (Kreisel, G. ) 将 兴趣 集中 在 可 定义 性 
与 各 种 高 等 逻辑 与 语言 的 关系 上 ,将 有 穷 性 的 推广 
建立 在 可 定义 性 的 基础 之 上 ,而 不 是 基数 的 基础 上 . 
此 外 ,通过 对 这 一 领域 的 研究 ,逻辑 学 家 们 还 希望 为 
递归 论 找 到 一 个 公理 化 的 途径 . 

可 允许 序数 的 概念 最 早 是 由 克 里 普 克 (Kripke， 
S.A. ) 引 入 的 ,他 证 明了 of 与 所 有 无 穷 基 数 都 是 可 
允许 序数 ,并 且 阐 明 可 允许 序数 上 的 有 穷 性 概念 可 
以 用 “为 Le 的 元 素 ” 来 表述 . 1966 年 至 1967 年 , 萨 
oe Wr (Sacks, G. E. ) 将 经 典 递 归 论 中 的 优先 方法 引 
入 递归 论 中 ,从 而 解决 了 相应 于 许多 可 人 允许 序数 
的 波斯 特 问题 . 其 中 (1972) 延 森 (Jensen,R. ) YE L 
上 的 工作 为 递归 论 提供 了 必要 的 工具 . 同年 , 萨 克 
斯 和 辛普森 (Simpson,S.G. ) 对 所 有 可 人 允许 序数 , 完 
全 解决 了 波斯 特 问题 . 

弱 相 对 < 上 递归 性 (weak relative a-recursiveness) 
xx 递 归 性 的 一 个 较 弱 形式 推广 . 设 A. Ba. B 
相对 A 的 弱 a 递归 ,是 指 存在 ore R W,, 使 得 对 所 
有 Xi 

r€BeQGwaGoLo;,vwnt,D€ 

W, & k, TAR Ej Cza— A ], 
r€ BeOGwUGOL[G.v,6,0) € 
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W, &. E, CC AG. ke CCa— A], 
KH GUI a8 SERE BS — h(a) BETA. 从 直观 
意义 上 说 , 弱 相 对 o 递归 性 看 起 来 较 好 地 体现 了 a 
递归 论 中 的 相对 能 行 性 ,但 它 甚 至 不 具备 可 传 性 , 因 
此 o 递归 论 中 的 相对 能 行 性 概念 是 用 一 个 要 求 更 强 
的 概念 定义 的 (参见 “相对 a 递归 性 ”). 

相对 a 递归 性 (relative a-recursiveness) a 3$ 
归 性 的 推广 . 设 4,BCa.B 称 为 相对 A 是 a 递归 ， 
是 指 存 在 a-re 集 W,, 使 得 对 一 切 7: 

kb;cBe(18)6)[0,6,5,D € 

W., & b; CC A & ke Ca— A], 
Rea BerC10) GE) 50.650) € 
W, & ECC A & kia— Al, 
XP (Reh ac a€ 有 穷 集 的 一 个 能 行 枚 举 . 以 上 关系 
记 为 BLA, E B 通过 归 约 过 程 e 相对 a 递归 于 有 4 
(CHWA (ei^ =B). 

从 直观 上 说 ,B 相对 4 o 递归 ,是 指 对 任何 一 个 
a 有 穷 集 ,可 以 通过 4 "能 行 ? 地 判定 它 是 否 包 含 在 
B 中 ,或 者 包含 在 一 中 . 从 形式 上 看 ,“ 弱 相对 a 
递归 ”似乎 更 为 合理 . 但 不 幸 的 是 ,对 很 多 可 允许 序 
数 ， 弱 相对 a 递归 关系 "甚至 不 是 可 传 的 . 因此 在 a 
递归 论 中 ,一 般 都 使 用 这 里 的 概念 作为 相对 能 行 性 
的 定义 . 当然 ,在 ww 递归 论 中 ,这 两 个 定义 是 一 致 
HJ. 在 一 般 a 递归 论 中 , 它 比 * 弱 相对 a GRAPE E OR 
(参见 “ 弱 a 相对 递归 性 ”). 

a 度 (a-degree) 递归 论 的 基本 概念 之 一 . 指 由 
a 相对 递归 性 导出 的 等 价 类 概念 . 与 古典 递归 论 相 
似 , 所 有 a 度 形成 上 半 格 ,此 外 ,它们 与 古典 递归 论 
的 图 灵 度 有 许多 相似 之 处 . 如 a-re 度 结构 是 稠密 的 
(对 一 切 可 允许 序数 a). 对 许多 可 人 允许 序数 ,存在 a- 
re 的 极 小 对 .但 在 a2 o 之 后 ,0 以 下 到 度 的 结构 和 
0 以 下 < 度 的 结构 不 同 构 . 

高 型 对 象 (object of higher type) 自然 数 对 象 
的 一 种 推广 . 对 任何 自然 数 ”w 上 的 2 型 对 象 的 集 
合 递归 定义 为 : 

IT =e. 

2.7” —T'? | c HS BAH SE. 

3. T= Uc TOP B RV, GR D eg EDGE RR. 
简单 地 说 ,自然 数 为 0 型 对 象 ,自然数 上 的 全 苯 数 为 
1 型 对 象 ,自然 数 上 全 郴 数 到 自然 数 的 全 图 数 为 2 
型 对 象 等 ， 

高 型 递归 论 (higher recursion theory) 一 种 递 
归 理 论 . 是 把 自然 数 上 的 递归 论 推广 到 高 型 对 象 上 
得 到 的 数学 理论 .事实 上 ,一 型 的 递归 对 象 (递归 函 
数 ) 与 二 型 递归 对 象 ( 递 归 泛 苯 ) 可 以 划 入 经 典 递 归 
论 的 范畴 ,这 种 递归 性 可 以 成 功 地 被 推广 到 更 高 型 
对 象 上 . 通过 重复 从 较 低 型 对 象 向 较 高 型 对 象 推广 
的 一 致 过 程 ,可 得 到 较 高 型 对 象 上 的 递归 性 定义 . 例 


如 ,一 型 对 象 的 计算 相当 于 有 一 个 执行 机 械 过 程 的 
机 器 M xt M BAR n 后 可 得 到 输出 — ga). 二 
型 对 象 (ff,n) 的 计算 相当 于 在 上 述 M 处 再 加 上 一 
个 外 部 信息 源 f. 对 输入 f,n,M 在 计算 nn 时 ,要 问 
到 f 对 某 些 变 元 的 值 . 三 型 对 象 FE, fn) F 
在 M 之 上 加 上 两 个 外 部 信息 源 上 和 C( 其 图 象 的 基 
MO 250, EE n iN, M 要 问 到 f 对 某 变 元 的 集 ， 
同时 还 要 问 到 F 对 某 变 元 的 值 . 在 问 到 下 对 变 元 g 
的 值 时 ,要 计算 g 的 图 象 ,因此 M 的 计算 不 再 有 穷 . 
类 似 可 有 更 高 型 对 象 的 计算 . 

对 高 型 对 象 而 言 , 紧 致 性 不 再 成 立 , “计算” 的 概 
念 也 不 再 有 原来 的 “能 行 性 ”了 . w 算 子 也 失去 了 它 
在 经 典 递归 定义 中 的 中 心地 位 (从 上 面 的 例子 看 出 ， 
在 高 型 对 象 的 计算 中 ,搜索 范围 可 能 不 再 是 可 数 无 
ST) ,因此 其 研究 变 得 更 为 复杂 了 . 这 一 方向 的 研 
究 最 早 由 美国 逻辑 学 家 .数学 家 克 林 (Kleene,S， 
C. ) 提 出 的 . 

将 递归 论 推 广 到 高 型 对 象 的 男 一 条 途径 是 通过 
紧 致 性 .单调 性 和 连续 性 进行 的 . 这 一 方向 的 研究 是 
由 美国 学 者 戴 维 斯 (Davis M. D. )、 克 林 和 克 雷 塞 尔 
(Kreisel,G. ) 提 出 的 . 他 们 的 基本 观点 是 :计算 树 仍 
然 是 有 穷 的 . 这 一 方向 的 研究 发 展 成 为 可 数 泛 函 理 
论 . 
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dE 2% BRP 48 (non-classical logic) ” 亦 称 非 标 准 
逻辑 . 数理 逻辑 的 一 个 分 支 . 通常 指 两 个 演算 (命题 
演算 和 谓词 演算 ) 以 外 的 符号 逻辑 系统 及 可 用 于 推 
理 描述 的 数学 系统 . 非 经 典 逻 辑 大 体 可 以 分 为 三 类 . 
第 一 类 是 从 语 构 角度 出 发 对 谓词 演算 进行 扩充 所 形 
成 的 符号 逻辑 系统 ,例如 模 态 逻辑 \、 时 态 逻 辑 、 动 态 
逻辑 、 线 性 逻辑 、 非 单调 逻辑 等 .第 二 类 是 从 语义 角 
度 出 发 对 谓词 演算 进行 扩充 所 形成 的 符号 逻辑 系 
统 , 例 如 某 些 多 值 逻辑 系统 . 第 三 类 是 通过 数学 计算 
确定 命题 真 值 ,从 而 建立 起 推理 的 数学 描述 的 数学 
系统 ,也 有 人 称 这 一 类 为 语义 逻辑 ,因为 它们 通常 没 
有 相应 的 形式 符号 系统 ,例如 模糊 逻辑 . 

由 于 各 种 应 用 逻辑 的 发 展 , 特 别 是 计算 机 科学 
和 人 工 智 能 科学 的 发 展 , 对 一 阶 谓 词 演算 系统 的 表 
示 能 力 提出 了 挑战 . 许多 领域 内 一 阶 谓词 演算 显得 
苍白 无 力 , 另 一 些 领域 内 它 则 显得 无 能 为 力 , 因 而 使 
各 种 非 经 典 逻 辑 得 到 空前 充分 的 发 展 . 

应 当 指 出 , 模 态 逻辑 是 相当 “经 典 ” 的 ,其 至 可 追 
WEE + E fS CAristateles). 之 所 以 人 们 倾向 于 
将 它 列 人 非 经 典 逻 辑 范 畴 ,是 因为 近代 的 科学 发 展 
赋予 了 它 新 的 意义 和 新 的 应 用 前 景 . 还 应 指出 ,对 非 
经 典 逻 辑 的 理解 及 对 其 外 延 的 规定 ,众说 纷 红 , 以 上 
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意见 只 是 较为 常见 的 一 种 . 

模 态 逻辑 (modal logic) | — 28 dE £5 S 3E 58. E 
研究 含有 模 态 词 “ 必 然 >"“ 可 能 ”的 模 态 命题 及 其 推 
理 的 科学 . 模 态 词 可 以 用 符号 表示 ,符号 L (或) 
表示 “必然 ”, 符 号 M( 或 9 ) 表 示 “ 可 能 ”. 现代 模 态 
逻辑 是 在 古典 的 命题 演算 或 谓词 演算 的 基础 上 构造 
起 来 的 ,因而 是 数理 逻辑 的 一 个 重要 分 支 . 

历史 上 第 一 位 对 模 态 逻辑 进行 系统 研究 的 逻辑 
学 家 是 古 希 腊 哲 学 家 .科学 家 亚 里 士 多 德 
(Aristotle). 他 在 《工具 论 ;一 书 中 ,提出 了 大 量 模 态 
三 段 论 形式 ,其 中 很 多 已 被 现代 模 态 逻辑 证 明 是 有 
效 的 . 在 亚 里 士 多 德 的 著作 中 所 包含 的 朴素 模 态 逻 
辑 思想 ,成 为 现代 模 态 逻辑 研究 的 思想 源泉 . 由 于 他 
的 著作 中 也 存在 一 些 难 解 的 问题 ,因此 在 很 长 一 段 
时 间 内 ,人 们 并 不 理解 他 的 研究 成 果 . 直到 20 世纪 
30 年 代 , 波 兰 数学 家 .逻辑 学 家 武 卡 谢 维 奇 
(Eukaszewicz, J. ) Al 3€ ER 2€ & zx FARK (MacColl, 
H. ) 等 逻辑 学 家 开始 用 现代 逻辑 的 观点 对 亚 里 士 多 
德 的 模 态 逻辑 进行 深入 的 研究 ,取得 了 许多 有 价值 
的 成 果 . 

把 模 态 问题 引 和 人 数理 逻辑 中 来 是 从 20 世纪 初 
开始 的 . 美国 逻辑 学 家 刘易斯 (Lewis ,C.I. ) 第 一 个 
用 数理 逻辑 的 观点 和 方法 对 模 态 逻辑 作 系统 的 研 
究 , 从 而 使 模 态 逻辑 的 研究 获得 了 质 的 飞跃 . 刘易斯 
当之无愧 地 成 为 现代 模 态 逻辑 的 创始 人 . 

在 数理 逻辑 中 提出 模 态 问题 与 当时 关于 实质 蕴 
涵 ( 亦 称 真 值 蕴 涵 ) 的 争论 有 关 . 英国 数理 逻辑 学 家 
罗素 (Russell,B. A. W,.)、 英 国 逻 辑 学 家 、 数 学 家 怀 
特 海 (Whitehead,A.N. ) 在 他 们 合 写 的 巨著 《数学 
原理 》 中 ,把 p 一 g EMA 15 Va WARE p km q 
E p—q 就 为 真 ,这 就 是 所 谓 的 实质 蕴涵 . 实质 蕴涵 
的 前 件 p 与 后 件 g 之 间 不 必 有 必然 的 联系 . 在 罗素 
和 怀特 海 的 命题 演算 中 还 有 下 列 命题 

l.p = =p): 

Ze | pep 9 

3. Cp >q) V Qq >p). 

命题 1 表示 :只 要 p 真 ,任何 命题 g PAM p， 
即 任何 命题 蕴涵 真 命题 . 

命题 2 表示 ;只 要 pp 假 ,p 蕴涵 任何 命题 9, 即 
假 命题 蕴涵 任何 命题 . 

命题 3 表示 :任何 两 个 命题 p Sg RE PH 
9 ,就 是 g 蕴涵 户 , 即 任何 两 个 命题 必 有 区 涵 关系 . 

上 述 命题 ,人 们 称 之 为 实质 蕴涵 的 怪 论 . AT v 
服 实质 蕴涵 的 缺点 ,刘易斯 提出 了 严格 蕴涵 的 概念 . 
他 把 “p 严格 蕴涵 g” 定 义 为 “不 可 能 (p 入 下 9g)”。 用 
符号 一 表示 “严格 蕴涵 ”, 因 此 p 一 g 表示 “p RR 
ig” 严格 蕴涵 的 定义 包含 了 模 态 词 . 1914 年 , 刘 易 
HT CLéwis .C. I. ) 在 论文 《严格 蕴涵 的 演算 》 和 《蕴涵 
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的 和 矩阵 代数 》 中 ,提出 了 第 一 个 模 态 命题 演算 ,从 而 
开创 了 用 数理 逻辑 的 观点 和 方法 研究 模 态 逻辑 的 新 
局 面 . 1932 年 ,刘易斯 和 兰 福 德 (Langford,C.H.) 
合 写 了 《符号 逻辑 一 书 , 其 中 构造 了 Si,S;,S,,S， 
Ss 五 个 模 态 命题 演算 系统 . 

在 刘易斯 工作 的 基础 上 ,不 少 逻 辑 学 家 在 数理 
逻辑 的 基础 上 陆续 构造 出 许多 不 同 的 严格 蕴涵 的 模 
态 命题 演 算 . 1946 年 , 巴 坎 (Barcan,R.C. ) 发 表 了 论 
文 《基于 严格 更 涵 的 一 阶 琢 项 演算 》, 德 国学 者 卡 纳 
if (Carnap,R. ) 发 表 了 论文 《 模 态 性 和 量词 》, 他 们 
各 自 独立 地 构造 了 模 态 谓词 演算 . 从 20 世纪 50 年 
代 起 ,一 些 逻 辑 学 家 开始 建立 模 态 命题 逻辑 的 自然 
推理 系统 与 模 态 谓词 逻辑 的 自然 推理 系统 . RAR 
先生 在 1950 年 发 表 了 他 的 论文 《推理 定理 和 两 类 新 
的 逻辑 系统 》. 

20 世纪 40 年 代 以 前 ,现代 模 态 逻辑 的 研究 侧 
重 于 语 构 方面 . 从 20 世纪 40 年 代 起 ,在 模 态 逻辑 的 
语义 方面 ,也 取得 了 许多 重要 的 研究 成 果 . 卡 纳 普 是 
这 方面 的 先驱 ,1947 年 ,他 在 4 意义 与 必然 > 一 书 中 ， 
提出 了 模 态 逻辑 语义 系统 的 理论 . 20 世纪 50 年 代 
后 , 克 里 普 克 (Kripke,S. A. ) 等 逻辑 学 家 又 进一步 
加 以 研究 ,提出 了 完整 的 模 态 逻辑 语义 理论 . 

刘易斯 创立 的 模 态 逻辑 是 关于 人 逻辑 必然 和 人 逻辑 
可 能 的 . 人 们 把 这 样 的 模 态 逻辑 称 为 经 典 的 模 态 . 此 
外 ,一 些 逻 辑 学 家 还 建立 了 不 是 关于 逻辑 必然 和 逻 
辑 可 能 的 模 态 逻辑 系统 .人们 把 这 些 逻 辑 系 统称 为 
非 经 典 的 模 态 逻辑 . 义务 逻辑 . 认 知 逻辑 和 时 态 逻 辑 
等 都 是 非 经 典 的 模 态 逻辑 . 

中 国 对 模 态 逻辑 的 研究 也 在 不 断 深入 发 展 . 
1986 年 出 版 的 周 礼 全 先生 的 《 模 态 逻辑 引 论 》 详 细 
地 介绍 了 国内 外 的 研究 成 果 . 

模 态 命题 演算 7 (modal propositional calculus 
T) 一 种 重要 的 模 态 命题 演算 . 模 态 命题 演算 了 
由 下 列 几 个 部 分 构成 : 

1. 初始 符号 : 

13 命题 变 元 :Pi,P;,P;,…. 

2) 一 元 逻辑 联结 词 :下 ,二 . 

3) 二 元 逻辑 联结 词 :一 . 

4) 括号 :(，,). 

2. 形成 规则 ; 

D 任 一 命题 变 元 是 合式 公式 . 

2) WR a 是 合式 公式 , 则 (站 oq) 是 合式 公式 . 

3) 如 果 aL B 是 合式 公式 , 则 (a 一 B) 是 合式 公 


4) 如 果 a 是 合式 公式 , 则 La 是 合式 公式 
用 下 列 元 语言 变 元 表示 合式 公式 : 
A,B,C,**5; A,, B, Cieee 

3. 定义 ; 
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1) Def A : (AA B)=Df 1CA— 71 B). 

2) Def V : (AV B) —DfC^ 14A B). 

3) Defe : (Ae B) 

一 Di Y(CA— B)  dCB- A5). 

4) Def MiMA-—Df 1L 14A. 

5) Def — : (AE B) - DILCA— B). 

6) Def— : (A— B) —Df(CA — B) 

A CB — A)). 

4. 公理 ; 

具有 下 列 任 一 公式 模式 的 合式 公式 都 是 了 的 
公理 : 

1) CA-—CB-—A)). 

2) CCA—CB-C))—(CA-—B)-—(CA-—C))). 

3) (CTI A—=B)= (CI A> B)—=A)). 

4) (LA—>A). 

5) (L(A+B)—>(LA>LB)). 

5. 推理 规则 : 

1) 由 A 和 (4 一 B) 推 导出 B. 

2) HA 推导 出 LA. 

在 模 态 命题 演算 T 中 还 要 给 出 下 列 定义 : 

1. 了 中 一 个 有 穷 的 合式 公式 序列 Bi Bic 
已 ,是 了 中 的 一 个 证 明 , 当 且 仅 当 其 中 的 合式 公式 都 
属于 下 列 几 种 情况 之 一 :是 一 条 公理 ;是 合式 公式 序 
列 中 位 于 前 面 的 一 个 或 两 个 合式 公式 ,经 过 运用 推 
理 规 则 而 得 出 的 一 个 合式 公式 . 

2. 一 个 有 穷 的 合式 公式 序列 Bis Bes. Bn 是 T 
中 合式 公式 B 的 一 个 证 明 , M BO B,,B;,. B, 
是 了 中 的 一 个 证 明 ,并 且 B,— B. 

3. 合式 公式 妃 是 了 中 的 定理 , 当 且 仅 当 中 有 
一 个 关于 B WHR. B ÆT WY 2 Hic AEB. 

4. T 中 一 个 有 穷 不 空 的 合式 公式 序列 Bi, Bo, 
UB, ÆT PRACKE SBE. SARS 
B—B,,JER PA AUAXARERT PHILA Ai 
之 一 :是 一 条 公理 ;是 矿 中 的 一 个 合式 公式 ;是 合式 
公式 序列 中 位 于 前 面 的 一 个 或 两 个 合式 公式 ,经 过 
运用 推理 规则 而 得 出 的 一 个 合式 公式 . 

T PHTI B KEFA TEB. 

5. T 中 的 合式 公式 B EARARR T WEE 
后 承 , 当 且 仅 当 7 了 中 有 一 个 由 本 到 B 的 推导 . 

模 态 命题 演算 的 解释 (interpretation of modal 
prop sitional calculus T) 模 态 命题 演算 了 的 语 
义 . 模 态 命题 演算 了 的 一 个 解释 是 一 个 有 序 三 元 组 
《W,R,V).W 是 一 个 由 可 能 世界 wi, w, w, tH 
成 的 集 ;R 是 W 集 上 的 具 自 返 性 的 二 元 关系 ;V 是 
满足 一 系列 条 件 的 赋值 (用 1 表示 “ 真 ”, 用 0 表示 
“ 假 ”). 利用 了 人 解释 可 以 定义 语义 理论 中 的 三 个 重 
要 概念 如 下 : 


LT PAAQKART HRW. 4ARAMT 
FUB B3 T REREOV RV ) 和 任 一 w; € W.VCA w;) 
=1.A 是 工 贡 真 的 记 为 乒 4. 

2. 在 荆 解 释 下 7 中 合式 公式 B 是 合式 公式 4 
的 语义 后 承 , 当 上 且 仪 当 没 有 一 个 荆 解 释 ( W,R,V ) 
和 一 个 w;EW, 使 V (Aw) =1 m VCB,w,) =0. B 
是 4 的 语义 后 承 记 为 4 EB. 

SET MARK T PERAR B ET PARA 
式 集 T 的 语义 后 承 , 当 且 仅 当 没有 一 个 本 解 释 
( W,R,V ) 和 一 个 w;EW ,使 得 对 于 所 有 的 CET， 
VCc,w;)—1 m V(B,w:)=0. B 是 T 人 的 语义 后 承 记 
AT FB. 

oo BRT 语义 图 (the Kripke T semantic dia- 
grams) ”一 种 著名 的 判定 模 态 命题 演算 了 的 合式 
公式 常 真性 的 方法 , 具体 画 法 如 下 :首先 根据 了 中 
的 定义 ,使 要 判定 的 那个 了 中 合式 公式 4 Ae 
辑 联 结 词 V ,一 和 **>, 将 变形 的 结果 记 为 4 .其 次 
画 一 条 垂直 线 , 把 4"* 写 在 垂直 线 右 边 的 上 端 .在 垂 
直线 下 端 附 近 写 上 ti(《t2,t3,…), 以 表示 这 个 图 是 了 
语义 图 中 的 第 一 个 图 (第 二 个 图 ,第 三 个 图 …… ) 然 
后 按照 下 列 规则 进行 : 

LL 3) ES 6 的 左 半 ( 即 垂直 线 的 左边 ) 有 一 
4 A WWE: 的 右 半 ( 即 垂直 线 的 右边 ) 写 一 个 A. 

LR :和 若 图 志 的 右 半 有 一 个 五 4, 则 在 上 的 左 
= 

[LA j: 车 图 #; 左 半 有 一 个 AMA B.E WE 
5 AUNT. 

[RL]: EER i; 的 右 半 有 一 个 Z4, 则 画 一 新 图 
tj, 在 ;的 右 半 写 一 个 A4, 并 从 i; 男 一 条 有 第 头 的 直 
线 到 É; tj 称 为 点 的 直接 导出 图 . 

[LLj: 若 在 i 的 左 半 有 一 个 LA4, 则 在 i; 的 左 半 
和 所 有 上 的 直接 导出 图 的 左 半 都 各 写 上 一 个 A. 

在 一 个 工 语义 图 中 ,把 用 有 箭头 的 直线 连结 起 
来 的 图 群 ( 可 以 只 有 一 个 孤立 的 图 ) 称 为 这 个 了 语 
义 图 的 二 个 分 文 。 

[RAJ :如果 语 义 图 的 某 一 分 支 L 中 的 某 个 图 
t; 的 右 半 有 一 个 4AB, 则 把 分 文 万 换 成 两 个 分 文 
L, 与 L, ,Ls 是 把 L, 中 的 去 换 为 t BAR ,Ls, 是 把 
L, FP IS] t; 换 为 & 的 结果 ,而 二 与 的 不 同 仅 仅 在 于 
ti 的 右 半 比 4 多 一 个 4A,4 与 4 的 不 同 也 仅仅 在 于 
/的 右 半 比 总 多 一 个 B. 

为 了 利用 克 里 普 克 了 语义 图 判定 了 的 合式 公 
式 的 常 真 性 ,还 需要 下 列 定义 : 

1. 一 个 了 语义 图 是 完结 的 , 当 且 仅 当 这 个 工 语 
义 图 中 没有 任 一 合式 公式 还 必须 应 用 画图 规则 . 

2. 在 一 个 了 语义 图 中 ,一 个 图 t 中 出 现 予 盾 ， 


非 经 R AE: 


当 且 仅 妆 至 少 有 一 个 了 的 合式 公式 在 点 左 半 和 右 
半 都 出 现 . 

3. 在 一 个 TT 了 语义 图 中 ,一 个 分 支 L; 中 出 现 矛 
盾 , 当 且 仅 当 工 ; 中 至 少 有 一 个 图 i 出现 矛盾 . 

4. 一 个 了 语义 图 是 有 矛盾 的 , 当 且 仅 当 在 这 个 
语义 图 完结 时 每 一 分 文 都 出 现 矛 盾 . 

由 此 得 到 如 下 结论 :对 于 了 的 任 一 合式 公式 
4,4 是 工 常 真 的 , 当 且 仅 当 4 的 了 语义 图 是 有 了 予 
盾 的 . 

模 态 命题 演算 S, (modal propositional calculus 
S) 一 种 重要 的 模 态 命题 演算 .S, 的 初始 符号 和 
形成 规则 与 模 态 命题 演算 T 相同 . S. 的 公理 模式 共 
有 六 条 ,其 中 前 五 条 与 7 的 那 五 条 相同 ,把 它们 分 
别 记 为 

Sol Sel ae oS N.S. 
S, 的 第 六 条 公理 模式 为 S,V.L4 一 LLA, S, WHE 
理 规则 就 是 了 的 那 两 条 推理 是 规则 . E; T 中 类 似 ， 
可 以 定义 S, 中 的 证 明 ,S, 中 的 定理 等 概念 .了 中 的 
定理 都 是 S 的 定理 ,S, BT 的 扩大 . 

模 态 命题 演算 $; (modal propositional calculus 
S) 一 种 重要 的 模 态 命题 演算 .Sis 的 初始 符号 和 
形成 规则 与 模 态 命题 演 了 相同 .Ss 的 公理 模式 共有 
六 条 ,其 中 前 五 条 与 7 了 的 那 五 条 相同 ,所 以 它们 分 
别 记 为 

Solus TaS aS N SN, 
S; WAAR BRA A SV. TLA> LILA. S; 
的 推理 规则 就 是 7 了 的 那 两 条 推理 规则 .与 7 中 类 
似 , 可 以 定义 S; 中 的 证 明 、 定 理 等 概念 .了 中 的 定理 
都 是 S: 的 定理 ,S; 是 了 的 扩大 . XAK SES, 
的 定理 ,所 以 S; 也 是 S, 的 扩大 . 

模 态 谓词 演算 QTB modal predicate calculus 
QTB) 一 种 重要 的 模 态 谓词 演算 . 模 态 谓词 演算 
QTB 由 下 列 几 个 部 分 构成 : 

1. 初始 符号 : 

D 个 体 变 元 ;zi 9225795°"°. 

2) 命题 变 元 : pi, por part 

3) 谓词 :一 元 词 谓词 Fi.FiFi- 
,局 ,KF3,… ;二 元 谓词 Fi, F3, Fie. 

4) 一 元 逻辑 联结 词 : T, L. 

5) 二 元 逻辑 联结 词 :一 . 

6) 全 称 量词 V. 

7) FES MES IC). 

2. 形成 规则 : 

Zi a5d15»d» t1 30,0), 这些 元 语言 变 元 
表示 个 体 变 元 , 且 采 用 模 态 命题 演算 T 的 元 语言 变 
2b. 

D 任 一 命题 变 元 是 合式 公式 . 


; 二 元 谓词 
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2) 任 一 Fi(a;,a;,,a MEE . 
3) Ba dÉRG AAA GI COR XA X. 
4) zi a $0 B 是 合式 公式 , 则 (a 一 8) 是 合式 公 


5) É a 是 合式 公式 , 则 La 是 合式 公式 . 

6) 者 a 是 合式 公式 , 则 Yaa 是 合式 公式 . 

男 外 还 有 下 列 规则 :在 一 个 合式 公式 中 Va 后 面 
紧 接 着 的 那个 合式 公式 , 称 为 Ya 的 辖 域 ; 若 在 合式 
公式 A 中 ,个 体 变 元 a 某 次 出 现在 全 称 量词 Y 的 最 
邻近 后 面 ,或 者 出 现在 Ya 的 辖 域 中 , 则 称 在 A 中 a 
的 某 次 出 现 是 约束 的 , 亦 称 在 A 中 a 的 某 次 出 现 是 
约束 出 现 ; 否则 称 在 A 中 a 的 某 次 出 现 是 自由 的 ， 
亦 称 在 A Pa 的 某 次 出 现 是 目 由 出 现 . 

3. 在 模 态 谓词 演算 QTB 中 除了 全 部 采用 模 态 
命题 演算 T 的 那些 定义 外 ,还 有 下 面 的 定义 : 

Def] :J aA = Df - AV aAA. 

4. 具有 下 列 任 一 公式 模式 的 合式 公式 都 是 
QTB 的 公理 : 

1) CA—(GB—A)). 

2) (CA>(B>C))> ((A>B)>(A>C))). 

3) (C7 A>B)> (C1 A> 71 B)—>A)). 

4) VaA>A(b/a)(A 中 无 自由 a 在 Vb 的 辖 域 
中 . A(b/a) RTE 4 中 用 个 体 变 元 5 替换 自由 个 体 
变 元 a 的 结果 ). 

5) (VaCA—B)— CA— VaB)) CA PRAH a). 

6) CLA—A). 

7) CLCA— B) —-CLA-—LB)). 

8) (VaLA—LVNaA). 

o. 推理 规则 : 

D 由 A 和 (4A 一 B) 推 导出 B. 

2) 由 A JE S IB Va A. 

3) 由 A 推导 出 LA. | 

类 似 于 模 态 命题 演算 了 ,可 以 定义 QTB 中 的 证 
明 定理、 推导 . 语 形 后 承 等 概念 . 由 于 模 态 命题 演算 
7 的 合式 公式 都 是 模 态 谓词 演算 QTB 的 合式 公 
AOT 中 的 公理 和 推理 规则 分 别 是 QTB 的 公理 和 
推理 规则 ,所 以 了 的 定理 都 是 QTB 的 定理 ,因此 了 
是 QTB 的 子 系统 . 

模 态 谓词 演算 QTB 解释 (interpretation of 
modal predicate calculus QTB) QTB 的 语义 . 模 
态 谓 词 演 算 QTB 的 一 个 解释 是 一 个 有 序 四 元 组 
QW,R,D,Vo.W f&—"^- t nl BE HER www, 
组 成 的 集 ;R 是 W 集 上 的 具 自 返 性 的 二 元 关系 ;DD 
是 以 个 体 为 元 的 非 空 集 ( 称 为 个 体 域 ),DD= (di,d;， 
d，,…}, 并 且 规 定 各 个 可 能 世界 中 的 个 体 都 相同 ;V 
是 满足 一 系列 条 件 的 赋值 . 利用 QTB 解释 可 以 定 
义 语义 理论 中 的 三 个 重要 概念 如 下 : 

1. QTB 中 合式 公式 A 是 QTB 可 满足 的 , 当 且 
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仅 当 至 少 有 一 个 QTB 解释 ( W ,R,D,V ) 和 一 个 w; 
CW,VCA,w;)—1. 

2. QTB PLAGA XE D dé QTB 可 满足 的 , 当 
且 仅 当 至 少 有 一 个 QTB 解释 ( W,R,D,V ) 和 一 个 
w; € W X TAR BECI.VG,;w2)-1. 

3. QTB 中 合式 公式 A 是 QTB 常 真 的 , 当 且 仅 
当 对 于 对 任 一 个 QTB 解释 ( WW,R,D,V ) 和 任 一 个 
wEW,V(A,w;)=1.4 是 QTB ERRIA EA. 

QTB 中 语义 后 承 的 定义 与 了 中 的 类 似 ， 

模 态 谓词 演算 QS,B modal predicate calculus 
QS.B) 一 种 重要 的 模 态 谓词 演算 .QS4B 的 初始 符 
号 和 形成 规则 与 模 态 谓词 演算 QTB 相同 . QS,B 的 
公理 模式 共有 九条 ,其 中 前 八条 与 QTB 的 八条 相 
同 , 把 它们 分 别 记 为 

QS,B I ,QS,B I ,--- ,QS,BVI. 
QS,B 的 第 九条 公理 模式 为 
QS,BX.LA— LLA, 
QS,B 的 推理 规则 就 是 QTB 的 三 条 推理 规则 . 与 
QTB 中 类 似 ,可 以 定义 QS4B 的 证 明 .定理 等 概念 . 
QS,B 是 QTB I 3 X. 

% (& if 48 (many-valued logic) —2E dE £e Jt. ;£ 
辑 . 指 命题 可 以 取 多 于 二 值 的 一 类 逻辑 系统 . 自古 以 
来 ,人 们 通常 认为 命题 只 能 取 真 假 两 个 值 , 即 一 个 命 
题 非 真 即 假 ,这 种 观念 在 整个 逻辑 发 展 过 程 中 占有 
主流 地 位 ,由 此 发 展 起 来 的 经 典 二 值 逻辑 系统 已 成 
为 逻辑 学 中 最 基本 的 系统 . 然而 , 早 在 古 希 腊 时 期 ， 
古 布 腊 哲 学 家 、 科 学 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 就 对 
这 一 观念 提出 过 异议 ,他 举例 说 ， 明 天 发 生 海战 "这 
一 命题 的 真 值 在 现在 就 是 不 可 决定 的 ,因此 , 它 具 有 
介 于 真 与 假 之 间 的 一 个 中 间 值 状态 . 20 Hy, E 
E] ^E 3 2E BLK (MacColl, H. ) 提 出 一 种 有 别 于 经 典 
二 值 逻 辑 的 命题 逻辑 系统 ,他 把 命题 的 取 值 规定 为 
“必然 真 "“ 不 可 能 真 ” 以 及 “ 真 值 可 变 ” 三 种 值 . 例如 
“2 二 2” 取 值 “ 必 然 真 ", “3 二 2” 取 值 “ 不 可 能 真 ”, "x 
二 2” 取 值 “ 真 值 可 变 ”. 最 先 以 类 似 于 经 典 二 值 逻 辑 
的 形式 发 展 起 来 的 ， 

多 值 逻 辑 系统 是 20 th 20 20 年 代 , 由 波兰 数学 
家 武 卡 谢 维 奇 (Eukaszewicz,J. ) 及 波兰 -美国 数理 
逻辑 学 家 波斯 特 (Post ,E.I. ) 提 出 . 武 卡 谢 维 奇 于 
1920 年 给 出 了 他 的 三 值 逻辑 系统 ,他 沿袭 亚 里 士 多 
德 的 观点 ,将 第 三 值 解释 为 “未 决定 的 ”或 “可 能 的 ”， 
表示 未 来 可 能 发 生 的 状态 ,后 来 他 又 将 它 的 三 值 逻 
辑 系统 推广 到 值 及 无 穷 值 . 波斯 特 于 1921 年 独立 
地 发 展 了 他 的 有 限 多 值 逻 辑 系统 . 在 他 的 系统 中 , 命 
题 可 以 取 1,2…,m 等 m 个 值 ,其 中 1 表示 真 ,m RK 
示 假 ,其 他 值 表示 中 间 状 态 . 目 此 之 后 ,大 量 反 映 不 
同 哲学 背景 ,具有 不 同 应 用 领域 的 多 值 逻辑 系统 相 


继 出 现 . 有 代表 性 的 有 限 多 值 逻辑 系统 除 武 卡 谢 维 
奇 的 三 值 逻辑 系统 k; 及 其 n 值 扩充 ln 之 外 ,还 有 美 
国 逻 辑 学 家 、 数 学 家 克 林 (Kleene,S.C. ) 的 三 值 逻 
辑 系 统 K,, I BL CBochvar, D. A. B — (B 3E BA 
St B. KA n [BU E B, RHR dh Al WS AR A BK 
(Gódel,K. 2 I] n (B 3E BAS G, 以 及 近年 来 由 国内 
学 者 朱 梧 模 、 希 奚 安 发 展 起 来 的 中 介 逻 辑 ML. 命题 
可 以 取 无 穷 值 的 多 值 逻 辑 系统 有 武 卡 谢 维 奇 的 无 穷 
值 逻辑 ko 及 哥 德 尔 的 无 穷 值 逻辑 系统 \. 另外 ,概率 
逻辑 与 模糊 逻辑 也 可 以 被 看 做 为 无 穷 值 逻辑 系统 ， 
它们 的 命题 真 值 可 以 取 [0,1j 区 间 内 的 任意 实数 . 综 
观 多 值 逻 辑 的 发 展 ,人 们 研究 和 建立 各 种 多 值 逻 辑 
系统 主要 出 于 下 面 三 种 动机 : 

1. 是 纯 数 学 的 兴趣 ,人 们 试图 从 语义 上 扩充 经 
典 逻 辑 的 二 值 语义 ,以 建立 一 种 有 别 于 经 典 逻 辑 的 
新 逻辑 系统 ,同时 由 于 真 值 范 围 的 扩大 ,命题 连结 词 
的 定义 更 为 灵活 ,通过 定义 各 种 形式 的 命题 连结 词 
可 以 获得 一 些 非常 有 趣 的 逻辑 或 代数 性 质 . 

2. 是 来 自 哲学 的 兴趣 ,通过 赋予 介 于 真 假 之 间 
的 中 间 状 态 值 以 不 同 的 哲学 意义 ,可 以 获得 反映 各 
自 哲学 背景 的 逻辑 系统 .大量 的 三 值 逻 辑 系统 是 出 
于 这 种 考虑 而 建立 的 . 

3. 是 对 于 应 用 的 需求 . 博 赫 瓦 发 展 他 的 三 值 逻 
辑 系 统 的 目的 是 试图 解释 语言 学 中 的 语义 导论, 克 
林 则 是 为 了 解决 在 部 分 递归 上 晒 数 理论 中 数值 谓词 的 
可 判定 性 问题 而 建立 他 的 天 : 系统 . 

一 些 学 者 试图 利用 多 值 逻 辑 排除 集合 论 悖 论 ， 
即 用 某 种 多 值 逻辑 系统 与 康 托 尔 的 概括 原则 相配 套 
建立 一 个 集合 论 系 统 , 以 消除 悖 论 ,但 这 方面 的 研究 
未 获得 令 人 注目 的 发 展 , 相 反 , 国 内 著名 数理 逻辑 学 
REAR F 1954 年 证 明 武 卡 谢 维 奇 值 逻辑 系统 
t, 与 概括 原则 相配 套 , 一 定 会 产生 导论 . 近 几 十 年 
来 ,多 值 逻 辑 在 计算 机 科学 领域 中 获得 了 广泛 的 应 
用 ,这 方面 的 应 用 可 以 概括 为 两 类 :一 类 是 在 电路 设 
计 及 开关 理论 中 的 应 用 ,例如 ,通过 设计 具有 多 值 状 
态 的 逻辑 电路 以 减少 集成 电路 的 引线 数目 等 ; 另 一 
类 是 在 计算 机 科学 理论 中 的 应 用 ,特别 是 人 工 智能 、 
程序 语言 .知识 表示 与 推理 等 方面 的 应 用 . 这 些 应 用 
使 得 多 值 逻辑 成 为 计算 机 科学 关注 的 一 个 重要 分 
X. 

iE XXE = (BE 48 (Bochvar’s 3-valued logic) 
一 种 多 值 逻 辑 系统 . EC HU PX IR (Bouenap, B. ) F 
1939 年 给 出 的 一 种 三 值 软 辑 系 统 ,规定 命题 可 取 真 
值 ;0( 假 ),1( 真 ) 和 w. 波 次 娃 尔 将 第 三 值 w 解释 为 
有 人 那 论 的 或 无 意义 的 . 因而 当 ARB uN. 1A 
WIE u; 5 ALB 中 有 一 取 值 a 时 AxB(x 可 以 为 
V，A 人 ,一 ,一 之 一 ) 恒 取 值 *, 其 他 真 值 运算 与 二 值 
逻辑 相同 . 


JE 经 SR 2 # 


yu $k = (Bie 8 (Kleene’s 3-Valued Logic) 一 
Rh Ze [EDGE AS. 它 是 由 美国 逻辑 学 家 、 数 学 家 克 林 
(Kleene,S. C. ) F 1938 年 给 出 的 一 种 三 值 逻辑 系 
统 ,规定 命题 可 能 的 取 值 为 0( 假 )、1( 真 ) 和 zx. 取 值 
u 的 命题 被 认为 是 未 知 的 或 不 可 决定 的 ,从 而 使 真 
值 联结 词 的 定义 如 下 : 


克 林 并 没有 否认 命题 的 最 终 取 值 非 真 即 假 ,一 个 命 
题 取 第 三 值 x 只 是 说 明 它 的 最 终 的 取 值 目前 还 不 知 
道 ,或 者 根据 某 种 判定 方法 (如 能 行 算 法 ) 不 能 决定 
它 的 真 值 . 

武 卡 谢 维 育 无 穷 值 逻辑 (LE 上 ukaszewicz’s in- 
finitely valued logic) — $$ & (EE 48 5t. vix 
兰 数 学 家 、 逻 辑 学 家 武 卡 谢 维 奇 (Eukaszewicz,J.) 
首先 提出 的 一 种 多 值 逻辑 系统 ,命题 可 以 区 间 [0,1] 
中 任 一 值 为 其 真 值 . 如 果 用 v(a) 表 示 命 题 a HA 
值 ,那么 系统 规定 : 

v(™1A)=1—v(A); 

vCAV B)=max(v(A),v(B)); 
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vCAA B) —- min(vCA) ,vCB)); 
v(A>B)=min(1,1—v(A)+v(B)); 
vCAe B) —-min(vCA— B) ,v(B—A)), 
v(VzAGO) —minvCAGD); 


v(drACr))—maxv(CA(d)). 
acu 


武 卡 谢 维 奇 还 建立 了 系统 的 形式 推演 部 分 . 

iK -F ii S = (Bu Qr ukaszewicz’s 3-valued 
logic) ”一 种 多 值 逻 辑 系统 . 是 由 波兰 数学 家 、 人 逻辑 
学 家 武 卡 谢 维 奇 下 ukaszewicz,J. ) 于 1920 年 给 出 
的 三 值 逻辑 系统 ,也 是 历史 上 最 早出 现 的 一 种 多 值 
逻辑 系统 . 规定 命题 可 取 真 值 :0( 假 ),1( 真 ) 和 . W 
BAE u 的 命题 被 看 做 是 “未 来 可 以 确定 其 真 假 , 但 目 
前 仍 不 能 决定 其 真 假 的 命题 ”. 因而 真 值 联结 词 定 义 
如 下 : 


A JA 
0 0 
1 it 
u u 


威 斯 博 格 (Wajsberg,M. ) F 1931 FAM SREB 
AS ELARA As 的 一 个 公理 化 系统 : 
l. a——(8—>a). 
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2. (a 8)—[ C8— (a—Y)— (Ca—)) J. 
o.( la 1 6) (Ba). 
4. [Ca a2—a J—a, 
另 加 一 条 分 离 规 则 a a—9 B I— B. 
雷 斯 彻 概率 逻辑 (Rescher's probabilistic logic) 
一 种 多 值 逻 辑 系 统 . 它 由 雷 斯 彻 (Rescher,NN., ) 首 先 
提出 的 . 命题 可 以 从 区 间 [0,1j 中 的 任 一 值 为 其 真 
值 . 雷 斯 彻 将 命题 真 值 解释 为 “ 概 然 测度 "或 “可 信 
BE". 系统 使 用 一, V ,作为 基本 真 值 联结 词 并 且 满 足 
下 列 条 件 : 
l. 命题 集合 多 与 联结 词 症 , V ,人 组 成 一 个 有 
补 格 . 即 满 足 : 
1) pAp=pVp=p. 
2) pAg=qAp,pVq=aVp. 
D pA(gAr)=(pAg)Ar, 
LV lgVr)= (pVg)Vr. 
4) pA(gAr)= (pAgq)V PAD, 
PV lgAr)=(pVa)A (pVr). 
5) pAtrue— p, pA false=false, 
pV true=true, pV false=p. 
6) Æ pVq=true, p Aq—flase 则 定义 q AT 


7) pSq. HHRH p Aq p. 

2. GER] v GO Xo dir id a 的 真 值 ,那么 : 

1) Æ pq. W vp) Sv). 

2) vlpVqg)=vlp)+vlq)—vlp Aq). 

3)v(pAq)—0O,MHDUH Kq H 19x p. 

4) v(true)=1, vCfalse) — 0. 

5) v(PV712)—1. GX vp A 3122—0). 

3. AA pa RAN PVG MBA 

v(prqgd=1—v(p)t+v(q)—-vC1 p Aq). 

模糊 逻辑 (fuzzy logic) 一 类 非 经 典 逻 辑 . AA 
指 在 美国 控制 论 专家 扎 德 (Zadeh,L.A. ) 的 模糊 子 
集 理论 基础 上 发 展 起 来 的 一 种 推理 理论 . 它 规定 a 
€ ACA 为 一 集合 ) 可 取 区 间 [L0,1j 上 的 任 一 值 为 其 
真 值 , 称 为 a 对 于 集合 4 的 隶属 度 , 进 而 称 每 个 隶 
属 度 分 布 为 4 的 一 个 模糊 子 集 . 这 一 理论 将 命题 的 
真 值 由 隶属 度 和 模糊 子 集 来 定义 ,对 联结 词 , V, 
A 的 规定 与 武 卡 谢 维 奇 无 穷 值 逻辑 相同 ,但 

v(a—)-—max(v( 1a) ,min(v(Ca) CO) ))， 
这 一 理论 的 一 个 显著 特点 是 使 用 近似 推理 . 例如 

A — B,A' 
us ae 
其 中 4 与 4 近似 ,B' 与 B 近似 . 这 时 可 取 
v(B') = v(A —> B) *v(CA'). 

dE 26 3€ $8 (nonmonotonic logic) 一 类 非 经 
JE $8. 即 非 单调 推理 的 形式 化 .在 推理 过 程 中 ,如 
果 增 加 新 知识 可 能 废除 一 些 以 前 已 推出 的 结论 ,这 


种 推理 就 是 非 单 调 的 (或 可 废除 的 ) , 非 单调 性 是 在 
不 完全 知识 情形 下 常识 推理 的 一 般 特 性 . 而 经 典 逻 
辑 是 单调 的 , 即 增加 新 的 公理 只 会 推出 更 多 的 定理 ， 
不 会 使 以 前 能 推出 的 定理 无 效 ,因此 ,经 典 逻 辑 不 能 
直接 刻画 不 完全 信息 的 推理 问题 . 非 单调 逻辑 是 在 
人 工 智 能 研究 的 背景 下 为 了 形式 化 人 的 常识 推理 提 
出 的 一 种 新 的 非 经 典 逻辑 ,在 计算 机 科学 与 人 工 智 
能 研究 中 有 相当 广泛 的 应 用 ,并 在 数理 逻辑 中 得 到 
进一步 研究 . 

人 工 智 能 研究 的 一 个 目标 是 为 了 在 计算 机 中 表 
示 知 识 , 并 进行 符合 人 的 常识 的 推理 ,一 种 知识 表示 
的 行 之 有 效 的 方法 是 把 知识 用 逻辑 语言 来 描述 ,但 
基于 经 典 逻 辑 ( 如 一 阶 逻 辑 ), 人 的 肖 识 的 表示 或 计 
算是 相当 困难 的 ,例如 ,所 有 的 框架 问题 或 环境 问题 
一 直 是 知识 表示 的 难题 .一 个 常识 表示 的 典型 例子 
是 描述 “ 乌 会 飞 ” 的 性 质 ,一般 地 乌 会 飞 , 例 如 能 乌 是 
一 只 乌 ,常识 上 人 们 可 推出 能 乌 会 飞 , 但 是 把 这 个 问 
题 在 一 阶 逻 辑 中 形式 化 , 则 必须 列 出 导致 马 不 会 飞 
的 所 有 例外 情况 (无 穷 ). 在 非 单调 逻辑 中 , 则 是 把 鲍 
鸟 会 飞 作为 一 个 一 般 假 设 的 非 单调 结论 ,使 得 在 进 
一 步 获 得 有 关 例 外 情况 的 新 知识 时 ,能 够 修正 它 , 从 
而 使 得 知识 的 表示 变 得 经 济 而 且 容 易 计 算 . 在 20 世 
纪 70 年 代 末 ,一 些 人 工 智能 研究 者 从 不 同方 面 研 究 
了 这 类 问题 . 

非 单 调 逻 辑 作为 一 个 研究 分 支 ,是 由 1980 年 国 
际 人 工 智能 杂志 (Atificial Intelligence 13, 1980) 出 
版 的 一 个 非 单调 推理 专集 开始 的 ,之 后 10 余年 ,已 
发 表 有 关 研 究 文献 三 于 余 篇 ,逐步 形成 为 一 个 成 熟 
E dE £t HL $8 Op 3c. 大 致 上 , 非 单调 逻辑 可 分 成 两 大 
类 .一 类 是 基于 极 小 化 模型 定义 ,如 限制 逻辑 ; 男 一 
类 是 基于 不 动 点 扩张 定义 ,如 缺 省 逻辑 和 上 自 认 知人 逻 
48 ,它们 都 是 基于 经 典 逻辑 所 作 的 某 种 非 单 调 推广 . 
此 外 ,还 有 其 他 研究 非 单 调 逻 辑 的 途径 ,现存 文献 中 
已 有 几 十 种 之 多 的 非 单 调 逻辑 系统 . 一 般 地 ,各 种 非 
单调 逻辑 都 是 提供 一 种 机 制 , 把 不 完全 知识 转化 为 
较 完 全 的 知识 状态 ,并 能 修正 由 于 新 增加 知识 引起 
的 矛盾 .历史 上 ,首先 是 提出 各 种 非 单 调 逻 辑 系统 ， 
进而 ,充分 地 研究 各 种 非 单 调 逻 辑 系 统 的 相互 关系 
和 一 般 基 础 ,并 发 现 解 决 已 有 非 单调 逻辑 的 问题 . 现 
在 ,人 们 一 方面 深入 地 研究 非 单 调 逻 辑 的 各 种 性 质 ， 
另 一 方面 ,进一步 扩展 非 单 调 逻 辑 的 能 力 ,并 用 来 解 
决 各 种 具体 的 应 用 问题 . 

虽然 , 非 单调 逻辑 能 解决 诸如 框架 问题 这 类 不 
完全 知识 推理 的 形式 化 问题 ,但 它 还 不 能 完全 刻画 
人 的 常识 推理 所 蕴涵 的 丰富 内 容 ,有 关 非 单调 逻辑 
的 研究 是 一 个 有 着 相当 深度 与 广泛 应 用 前 景 的 领 
域 . 


常识 (common-sense) 


表述 经 验 的 知识 . 例如 


E 经 k Z 辑 

"E EA BJ. 3X28 AIA] B6 RE B I| Pp s Ban SE 
乌 ,企鹅 都 不 会 飞 .它们 很 难 用 经 典 的 单调 逻辑 系统 
来 刻画 ,因为 随 着 知识 的 增长 , 原 有 的 知识 反而 会 变 
得 无 效 . 对 常识 的 理解 尚 有 歧义 ,有 人 将 那些 与 问题 
有 关 但 党 被 人 们 忽略 的 背景 知识 也 列 人 常识 的 范 
Bi. 

缺 省 逻辑 (default logic) 一 种 非 单调 逻辑 . 即 
在 一 阶 逻 辑 中 明和 人 一 种 称 为 缺 省 推理 规则 的 非 单调 
逻辑 系统 . 缺 省 推理 规则 形 如 

a(x): MB, (x) MB, GO 

w(x) 
其 中 alx) 为 前 提 ,w《x) 为 结论 ,Bi(z) G=1,2,°", 
m) 称 为 缺 省 条 件 , MB; ORR“ Bi C0 5 FR BERE 
A”. 缺 省 推理 逻辑 的 语义 建 基于 形式 演绎 的 固定 点 
理论 , 它 也 有 一 个 类 似 于 消解 原理 的 形式 推理 手段 ， 

只 是 这 一 手段 不 具有 完备 性 . 
模 态 非 单调 逻辑 (modal non-monotonic logic) 
一 种 重要 的 非 单调 逻辑 . 它 是 一 种 用 于 描述 常识 
推理 规律 的 模 态 逻辑 系统 ,是 有 代表 性 的 非 单调 推 
理 之 一 .该 系统 使 用 模 态 词 M, Ma 表示 a 与 系统 不 
和 矛盾 JE SN LE I7 Te, Mie Ma. Er "IT" o8 
“ 非 单 调 地 推出 ”, 它 的 语义 仍 使 用 形式 演绎 的 固定 
点 理论 来 刻画 . 模 态 非 单调 逻辑 是 由 麦克 德 模 特 

(McDermott) AÉ # 7K (Dovle) F 1980 年 提出 . 

BR ll EE $ (circumscription) — fh dE % yi] j£ 
辑 . 通常 简称 限制 ,是 模 卡 斯 (MeCarth,J. ) F 1980 
年 提出 的 一 种 有 代表 性 的 非 单调 推理 理论 ,限制 是 
在 一 个 低 阶 公式 (一 阶 公 式 )4 的 所 有 已 极 小 (化 ) 
模型 中 都 为 真 的 一 个 较 高 阶 公 式 ( 二 阶 公 式 ), 这 里 
P 是 4 中 相对 于 一 定 准 则 的 极 小 变量 . 直观 上 , 限 
制 的 基本 思想 是 捕捉 一 种 猜测 推理 的 经 济 原 则 , 即 
从 某 些 事实 A 出 发 能 够 推出 具有 某 一 性 质 P 的 对 
象 就 是 满足 P 的 全 部 对 象 . 

令 A(P,z) 是 一 个 包含 谓词 与 变 元 zx 的 一 阶 
句子 ,语义 上 ,4 中 限制 已 ,是 相对 于 一 个 偏 序 委 ” 
的 所 有 了 极 小 模型 都 为 真 的 句子 集 ,一 个 4 的 模型 
M 称 为 极 小 的 ,者 不 存在 它 的 其 他 模型 M 使 得 M' 
M, X^ 如 下 : 令 Mi;(i 二 1,2), 是 两 个 模型 ， 
Mi 二 ?Mi, 当 且 仅 当 (1)Mo 与 M; 具 有 相同 的 论 域 ， 
(2)P 在 Mi WIEBE T P Æ M: 的 外 延 ,语法 上 ， 
限制 可 刻画 为 如 下 二 阶 句 子 : 

ACp,x) AVPpLACp,r)AVr pr >P(r)) J 

—[VxG (rz) (x))]. 
其 中 p 是 谓词 变 元 ,A(p,z) 是 4 PU p SRP 
结果 . 
限制 存在 许多 变 体 , 例 如 可 限制 请 词 元 组 而 且 
允许 某 些 谓词 和 范 数 变化 ,它们 具有 不 同 的 表达 能 
力 . 一 般 地 ,限制 具有 可 靠 性 定理 ,但 没有 一 般 的 完 
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全 性 成 果 , 由 于 限制 是 二 阶 形式 ,计算 上 比较 困难 ， 
这 也 是 非 单 调 逻 辑 的 共性 问题 . 由 于 限制 是 一 阶 逻 
辑 的 直接 扩充 ,具有 一 阶 逻 辑 与 极 小 模型 的 良好 性 
质 , 因 此 限制 是 非 单 调 逻辑 中 的 代表 作 ,对 它 已 有 充 
分 的 研究 和 广泛 的 应 用 . 

自 认 知 逻 辑 (autoepistemic logic) 一 种 重要 
的 非 单调 逻辑 . 它 把 缺 省 假设 看 做 理想 主体 的 自我 
信念 的 反映 ,体现 一 种 推理 主体 自 知 之 明 的 内 省 B 
认 知 逻辑 的 语言 引入 一 个 模 态 算 子 L 表示 信和 念 , 代 
表 一 类 模 态 非 单 调 逻 辑 的 研究 , 它 对 描述 关于 理智 
状态 的 推理 有 直接 的 应 用 . 

人 们 称 包 含 模 态 词 工 的 公式 为 工人 公式 ,一 个 自 
知 理论 了 是 一 个 工人 公式 集 ,一 个 自 认 知 扩张 S 是 满 
足以 下 等 式 的 公式 集 : 

S=Th(TU (Lp|p€ES}U {TLp|lp¥s)), 
这 里 Th 表示 经 典 逻 辑 的 演绎 闭 包 , 进 一 步 , 自 认 知 
模型 可 以 基于 模 态 逻辑 的 可 能 世界 语义 直接 定义 . 

优先 语义 (preferential semantic) 一 种 刻画 非 
单调 逻辑 的 一 般 语 义 途 径 . 令 工 为 一 个 标准 逻辑 ， 
和 是 一 个 优先 关系 , 则 可 定义 一 个 优先 逻辑 Le 如 
F. 它 与 艺 的 语言 相同 ,但 语义 后 承 , 记 如 S cA. 
定义 为 :4 在 所 有 S 的 优先 模型 中 都 为 真 , 令 MM 是 
S 的 ( 工 中 ) 模 型 , 称 MON FET A E N E 
不 存在 S 的 其 他 模型 M' 使 得 MCM'. 

优先 语义 是 定义 非 单调 逻辑 的 强 有 力 的 工具 ， 
基于 不 同 的 优先 关系 的 定义 ,优先 语义 可 捕捉 大 多 
数 非 单 调 逻 辑 作为 它 的 特殊 情形 ,因此 它 可 作为 一 
种 非 单调 逻辑 的 统一 基础 ,由 此 容易 得 到 各 种 非 单 
调 逻 辑 之 间 相 互 关 系 的 结果 . 对 优先 逻辑 可 进行 各 
种 逻辑 性 质 的 研究 ， 

理由 维护 系统 (reason maintenance system) Jf 
称 真 值 维护 系统 、 信 念 修 正 系统 . 一 类 非 单调 系统 . 
它 通过 记录 或 描述 推理 过 程 的 理由 来 刻画 修正 过 程 
或 理论 变化 的 非 单调 系统 . 原来 ,理由 维护 系统 着 重 
研究 非 单调 推理 的 实现 ,并 与 其 他 非 单 调 逻 辑 有 密 
IRZ. 

FE RZ 48 (Hoare’s logic) 一 种 程序 逻辑 . EC 
是 一 阶 逻 辑 的 扩充 . 它 以 一 阶 公 式 及 下 列表 达 式 为 
其 基本 语言 成 分 : {Q}S{R} 这 里 R 表示 程序 $ AD 
处 各 变量 所 满足 的 条 件 , 而 R 表示 程序 S 出 口 处 各 
变量 所 满足 的 条 件 . 因而 这 一 表达 式 表示 :9 执行 前 
Q A.M S 执行 后 R 真 . 霍 尔 (Hoare) 逻 辑 可 用 于 描 
述 程序 语义 ,进而 用 于 程序 正确 性 证 明 , 和 自 上 而 下 
的 程序 自动 生成 . 

稚 尔 逻辑 有 下 列 公 理 及 推理 规则 (这 里 不 包括 
一 阶 逻 辑 公理 系统 ): 

(Q.jr:-—elQjii 
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(赋值 公理 ) 


{P}S{Q},QDR POQ,(QYS(R) 


(P)S(R) ' {P}S{R} -2 
(推理 规则 ) 
(PSAP h G—12, n) 
UP) 515925. 4 LE.) $ 
(序列 语句 规则 ) 
(QA BJS, {R}, (QA BITS). 
{Q)i:fB—>S,,7 B—S,endif(R) ' 
Gf 语句 规则 ) 
EAB 
{P}loopB—S endloop(P AG BY 
(循环 语句 规则 ) 
时 序 逻 辑 (temporal logic) 模 态 逻辑 的 一 种 


扩张 . 由 曼 纳 (Manna) 等 于 1983 年 首先 提出 的 . 系 
统 使 用 全 局 个 体 变 元 、 局 部 个 体 变 元 、 布 尔 变 元 及 通 
常 的 一 阶 谓词 演算 语言 成 分 ,此 外 ,还 使 用 四 个 模 态 
词 作为 时 态 算 子 . 

系统 的 语义 仍 采 用 克 里 普 克 语义 ,只 是 限定 可 
能 世界 (在 时 序 逻 辑 中 称 为 状态 ) 之 间 的 可 达 关 系 为 
一 线 序 关 序 . 曼 纳 等 人 的 时 序 逻 辑 系 统 基 本 上 是 模 
态 系统 S, 的 扩张 . 

当 在 时 序 逻 辑 系统 中 适当 增加 关于 数论 真 命题 
及 程序 语义 描述 的 非 逻 辑 公理 后 ,系统 可 用 于 程序 
语义 的 形式 描述 和 程序 正确 性 证 明 . 因而 它 在 计算 
机 科学 中 有 一 定 的 地 位 . 

时 态 算 子 (temporal operators) 一 种 特殊 算 
子 . 指 时 态 逻 辑 系 统 中 所 使 用 的 模 态 词 . 主要 有 以 下 
4 种 : 

1. 水 真 算 子 ,用 符号 [表示 之 ,“L JA" XI A 
— ER". 

2. AART HERO Xn oS" 0 4 ”表示 最 
RASH”, 

3. FRAT. AASORMRZ “OA RAR FE 
一 状态 A R”. 

4. 止 真 算 子 , 作 符 号 户 表 示 之 ,“ADB" 表 示 “A4 
一 直 为 真 直 至 B 为 真 ”. 

时 序 命题 演算 (temporal proposition calculus) 
不 使 用 个 体 变 元 及 量词 的 时 态 逻 辑 系统 . 它 的 公理 
系统 组 成 如 下 : 

1. 46 AeL[T1A A. 

2._](A>B)>(LJA>L ]5). 

3. OI Ae 10A. 

4. | ]A—C2 A. 

5.| ]1A—A. 

6. OCA B) (OA-—OB). 

7. | ]A—OL JA. 

8.[ ]CA— A0 CA—[ JA). 

9. AID Be GV CAACOCAD B)5). 

10. A> B— Q B. 


11. 所 有 重 言 式 . 

推理 规则 为 
A A,A>B 
JA’ B ' 


一 阶 时 序 谓词 演算 (first-order temporal predi- 
cate calculus) 时 态 命 题 演 算 的 扩张 . 即 通常 所 说 
的 时 序 逻 辑 , 其 中 增加 语言 成 分 : 常 消 词 〇 (对 任 一 
tot 表示 “下 一 状态 的 1”) 以 及 公理 (参见 “时 序 命 
题 演算 ”) 如 下 : 

12. TMdvAe Vv TA. 

13. VvA—— A; (A Pe Xf v n AO. 

14. A>VvACA 中 无 自由 变 元 v). 

15. Yv(A—B)— (Vv A Vv B). 

16. Vv( DA—(VvA. 

17. Of ? tt; m Fn COS. 

18. (Op ?t t, e p" Ot Otn. 

19. (OG, =t)- (On 2 OtbÜ). 

20. t—t. 

21. =t) > CAe Az) (APRA A 中 项 t; 替换 
At A 中 须 无 时 态 算 子 ). 

22. (t — t)  Q — t ) (1' 表 示 t 中 项 FRA 
Lisl HFG PR i] COD. 

动态 逻辑 (dynamic logic) — ZR Pr RE FER s E 
辑 . 一 种 非 经 典 逻辑 . 指 在 程序 设计 语言 基础 上 扩展 
模 态 逻辑 的 一 种 形式 . 此 类 逻辑 系统 使 用 无 穷 多 对 
模 态 词 , 即 对 每 一 程序 段 a 引入 一 对 模 态 词 Laj 和 和 
(a) ,使 得 对 系统 的 任 一 合适 公式 A: 

[a]A 表示 :执行 程序 段 后 的 一 切 可 能 状态 


HAAR. 
(a) A 表示 :执行 程序 段 a 后 至 少 有 一 种 可 能 状 
态 中 ,4 AR. 


动态 逻辑 可 刻画 相应 程序 设计 语言 的 语义 ,并 
在 系统 内 对 相应 语言 编写 的 程序 进行 正确 性 证 明 . 

程序 模 态 逻辑 (program modal logic)  B[*zjj 
DRH”. 

霍 恩 子 铝 (Horn clauses) 一 种 命题 公式 . 至 多 
只 含 一 个 正文 字 的 子 句 .如 p, Tp, 15VqV 1r 
等 均 为 元 恩 子 句 . 

EETA (Horn clause logic) 一 阶 逻 辑 
系统 的 子 系 统 . 是 以 特定 的 一 阶 公 式 ( 堆 因子 句 ) 为 
表示 形式 ,以 消解 原理 为 推理 规则 的 逻辑 系统 . 24 fü 
许 使 用 表示 元 逻辑 命题 的 截 恩 子 句 时 , 它 的 表述 能 
力 与 一 阶 谓词 演算 相同 . 著名 的 逻辑 程序 设计 语言 
PROLOG 便 是 以 霍 恩 子 句 逻辑 为 基础 的 . 

线性 逻辑 (inear logic) 一 种 非 经 典 逻辑 . E 
H ffi (Girard) F 1987 年 提出 的 一 种 逻辑 系统 , 它 
可 以 看 做 是 对 古典 逻辑 的 求 精 . 从 证 明 论 的 观点 来 
看 ,这 样 的 求 精 可 从 古典 逻辑 的 根 专 型 矢 列 演 算 开 
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人 ,首先 删 去 两 个 结构 规则 : 弱 规则 和 缩 规则 . 由 于 

删 去 这 两 个 规则 以 后 ,会 产生 两 种 合 取 及 两 种 析 取 ， 
一 种 称 为 乘 性 的 ,而 男 一 种 称 为 加 性 的 . 最 后 再 加 上 
一 种 模 态 词 称 为 重用 算 子 ,这 样 就 形成 线性 逻辑 的 
框架 . 

AR 4 CGentzen , G. ) 的 切割 消除 性 质 对 于 线性 
逻辑 是 成 立 的 ,并 且 直 觉 主义 逻辑 能 被 认 人 到 线性 
逻辑 中 ,从 proposition-as-types 原理 来 看 ,以 上 两 
性 质 可 将 带 类 型 的 4 演算 藤 人 于 命题 线性 逻辑 中 
去 ,这 样 的 租 人 展示 了 线性 逻辑 的 表示 能 力 ,事实 上 
线性 逻辑 的 计算 结构 是 很 强 的 . 人们 知道 若 在 根 岑 
型 古典 J 逻辑 中 只 需 限 制 和 拓 列 全 王 A 的 右边 的 A 中 
至 多 含 一 个 公式 ,那么 所 得 的 逻辑 就 是 直觉 主义 逻 
辑 ,然而 这 样 的 系统 左右 不 对 称 . 线性 逻辑 不 限制 本 
一 A 中 A 的 公式 的 个 数 ,但 禁止 使 用 弱 规 则 与 缩 规 
则 ,这 样 既 可 以 保持 直觉 主义 的 本 性 又 具有 对 称 性 . 

线性 逻辑 在 计算 机 科学 领域 中 有 许多 应 用 , 例 
如 利用 线性 逻辑 能 改良 函数 式 程序 设计 语言 等 . 

线性 联结 词 (linear connective) 线性 逻辑 中 
使 用 的 联结 词 ,与 通常 的 联结 词 是 有 区 别 的 . 由 于 在 
线性 膛 辑 中 不 采用 弱 规则 与 缩 规则 ,以 下 两 个 规则 ， 

KA Ti BALE ATE BD 

EARB; TA = AAB,r 
就 不 等 价 , 虽 然 在 古典 逻辑 中 是 等 价 的 . 这 就 需要 两 
个 不 同 的 合 取 联 结 词 的 与 &&, 它 们 的 规则 为 

er 
否定 在 古典 逻辑 中 是 联结 词 ,而 在 线性 逻辑 中 使 用 
线性 否定 (，)-, 不 把 它 当 做 联结 词 ,公式 的 否定 由 
德 。 摩根 律 所 决定 .线性 否定 是 具有 构造 性 的 ,主要 
的 性 质 是 4 与 4 恒 同 ,在 古典 逻辑 中 4 等 价 于 一 
4, 但 “ 门 " 不 具有 构造 性 ,而 在 直 党 主义 逻辑 中 A 
KERFI A. 线性 否定 还 表现 出 一 种 对 偶 性 和 
A 一 BEB — A, 这 里 一 是 在 线性 逻辑 中 使 用 的 
联结 词 称 为 线性 蕴涵 . 相对 于 (。)-+ ,联结 词 多 与 S. 
的 德 。 摩 根 对 偶 是 联结 词 出 与 由 , 它 的 规则 为 
A ra On 
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线性 矢 列 演算 (linear sequent calculus) 线性 
逻辑 的 根 败 型 推理 系统 ,在 此 就 命题 演算 介绍 这 样 
的 系统 . 公式 由 联结 词 凶 ,& 出, 外 作用 于 原子 命题 
及 其 否定 以 及 党 元 ,1, | ,T,0 而 得 ,公式 的 否定 由 

iS | 

T1+=0,0-+=T; 

pL =plp ARF); 
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(AQ)B)+=AtH BH; 
(AHH B): ALB! 
CAG.B) zx ALC(DB4 , CACQOBB) 4 A- & BH. 
l. 逻辑 公理 LI A,At. 

I- A,r; A+;4 


3. 交换 规则 : EXCH, 3x PUB oh EH T 


中 公式 位 置 而 得 . 

4. 加 性 规则 ， 

DET AE). 

2) FAM OD), (BI 5 (020 (参见 “线性 联结 
ig^». 

5. 乘法 规则 : 

1) = 10238). 


LI 
2) EET pue 


3) 3 pu C690 5 CHA) (参见 “线性 联结 词 ”). 

在 以 上 的 演算 中 可 加 上 量词 \ 模 态 词 和 无 穷 联 
结 词 ,然而 线性 逻辑 的 本 质 完全 可 在 以 上 系统 中 体 
现 , 在 添加 这 些 内 容 后 ,通常 的 逻辑 就 能 众人 于 线性 
i. 

49 X12 X. (coherence semantics) ”线性 逻辑 的 
一 种 海 丁 型 语义 , 它 体现 出 线性 逻辑 的 构造 性 . i 
(Girard) 利 用 相关 空间 即 二 元 9D 来 解释 公式 ,这 样 
的 思想 是 把 命题 和 类 型 统一 . 线性 逻辑 的 相关 语义 
的 作法 可 由 下 表 显 示 


CUT. 


相关 语义 是 斯 科 特 (Scott,D. S. ) 语 义 的 改良 ， 
所 谓 相 关 空 间 事 实 上 由 一 个 图 决定 ,空间 的 元 素 为 
两 两 相关 点 组 成 的 完全 子 图 ,相关 空间 的 运算 为 
Ce 00 ,—,—9, 69, & TES QD 1 7. 
由 (。)+ 的 相关 语义 可 得 oy llmoY YRS —o £8 
与 £8,—e x- 是 同 构 的 ,这 说 明 线 性 蕴涵 是 反对 称 
的 . 

在 相关 语义 中 ,还 有 一 个 有 趣 性 质 是 o 58 
=! . 一 家 , 这 说 明理 涵 可 分 成 两 部 分 :线性 部 分 
和 重用 部 分 ,而 线性 部 分 是 本 质 的 . 在 相关 语义 中 ， 
公式 解释 为 相关 空间 ,而 矢 列 于 A, A5, *** ,A, 解释 
为 

Aj, HHA; HH, Daz HA 

这 里 4 为 4 的 解释 ,而 对 证 明 长 度 作 归纳 ,给 出 证 
明 的 解释 ,把 广 书 的 证 明 解 释 为 上 广 卫 的 解释 空间 中 
的 元 素 ,这 样 就 得 线性 逻辑 的 相关 语义 . 

HITR A (medium logic calculus) 一 种 
非 经 典 的 逻辑 演算 系统 . 简 记 为 ML. 它 是 20 世纪 
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80 年 代 被 构造 和 发 展 起 来 的 . 以 承认 中 介 对 象 的 存 
在 和 贯彻 中 介 原 则 为 实际 背景 和 思想 原则 .ML 包 
括 中 介 命 题 演算 MP 及 其 扩张 系统 MP" 、 中 介 谓 词 
逻辑 演算 MF 及 其 扩张 系统 MPF” .中介 逻辑 的 同 异 
性 演算 系统 ( 即 带 等 词 的 中 介 谓 词 逻辑 )ME 等 5 
个 演算 系统 构成 . 

由 于 中 介 原 则 仅 指 出 存在 着 这 样 的 反对 对 立 谓 
W) PA P. XA cUS—PGO. 所 以 ML 并 不 
在 一 切 场 合 排斥 二 值 逻辑 的 使 用 ,甚至 在 系统 内 仍 
然 使 用 排 中 律 PV 村 已 ,只 是 具体 内 容 不 同 于 经 典 
“APR POPS HES ei THE ML PRE 
MA 

4 P =P >~ P =y ~P VAP. 
ML 中 绝 大 多 数 推理 规则 都 是 非 经 典 的 .ML 中 还 
有 一 套 清 晰 化 算 符 人 4, 心 , 当 . 当 人 们 无 需 处 理 模 糊 
现象 时 ,可 用 这 套 清 晰 化 算 符 对 ML 予以 清晰 化 ， 
使 之 约 化 为 经 典 的 二 值 逻 辑 , 又 可 严格 证 明 经 典 的 
二 值 逻 辑 演算 系统 都 是 ML 的 子 系统 . 

1985 年 以 来 ,一 批 中 青年 逻辑 工作 者 都 投入 了 
关于 ML 的 严格 的 语义 研究 工作 ,ML 的 相 容 性 、 完 
备 性 ,可靠 性 等 均 已 得 到 证 明 ,ML 的 范式 理论 已 被 
建立 ,人 们 又 证 明了 MP 的 命题 联结 词 含 量 是 完全 
的 ,而 MP 的 命题 联结 词 含量 是 不 完全 的 ,从 而 由 
MP 到 MP 的 扩张 具有 实质 性 意义 . 背 奚 安 . 朱 梧 
模 又 进一步 研究 了 历史 上 各 种 三 值 逻辑 系统 的 语言 
表达 能 力 . 在 MP 为 命题 联结 词 含量 完全 之 三 值 逻 
辑 系统 的 基础 上 ,进一步 证 明了 武 卡 谢 维 奇 三 值 系 
SL; .波斯 特 三 值 系 统 P; .斯 勒 配 克 三 值 系 统 S3 
和 伍 旧 夫 三 值 系 统 W; ,也 都 是 命题 联结 词 含量 完 
全 的 三 值 逻辑 ,从 而 它们 的 语言 表达 能 力 都 是 等 效 
的 . 如 果 它 们 同时 又 都 是 可 靠 的 和 完备 的 ,那么 可 以 
证 明 它 们 都 是 互相 等 价 的 . 但 由 于 它们 在 各 自 被 构 
造 时 ,不 仅 各 有 其 不 同 的 实际 背景 ,而 且 引 进 第 三 值 
的 具体 含义 和 解释 也 各 不 相同 ,从 而 不 仅 使 得 这 些 
系统 可 以 采用 各 不 相同 的 构造 形式 ,同时 在 使 用 价 
值 与 范围 .应 用 的 方便 与 自然 程度 、 发 展 的 速度 及 深 
度 很 不 一 致 . 

此 外 ,在 各 种 命题 联结 词 含 量 不 完全 的 三 值 逻 
辑 系 统 的 语言 表达 能 力 的 等 效 与 不 等 效 关系 的 研究 
中 ,又 证 明了 MP 和 任何 其 他 命题 联结 词 含 量 不 完 
全 的 三 值 逻 辑 系 统 的 语言 表达 能 力 都 不 等 效 . 

Py PRES ML 为 构造 和 发 展 中 介 公 理 集 
合 论 并 使 之 形式 化 准备 了 逻辑 工具 . 

F HOGZ $ Copen logic) 一 个 刻画 知识 的 增长 
和 更 新 以 及 假说 的 进化 的 逻辑 理论 . 它 是 由 李 未 于 
1991 年 创立 的 . 

经 典 形式 系统 理论 研究 所 关心 的 问题 是 : 当 一 
个 形式 系统 的 ( 非 逻辑 ) 公 理 及 推理 规则 给 定 后 ,人 


们 可 以 从 中 推出 哪些 定理 及 怎样 推出 这 些 定理 , 讨 
论 这 个 系统 是 否 是 不 矛盾 的 .可靠 和 完全 的 等 . 在 一 
个 形式 系统 内 部 无 法 描述 假设 (公理 ) 是 怎样 增加 和 
修改 的 ,无 法 刻画 假说 (公理 集 ) 的 进化 过 程 ;因为 这 
均 来 自 系统 之 外 的 实践 ,并 通过 形式 系统 与 其 环境 
的 交互 作用 实现 . 形式 系统 在 此 意义 下 是 封闭 的 . 

开放 逻辑 是 为 克服 经 典 形式 系统 方法 这 一 不 足 
提出 的 , 它 建 立 在 一 阶 语言 (参见 “一 阶 逻 辑 ”)” EA 
前 只 考虑 闭 公 式 . 

开放 逻辑 的 两 个 基本 概念 是 新 假设 和 事实 反 
«E. 对 给 定 的 假说 荆 ( 闭 公式 集 ), 称 4 是 关于 本 的 
新 假设 ,如 果 存 在 两 个 模型 MRM MET RM 
FAMHMETRMETA RVs thee A 
关于 械 是 逻辑 独立 的 . 

设 4 是 的 逻辑 结论 (上 4), 称 4 受到 事实 
RR MRA MEE MEAN. 
Tw 代表 全 体 在 模型 M 下 为 真 的 卫 中 的 公式 组 成 
的 集合 , 即 

人 
称 一 个 事实 反 驶 是 理想 的 ,如 果 不 存 在 4 的 另 一 个 
SE RM", BE Py Cruna RA, BE BB 
Luo ARAW BERR. 

简 言 之 ,假说 是 否 成 立 取决 于 从 它 推 出 的 每 一 
绪论 是 否 与 人 们 的 实 中 一 致 ,如 果 某 一 结论 与 实践 
不 一 致 (相当 于 定义 中 了 上 4 及 存在 模型 M 使 M 
FA), Rt SSR. 理想 事实 反驳 表示 反 驱 
出 现时 ,只 检查 和 修改 原 假 说 中 导致 此 结论 的 极 小 
TÆ. 可 以 证 明 : 对 理想 事实 反驳 ,其 Cane D W 
某 一 与 站 4 一 致 的 极 大 子 集 ,反之 亦 然 . 

若 4 是 关于 械 的 新 假设 , 则 人 UU {4}) 称 为 本 关 
于 4 的 N 重 构 . 若 卫 睛 4 且 4 受 到 事实 反驳 , 则 
Dua U A VERS e v E R XE JJ. 一般 地 , 称 假说 
I'DUBGBE.XI'UEDEBSEN 重 构 或 R 重 构 . 重 构 
描述 了 假说 过 到 新 假设 或 事实 反 驶 后 的 再 造 . 

在 开放 逻辑 中 假说 的 进化 可 由 认识 进程 刻画 . 
称 假 说 序列 { 卫 ,} 为 一 认识 进程 , 若 对 任意 nnl, 
了 + 是 也 的 一 个 重 构 . 认识 进程 是 单调 的 , 若 对 任 
E ”之 1 有 D. orn, wu uWB8l.—^4-3 Wt fz à 
调 增 ( 减 ) 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 ”之 1, 卫 ,+ 是 卫 ， 
的 NGCRI) 重 构 , 即 假说 总 是 在 不 断 增 加 新 假设 ( 遇 到 
事实 反 驱 ), 它 是 非 单调 的 充分 必要 条 件 是 在 一 认识 
ERR, PN BPD REHE hI. 

开放 逻辑 首次 在 经 典 数理 逻辑 的 基础 上 引入 了 
关于 认识 进程 (形式 理论 序列 ) 的 极限 概念 . 给 定 认 
识 进程 { 卫 ,) ,假设 集 

r= Ur, 
ANA ERE BS ER BR ERR: FACT" MM A 属于 


JE 经 典 逻 d 


无 限 多 个 Tn BRER 
r.=f UT, 

为 认识 进程 的 下 极限 , 它 表示 :大 ACT. MW BRA 
RSD, RAG A. 称 一 个 认识 进程 是 收 钙 的, 若 
P=". KARI RABIN RR ic 
AlimT,. 

开放 逻辑 的 研究 证 明 :对 任意 模型 MA 
Th(M) 为 在 M 下 为 真 的 全 体 闭 公式 集合 ,又 令 械 
是 一 可 满足 的 假设 集 , 且 不 包含 与 Th(M) 逻 辑 独立 
的 团 公 式 , 则 必 存 在 一 收敛 认识 进程 {T,} 使 T= 
HA 

lim Th(I,) = Th(M). 

式 中 Th) gas D KA T HHE AEA RK 
集合 . 此 结果 表明 :合理 地 使 用 新 假设 与 事实 反驳 的 
办 法 可 以 逼近 任意 模型 . 

开放 逻辑 是 软件 开发 ,数据库 和 知识 库 维护 以 
及 错误 诊断 技术 的 理论 基础 ,有 着 广阔 的 应 用 前 景 . 

新 假设 (new premise) 见 “ 开 放 逻 辑 ” 

BSE RB (rejection by facts) 见 “ 开 放 逻 辑 ” 

形式 理论 序列 的 极限 (limit of sequence of for- 
N 3ERGE IR". 


M 


mal theories) 


T £8 

BRM Wi 
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计算 数学 (computational mathematics) ”数学 
科学 的 一 个 分 支 . 是 20 世纪 40 年 代 末 期 随 着 计算 
机 的 诞生 和 发 展 ,而 逐渐 引 人 注 目 并 得 到 快速 发 展 
的 一 个 数学 分 支 研究 领域 . 它 研究 数值 计算 方法 的 
设计 、 分 析 和 有 关 的 理论 基础 与 软件 实现 问题 . 数值 
分 析 ,又 称 ( 数 值 ) 计 算 方 法 ,是 计算 数学 的 重要 组 成 
部 分 . 计算 数学 几乎 与 数学 科学 的 一 切 分 支 有 联系 ， 
它 利 用 其 他 数学 分 支 的 成 果 来 发 展 新 的 .更 有 效 的 
计算 方法 及 理论 ; 反 过 来 ,计算 数学 的 发 展 对 数学 科 
学 本 身 也 产生 了 愈 来 您 大 的 影响 ,在 许多 数学 分 支 
的 研究 中 都 在 探索 运用 计算 的 方法 . 

计算 数学 研究 的 内 容 是 一 个 动态 的 .不 断 丰 富 
和 充实 的 研究 范畴 . 例如 ,并 行 计 算 机 的 出 现 和 发 
展 , 给 计算 数学 带 来 了 新 的 研究 课题 . 目前 ,概括 地 
说 ,整个 计算 数学 大 致 可 分 为 两 大 部 分 :一 是 离散 型 
方程 的 数值 求解 ,二 是 连续 系统 的 离散 化 . 从 数学 的 
分 文 内 容 或 类 型 来 看 ,计算 数学 则 包括 数值 代数 、 最 
优化 计算 、 数 值 副 近 、 计 算 几 何 、 计 算 概率 统计 、 常 微 
分 方程 和 偏 微分 方程 数值 解 等 . 其 中 ,数值 代数 包括 
线性 代数 .高 次 代数 方程 .超越 方程 和 非 线性 方程 组 
的 数值 解法 ,而 属于 有 限 维 离散 型 问题 ,大 型 稀 琉 线 


性 方程 组 的 求解 方法 、 非 线性 方程 大 范围 收敛 的 求 


解 方法 是 这 个 领域 的 重要 课题 :数值 逼近 包括 函数 
插值 .数值 微分 .数值 积分 等 , 它 研究 函数 的 离散 盘 
Ut» A AS TOF AR pe AS RE A PR AS EK TY BB 
研究 方向 ,这 部 分 与 数值 代数 构成 计算 数学 的 基础 
部 分 ;最 优化 计算 包括 线性 规划 、 非 线性 规划 、 动 态 
规划 及 多 目标 规划 等 几 个 方面 的 计算 方法 (参见 第 
五 卷 4 运 筹 学 》 有 关 条 目 ); 计 算 几 何 研 究 静 态 或 动态 
的 几何 形体 及 其 视 像 的 离散 化 逼近 与 生成 的 计算 方 
法 ;计算 概率 和 计算 统计 包括 多 元 统计 分 析 计 算 .时 
闻 序 列 分 析 计 算 .马尔 可 夫 链 计算 和 数学 滤波 等 ( 参 
见 《 概 率 论 ) 与 (统计 学 有 关 条 目 ) ;蒙特 卡 罗 法 是 计 
PL REA Ja h Se FS OF A AS ER BS von 
Neumann, J.) 5# MS KS Hw (Ulam, S. M.) 
倡导 的 一 类 新 型 计算 方法 , 它 将 求解 的 数学 问题 ( 离 
散 型 或 连续 型 ) 化 为 概率 模型 ,在 计算 机 上 实现 随机 
模拟 ,以 获得 近似 解 ,这 种 方法 的 优点 是 ,对 于 问题 
的 几何 形状 不 敏感 ,收效 速度 与 维 数 无 关 ; 篆 微分 方 
程 和 偏 微分 方程 的 数值 解法 ,研究 这 些 方程 的 离散 
化 方法 .对 离散 方程 的 求解 以 及 有 关 的 理论 基础 问 
题 , 其 离散 化 方法 主要 有 有 限 差分 方法 和 有 限 元 方 
法 .有 限 差 分 方法 历史 悠久 , 导 源 于 英国 数学 家 、 物 
190 


理学 家 牛顿 (Newton,I) 、 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler， 
L. ), 其 思想 简单 而 又 自然 , 即 以 差 商 代替 微 商 ,于 
是 将 微分 方程 离散 化 为 差分 方程 . VE BH Courant, 
R. ) 3EQ& tB 4$ Hir (Friedrichs,K. O. ) 5 fF (Lewy, 
H. ) 首 开 偏 微分 方程 数值 方法 理论 分 析 的 先河 ,于 
1928 年 证 明了 三 大 典型 方程 的 典型 差分 格式 的 收 
敛 性 定理 .有 限 元 方法 是 基于 等 价 的 变 分 原理 形式 ， 
采取 任意 格 网 分 片 允 近 的 手段 ,把 差分 方法 与 变 分 
方法 有 机 地 结合 起 来 而 形成 的 一 种 离散 化 方法 ,已 
发 展 成 为 计算 定常 问题 的 主导 方法 ,并 推广 应 用 于 
JEE % IR] EL. 

计算 数学 理论 的 基本 概念 包括 :误差 、 稳 定性 、 
收敛 性 .计算 复杂 性 .计算 量 、 存 贮 量 . 自 适 应 性 等 . 
这 些 概念 描述 了 计算 方法 的 可 靠 性 准确 性 、 效 率 以 
及 计算 机 实现 的 方便 程度 ,也 是 比较 算法 优 劣 的 标 
准 . 

在 人 类 数学 发 展 的 漫长 历史 中 ,尽管 计算 不 是 
数学 活动 的 全 部 ,但 总 也 是 与 生活 联系 最 直接 、 最 密 
切 的 一 环 . 数学 最 早 导 源 于 计算 ,计算 也 曾 是 古代 数 
学 最 重要 的 组 成 部 分 . 中 国 春秋 战国 时 期 形成 并 发 
展 的 算 筹 , 曾 作 为 通用 、 有 效 的 计算 工具 ,以 后 又 改 
进 演 化 成 为 算盘 ,与 之 相应 地 发 展 了 珠算 方法 .中式 
算盘 及 其 变种 在 世界 上 许多 国家 一 直 沿 用 至 今 . A 
元 前 2 世纪 中 叶 , 上 古 希 腊 数学 家 、 力 学 家 阿 基 米 德 
(Archimedes) 提 出 曲直 转化 极限 趋 近 的 方法 ,并 据 
此 算出 有 一 定 精 确 度 的 圆周 率 r 值 .在 代数 方程 解 
法 方面 ,公元 前 1 世纪 ,中 国 汉 代 《 九 章 算术 ;一 书记 
载 了 开平 方 和 开 立 方 的 算法 及 求解 一 元 二 次 方程 的 
便 不 足 法 .高 次 代数 方程 的 近似 解法 在 ( 九 章 算术 》 
中 已 具 和 雏形 ,到 宋代 秦 九 韶 (1247) 和 元 代 朱 世 杰 
(1303) 发 展 完善 . 该 近似 解法 相当 于 西方 近代 的 英 
国 数学 家 霍 纳 (Horner,W.G. 28€ HE (1819). 

15 世纪 ,欧洲 资本 主义 工商 业 兴 起 ,科学 技术 
有 了 新 发 展 . 17 世纪 ,以 解析 几何 学 及 微 积 分 学 为 
标志 ,近代 数学 开始 形成 和 发 展 ,数值 计算 方法 也 有 
相应 的 进步 . 各 个 时 期 的 大 数学 家 在 发 展 基 础 数学 
的 同时 ,也 都 对 计算 方法 做 出 了 重要 贡献 . 牛顿 、 瑞 
士 数学 家 欧 拉 (Euler,L. ) .法国 数学 家 HERES 
BH H CLagrange.J. -L. ) 发 展 了 一 般 插值 方法 与 差分 
方法 及 优化 计算 方法 ;德国 数学 家 、 天 文学 家 高 斯 
(Gauss, C. F.)、 俄 国 数学 家 、 力 学 家 切 比 雪夫 
(He6pries, IH. Jl. ) 分 别 对 于 均 方 模 量 和 绝对 值 模 量 
发 展 了 最 优 通 近 的 方法 与 理论 ;在 高 次 代数 方程 方 


面 发 展 了 牛顿 迭代 解法 以 及 其 他 种 种 求 根 方法 ,在 
线性 代数 方面 发 展 了 高 斯 - 知 尔 当 消 元 法 以 及 各 种 
JE (XE. 微 积 分 和 微分 方程 发 展 的 同时 ,也 出 现 了 数 
值 计 算 的 新 领域 一 一 微分 方程 的 离散 化 与 数值 解 
法 . 由 于 科学 技术 的 发 展 和 实践 的 需要 ,人 们 开始 认 
识 到 数值 计算 的 重要 性 . 但 是 ,直到 20 世纪 40 年 
代 , 由 于 社会 生产 规模 的 制约 ,特别 是 技术 手段 和 计 
算 工 具 等 条 件 限 制 ,数值 计算 方法 的 发 展 比较 缓慢 ， 
对 科学 研究 和 工程 技术 所 起 到 的 作用 也 是 比较 有 限 
的 . 20 世纪 40 年 代 末 期 以 来 ,电子 计算 机 的 出 现 和 
飞速 发 展 , 极 大 地 推动 了 数值 计算 方法 的 深入 研究 
和 广泛 应 用 . 以 前 不 能 设想 的 、 难 度 和 规模 日 益 增 大 
的 计算 问题 的 解决 ,在 技术 上 和 经 济 上 都 成 为 可 行 
的 ,计算 在 整个 科学 技术 以 至 经 济 生 活 中 的 重要 性 
得 到 前 所 未 见 的 提高 . 同时 ,以 原来 分 散在 数学 各 分 
支 的 计算 方法 为 基础 的 一 门 新 的 数学 分 支 学 科 一 一 
计算 数学 开始 形成 和 迅速 发 展 , 随 着 计算 机 的 发 展 ， 
经 典 的 计算 方法 也 经 历 了 一 个 重新 评价 、 癣 选 、 改 造 
和 创新 的 过 程 . 与 此 同时 ,涌现 出 许多 新 思想 、 新 概 
念 、 新 研究 方向 和 许多 更 能 够 发 挥 计 算 机 潜力 ,具有 
更 强 解 题 能 力 和 更 高 计算 效率 的 新 方法 ,从 而 形成 
了 现代 意义 下 的 计算 数学 . 

在 现代 自然 科学 与 工程 技术 中 ,基本 规律 的 精 
确 表达 形式 大 都 采用 微分 方程 ,但 用 当代 数学 解析 
方法 能 对 其 求解 的 方程 仅 限于 少数 “初等 ”的 情况 . 
对 绝 大 多 数 的 变 系 数 、 非 线性 、 不 规则 几何 等 复杂 问 
题 , 数 学 解析 的 方法 几乎 无 能 为 力 . 这 种 情况 在 今后 
相当 长 的 时 期 内 也 不 可 能 改变 . 若 采 用 数值 计算 的 
方法 ,再 借助 于 计算 机 , 则 从 原则 上 说 ,解决 非 线 性 
方程 和 其 他 复杂 问题 是 没有 不 可 逾越 的 障碍 的 , 计 
算 的 方法 对 那些 理论 上 难以 处 理 的 问题 能 给 出 丰富 
的 、 系统 性 的 感性 启示 ,也 能 为 工程 设计 提供 急需 
的 .关键 性 的 定量 依据 . 另外 ,对 那些 不 能 用 精确 表 
达 式 描述 的 、 数 学 模型 尚未 定型 的 问题 ,利用 数值 模 
拟 计算 可 进行 多 方案 的 对 比 筛选 ,这 对 过 程 的 理解 
和 模型 的 正确 建立 极 有 帮助 . 在 一 些 领域 ,计算 手段 
所 取得 的 成 果 , 其 精确 可 靠 性 已 经 接近 、 达 到 或 超过 
实验 手段 的 结果 ,数值 试验 还 可 以 直接 模拟 客观 世 
界 的 现象 与 规律 . 而 实验 手段 往往 费 人 工 、 费 时 间 、 
费 钱 财 ,而 且 在 某 些 情况 进行 实验 也 非常 艰难 ,甚至 
是 非常 危险 的 . 这 时 ,计算 的 手段 就 成 为 非常 关键 其 
至 是 惟一 可 行 的 办 法 . 

由 于 计算 机 是 一 种 能 延伸 和 强化 人 的 思维 智能 
的 工具 ,计算 速度 又 有 极 大 提高 ,并 且 具 有 高 通用 
性 ,所 以 它 的 作用 深刻 影响 到 一 切 科 学 技术 领域 . 它 
刚 诞 生 时 , 美 籍 匈牙利 数学 家 冯 。 诺 伊 曼 (von Neu- 
mann,J. ) 就 深刻 地 指出 它 的 巨大 潜力 和 计算 的 方 
法 作为 实验 方法 和 理论 方法 之 外 的 第 三 种 科学 方法 


的 发 展 前 景 . 半 个 世纪 以 来 的 历史 证 实 了 这 位 天 才 
科学 家 的 预言 是 正确 的 . 计算 机 的 飞速 发 展 把 计算 
的 手段 推 向 人 类 科学 活动 的 前 沿 , 使 计算 的 方法 正 
在 上 升 为 科学 方法 的 一 个 主要 环节 . 当前 科学 计算 
方法 与 传统 的 科学 实验 方法 、 科 学 理论 方法 构成 了 
现代 科学 方法 的 三 个 环节 ,三 者 相辅相成 ,可 以 相互 
补充 替代 而 又 彼此 不 可 缺少 .这 是 意大利 科学 家 伽 
利 略 (Galilei,G. ) 牛顿 以 来 在 科学 方法 论 方面 取得 
的 最 大 进展 . 

随 着 计算 的 方法 在 各 种 科学 技术 领域 应 用 的 推 
广 与 深化 ,科学 与 工程 计算 (简称 科学 计算 ) 作 为 一 
门 工 具 性 方法 性 .边缘 交叉 性 的 新 学 科 , 开 始 了 自 
己 的 发 展 , 它 包含 了 在 各 种 科学 与 工程 领域 中 发 展 
起 来 的 计算 性 学 科 分 支 , 如 计算 物理 .计算 化 学 、 计 
算 力 学 、 计 算 生 物 学 、 计 算 地 质 学 、 计 算 经 济 学 等 . 计 
算数 学 是 它们 的 联系 纽带 和 共性 基础 . 人 类 的 计算 
能 力 不 仅 依赖 于 计算 机 ,还 取决 于 计算 方法 的 效率 ， 
例如 ,从 20 世纪 50 年 代 到 20 世纪 70 年代 ,计算 机 
的 运算 速度 提高 了 数 千 倍 , 但 与 此 同时 ,解决 某 些 椭 
圆 型 方程 的 计算 方法 的 效率 提高 了 近 百 万 倍 . 因此 ， 
计算 数学 的 发 展 对 于 提高 计算 能 力 的 贡献 与 高 性 能 
计算 机 的 研制 是 同样 重要 的 . 美国 数学 家 冯 “ 诺 伊 
曼 对 于 科学 计算 和 计算 数学 的 兴起 和 发 展 都 做 出 了 
重大 贡献 . 

在 中 国 , 计 算数 学 从 1956 年 开始 经 过 40 余年 
的 发 展 ,在 基础 研究 上 已 取得 一 些 卓 越 成 果 , 在 科学 
计算 上 解决 了 许多 重要 科学 工程 计算 课题 . 其 中 最 
重要 的 有 :20 世纪 60 年 代 初 期 , 冯 康 等 人 在 大 型 水 
坝 应 力 计 算 的 基础 上 ,独立 于 西方 创造 了 有 限 元 方 
法 并 最 早 葛 定 其 理论 基础 ; 冯 康 等 人 于 1984 年 提出 
哈密 顿 系统 的 辛 几何 算法 ,开创 了 计算 物理 .计算 力 
学 与 计算 数学 之 间 的 一 个 相互 结合 、 相 互 渗透 的 前 
沿 领 域 . 周 笠 麟 等 集体 研究 与 完成 了 大 量 科 学 计算 
课题 ,为 中 国 原 子弹 的 研制 成 功 ` 氨 弹 原 理 的 突破 和 
发 展 做 出 重大 贡献 ; 周 敏 麟 于 1982 年 开创 了 离散 泛 
滑 分 析 方 法 ,用 来 研究 各 种 非 线 性 偏 微 分 方程 的 差 
分 方法 ,形成 了 一 个 新 的 差分 方法 理论 研究 系统 ,从 
而 使 差分 方法 理论 和 偏 微分 方程 理论 融 为 一 体 . 

数值 分 析 (numerical analysis) WW," ib $E EX 

Kom 徐 利 治 cR 阅 URSUS 


误差 理论 


误差 (error) 计算 数学 的 基本 概念 之 一 . 指 经 
计算 所 得 的 近似 值 与 准确 值 或 理论 值 之 差 . 误差 产 
生 于 计算 方法 .计算 数据 的 不 准确 (例如 插入 值 截 
断 值 ) 以 及 误差 积累 等 所 引起 的 精确 度 的 损失 .有 的 
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著作 中 也 把 绝对 误差 简称 为 误差 (参见 “绝对 误差 ”、 
“相对 误差 ”). 

误差 的 分 类 如 下 :从 数值 上 ,误差 分 为 绝对 误差 
和 相对 误差 . 从 误差 来 源 上 ,误差 分 为 模型 误差 、 观 
测 误 差 方法 误差 (又 称 截 断 误差 )、 舍 人 误差 ,其 中 
观测 误差 又 包括 系统 误差 .随机 误差 和 过 失误 差 三 
FR. 从 误差 的 表示 方法 上 ,又 分 为 标准 误差 (又 称 中 
误差 或 均 方 误差 ), 记 为 0; 平均 误差 , 记 为 7; 概率 误 
差 , 记 为 7. 数字 计算 机 出 现 后 ,产生 了 输入 误差 或 
称 数据 误差 . 

绝对 误差 (absolute error) 误差 的 基本 度量 之 
一 , 指 一 个 量 的 近似 值 与 精确 值 之 差 . 其 表达 式 为 : 
e =r" 一 Zz, 其 中 v 为 精确 值 ,z 为 近似 值 ,e* 即 为 
近似 值 c^ 的 绝对 误差 ,简称 误差 . 误差 e* 可 正 可 
负 , 当 e 为 正 数 时 ,近似 值 x* 偏 大 , 称 为 强 近 似 值 ; 
当 e* 为 负数 时 ,近似 值 x* 偏 小 , 称 为 弱 近 似 值 . 通 
常 不 能 算出 精确 值 x, 也 不 能 算出 误差 e* 的 精确 值 ， 
只 能 估计 出 误差 的 绝对 值 的 某 上 限 s” , 称 e" Ag dH 
值 的 误差 限 . 

强 近 似 值 (upper approximate value) 
对 误差” 

弱 近 似 值 dower approximate value) 
iae". 

ir {H f& AY ix 25 BR (error limit of approximate 
value) 见 “ 绝 对 误差 ” 

最 大 绝对 误差 (maximal absolute error) ix € 
绝对 值 的 上 确 界 . 使 不 等 式 

le" |=|z—-x" |<A 

成 立 的 最 小 的 数 A 称 为 最 大 绝对 误差 . 其 中 xz 是 精 
确 值 ,x* 为 近似 值 ,e* 是 绝对 误差 . 

相对 误差 (relative error) 误差 的 基本 度量 之 
一 , 指 绝对 误差 e 与 精确 值 zx 的 比值 , 记 为 e;， 


Vi, ^ 26 


见 “ 绝 对 


相对 误差 e 能 确切 地 表示 近似 值 的 近似 程度 . 
e; 可 正 可 负 , 它 的 绝对 值 的 上 界 称 为 相对 误差 限 ， 
记 为 € . 相对 误差 常 表 成 百分数 


. ]00e' 
本 == M. 


相对 误差 的 100 倍 也 称 为 百 分 误差 . 

百 分 误 差 (percentage error) 见 “ 相 对 误差 ” 

相对 误差 限 (relative error limit) 见 “ 相 对 误 
3E. 

最 大 相对 误差 (maximal relation error) ”相对 
误差 绝对 值 的 上 确 界 . 使 不 等 式 
le" 
ES 
成 立 的 最 小 的 数 6 称 为 最 大 相对 误差 . HP or 是 精 
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确 值 ,e Ale; 分 别 为 绝对 误差 和 相对 误差 . 

模型 误差 (model error) 误差 的 基本 类 型 之 
一 . 数学 模型 与 其 所 模拟 的 实际 问题 之 间 的 误差 . 用 
计算 机 解决 科学 计算 问题 ,首先 要 建立 数学 模型 人 
们 通过 科学 实验 ,获得 很 多 现象 和 大 批 数 据 , 抓 住 主 
要 蔬 盾 抛 开 次 要 因素 ,建立 数学 模型 . 该 模型 是 对 被 
描述 的 实际 问题 进行 抽象 .简化 而 得 到 的 ,因此 总 是 
近似 的 ,由 此 所 引起 的 误差 就 是 模型 误差 . 例如 ,由 
于 炮弹 飞行 的 数学 模型 忽略 空气 阻力 而 引起 弹道 的 
偏差 ,就 是 一 种 模型 误差 . 

观测 误差 人 (observational error) 误差 的 基本 
类 型 之 一 .在 数学 模型 中 往往 包含 若干 参 变 量 ,如 物 
XE EUR. 阻力 系数 等 ,这 些 量 往往 是 由 观测 得 到 的 ， 
因此 也 带 来 误差 ,这 种 误差 称 为 观测 误差 , 它 包括 系 
统 误差 .随机 误差 和 过 失误 差 三 种 . 

系统 误差 (systematic error) 一 种 观测 误差 . 
是 由 仪器 结构 的 不 良 或 周围 环境 的 改变 而 产生 的 观 
测 误 差 . 

随机 误差 (random error) 一 种 观测 误差 . 是 
由 某 些 难以 控制 的 偶然 因素 造成 的 观测 误差 . 

iX dx X (gross error) 误差 的 基本 类 型 之 
—. 指 因 主观 原因 或 粗 枝 大 叶 造 成 的 观测 误差 或 计 
算 误 差 ( 参 见 “ 观 察 误差 ”). 

截断 误差 (truncation error) 亦 称 方法 误差 . 
误差 的 基本 类 型 之 一 . 指数 学 模型 与 数值 方法 之 间 
的 误差 . 实际 问题 的 数学 模型 往往 很 复杂 ,通常 要 用 
数值 方法 来 求 它 的 近似 解 ,模型 的 准确 解 与 由 数值 
方法 得 出 的 准确 解 之 差 称 为 截断 误差 . 

方法 误差 (error of method) B" SVWrix 5 ". 

& A ix Æ (rounding error (round off error) ) 
误差 的 基本 类 型 之 一 .一 个 数 按 四 舍 五 人 规则 或 其 
他 舍 入 规则 得 到 的 近似 数 的 误差 . 实际 计算 是 按 有 
限 位 数 进行 的 ,为 了 计算 方便 或 受到 计算 工具 的 限 
制 , 将 有 效 位 数 较 多 的 数 用 有 效 位 数 较 少 的 数 来 代 
RE ,代替 的 方式 通常 采用 四 舍 五 人 的 规则 ,这 样 产生 


”的 误差 称 为 舍 和 误差. 


输入 误差 (error of input data) ZR ERE VR 
差 . 误差 的 基本 类 型 之 一 . 指 进行 数值 计算 时 在 输入 
数据 中 出 现 的 误差 . 例如 ,用 有 限 小 数 表 示 1/3. 
v 2 ,7 等 所 产生 的 误差 就 属于 此 类 . 

数据 误差 (error of data) El“ AIR”. 

误差 的 表示 (error representation) ”误差 理论 
术语 . 指 描述 真 值 与 多 个 不 同 观 测 值 误差 性 态 的 表 
达 式 . E zz …,z 是 某 观 测 对 象 的 一 组 观测 数 
据 ,其 算术 平均 值 工 是 


n 
= 1 
9 & — E Xj. 
nos 
i=] 


XI ER zc. REE a —2I;—2: A E uS TGS 
1,2, 225 REB x 对 算术 平均 值 的 误差 9= 
| 一 zx|. 常用 标准 误差 o, 平 均 误差 7, 概率 误差 7 来 
表示 误差 的 不 同性 态 , 三 者 之 间 有 如 下 关系 : 

0 一 1.25337 一 1. 48267, 

7=0.79790=1. 18297, 

Y —0. 67450=0. 84537, 

GUST. 

标准 误差 人 standard error) JRA RE. K 

示 误 差 的 一 种 方式 . 指 各 个 误差 平方 的 算术 平均 值 
的 平方 根 . 即 


c= Ep = Poems 


137; ix Z (error of mean square) BD AERE iR 
x”, 

平均 误差 (mean error (average error)) ”表示 
误差 的 一 种 方式 . 指 离 差 (v;) 的 绝对 值 的 算术 平均 
值 BH 


] 1% z 
= el =a Msz 


sop z= Ys 是 算术 平均 值 

有 效 数 字 (significant digits) 误差 理论 的 基 
本 概念 之 一 , 寿 茶 数 的 近似 值 z 的 误差 不 大 于 该 数 
某 一 位 数字 的 半 个 单位 ,该 位 到 "最 左边 的 第 一 位 
非 零 数字 都 是 该 数 的 有 效 数字 ,其 个 数 称 为 该 数 的 
有 效 位 数 . 例如 , 取 zi = 二 3.14 作 的 近似 值 , 它 有 
三 位 有 效 数字 ; 取 xz — 3.141 作 的 近似 值 ,zx; 15 
有 三 位 有 效 数 字 (3,1,4); 取 zs = 3.142 TE x 的 近 
似 值 ,zz 就 有 四 位 有 效 数字 (3,1,4,2). 一 个 准确 数 
经 四 舍 五 人 得 到 的 近似 数 的 所 有 数字 都 是 有 效 数 
字 . 

有 效 位 数 (number of significant digits) J 
“有 效 数 字 ”. 

PO & FA (counting fractions over 1/2 as one 
and disregarding the rest) 一 种 数 的 近似 取 值 方 
法 . 对 一 个 数 ET SRA Bi EH Tk h 
示 保 留 从 左 数 起 的 一 定数 目的 数字 ,而 把 其 余 舍 弃 
以 后 得 到 的 zx” ,要 求 两 者 的 差 的 绝对 值 |x' 一 z| 不 
超过 被 保留 的 最 后 数位 的 半 个 单位 . 如 舍弃 的 部 分 
正好 是 被 保留 的 最 后 数位 的 半 个 单位 ,就 有 两 种 可 
能 ,一般 都 规定 要 被 保留 的 最 后 一 位 数字 是 偶数 , 即 
被 保留 的 末 位 数 是 奇数 时 应 增加 1; 被 保留 的 末 位 
是 偶数 时 不 变 . 


数值 还 近 


žr fé iB dr (numerical approximation) 现代 计 


Zi fü dB if 


算数 学 的 基本 组 成 部 分 . ENEBRRA DA wR 
X Yr .函数 插值 .数值 微分 和 数值 积分 等 . 

函数 逼近 研究 在 某 一 种 度量 意义 下 ,寻求 函数 
在 某 种 较 简 单 又 便于 计算 的 衣 近 函数 类 中 的 近似 表 
示 , 以 便于 计算 和 处 理 . 函数 捅 值 研 究 从 离散 数据 出 
发 补 插 出 连续 函数 的 各 种 方式 的 插值 方法 ,实践 和 
理论 表明 ,分 片 低 阶 插值 比 高 阶 插值 有 更 好 的 数值 
稳定 性 ,因此 ,其 中 的 样 条 函数 插值 被 广泛 应 用 ,是 
重要 的 发 展 方向 . 

快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 是 计算 有 限 离散 健 里 叶 
变换 的 一 种 快速 算法 , 它 把 N 点 变换 的 计算 量 从 传 
统 的 OCN’) 降 至 O(Nlog: N), 对 实践 上 要 求 的 大 
NN ,工效 提高 了 若干 数量 级 ,为 数值 谐 波 分 析 方 法 的 
工程 应 用 创造 了 条 件 , 也 推动 了 各 种 快速 算法 的 研 
R. 

数值 微分 和 数值 积分 研究 函数 导数 和 和 定 积分 近 
似 计 算 的 数值 方法 ,它们 是 插值 法 的 直接 应 用 . 基于 
插值 多 项 式 的 数值 微分 公式 稳定 性 差 , 以 臻 数值 微 
分 不 可 靠 ;而 基于 样 条 函数 的 数值 微分 公式 则 能 避 
人 免 用 插值 法 求 数值 导数 的 此 种 不 可 靠 性 . 

$h {B (interpolation) 数值 逼近 的 基本 方法 和 
主要 研究 方向 .是 从 某 函 数 的 某 些 给 定 的 离散 点 上 
的 已 知 值 或 导数 值 出 发 补 揪 出 该 函数 的 数值 方法 的 
总 称 , 是 函数 数值 逼近 的 重要 组 成 部 分 . 

28 4E PRAE f(x) 在 nn 十 1 个 互 异 点 的 值 f(x,)( 有 
时 还 给 定 某 些 点 的 某 些 导数 值 ) ,i 一 0,1,…,n, 在 某 
函数 类 5 AR PRG g(x), 使 之 glr) =f) A 
时 还 要 求 在 某 些 点 处 某 些 导数 值 相等 ), 则 称 之 为 插 
值 问题 . f(x) 是 待 求 的 被 插值 函数 ,p(x) 被 称 为 
f(x) 的 插值 函数 . 函数 类 D 可 以 是 不 同 函数 类 ,如 
取 e 作 代数 多 项 式 、 有 理 阴 数 .指数 涌 数 、 三 角 多 项 
式 等 ,于 是 就 相应 有 代数 多 项 式 插 值 有 理 插值 、 指 
数 插值 三角 插值 等 不 同类 型 的 插值 方法 . 

插值 问题 的 主要 研究 内 容 是 :给 定 被 插 函 数 
8Cz) 的 插值 节点 , 揪 值 函数 类 @, 插 值 条 件 , 满 足 插 
值 条 件 的 函数 PCz)(CE 瑟 ) 的 存在 性 .惟一 性 和 构造 
问题 ;插值 函数 作为 被 揪 函 数 的 近似 的 误差 估计 问 
题 ; 以 及 当 插 值 结 点 逐渐 加 密 , 并 相应 扩充 插值 函数 
类 的 插值 过 程 的 收敛 性 和 稳定 性 问题 . 

利用 插值 方法 通过 函数 在 有 限 个 点 处 的 取 值 状 
况 佑 算出 该 函数 在 未 知 点 处 的 值 , 是 求 近似 值 的 最 
基本 最 常用 的 手段 .中 国 刘 米 早 在 公元 6 世纪 就 将 
等 距 二 次 插值 用 于 天 文 计算 . 英国 数学 家 、 物 理学 家 
牛顿 (Newton,I. ) 和 格雷 果 里 (Gregory,J.) 于 17 
世纪 建立 了 等 距 节 点 上 的 插值 公式 ;法 国 数学 家 、 力 
学 家 拉 格 朗 日 (Lagrange,J.-L. )F 18 世纪 给 出 了 
一 般 的 非 等 距 结 点 上 的 插值 公式 ;他 们 应 用 插值 公 
式 于 航海 与 天 文 计算 中 .许多 现代 数值 计算 方法 都 
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直接 或 间接 地 利用 了 在 离散 数据 的 基础 上 补 插 出 连 
续 函 数 的 思想 和 方法 ,例如 数值 积分 有 限 差 分 方 
法 、 有 限 元 法 和 有 限 体积 方法 等 . 

插值 问题 (interpolation problem) 见 “ 插 值 ”. 

插值 法 (Ginterpolation method) UR E Xr i 3 
本 方法 之 一 . Eh A B BS ROBUST E US XE BE PK FB 
的 方法 . 它 利用 给 定 的 一 批 离散 样 点 ,做 出 通过 这 些 
样 点 的 、 连 续 的 、 有 一 定 光 滑 性 的 曲线 (或 曲面 ). 插 
值 法 的 实际 意义 在 于 , 按 某 种 规则 构造 一 个 相对 简 
单 的 函数 PC(z) 作 为 复杂 函数 f(x) 的 近似 . 用 P. GO 
RE f(x), 进 行 数值 计算 .解析 表达 、 图 形 显 示 等 . 
常用 的 插值 方法 , 按 PCz) 所 属 的 函数 类 不 同 ,有 多 
项 式 插值 (代数 插值 )、 三 角 插 值 、 指 数 插值 有理 插 
值 、 样 条 插值 等 . 

58 (8 ER A Cinterpolating function) 插值 法 的 
基本 概念 之 一 . 指 插 值 法 中 用 来 作为 复杂 函数 f(x) 
的 近似 表达 式 的 简单 函数 PCx). 以 在 La,b] 上 有 定 
X B — 76 SEE E SE (B PRO DAB, GA f(x) 在 
z,€ [a,b RS G —0,1, 0 CE RE XR AA THE 
点 的 某 些 导数 值 ), 寻求 一 个 简单 函数 忆 (z), 使 得 
PG) =f; (i 二 0,1,…,n) 成 立 ( 有 时 还 要 求 在 菜 些 
点 处 某 些 导数 值 相 等 ), 则 称 太 zz) 为 被 插值 函数 ， 
b GO Jg f GO B 488 (B. ER C Kp I=fURANEB 
求 在 某 些 点 处 的 某 些 导数 值 相等 ?为 插值 条 件 , 称 互 
不 相同 的 n+] 个 点 XosX15*'* 9 Ly 为 插值 节点 , 称 区 
间 

[ min (z;) , max (z;) ] 


为 插值 区 间 , 称 平面 上 nj-1 Ti (zo Jo) CTi f1), 


eG fD AER. 

揪 值 节点 ( 结 点 )(nodes of interpolation, inter- 
polation knot) JL “fi (E PS C". 

5&8 f& [x [B] (interval of interpolation) W "46 fÉ 
pKa”. 

样 点 (sample point) Ji,“ 7#i/H PR BL”. 

fg f& SK {F (condition of interpolation) J ^3 


f& Pe RC. 

2% Iq st #1 (polynomial interpolation) 亦 称 
代数 插值 . 常用 的 插值 方法 之 一 . TP 已 (z) 为 
代数 多 项 式 的 插值 法 , 称 了 P(x) 为 插值 多 项 式 , 多 项 
式 插 值 是 一 种 最 基本 、 最 重要 、 最 常用 的 插值 法 . 

代数 插值 (algebraic interpolation) Bp“ £ 
式 插值 ” 

插值 多 项 式 (interpolating polynomial) 
项 式 插值 ”. 

A Wi Gnterpolate) 插值 法 的 基本 类 型 之 一 . 
当 自 变量 xz 不 是 插值 节点 ,但 位 于 插值 区 间 之 内 
时 ,用 插值 函数 PCz) 补 播 被 插图 数 f(x) 称 为 内 插 . 
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外 推 (extrapoelate) ” 亦 称 外 插 . 插值 法 的 基本 
类 型 之 一 . 当 自 变 量 xz 不 是 插值 节点 , 且 x 位 于 插值 
区 间 之 外 时 ,用 插值 函数 PC(zx) 的 值 作为 被 插值 也 
数 f GO 的 近似 值 , 称 为 外 插 或 外 推 . 

外 捅 (extrapolate) 即 “ 外 推 ” 

插值 余 项 (interpolation remainder) J) PK iG 
值 vx 25. 插值 法 的 基本 概念 之 一 . 指 被 插值 函数 
I(x) 与 插值 函数 P(x) 的 差 , 表 示 为 

Rr) =F) = PG), 

它 在 播 值 节点 处 为 零 . 插值 余 项 可 有 多 种 表达 形式 . 

插值 误差 (interpolation error) BD "38 (E & 
项 ”. 

水 平 插值 (level interpolation) 亦 称 零 次 插 
E. 一 种 插值 方法 . 过 样 点 (zo,fo) 所 作 的 水 平 直 
线 , 即 Pix) = fy PRA f(x) 的 水 平 插值 . 当 PG») 
存在 时 ,该 插值 余 项 R(x) = PP (DOG 一 x) HE 
介 于 oem 之 间 . 


零 次 插值 (zero degree interpolation) — B] *7K 
平 插值 ”. 
线性 插值 linear interpolation) 一 种 插值 方 


法 . Te DA Ee EE eR BON Ti B eR eK. 是 过 两 个 
样 点 xo sfo) , Gi, FO Br TE BI TCR (BL. 其 插值 多 项 
式 为 


ry ES a X Xo 
P(X)= f a do. 
称 为 线性 插值 公式 . S 
Re ae 3 a=. 
X97 X, 过 1 To 


则 4z),ACz) 构 成 了 线性 插值 的 基 函 数 . 于 是 P(x) 
本 表示 为 P(x)= fio GO T fil GO. E fP"GoO3XE&, 
则 线性 插值 余 项 

RG)-—fG)o—PG) 


- IG G-—z)G-n), 


ABS REAR xroxi 的 最 小 财 区 间 中 的 某 一 
点 . 线性 插值 公式 是 最 常用 .最 简单 的 插值 公式 . 

线性 插值 公式 (formula of linear interpolation) 
见 “ 线 性 插值 ”. 

抛物 插值 (parabolic interpolation?) 一 种 插值 
方法 . 指 以 二 次 多 项 式 为 插值 函数 的 插值 方法 . 是 过 
cT ERE Cos fo) Gri s f£. Cates So) Br ACE] 4S Be 
E. 其 插值 多 项 式 为 二 次 多 项 式 : 

Pir) =fili os ho +h: 
BRA He 88 BZ SX OP Pe Hi 48 BA B AK. AH 
ee EM. 

Cpu Cr) 
(27 Jp) 
(uro QD 


li (r)— 


num c. 
: (Xs Lo) (Xs — m1) 
23 JU 77 368 (EL BJ AE PLC. 当 f(x) 三 次 连续 可 微 时 , 抛 
物 插值 的 余 项 可 表 为 
R(x)— f(x) — P(z) 


— Oe SEE hy) ae as 


式 中 4 是 在 包含 z,zo,ziyzs 的 最 小 闭 区 间 中 的 某 
一 点 .抛物 插值 公式 也 是 一 种 常用 的 插值 公式 . 

抛物 插值 公式 (formula of parabolic interpola- 
tion)” 见 “抛物 插值 ”. 

一 点 一 次 市 导数 插值 (one-point linear interpo- 
lation with derivative)” 亦 称 切 线 插 值 . 一 种 线性 
插值 . 指 过 样 点 (zu, 矿 ) 满 足 函 数值 及 导数 值 插值 条 
件 的 线性 插值 . W E AR DP Cn — fos PCr — f, 
的 一 次 多 项 式 

POL) Jr 


称 为 一 点 一 次 带 导数 的 插值 公式 . 

切线 插值 (tangent interpolation) ”有 即 “一 点 一 
次 禹 导数 插值 ”. 

两 点 三 次 带 导 数 插值 (two-point cubic interpo- 


lation with derivative) 一 种 多 项 式 插值 . 指 过 两 
点 满足 函数 值 及 导数 值 插值 条 件 的 插值 . 过 样 点 
(ros Fo) s fiat DIVER Ly) BFP ST os 
PG )—f,,P'GjOo-f, 的 插值 多 项 式 
Px)e&fya r) Ff Po +S aia fF BC) 

称 为 两 点 三 次 带 导数 插 法 公式 ,其 中 

ay Gr) 245 GO QO4- 24h 22, 

a (r)—l5G2Q0D2-20h22), 

BG =r =E) hal), 


Bila) Gi zi GM, 
here pe 
Xo T] X17 Xo 


两 点 三 次 带 导 数 插值 是 埃 尔 米 特 插值 中 最 基本 、 最 
常用 的 一 种 (参见 “ 埃 尔 米 特 插值 ”). 

拉 格 朗 日 插值 (Lagrange interpolation) ”一 种 
多 项 式 插值 . 指 插值 条 件 中 不 出 现 被 插 消 数 导 数值 
的 插值 . 过 7 十 1 个 样 点 (zi,fi)(i 二 0,1,…,n) 满 
足 插 值 条 件 

L, Cxi) = f(x) (i = 0,1,.,n) 

的 n 次 多 项 式 


Po = 


4G. 


称 为 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 , 亦 称 拉 格 朗 日 插值 公式 ， 
其 中 


LG) = [| —2 G6 = 01m. 
í j 


j=0 


jx 
为 n 次 多 项 式 , 而 且 


A A 3 if 


i- Gp 
0 (jt) 
L(x) 二 0,1,…,n) 线 性 无 关 , 称 为 拉 格 朗 日 插值 基 
PK AC. 拉 格 明日 插值 公式 将 插值 多 项 式 表 为 基 函 数 
的 线性 组 合 ,组合 系数 就 是 f(x) 在 各 插值 节点 上 的 
KRB. 如 果 被 插值 函数 f(x) 有 nn 十 1 阶 连续 导数 ， 
则 插值 余 项 
R(x)— f(x) — L(x) 


Ia) =| (1,770, l,» n). 


(n+1 
= o CENCE — Xp) 


(ES es E s 
其 中 < 属于 包含 z,zoyzi…z 的 最 小 闭 区 间 . 拉 
格 明 日 插值 是 最 基本 、 最 常用 的 一 种 插值 . 

fé (B d& ER 4X (base functions of interpolation) 
见 “ 拉 格 表 日 插值 ”. 

拉 格 朗 日 插值 多 项 式 (Lagrange interpolating 
polynomial) 见 “ 拉 格 朗 日 插值 ” 

张 遂 - 牛 顿 插值 公式 (Zhang-Newton interpola- 
tion formula) ” 亦 称 牛顿 插值 公式 . 一 种 便于 计算 
的 插值 多 项 式 , 是 拉 格 朗 日 插值 公式 的 另 一 种 表达 
形式 . 具体 形式 为 

L(x) = flra] tH FLxosxi] Cr — x) 

SEXE, sT] sZ |\(x— 29) (x —- zx) 
feet fl ros ris ts ry | 


aa a a as 
其 中 
— 
fLxox- — 
fLxoszi st sa] 
FL tite ti JF lator ti Find | 
f ees sz] 
E in sT, °t „Za J — flaro sT" S REM 
依次 为 零 阶 均 差 ,一 阶 均 差 ,…，,i Mr Fy Ze een [fr 23 


差 ( 参 见 “ 均 差 ”). 

张 遂 - 牛 顿 插值 公式 的 特点 是 , 当 增 加 一 个 插值 
节点 时 ,只 需 在 原来 的 插值 公式 中 增加 一 项 . 张 遂 是 
中 国 唐 朝 天 文学 家 、 数 学 家 . 

牛顿 插值 公式 (Newton interpolation formula) 
即 “ 张 遂 - 牛 顿 插值 公式 ” 

埃 特 金 逐 步 线 性 捅 值 法 (Aitken successive lin- 
ear interpolation method) 一 种 能 逐步 升 阶 的 插值 
方法 .用 拉 格 关上 日 揪 值 多 项 式 计 算 函 数 近 似 值 时 ,如 
果 精 度 不 满足 要 求 , 需 增加 插值 节点 以 提高 插值 多 
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项 式 次 数 时 ,原来 算出 的 结果 均 不 能 利用 ,必须 重新 
计算 . 用 埃 特 金 逐 步 线 性 插值 法 能 克服 这 一 缺点 . 设 
Li stost* oly 为 非 负 整数 ， id 
I; (x) = IG udi i esr) 
为 关于 节点 zi ric: BH] n— 1 次 插值 多 项 式 . 由 
两 个 k 次 插值 多 项 式 Lote? Moa acia GM EZ 
性 插值 可 得 到 & 十 1 次 插值 多 项 式 
Do, au 2 Dos a Cx 

Lage) s EJ 


十 ESSE Cm. (1) 
i k 
它 是 关于 节点 cote tr 的 插值 多 项 式 , 称 其 


为 埃 特 金 逐 步 线 性 插值 公式 .k= 二 1 时 为 线性 插值 . 
计算 时 可 由 有 =0 到 =n 一 1 逐步 求 得 所 需 的 插值 
多 项 式 . 计算 过 程 如 下 表 所 示 . 


f(r =p 
f(x) =l 
fir) =k : To,1,2 


f(zxs)= 1 To,1,3 
flx) =L, . foii 


To,1,2,3 


To,1.2,4 1o,1,2.34 


公式 (1) 也 可 以 改写 为 
lioet CE) cf RU E. 


Dora CEI Fo BE) Oy, (2) 
Xit1 Lo 


f (2) LITE. WE AR ER BS. 计算 过 程 如 下 表 所 
示 . 


f (xo)= To 


jz 一 六 
fUr E. i To,1,2 


f(r3)=1; Ti1,2,3 
fra) =], ; 1,54 


To.1.2,3 


11,2.3,4 To,1.2,.3,4 


从 表 上 看 到 每 增加 一 个 节点 就 计算 一 行 , 斜 线 
上 是 1 次 到 4 次 插值 多 项 式 的 值 . 如 精度 不 满足 要 
求 ,再 增加 一 个 节点 ,前 面 的 计算 结果 完全 有 效 .这 
个 算法 适用 于 计算 机 上 计算 , 旦 具有 自动 选取 节点 
并 逐步 比较 精度 的 特点 ,程序 也 较 简 单 . 一 般 以 斜 线 
上 两 个 相 邻 插值 多 项 式 的 值 之 差 满足 所 需 精 度 作为 
计算 过 程 终止 标志 . 

埃 特 金 逐 步 线 性 插值 公式 (formula of Aitken 


successive linear interpolation method) 见 “ 埃 特 
金 逐 步 线性 插值 法 ” 

奈 维 尔 算法 (Neville algorithm) 见 “ 埃 特 金 逐 
步 线性 插值 法 ” 

153 25 (divided difference)  ZRfR2E FI. 计算 数学 


的 基本 概念 之 一 . 表示 离散 函数 变化 快慢 的 一 种 量 
值 . 指 离散 郴 数 的 改变 量 和 离散 变量 改变 量 的 比值 . 
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fz)—f Ga) 


了 | 2350, \= X4— I, 


为 函数 FORTE 0 * Tk 的 一 阶 均 差 » 称 
at rosca a a 
| 


Lp X, 
AY PR BX f(z) 关 于 点 Tos Tis Tk WNZ. 一 般 称 
F[zos315*** sz] 


Lp Tk] 


为 函数 f(x) 关于 点 Dots re WR 阶 均 差 . 
给 出 了 函数 值 ,可 按 下 表 逐 次 计算 各 阶 均 差 . 


f Go) Fried] flaxo £1 sx] 
fi) fVixixil fF Lsrsmssss.] fUxosziz25x3] I3 ^ X2 


称 上 面 的 表格 为 均 差 表 . 均 差 具有 如 下 的 基本 
PEJE: 
1. 均 差 可 表 为 函数 值 的 线性 组 合 , 即 
JT 45s, vot ias] 
_< f (x,) 
E 2; CE ay 01:— 449960; —— 4) 
ji 


° (x; — zi) n, — a) 


其 中 alr) = (rz) lez) (£r r). 

2. 均 差 关于 节点 具有 对 称 性 , 即 与 节点 的 排列 
顺序 无 关 . 例如 

T ipapa lE suc vate. 

3. 如 果 FL ,… ,ZX 是 一 个 依赖 于 z 的 
m 次 代数 多 项 式 , 那 么 Fiesty ek ;Xi+t1j 是 一 个 
KF ch m—1 次 代数 多 项 式 . 

4. 设 fz) 二 p(x)y(x), 则 有 

fLzo»2is*** xy] 


k 
= > GL xc 9 19 AEREN 9 sXe |. 


5. 当 节 点 n 是 等 距 分 布 时 , 即 n m n tbh 时 ， 
S y= f(y) , 则 均 差 与 差分 之 间 有 下 面 关系 式 成 
WW. 


A y 
0 
Jiu $4IQ$.*tt* IF hE 


6. E f GO Ela b EFE n 阶 连续 导数 , 且 ro, 
Hist E La b , 则 n 阶 均 差 与 n 阶 导数 间 有 下 面 
关系 式 


f xs stra j- £5 a éC[a,b]. 

15) Æ 3€ (divided re scheme table) J 
“ 均 差 ” 

Æ 4 (finite difference) 计算 数学 的 基本 概念 
之 一 . 指 离散 函数 在 离散 节点 上 的 改变 量 . 设 函 数 y 
=f eSB RA r= ro tHkh(k=0,+1,+2,) 
上 的 值 yx 二 f(zi) 为 已 知 ,此 处 Ah 二 0 为 常数 , 称 为 
步 长 , yea» BRA Tea Tk 的 一 阶 问 前 差分 ， 
记 为 Ay. 符号 A 称 为 向 前 差分 算 子 ,简称 差分 算 
子 .一 般 称 


Ay, — ACA" y) — AU ya Ay 
Af OF A Xi BY m 阶 向 前 差分 ,而 A y= yr 
ANAT A 具有 下 列 性 质 . 


1. 常数 的 差分 为 零 , 即 Ac — 0, 3X HL c ALTE. 

2. 差分 算 子 是 线性 算 子 , 即 Aliy t cz) = 
ci ys d- co Az. 这 里 Ci sC? HAILE S yes zs 分 别 为 
PRA. y= 二 A(x) 和 z= 二 g(x) 于 点 x, 的 值 . 

3. zr rss 为 非 负 整数 , 则 A (Ay =A CA y) = 
ACC yis fj Ne NHN Yea. 

4. f GO f& n IX EU WE AF GO — f GR) 
— fla) W A fO (Os bn dé n — & KEAR, E 
M pn WES f(r) =0. 

5. Alfr * gio figu gud. 

N—1 N-1 
6. S AE = fngn — fogo — > gia i. 


k—0 k=0 


除 向 前 差分 算 子 A 外 ,还 有 几 种 常用 的 差分 算 


不 变 算 子 T:I1fi= fi; 


移 位 算 子 E:Ffi= firi; 
回 后 差分 算 子 了 :V 太 = 太一 太 - 
中 心 差 分 算 子 Ô: 
和 [PN h 
of = fla + Gh) — fla — 5]; 
平均 算 子 pif Ue fiai 
中 心 差分 Of, 用 到 
Jat = flat >| 


两 个 陆 数 值 ,实际 上 不 是 函数 表 上 的 值 . 如 果 用 函数 
表 上 的 值 表 示 ,一 阶 中 心 差分 可 写成 
UP es dads c 2 =J; 


二 阶 中 心 差分 为 
duce OL , 


等 . 上述 各 差分 算 子 间 满 足以 下 一 些 关 系 式 : 
A=E—1, A=E* V, V—I—E `, 


ORT 


za 


L 1 
ó—AE !'—E ee E EO) BE? =E? — E 5. 


数 fü 


-lQTE)-E—JA. 
与 差分 算 子 有 密切 关系 的 ,是 微分 算 子 D: 


Di (x) =F GO. 38 f(x) 的 泰勒 展 式 , 有 


Ef(z) = fia+h) = > Tf) 
-»? HDF fe) = PE- E > [fco 
E TOP 


因此 , 移 位 算 子 与 微分 算 子 D 之 间 有 关系 式 
E=, hD=lnE=ln (I +4). 
上 述 各 算 子 的 定义 、 性 质 及 关系 式 在 推导 插值 
公式 、 数 值 微分 公式 、 数 值 积分 公式 中 有 用 . 为 计算 
f(x) 的 各 阶 差分 ,使 用 如 下 的 差分 表 十 分 方便 . 


上 面 是 向 前 差分 表 . 有 时 也 使 用 类 似 的 向 后 差 
分 表 . 


差分 算 子 (difference operator) Ji“ 35 4r". 
3É 4y xx (finite difference table) — Jl 35 7p". 
[5] BU = 4 (forward difference) ” 见 “ 差 分 ”. 
向 后 差分 (backward difference) — 4, 435 4r ". 
FA its 4 (central difference) 见 “ 差 分 ” 


[8] BY Z5 ^y BF (forward difference operator) 
见 “差分 ” 

向 后 差分 算 子 (backward difference operator) 
We Fea 

中 心 差分 算 子 (central difference operator) 

A BF (identity operator) 见 “ 差 分 ” 

移 位 算 子 (shift operator) 见 “ 差 分 ” 

EHA TF (mean operator) 见 “ 差 分 ” 

差 商 (difference quotient)  B[ 1335. 指导 数 的 
近似 值 . 对 等 步 长 (hh) 的 离散 函数 Sa), H n 阶 差 商 
BREEN n 阶 差 分 与 其 步 长 的 次 窜 的 比值 . 例如 
n-—1 时 , 知 差分 取向 前 的 或 向 后 的 ,所 得 一 阶 差 商 
就 是 函数 的 导数 的 一 阶 近 似 ; 香 差 分 取 中 心 的 , 则 所 
得 一 阶 差 商 是 导数 的 二 阶 近似 . 

有 限 差分 方程 (finite difference equations) — 
种 特殊 的 函数 方程 . 指 含 有 未 知 函 数 差 分 的 方程 . 其 
一 般 形式 为 

play (Ar A SaD SE (D 
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式 中 三 是 已 知 函 数 , jz) 是 未 知 函 数 ,z 是 自 变量 ， 
AfCíx)— f Gd h)— f(x) 
称 为 f(z) 在 zz 处 的 一 阶 差 分 ,h 为 一 正和 常数 , 称 为 
步 长 ,对 于 大 于 1 的 正 整 数 non 阶 差 分 按 递归 方式 
定义 , 即 
A PECES 
利用 上 述 定 义 式 (1) 可 化 为 
D(x, f(r), f(x thse f(x + nh)) = 0. (2) 
如 果 (2) 式 同时 含有 a) fGod nh), WRK) 
BY X (2) A n 阶 有 限 差分 方程 . 称 满足 有 限 差 分 方程 
的 离散 函数 为 它 的 解 .” 阶 有 限 差 分 方程 的 每 个 解 
最 多 含有 个 任意 常数 ,这 样 的 解 称 为 它 的 通 解 ;以 
适当 的 方式 确定 通 解 中 的 任意 常数 , 即 可 获得 满足 
附加 约束 条 件 的 特 解 . 

B BR 25 43 7j T2 HJ RE (solution of finite difference 
equations) 见 “ 有 限 差 分 方程 ” 

有 限 差 分 方程 的 通 解 (general solution of finite 
difference equations) ” 见 “ 有限 差分 方程 ”. 

有 限 差 分 方程 的 特 解 (particular solution of fi- 
nite difference equations) ” 见 “ 有限 差分 方程 ”. 

$& BB 15 rh d (B 2 XX (interpolation formula with 
equidistant nodes) 一 种 简化 的 插值 公式 . 4B FH 25 
分 代替 差 商 表达 的 捅 值 公式 . 这 类 公式 不 仅 省 去 了 
差 商 运算 中 的 除法 ,而 且 在 形式 上 更 简单 .使 用 上 更 
方便 . 依 被 插值 点 在 插值 区 间 的 位 置 不 同 , 有 多 种 等 
早 节 点 插值 公式 . 

X o - AF $i [5] By d (B. st (Liu-Newton forward 
interpolation formula) Jp ÆR ^F dli Ai dz zx. 一 种 
等 距 节 点 插值 公式 . 特别 适用 于 被 插值 点 位 于 插 
值 区 间 左 端点 附近 的 情况 se =o tth, 0<t<1. XI 
Jti - £F "it [6] B] HR o HJ ARTE XJ 

NN, (Xx 二 th) 


UA 
= y» D —»ü Ay I "d X 
v=0 
E "(fC— 


gar a ntD yy 


这 里 1” 为 阶乘 多 项 式 t” =t) 
灶 - 牛 顿 前 插 公 式 的 余 项 为 


R, (zo tth) = h” (n 2131 


(x «ee ash). 

Xl ei EP Eid FS 8H COCA 2C ER. 他 在 天 文学 
的 计算 中 首先 建立 了 这 一 公式 . 比 英 国 数学 家 、 物 理 
学 家 牛顿 (Newton,I. ) 提 出 这 一 公式 早 一 千 多 年 . 

4 iii Ay $i zx st (Newton forward interpolation 
formula) BN“ XI) 02-45 ti [8] BI] FH EL Zs sk”. 

牛顿 身后 插值 公式 (Newton backward interpo- 
简称 牛顿 后 插 公 式 . 一 种 等 距 节 


(t—v+1). xl 


EM TP y 


lation formula) 
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点 插值 公式 . 特别 适用 于 被 插值 点 x 位 于 插值 区 间 
右 端 点 附近 的 情况 :X= 二 zz, 一 坝 ,0 达 1 过 1. 牛顿 向 后 
插值 公式 的 具体 形式 是 


N,(2,—th)= >) (—1) 


v=0 


(0) Av 
Uv i A Mu—v 
U! 


1) 
=In— tay, pt A ysca t 


牛顿 向 后 插值 公式 的 余 项 为 
《2 十 ]) 
R,Cr, —th) 2 (—1)" e d (E) 
(rp<cE<ixytnh). 
牛顿 后 插 公 式 也 可 用 向 后 差分 表 出 . 此 时 设 z 
二 Xz, 十 th ,一 1 二 t 过 0, 具 体形 式 为 


人 ER 
t(t 3-127 


s 
T UE 


n! 


十 V yn 


其 余 项 为 

R, Garth) LEE Un 

LESA ti Fah). 

牛顿 后 播 公式 (Newton backward interpolation 
formula) ”牛顿 向 后 插值 公式 的 简称 . 

斯 特 林 插值 公式 (Stirling interpolation formu- 
la) 一 种 等 距 节点 插值 公式 . 适用 于 被 插值 点 z 位 
于 插值 区 间 中 部 的 情形 . 为 方便 计 , 设 与 x 距离 最 
近 的 插值 节点 为 zo, 然 后 将 插值 节点 按 如 下 顺序 编 


r3 
ra 


FOCE) 


=z F hst: = 
z,—2c2$T2h,x,—2x$—2h ,** 

A r=xr,+th, y, =f Goack kh). 由 非 等 距 节 点 的 牛 

顿 插值 公式 及 均 差 与 差分 的 关系 , 即 可 得 到 所 谓 高 

斯 第 一 (插值 ) 公 式 


G; Crotth)=yo t7 —Ayo+ 


B 
Quen, 1) 4 E 
也 可 以 将 插值 节点 omo smod hs rok 2h 按 下 列 顺 
序 编号 : :Zoo21 一 20 一 彤 ,2 一 Zoo 十 彤 ,7Z3 一 To 一 2 一 
zo 2h, rede th y, =f Got E, RF 


SUMUS DIS 
G: Grs--th) = yt Ay- GUTEN AS 


t =, 
PS c- 


这 两 个 公式 实际 上 并 不 直接 应 用 . 通常 是 用 它 
们 的 算术 平均 值 , 即 所谓 斯 特 林 插值 公式 : 


Ay+tAy_, Kt 
S5, Cro th) — y pe Se y ay 


Tos Tı Loh, 


t(t—1) 
2! 


A ya 


t(—1),2 y tA y, gPO-—1) 
dg ge ae dos 
2 Lt — 1) @— 4) GI (9 10) 

x (25—1) 

AT uua yep 
e 
EDEA (t2—(p—-1)) ,2, 

+ (2p)! A My—bp* 
其 余 项 为 

Rop(aotth) 

“«2p+1) 
p iom QE. Pre 2- $2 TOT uiid Ch 
cU —]190 4 O^ -—5)5 ptt! 


(ti ph<E<aot+ ph). 

斯 特 林 插 值 公式 中 使 用 的 插值 节点 个 数 为 奇 
数 . 一 般 , 当 |z 一 zoj 委 AP/4 时 才 使 用 这 个 公式 . 

m Hr — (jii (B 2st (Gauss first (interpola- 
tion) formula) 见 “ 斯 特 林 插值 公式 ” 

高 斯 第 二 (插值 ) 公 式 (Gauss second (interpo- 
lation) formula)” 见 “斯 特 林 插值 公式 ”. 

贝 塞 尔 插 值 公 式 (Bessel interpolation formula) 
一 种 等 距 节 点 插值 公式 . 适用 于 被 插值 节点 z 位 于 
插值 区 间 中 部 且 位 于 两 相 邻 插值 点 ( 设 为 zoyzl) 的 
中 点 zo 十 h/2 附近 的 情况 .具体 公式 为 


Ns 
By-i Gr Eh) = d Us) - Ayr 
-al 
sp 2 2 - [8t esi 
21 2 
) 2 | 2 
c3) 72] | 
+ Ayi 


p E] eas) 


AU ÉD (p—2) TANT y op | 
2 


[i71] =] asi»: 


i aia aren , 
其 余 项 为 
R24 (xo tth) 


[H-H 


+H ll) 30 3- 
] 


Zi 值 逼近 


. i ^ 2p)" e E Gm (2p) 
it 2 4 | GP ®© 


(CR 
这 个 公式 一 般 当 | 一 17/21 委 1/4 时 使 用 . 当 t=1/2, 
即 z tR b xex lf 中 点 时 , 贝 塞 尔 捅 值 公 式 具 有 更 
简单 的 形式 ,是 常 被 使 用 . 


h 
Bii | Zot a 


E nr l A ys A yu 
2 2 2 2 
]'-»3-A yas A yos 
UT E MU D 
1? + 3^4 (22—3) 
(25—2)1 29" 
: AUS Ee A TT 
ELEC CLE. 


AC 
Ra-| z^ 


SCS 1) Op= ii 2 v0 s E e 
(zo— Gp— DA«£t« x T ph). 
注意 贝 塞 尔 插值 公式 总 是 使 用 偶数 个 插值 节 
埃 弗 瑞 特 插值 公式 (Everette interpolation for- 
mula) 一 种 插值 公式 . 它 是 高 斯 第 一 插值 公式 的 
男 一 种 表现 形式 (参见 “斯 特 林 插值 公式 ”). 令 n= 
2p 一 1, 将 高 斯 第 一 公式 中 的 奇数 阶 差 分 变 成 低 一 
阶 的 偶数 阶 差 分 ,经 整理 ,化 简 , 得 到 埃 弗 瑞 特 插值 
全 起 
Espi Go th) =F: HEF O0, 
这 里 ,被 插值 节点 r-—xth, 
b—1 2 2 2 2 
ras SS M EE ERES mud A Un 
(y=(1—-t), O«t« 1). 


k=0 


其 余 项 为 


2p £(2p) p-l 
jE Cor ce i Lv ea ll G — R^). 


(2p)! em 

埃 尔 米 特 插值 (Hermite interpolation) ZR ff 
371 fitt fi EL. 带 导 数 条 件 的 多 项 式 插值 . 这 种 插值 要 求 
所 构造 的 插值 涌 数 媚 (z) 与 被 插值 吨 数 f(z) 关于 
插值 节点 ,不 仅 有 相同 的 苯 数 值 ,而且 有 某 些 阶 相同 
的 导数 值 . 

设 aKT Lr <r, Sb EAR, A 
BA jz) 于 这 些 点 的 范 数 值 f;, 导 数值 O00, 
1，2,…,72). 构造 一 个 次 数 委 22 十 1 的 多 项 式 
Ha GO ,使 其 满足 条 件 

Hons Cr os 

Haa (EDS f (=0,1,.,n) 
的 插值 问题 称 为 埃 尔 米 特 插值 . 所 求 得 的 Hua GO 
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称 为 埃 尔 米 特 插值 多 项 式 . 一 种 紧凑 的 表达 形式 是 
H4\(x) = 2 fF [1—2G-— x) (2) 1? GO 


E 2 f/IG-— x0 (x), (1) 
RnB LOGOS A Tos Ti 3, BJ fiz 8 BH H idi f& 3 PRI 


数 ( 参 见 “ 拉 格 朗 日 插值 ”). 当 77? GO Fla He 


续 时 ,有 余 项 表达 式 
Roi Ca) S Ca) Fs or) 
Pis TACE ; , 
TD D od 


ep p - e «b 

(1) 式 是 一 种 最 基本 、 最 常用 的 埃 尔 米 特 插值 公 
X. 更 为 一 般 的 埃 尔 米 特 插值 问题 是 ;在 插值 节点 
上 ,作为 插值 条 件 , 还 可 以 给 出 逐次 高 阶 导数 值 . 在 
每 个 节点 上 的 插值 条 件 的 个 数 也 可 以 是 互 不 相同 
的 . 设 asta nam MA f 表示 f(a) F 
xe 的 7 阶 导 数值 . 埃 尔 米 特 插值 问题 可 叙述 为 : 求 一 
Aa REHN Hx) ,使 

H? CD =f O<Iix<a~—1, 1<k<n), 
其 中 


a= » a.— 1, 
满足 上 述 插值 条 件 的 HOM 


—1 


H(z)= 3» fe HG), 


k=l 1-0 


其 中 HOH e X WES EAE 
l1. “G= Eek 75 
0 (其 他 ). 

切 触 插值 (osculating interpolation) 
米 特 插 值 ”. 

埃 尔 米 特 插值 公式 (Hermite interpolating for- 

mula)” 见 “ 埃 尔 米 特 插值 ”. 

埃 尔 米 特 插值 多 项 式 (Hermite interpolating 
polynomial) J “ROR AR EH (B. 

IR RK 4S f (8 € fF (Hermite interpolating con- 
dition) W, RRX”. 

分 E fii (BGK (piecewise interpolation method) 
一 种 插值 方法 . 它 是 根据 区 间 的 小 区 间 上 的 插值 形 
成 整个 区 间 的 插值 方法 ,即将 插值 区 间 分 为 若干 小 
区 间 ,在 每 个 小 区 间 上 采用 低 次 插值 的 方法 . 它 可 以 
克服 在 整个 插值 区 间 上 作 高 次 插值 导致 的 数值 不 稳 
定 现象 ,从 而 达到 更 好 的 整体 逼近 效果 . 分 段 插 值 法 
大 致 分 为 两 类 ,一 类 是 局 部 化 的 分 段 插值 ,如 分 段 二 
次 插值 .分 段 埃 尔 米 特 插值 ,这 类 方法 只 利用 被 插值 
盟 数 于 本 段 的 信息 ,从 而 可 以 各 段 独 立地 进行 插值 ; 
另 一 类 是 非 局 部 化 的 分 段 插值 ,如 三 次 样 条 插值 ,用 
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HË =)=] 
Bp “IR ZR 


这 类 方法 求 出 的 插值 函数 虽然 是 分 段 表 达 的 ,但 要 
依赖 于 整个 插值 区 间 上 的 信息 ,从 而 不 能 以 各 段 独 
立 而 应 以 各 段 联 立 的 方式 进行 . 

样 条 插值 (spline interpolation) 一 种 插值 方 
法 . 指 利用 样 条 函数 作为 插值 函数 的 插值 方法 . 对 区 
IR] La b JB — A ^r XI Aia — ax. uan mom <a, = b VE ER 
数 sr) THE : 

1l. s(x) FEAF XIBIDLz-a 16-12, 
上 为 m 次 多 项 式 ; 

2.s(2) F La 5] EN m 一 1 XX RE COR; 
则 称 sC(z) 为 La,5j 上 关于 分 划 A 的 m WHA PROC. 
此 即 多 项 式样 条 也 数 .例如 , 当 m —3.s (zx) 就 是 关于 
分 划 A 的 三 次 样 条 隔 数 ,或 三 次 样 条 插值 孙 数 , 简 
称 三 次 样 条 . [a,6] 上 关于 分 划 A 的 m REA RM 
全 体 构 成 一 个 mtn 维 线 性 空间 ,可 用 B - 样 条 函数 
表 出 该 线性 空间 的 一 组 基底 (参见 “B LEER PRK”). 
一 般 , 凡 分 段 ( 片 ) 光 滑 、 各 段 ( 片 ) 衔 接 处 具有 一 定 光 
滑 性 的 函数 都 称 为 样 条 范 数 , 也 称 样 条 曲线 ,简称 样 
条 . 高 次 多 项 式 插值 有 数值 不 稳定 的 缺点 ,而 样 条 插 
值 却 有 较 好 的 稳定 性 和 收敛 性 . 迄今 , 样 条 范 数 作为 
数值 逼近 的 一 种 重要 工具 已 广泛 应 用 于 各 类 数据 的 
插值 、 拟 合 、 平 滑 及 数值 积分 、 数 值 微分 、 微 分 方程 数 
值 解法 、 积 分 方程 数值 解法 等 方面 . 

FES PAR (spline function) ” 见 “ 样 条 插值 ”. 

样 条 曲线 (spline curve) ” 见 “ 样 条 插值 ”. 

三 次 样 条 (cubic spline) 见 “ 样 条 插值 ” 

三 次 样 条 插值 (cubic spline interpolation) 一 
种 常用 的 样 条 插值 (参见 “ 样 条 插值 ”). Lab | E RS 
插值 节点 构成 La,5j 的 一 个 分 划 4A:4 一 Zo< «tes 
<Ir =b SOFTAT ABEE f (x) 二 fj;(1 二 0,1， 
tn). 三 次 样 条 插值 问题 是 求 La,6] 上 关于 分 划 A 
Bg — REE PRU. s Ca. 根据 s(x) 应 满足 的 两 个 条 件 
于 [xi,ZXi+1j,， 有 


Mi cotum Credo 
SC) 73 M;+ 33 Mi 
du. Wine 
dau) EM, | 
f, h; 
Tir—z) ; M , (1) 
ER hira ar G= 0,1, 2-1) M; =s" lx) A 
do M, Mi ge (M, 满足 线性 方程 组 
iiM; F2 i FAM: Fh: Mig 
-e| ar fi inc fia HE 1.22 1 (2) 


方程 组 (2) 是 含 ae 个 未 知 数 M: G =0,1, 
…,n) 的 由 n 一 1 个 方程 组 成 的 线性 方程 组 ,不 能 定 
解 . 为 此 尚 需 补充 两 个 条 件 . 一般 ,在 插值 区 间 两 个 
端点 各 补充 一 个 条 件 ,通常 称 为 端点 条 件 . 最 常用 的 
端点 条 件 有 三 种 类 型 : 


] (29045 82:9 a 

2.5 (xr) mf ssl "mom. 

ap Gaia sa G05 T5 29: 
用 M 表示 ,这 三 种 条 件 依 次 为 : 


r | de | 
I. 2M Mg. Eu 
=- 6 E aer 
M, +2M, =; | f, hu. 
2. Mo= fl, M, Jf". 
3’.M,=™,, 
A, Mi + p, Mu; +2M,=d,> 
hs 
M ur tene 
< 6 fi— fo fof uva 
GE coe s cR us 
(注意 :此 时 有 fof. 
三 次 样 条 插值 的 求解 过 程 如 下 : 


1. 将 方程 组 (2) 与 三 种 端点 条 件 的 任何 一 种 联 
合 , 解 关于 MA M, 的 线性 方程 组 . 

2. 将 Mi;(i 二 0,1,…,n) 代 入 方程 组 (1 ) 就 得 到 
s(Cz) 关 于 各 子 区 间 的 表达 式 . 

特别 指出 , 若 第 2 种 端点 条 件 取 为 

M;=M,=0s" (a) = 3") =0)5 

HE E 7S Bll AY PE AR Te A BREA. EE 
上 ,计算 实践 上 都 是 很 重要 的 .上面 求 解 三 次 样 条 插 
值 的 方法 称 为 三 弯 矩 法 ,是 三 次 样 条 插值 解 算 方 法 
中 最 第 用 的 一 种 . 


端点 条 件 (end condition) ” 见 “ 三 次 样 条 插 


ta” 

自然 样 条 (人 (natural spline) 9, ^ — mR 
值 ”. 

E áBiE(three moments method) W*=K 
样 条 插值 ”. 

B RESK BR (B-spline functions) 一 类 重要 的 


TÉ 2& PAN. Ha ED LE PL S 

(=a) (px 

0 Ceca. 

fk Cx jim — Zi) Gr A) KF t= zy ZHI， 
Ljtmei fh m+1 阶 均 差 


Bine 人 


Q,0)—G—2r),-— 


(jo —m,—m-r1ls:,m—1) 
为 第 j 个 m 次 B RES PRL, fl ER B 样 条 函数 .利用 
均 差 的 性 质 , 有 
pu = 3 
Dr) Cm » 
其 中 


ü SL eser ues 


9 


eui Cx) = (re rj) Cr,— x44) 


zb B if 近 


* Xu Xp ti S Timid: 
B 样 条 函数 具有 下 列 重要 性 质 ; 
1. 递 推 关系 
BG Re ne 


0 (其 他 ). 


ocu 
7 Bj (r) 
Xj Xj 


Dj. (x) = 


Hjt+e+1 T 
E» iB e Cz) 
Xjtktl jeg 


(kR=1 29° ym), 
2. 正 性 与 局 部 非 零 性 


—0 €x jt jam ), 
BG ae E 
. 0 Rte CDI murs 
3. 规范 性 


m-—1 
Do B C) 


j=—m 


— > Bo ay = I ere xeu. 


4. B 样 条 的 导数 
B'io(x)=0, 
B) m | Te Bre E | 
Ljitm Tj A ppp uo 


(m 之 1). 
= ø j IÉ (trigonometric interpolation) 常用 
的 插值 方法 之 一 . 指 取 插值 溺 数 为 三 角 多 项 式 的 插 
值 方法 . 特别 适用 于 对 周期 函数 的 插值 . Rd EL PR 
数 f(z) 为 以 2r 为 周期 的 图 数 , 取 交 阶 三 角 多 项 式 


T.Gr)-—at p» (a, cos Ex 4- b, sin £x) 


为 插值 函数 , 称 为 2 阶 三 角 揪 值 多 项 式 . 对 任意 2n 

se 个 两 两 互 异 的 实数 Los X1 9 *** s Loans 当 其 任 两 个 之 

差 都 不 是 2x 的 整数 倍 时 ,满足 插值 条 件 
T.C) =f (zr) (一 0 1，…，27) 

HJ n Br — ffi fi d DT, GOTETE TE AT 3 


2n 
+ x X — Lo 2 T= Lii 
T(= > | f (xri)| sin eSin ———— 
7=0 2 
. £— Xi+l x TC Lon T x — Xo 
sin —————— -sin sin . 
Z 2 2 
ie MORSE Oy . Li — T, 
sin — loin —————-.-.sin d 
2 2 


" 

称 上 式 为 高 斯 三 角 插值 公式 . 

三 角 插 值 多 项 式 (trigonometric interpolating 
polynomial)” 见 “三 角 插 值 ”X. 

高 斯 三 角 插 值 公 式 (Gauss trigonometric inter- 
见 “ 三 角 插值 ”. 

指数 插值 (exponential interpolation) 常用 的 
插值 方法 之 一 . 指 用 指数 也 数 之 和 作为 插值 消 数 的 
插值 方法 . 例如 ,在 分 析 放 射 性 元 素 衰 减 时 常 被 采 
用 . 给 出 样 点 (zj;,fi) (i 二 0,1,…,n), 及 两 两 互 异 的 
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polation formula) 


计 算 


实数 Ao sÀi s *** SAL k 
PCziaoyal das Apo Apo tA = y e 
j=0 
使 其 满足 插值 条 件 : 
QCGxrisdosdi»** sans Ms A A ) — f 


(1=0,1,.…,n), 

此 即 指数 插值 问题 . 它 归 结 为 以 GosQ, »*** 
数 的 线性 方程 组 的 求解 问题 . 

有 理 插值 (rational interpolation) 常用 的 插 
值 方法 之 一 . 指 用 有 理 函 数 作 为 插值 函数 的 插值 方 
法 . 当 被 插 函 数 具 有 极点 或 其 他 奇 点 时 ,用 有 理 插 值 
往往 很 有 效 . 假定 已 知 被 插 函 数 C0 FE mat] 
个 互 不 相同 的 点 Xo 19° Imi nth AEA Foshistt's 
f, 有 理 插值 就 是 求 一 个 形 如 
ao Fart Fane” _ 
Dy Oe SE Oe Q, (x) 
B] AA E eR (E E ERE EIE Rmn CS f; G— 
0,1, m +n). 并 以 Rmn ER flo) BB Yr JUL. 满 
FE EUR TH [E A EY a ERAT Rn (ao) A BE RT BEA E 
在 ,但 在 很 多 情形 下 这 种 插值 有 理 分 式 是 存在 惟一 
的 ,其 系数 a G=, lem) R 6b;(i 一 0,1,…,n), 实 
际 上 只 有 mr 十 n 十 1 个 是 独立 参数 ,通过 插值 条 件 导 
出 线性 方程 组 

QT)fi = Pala) G = 0,1,. ,m+ n). 
可 确定 a; 及 5;, 从 而 得 到 有 理 插 值 函 数 R,,, (xr). 

反 插 值 (inverse interpolation) 一 种 插值 法 . 
指 利 用 插值 函数 反 求 满足 某 条 件 之 自 变 量 z 的 近 
似 值 . 设 给 定 图 数 SDE n+] 个 不 同 点 Tos 之 19 ”9 
r, 上 的 值 y;— f (x20G90,1, en), KRIE f(r) = 
CE 的 近似 值 , 这 里 c 是 含 Yos Yi» Yn 的 区 间 
La, B ]rp e d& P (B. 反 插 值 就 是 求 S GO BS c eR 
广 在 < 处 的 近似 值 . 通 常 可 由 f(x) 的 牛顿 插值 公 
式 P;(z) 近 似 代 替 Sr) ES PG) =c RY va B 


9An 为 未 知 


ne PAGE 


近似 ,— B FH E OB ILI TE ro ET E FG) 
MN RU 
(Dy _ 一 f(x) 
r =X t+ 


Fee 

BOR r” BEE SC) + flr. ri] C? — 20) + 
FLxos2i 522] Ce qu Cr = a) Soo kT [Ls 
Zi 及 FLxosdi x2 13 f(z) 的 一 阶 与 二 阶 均 差 . 由 上 
式 得 到 


(0) A Px) (0) 


quie 325 S25) Ce em). 
然后 用 迭代 公式 
qu ep DI PS Cr teen) 
(k= cae Dy 


ERE xU rO 在 所 要 求 精度 下 相等 为 止 . 也 可 
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直接 利用 反 函 数 广 以 yos i 为 节点 的 牛顿 
插值 多 项 式 pO). H ple) 近似 SA Co. 

快速 侍 里 时 变换 (fast Fourier transformation) 
简称 FFT. 计算 有 限 离散 傅 里 叶 变 换 的 一 种 快速 算 
ik. SRR eee rane 


Ur = uv (k= 0,1,“ 


从 已 知 的 序列 ; (u VE AER AU BS FP QU.) ,其 中 
W —Wy-eUN (G= 4—]1). 
传统 算法 是 直接 计算 式 (1), 于 是 计算 一 个 N 
点 离散 傅 里 叶 变 换 的 工作 量 为 N’ 4 AE NO 
个 “ 复 运算 ?是 指 一 个 复数 乘法 和 一 个 复数 加 法 . " 
速 传 里 叶 变 换 是 根据 Ww 的 周期 性 提出 的 一 种 逐次 
分 半 的 递 推 算法 ,其 算法 概括 如 下 : 取 和 NN 二 2", 将 角 
和 ; 写成 二 进 制 的 形式 : 
k = kQ42" 1 + Rg”? + n + 52 + kos 
jesd.242 06b acon in i ale Se ae a 
HP koj 4 0 RM 1490.1. m— 1.3 
uj;—Uu Cjm—19Im—29°° *J15 Jo)» 
U,—U (hb, sRm—29°** Es Ros 
1, UAK W"—1,À H 4 n250€mod ND, 


利用 Wọ = 
有 


u P (b s hys. ey RB EETA 13 $*** s Jo) 


s5 uu (ky Rue " 


Js _p=0 


722 TE | Jo) 


m~i 


i—i 
ye tear de, — 12 
CL = 1,25 57) (2) 
KB u lmit ojisjo) =u Cm- jis jo) H =m 
时 ,有 
LE 
= be E E O 


TETE TS a MB ee EE PO HET 
一 个 “ 复 运算 ”,NN 个 分 量 则 需要 N 个 “ 复 运 算 ”， 
tA m-—log; N 步 , 故 总 计 Nlog; N 个 “ 复 运 算 ”. 
这 是 一 个 简单 而 高 效 的 算法 , 比 直接 算法 提高 工效 
N/log; N fij. 4 N 很 大 时 ,这 是 数量 级 上 的 提高 ， 
从 而 可 以 大 量 市 省 机 时 ,而 且 即 便 对 于 很 大 的 N， 
计算 过 程 也 是 稳定 的 . 快速 健 里 叶 变 换 是 美国 库 利 
(Cooley, J. W. ) MH sit = A A (Tukey, J. 
W. ) 于 1965 年 提出 来 的 , 它 从 根本 上 解决 了 时 域 与 
频 域 之 间 相 互 转换 的 计算 障碍 ,为 数值 谐 波 分 析 方 
法 在 科学 技术 领域 的 广泛 应 用 创造 了 条 件 , 已 成 功 
地 应 用 于 光谱 和 声波 分 析 、 全 息 技 术 、 地 震 勘 探 、 数 
字 信 和 号 处 理 ,图 象 信 息 处 理 . 微 分 方程 数值 解 等 方 

面 ,也 推动 了 各 种 快速 算法 的 研究 . 
ER rd VT (approximation of functions) 数值 


逼近 的 基本 内 容 之 一 . 主要 指 函 数 的 近似 表示 . 即 对 
于 较 复 杂 的 函数 类 4A (通常 讨论 [a,b5] 上 的 连续 哨 
数 ) 中 给 定 的 函数 f(x), 要 在 4 的 一 个 较 简单 又 便 
于 计算 的 子 集 BP, TRAX PCz)EBC4, 使 误 
3 RG)—PG)-—fGOTESE RE EE EE GR X. P gU SFR 
P GO f GO BU Mr. 采用 不 同 的 度量 ,就 得 到 不 同 
类 型 的 逼近 ,统称 为 函数 台 近 . 若 度量 标准 取 为 
| RD | = FPS? he 
= max |f £z) — PGo) n 

WARE A — S38 yr 3x 25 5] 38 Xr. ARR A (x0 € B, 
且 满 足 

| fGr)—h GO | = 一 inf | fF) PG) || s; 
则 称 h(x) 为 f(z) 在 B 中 的 最 佳 一 臻 逼近 . ARB 
标准 取 为 

Ide Ca dam TC PP a 


sU (f(x)—P(zr)) dr 


WW RFA 35 Ty 38 YT ROR 7r 3B Yr. A PAR AG € B. 
且 满 足 
| £O — A(X) |， 
= inf | f= PCL [35 


MER AXA SNE B PHRES EU. GES 
标准 取 为 
| R(x) | 2p | (tw) -PO) | 2 
E | p(x) FAP adz, 


BL PR SLA ti DOE UI RT BE. 其 中 o GO BUR 
数 . PRA Cr) PI AL 


| f(x) — h(x) || sint | p(x) (flx)—P(r))*dz, 


WER ACOA f(r) FE BPR ARR ER OUS 7) 

— E 3B if (uniform approximation) 
ji yr". 

15 4) 3B Xr (uniform approximation) 
JR TU. 

最 佳 一 致 逼近 (best uniform approximation) 
JL," EROR VE. 

15 7j iB Xi (mean-square approximation) J 
“函数 逼近 ” 

Ex E 15 A 38 i (best mean-square approxima- 
tion) JA“ eR ZR UT”. 

25 44 15 75 iB 3 (weighted mean-square approxi- 
mation) JU“ PROC XT. 

带 权 最 佳 均 方 逼近 (best weighted mean square 
approximation) W“ EM”. 

% MASEM (approximation of polynomials) 


VM: BX 


RJ “一 致 


数 fh 3 o 


一 种 函数 通 近 . fX PR CAS LOS ELLE H, 
Bg; E. BE H, PRH PGO EH, Pa) f) 
在 某 种 度量 意义 下 最 小 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 定理 (Weierstrass theorem) 多 
Til 3X8 XT e BE BRUCH] — TP SEAS XE EE. 该 定理 断言 : 设 
f(x) 是 [a,bj] 上 的 连续 函数 , 则 对 于 任意 6 这 0, 必 在 
在 多 项 式 PCr) ,使 得 

max | f(r) — PG) <e. 


该 定理 是 德国 数学 家 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weier- 
strass, K. (T. W. )) 于 1885 年 给 出 的 . 它 的 证 法 很 
多 . 被 公认 为 最 好 的 证 明 是 伯 恩 斯 坦 (Bepuuireiin,C. 
H. ) 给 出 的 构造 性 证 明 . 对 于 具有 周期 性 的 连续 范 
数 , 外 尔 斯 特 拉 斯 还 证 明了 用 三 角 多 项 式 

T(z)=A+ >) (aicos bx - b, sin Ez) 


k=] 


i8 Vr B) Ay SE TE. BD: SCD) AW 2z A 899 3E 5 PR 
数 , 则 对 任意 s>0, 都 存在 三 角 多 项 式 T GO ,使 得 
max IT(x)— f(x)|<e. 


上 述 两 个 定理 分 别称 为 外 尔 斯 特 拉 斯 第 一 定 
理 . 第 二 和 定理. 计算 数学 文献 中 的 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 
稼 指 第 一 定理 . 

最 佳 一 致 逼近 多 项 式 (polynomials of best uni- 
form approximation) — fiu yr Z Ju xv. 指 最 佳 一 
SB Yr rp Bog xc es COS 7S ESSE H, 时 的 次 
BUB n BERAXLXP'GOC€H, 满足 

E,D = inf || f(z) — P(x) || - 


=. diea ee det Cds 
WP Ome fon n Ui fE— 808 £ mx. 
五 ,( 访 称 为 最 小 偏差 . 这 样 的 多 项 式 是 存在 的 .并 有 
以 下 的 切 比 雪夫 定理 : 设 f(x)ECla,b], 则 P* (xz) 
€ 克 ,是 了 在 Le, 上 的 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 充分 
必要 条 件 是 :P* (Cr) FELa b] EELA n+2 个 点 a 
roa «cR aa s. | 
RP (CRC 
=(—1)‘a|| f(r)—P’* (xz). Co=H1) 
成 立 . 该 定理 给 出 了 最 佳 一 臻 逼近 多 项 式 已 " (zx) 的 
特性 ,也 是 构造 最 佳 一 臻 晕 近 多 项 式 的 依据 .但 实际 
上 当 n222 时 ,准确 求 出 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 是 很 困 
难 的 . 通常 只 能 用 逐次 逼近 的 列 梅 兹 (Remes) 算 法 
求 它 足 够 精确 的 近似 . 24 8— 1 时 , 则 可 直接 给 出 具 
体 算法 :假定 f(z) 在 [a,5] 上 二 阶 导 数 P" GE SE. 
E.A" GOES WN f(x Ela. bE RE BOR IE 
多 项 式 P (x) =as tair HARM al 为 
qo LO=-—f@ 
: b—a ' 
由 f Cr) Sat 求 得 x FRE PR hits do : 


计 算 数 学 


LD tI) .a ta 
0 2 1 "i . 
最 小 偏差 (least deviation) JL“ [E— BUE 3T 
多 项 式 ”. 


正 交 多 项 式 (orthogonal obroni 具有 
正 交 性 的 多 项 式 族 . 函数 f(x) A g(x) 在 区 间 [La,5] 
Lt BLE (x) JE 36 JE TS VIR 


oes ['éGof Gg GOds ed 
若 多 项 式 族 {g(r),k= 二 0,1,…), 其 中 为 上 次 多 


项 式 ,满足 条 件 
(dudes | AA 
7 | U. dido. 
 |A;>o GJ. 


则 称 {yiCz),k 二 0,1…}) 为 La,65] 上 带 权 (xz) 的 正 交 
SAL MELA. 对 (xz) 及 [La,5j 的 不 同 
选取 ,可 得 不 同 的 正 交 多 项 式 . 

yii w g At (Legendre polynomials) 一 类 
正 交 多 项 式 . BUR CE C m KEAL] 
正 交 多 项 式 . EE 


polr) =l, p, (1) = A4 A —1)”] 


(n-1,2,:). 
其 最 高 次 项 e 的 系数 为 a,— (2n)! /2" n1)! , j& 
次 项 系数 为 1 diis a Qd 


BG) = c do 
勒 让 德 多 项 式 有 以 下 重要 性 质 : 
1. TEACH 

(ps Pm) = | b GO pu Gd 
| (m zn), 


2n + 1 
2. 递 推 关系 po G0 — b pira 
(n +1) paci (x2 = (2nd D xp. Gr) — np, 1 Cx) 
(n=1). 
3. 奇偶 性 p. C—22— C— 1) p, (x), Bn HARK 
时 ,p, ARE BEC ARRAT, pn S R R. 
4. b. 在 [一 1,1] 上 有 个 不 同 的 实 零 点 . 
5. 在 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 多 项 式 中 ,P(x) 
在 区 间 [ 一 1,1j 上 与 零 的 平方 误差 最 小 . 
切 比 雪夫 多 项 式 (Chebyshev polynomials) 一 
类 正 交 多 项 式 . RIBUS (zx) 二 1/vY1 一 xX, 区间 为 
[一 1,1j] 的 正 交 多 项 式 , 表 达 式 为 
T,(x) = cos(marccos z) (|r| <1) 
4 x=cos 6, lll T, (x)-—cos n0,0xz0xzx , H1 — fü 75 
T 141 (xr) 2 c0s (n 43-1) 0 — 2cos nücos 0 — cos (an — 120 
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(m =n). 


得 递 推 关 系 为 
1 fe) Le a) = 2, 

Dp Ce Tm) 
T,(7z) 的 最 高 次 项 r 的 系数 是 2 . 切 比 雪夫 多 项 
式 有 以 下 性 质 : 

1. 正 交 性 

0  (nsEm), 

国 = > (n = m 0),， 
| T (n=m= 0). 

2. 奇偶 性 7T,(-D=(-1)"T,(2). 

3. 极 性 在 所 有 最 高 项 系数 为 1 的 多 项 式 中 ， 
切 比 雪夫 多 项 式 T, a) T GO/27 HER [B] L— 1. 
1] 上 与 零 的 偏差 最 小 , 且 其 偏差 为 1/2”', 即 
1 


max |7,(zx)| = 


— 1x «x«l i 2T 
4. T, (eo HEL-1L IJ EAE n I EE A 
Zu = COS 2k — 1. (b = 1.2.7.2). 
2n 


切 比 雪夫 级 数 (Chebyshev series) 一 种 特殊 
ZU. 指 函 数 Fz) 在 [一 1,1] 上 按 切 比 雪夫 多 项 式 
Tsk =0,1, } EAR. 切 比 雪夫 级 数 

,CTitx) 
的 系数 为 
] T T€) 
C, 一 一 
a xe = r? 
"E 
= 1 zr? 


dr, 


a (k = 1.2.2, 


它 的 部 分 和 


5S (r) = o T Cx 


是 f(x) 在 区 间 [ 一 1， ERR 
1 
en) EU 
Ni) EA Bi X A. ME BE OE ^E ZO) Ul A 
(Lebesgue, H. L. ) 曾 证 明 , 若 fECL—1,1], DJ 
| Si—F || s C3 Inn E, CD. 
其 中 E UO f 的 最 小 偏差 ,由 此 表明 ,S,(zx) 是 了 
在 [一 1,1j 上 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 很 好 近似 ， 
E h F $ BE g M a (polynomials of least 
— PHE yr d N. 指 最 住 


square approximation) 


Jr ab xr rh BOR Vr USOS NEMARA H, 时 的 


多 项 式 . 当 f(x) EECa bit, iR E EX p(x) 一 
astair tT" VIEW /18 


b Hn 
P nun esae | G= Sua A 
a = 0 


= || f(r) pr 


则 最 小 平方 通 近 多 项 式 p* (zx) 二 as 十 ar 工 十 … 
calx". 
| 5^ GO — F(x) |; = min || fx) — pC) I ;. 
PEH, 
由 多 元 图 数 极 值 必要 条 件 
JF 


T (j=0,1,°% 57) 


得 Fao $45» *** 3, 的 线性 方程 组 : 


Y | | aas] a= | fared 

7 (J = 0,1,::,2) 
称 为 法 方程 ,求解 得 到 Ak = Ak (R=0,1,°°° 
[a,5j] 为 [0,1j 时 ,法 方程 为 

n " (v 
2; ido gp 1 = | fGoa'dz 
(1 = 0,1,:::,2). 

ZB EM SS IA IFE E Haei BA 


n). 当 


h 4 
2 Ael 

d a 1 
Hs 2 3 n 4-2 
n+1n+2 2n + 1 


它 是 病态 矩阵 ,因此 ,这 种 算法 只 适合 于 ” 委 3 的 情 
形 . 为 此 , 求 最 小 平方 逼近 多 项 式 可 利用 勒 让 德 多 项 
3X GG), f(x)ECL 一 1,1], 则 在 [一 1,1j 上 的 
最 小 平方 逼近 多 项 式 为 

2 十 1 

s G) = 2, SS P0 Pr). 


k=() 


其 中 (7 ,pi) = | fep Godz : 


4 3g jE (rational approximation) — #} eg eX 
38 yr. HUT PER ARG RK, Lad JE 
ji xr. AEA FE pe HEN 
FaK A E a. 
Q, Cr) by tox toe + bp 
P(r) € H, Qno) € Ay. 是 次 数 不 超 过 nn 次 入 
次 的 多 项 式 . AP, (2) RQ, (Xz) 不 可 约 .而 

R’ [a.b] 

jm I. 
= Q PEH, QE Hm Qn 055 个 可 约 : 
4 fi €Cla.b]tfe Rala, b] 85 E& 8 HIR VI 
R* (zx) 是 指 满足 
DR Cy eor as 

I d CE — Por) dass 


Rin(2) = 


= inf 
Rim E Rp Lab 
RDE R%La,bj] 中 是 存在 惟一 的 ,其 充分 必要 条 
件 是 在 区 间 [La,5j] 上 至 少 有 N= 二 n 十 m 一 4d 十 2 个 点 a 
<r <<< ary Rb 使 误差 R* (Xx) 一 f(z) 以 正人 负 


数 E i 近 


交错 的 符号 达到 || R GO — f(x) ||... Bl 
Re yf Ge) UIRGO TY 
G = 1,2,:*,N). 

其 中 4 ER (xz) 的 亏损 数 ,大 R (xz) 非 退 化 则 d= 
0. BE REC RUBER. (z) 较 困难 ,通常 只 能 用 过 
Wa xr d J| E ZR SETECK E B3 d TRE Ya EL. 

c ESI ie (best rational approximation) 
DL Fy MEMA”. 

WA 3 iB it (Padé approximation) 一 种 特殊 类 
7 AA XB il XT. AE PLA Ca TE A A RT Be o e 
级 数 


f(x) = yit, 


若 存 在 多 项 式 P, lr) = pot pizt + pz" 及 
Q, Gr) =L Hq H qux" ,满足 条 件 
Fas = exero, 

以 及 P./Q, ARI AY, ERP,CGO/Qu (xz) 为 f(x) 的 
(n,m) rt RIS T. JE n/m =P, Cx2/Qu GO E 
[n/m 存在 , 则 必 惟 一 ,其 系数 p 4;G070. 1, n,j 
一 1,2,…，, 7) ,满足 方程 组 

A, 一 po, 

a, 十 aq, = pi: 

à; + aigi + aog: = fos 


ay de G,—10| EE VU s G,— mm m ps (1) 
Cnt1 st and) ae ***, — m4+1dm =, 0, 


Antm F Antm—191 + °°? + a,q,, = 0. 
其 中 已 规定 当 &<0,a 一 0. 这 个 方程 组 称 为 由 德 方 
程 组 . 它 是 关于 Pos Piste s Puno Gis dost sqm BJ nm 
十 1 个 未 知 量 的 线性 方程 组 ,求解 时 先 从 后 m 个 方 
程 求 出 gi,q;，,… ,gw 再 代入 前 ”十 1 个 方程 , 即 可 求 
得 pos biste ,pa. 因此 ,对 任何 非 负 整数 n,m 都 可 由 
方程 组 (1) 求 出 f(z) 的 帕 德 逼近 [n/mj], 并 可 依 自 


然 顺 序 排列 成 形 如 
[0/0] [0/1] Lo/2] [0/3] 
[1/0] WALL 2L - pm 
[2/0] EZA. 242] 5273] 
[9/01. Leyla. L321 973] 


的 表格 , 称 为 由 德 表 . 当 m —0 时 , 表 中 第 一 列 就 是 
jz) 的 泰勒 展开 . 实践 表明 由 德 表 中 主 对 角 线 及 其 
PAM 575 3€ » BU [ n/n Fil n/n-E 1 ]TE ntm 相等 的 诸 
JU "FR AUR d. 

帕 德 方程 组 (Padé' equations) 


UD E: 
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帕 德 表 (Padé' table) JL“ mies m". 

曲线 拟 合 (curve fitting)  — FP eR CC [ELO VE 
方法 . 指 求 出 尽 可 能 好 的 拟 合 于 已 知 点 的 简单 曲线 
的 方法 . 曲线 拟 合 经 常用 于 根据 实验 数据 确定 经 验 
公式 ,由 于 实验 数据 一 般 都 有 测量 误差 ,所 以 拟 合 曲 
线 不 一 定 通过 每 个 点 (zy)， 只 能 要 求 所 求 得 的 近 
似 曲 线 y = f Go 尽 可 能 好 的 反映 所 给 数据 的 基本 
趋势 . 即 要 求 在 样 点 上 误差 0 = fle) — y =l, 
2,…,m) 按 某 种 度量 为 最 小 . 记 9 = (6,,6,,…， 
6,)" ,可 要 求 向 量 6 的 范 数 || 4 | 最 小 .目前 ,很 多 计 
算 机 配 有 自动 选择 经 验 公 式 之 数学 模式 的 程序 , 程 
序 中 函数 类 型 较 多 ,通过 计算 比较 误差 可 找到 拟 合 
得 较 好 的 曲线 ,最 后 求 出 该 曲线 的 图 形 及 表达 式 . 

经 验 公 式 (experience formula) — 2E peg CK 
[E 38 XE ZS sh. 指 由 已 知 数据 用 最 小 二 乘法 求 得 的 拟 
合 曲线 的 公式 . 它 是 由 实验 结果 推断 出 来 的 某 一 函 
数 的 近似 表达 式 . 有 助 于 分 析 和 观察 该 现象 的 变化 
规律 . 为 建立 经 验 公 式 , 使 它 既 简单 实用 ,又 能 反映 
现象 的 本 质 , 总 是 先 描 出 函数 大 体 图 象 , 选 定 函 数 类 
型 .然后 用 图 象 法 . 选 点 法 .平均 法 以 及 最 小 二 乘法 
等 方法 确定 函数 中 的 待 确定 的 参 变量 一 一 经 验 常 
数 , 从 而 得 到 拟 合 曲 线 及 经 验 公 式 . 例如 ,经 验 公式 
BUS n 维 空间 直线 : y=a; zı Fax: + a e E = Pn 
个 系数 a 525° ,a, 就 是 待 确定 的 经 验 常数 ， 

经 验 常 数 (experience constant) ” 见 “ 经 验 公 
式 ” 

52 /|\ — 3€ [58] Bi (least square problem) 
小 平 差 问题 . ABSA BL —. 是 用 离散 平 
方 逼 近 技术 求 拟 合 曲线 的 问题 . 设 已 知 市 点 组 zi 一 
xxn, 上 相应 的 实验 值 为 fof fe 最 小 
二 乘 问题 是 指 EO RE SE PE HOOK H tr PH 
F(x) 使 其 方差 , 即 各 样 点 处 偏差 的 平方 和 


MFG) 2 fi, J 


(其 中 d,>0 是 依 数 据 可 靠 性 不 同 引进 的 权 数 ) 达 到 
极 小 , 通常 选 定 n Ov mO PRR e 62.9 Gn. 
$, Cx) PRA B PRG. 考虑 它们 的 线性 组 合 


F(z) = Dg) 
要 求 定 出 系数 ui ,xz sUn ,使 方差 
J= Pd ue) = fel: 
j=] 


k=] 


1K BYR). 
最 小 平 差 问题 (least average derivation prob- 
lem) ” 即 “ 最 小 二 乘 问题 ”. 
最 小 二 乘法 (method of least square) 解 最 小 
二 乘 问题 的 数值 方法 . 设 最 小 二 乘 问题 中 的 基 琐 数 
206 


亦 称 最 


PCz) 在 节点 XL 的 取 值 为 arj 一 
m;j 二 1,2,…,n), 于 是 方差 


J —J (ty stas ttt sUn) = Y a ajuj— fi] ， 
k=] j=l 


是 变 元 U1.u2»*** ot, AY) — X EN. 据 极 值 原理 ,使 J 
达 最 小 的 uiuos ,us 必 满 足 
ad 


24, 9 (1—], 23° s n). 


9, ri) (E—1,2,*, 


— 
E ee =) $m = 3 d,f, |. 


j=l k=} 
AN 
3 


Cij 一 audias; (1,3 = 1,2,» n), 


k=] 


Bi; 一 D audifi a= 1,2,°%*,7). 


k=] 


sun 应 满足 下 列 线性 代数 方程 组 


3 ou gi G7—101,2,-,), 


称 该 方程 组 为 法 方程 组 或 正规 方程 组 由 法 方程 组 
EAR ur ou, ), 即 得 最 小 二 乘 解 


F(x)— 3» g(x). 


上 述 方法 称 为 最 小 二 Fev. 

多 项 式 最 小 二 乘法 (method of least square by 
using polynomials) ”最 小 二 乘法 的 一 种 . 指 拟 合 曲 
线 为 多 项 式 的 最 小 二 乘 方法 . 此 时 相当 于 基 郴 数 取 
piri e "(Gel 2,0. 于 是 相应 的 参数 为 

ajo G)—x 


(h—1,2,**,m;j—1,2,**,n)0, 
ci 一 »» zx, dx, = Y duxi 
EO 
Li » x, df, (1—1,2,:,.n). 
= 
相应 的 法 方程 组 为 


2s Cu; —8 
因 其 系数 矩阵 为 病态 矩阵 , 当 n25 4 时 ,法 方程 组 的 
数值 求解 不 稳定 ,有 效 数位 的 丢失 很 严重 (参见 “最 
小 二 乘法 ”). 

样 条 最 小 二 乘法 (method of least square by 
using spline) 最 小 二 乘法 的 一 种 . 指 拟 合 曲线 为 
pu ct uc E 

OS fg s EE P Qe y A e ES au srt 
B RU p Cr) =p, we one 2,…,n), 这 里 


IMA Ir- tl 


yy Ui sU,’ 


AA sU PL 


(1=],2,° n). 


p;x) = 


(g—— 3,32.» — DD, 
4! i+4 
Bi; = a (5) w, Ct) = Ile == eom 


称 为 山 丘 形 紧凑 基 样 条 . 由 于 qu FE KIE Ct sti) 9b 
恒 为 0, 所 以 

da E Ia a EN eea 

€G)9,(r)250 ( [273129325 
这 就 简化 了 ag co» gi; 的 计算 . 从 而 便于 法 方程 组 的 
求解 .余下 的 工作 可 按 标准 程式 进行 . 此 时 ,法 方程 
组 是 恨 态 的 ,计算 稳定 性 好 (参见 “最 小 二 乘 问题 "和 和 
“最 小 二 乘法 ”). 

矛盾 线性 方程 组 Cover-determined linear sys- 

tem) 亦 称 超 定 线性 方程 组 . 一 类 特殊 的 代数 方程 
组 . 指 方程 个 数 多 于 未 知 量 个 数 时 的 线性 代数 方程 
组 . 这 类 问题 在 实践 中 经 常 遇 到 . 例如 ,大 地 测量 问 
题 .曲线 拟 合 问 题 以 及 某 些 统计 计算 问题 等 , 均 属 此 
类 型 . 因 方 程 个 数 多 于 未 知 量 个 数 , 所 以 这 些 方程 式 
中 必 有 “矛盾 ”. 为 确定 未 知 量 mj. SRSA BW 38] 


EL 
AR 里 


b; (—]1,2,:,n), 


8 Maa, - 


并 使 这 些 量具 有 某 种 意义 下 的 极 小 性 . - 般 可 采取 
使 max 15;| 为 最 小 的 原则 ( 即 切 比 雪夫 原则 ), 或 使 


[oi := > 


为 最 小 的 原则 ( 即 高 斯 准则 ， 又 称 最 小 二 3fe HE Ml] ) HK 
决定 未 知 数 zx;. 从 概率 论 的 角度 看 ,最 小 二 乘 准 则 
是 有 其 根据 的 ,从 实际 计算 角度 看 ,该 准则 的 处 理 也 
较为 简单 . 

超 定 线性 方程 组 Cover-determined linear sys- 
tem)  BI"ZF BARRA HA”. 

YJ tt 8$ X JR y (Chebyshev criterion) 
线性 方程 组 ”. 

最 小 二 乘 准 则 (least square criterion) 
盾 线 性 方程 组 ”. 

高 斯 准则 (Gauss criterion) 
ju". 

解 矛 盾 线 性 方程 组 的 最 小 二 乘法 (least square 
method solving over-determined linear system) 
最 小 二 乘法 的 一 种 . 指 采 用 最 小 二 乘 准 则 求解 矛盾 
线性 方程 组 的 一 个 常用 方法 . 设 有 矛盾 线性 方程 组 

cati ttrt t Fiata = ad 
(i=1,2,° tsn n>m), 
其 中 4d; 及 系数 GIAE AME x, 为 待定 未 知 量 . 记 
各 方程 的 剩余 量 


= D) ety sd G=]; 2n]; 


VS d 


RL a 


即 “ 最 小 二 乘 准 


数 fh o3 if 
最 小 二 乘 准 则 要 求 


= dite [Nex a] 
最 小 . 根据 极 值 原理 ,使 7 达到 极 小 的 mm. 
Xm s OY FE 


xl at] = 0 (k = ],2, m). 
经 整理 得 法 方程 组 


Det 25 616514; "m > Gi (k = 1,2, m). 
j=1 i=] im] 


ETT RAE GT 二 (zx; zor) ， 即 得 符合 要 
求 的 最 小 二 乘 解 . 法 方程 组 的 病态 程度 很 大 ,应 采用 
具有 良好 数值 稳定 性 的 计算 方法 求解 . 2588 ERE GS 
及 预 条 件 共 斩 斜 量 法 为 最 适用 解法 . 

选 点 正 交 (orthogonality with respect to select- 
ed points) 两 图 数 的 一 种 正 交 形式 . 指 两 图 数 按 给 
定点 组 正 交 . 若 函 数 /z),g(Cz) 对 给 定 的 点 组 {zo， 


> )g (x, ,=0, 


则 称 EREE ETTI XosT 19° * Xx] IE AS » fal ER 
选 点 正 交 . f(z),g (x) 都 是 多 项 式 时 ,满足 上 述 条 件 
的 多 项 式 称 为 选 点 正 交 多 项 式 . 当 点 组 取 为 等 距 节 
点 (Xm 二 Xo 十 mh) 时 , 选 点 正 交 多 项 式 有 简单 的 公 
x. 依 选 点 正 交 定义 ,将 To ,x sux! 正 交 化 , 则 得 
选 点 正 交 多 项 式 


E 2 197 l^ 
选 点 正 交 多 项 式 P,.n(X) 有 如 下 性 质 ， 
1. P, Cx BS EE X FE 1E AC A E BN 
: (utn+1)! (n—v)! 
2, Pon MP nn) — yap C 
2. ' SWIMS Ko KAZHA TIRA, 
(= D ELA 
PRS v= Po Gey 
3. fg 0 委 z 委 1 E, n> eo MAHAR 
Fipple) se 
(这 里 P, 是 勒 让 德 多 项 式 
l 
"TS IE t — 1)». 
选 点 正 交 多 项 式 (Corthogonal polynomials with 
respect to selected points) MASIE”. 
切 比 雪夫 g 函数 (Chebyshev g-function) 一 种 
特殊 函数 . 指 如 下 定义 的 了 晴 数 


U d- m 


mn 


n 


, 
m 


q,in Ne» = 


P(x) = 


" ".lu-d-m|ív—n | 
q,(n,x)— 2; | m jen " ° 
实际 计算 时 ,最 好 以 
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q,n,x) 

2 “vu! M,(n) 
RF qgar), FL M,(n) 
vm n—1— 
的 最 大 公约 数 . 这 样 , 诸 数 qy (nym) (m 一 0，1，…， 
n 一 1) 是 无 公约 数 的 整数 , 称 7 (ne) 为 最 简 切 比 
ER q 函数 ,或 称 为 最 简 正 交 多 项 式 . 

最 简 正 交 多 项 式 (simplest orthogonal polyno- 
mials) JL") E, S8 X q WR”. 

数值 积分 (numerical integration) 数值 逼近 
的 一 个 组 成 部 分 . 指 根据 被 积 函 数 在 积分 区 间 上 的 
一 些 离散 点 上 的 值 计算 该 函数 的 定 积分 的 近似 值 的 
数值 方法 的 总 称 , 也 称 为 机 械 求 积 , 当 被 积 函 数 以 表 
格 形式 给 出 , 即 只 知道 其 在 硅 干 离散 点 上 的 量 值 ,或 
被 积 了 图 数 的 原 函 数 不 能 由 表达 式 给 出 ,或 昌 有 原 函 
数 的 表达 式 ,但 它 过 于 复杂 而 不 适 于 计算 时 ,通常 用 
数值 积分 方法 近似 地 求 出 待 求 的 定 积 分 的 近似 值 . 

数值 积分 的 基本 思想 是 把 积分 区 间 划 分 成 耕 干 
小 区 间 ,在 每 个 小 区 间 上 先 求 出 被 积 范 数 的 插值 函 
数 ,然后 以 插值 函数 代替 被 积 函数 计算 这 些小 区 间 
上 的 定 积分 , 取 这 些 定 积分 之 值 的 累加 和 作为 原 定 
积分 的 近似 值 ,其 要 点 是 积分 区 间 的 划分 和 插值 型 
求 积 公式 的 选取 . 为 了 判定 求 积 公式 的 优 劣 ,须要 有 
一 个 衡量 指标 ,这 就 是 求 积 公式 的 代数 精确 度 的 概 
念 , 某 求 积 公 式 的 代数 精确 度 为 非 负 整数 mm, 如 它 对 
j(j 夺 m) 次 代数 多 项 式 的 定 积 分 计算 是 精确 的 ,而 
对 m 1 次 代数 多 项 式 的 就 不 再 是 精确 的 了 . 高 斯 
型 求 积 公式 是 一 类 具有 最 高 代数 精确 度 的 插值 型 求 
WAA. 

求 积 公式 的 余 项 估计 问题 , 即 误差 估计 问题 是 
很 重要 的 , 它 有 助 于 在 实际 计算 中 选取 恰当 的 求 积 
方法 ,其 次 对 于 选 定 的 一 种 方法 ,确定 积分 区 间 的 恰 
当 划 分 . 自 适 应 积分 法 是 根据 误差 要 求 由 计算 机 自 
动 确定 积分 区 间 划 分 步 长 的 一 种 积分 方法 , 它 可 以 
用 较 小 的 代价 取得 较 好 的 计算 效果 . 龙 贝 格 积分 法 
是 将 积分 区 间 逐 次 分 半 的 一 种 加 速 收敛 的 自动 积 

机 械 求 积 (mechanical quadrature) 
BU. 

数值 积分 法 (numerical integration methods) 
求 定 积分 近似 值 的 数值 方法 . TRA AR ea A BR 
抽样 值 的 离散 和 或 加 权 平 均值 近似 地 代替 定 积分 值 
的 方法 . TER ER F(x) BY RE BAD A. BE BE E Jr A 
数 


q, (n,x)= 


m 
| (m=0,1,°°°,v) 


即 “ 数 值 


Pos [fide 


BY Tig Oo AE 4R > BY » BA rin t, 76 1c FE EB - Se SERASA 
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b 
[Fdz = Egoege) (1) 


来 计算 定 积分 . 其 次 ,即使 可 以 求 出 原 函 数 ,也 往往 
由 于 其 表达 式 过 于 复杂 而 难以 精确 求 值 . 另外 , 当 
SC) EIR RRT ,也 无 法 应 用 (1) 式 计算 定 积 

上 述 事 实说 明 研 究 数值 积分 方法 的 必要 性 . 历史 上 ， 
阿 基 米 德 (Archimedes)、 牛 顿 (Newton,I.)、 欧 拉 
(Euler, L.)、 高 斯 (Gauss, C. F.2. Db SEK 
Cde6Ptuep TT. JI. ) 等 人 都 对 数值 积分 法 有 重要 贡献 . 
形 如 


b n 
| wf (dz e V Af Gi) (2) 


的 近似 公式 称 为 数值 积分 公式 或 求 积 公式 . 分 别称 
Trs ÅA C8 —0,1, ,72) 为 求 积 节点 , 求 积 系数 . 称 
wx) 20) Aix eR. w Gr) 21 时 ,(2) 式 左 端 即 为 
了 f(z) 的 定 积分 . WL CIARA KE. EWE A R 
的 ,也 可 以 是 无 限 的 . 求 积 系数 仅 与 求 积 区 间 、 求 积 
节点 及 权 函 数 有 关 ,与 被 积 函 数 f(x) 无 关 . 构造 求 
积 公 式 的 问题 ,就 是 确定 求 积 节点 xi, 及 求 积 系数 
A, ,使 得 求 积 余 项 式 或 称 求 积 误差 


b H 
EQ) = | wGOf GOdz — MAG QD 
a k=0 


在 某 种 度量 意义 下 尽 可 能 小 . AOR RK C) OT 
fix)—zx'C(p—0,1,.-,mo TUS 4 fad = 
a Ay AR BR Ea AER, BP E(x’) =0(P=0, 16°", 
m) BE x" * 250 时 , 称 求 积 公式 (2) 的 代数 精确 度 
为 m. 代数 精确 度 的 概念 是 检验 求 积 公式 优 劣 的 一 
个 指标 . — 

数值 积分 公式 (numerical integration formula) 


见 “ 数 值 积分 法 ”. 


KEA (quadrature formula)” 见 “数值 积分 
> 

求 积 节点 (nodes of quadrature) 见 “ 数 值 积分 
Mea 

SK $8 KM (coefficients of quadrature) Il “RX 
值 积分 法 ”. 

求 积 区 间 (interval of quadrature) — UL 4B FR 
A ES 

代数 精确 度 (algebraic accuracy) D, X (EL 
分 法 ” 


插值 型 求 积 公式 (interpolator quadrature for- 
mula) ”一 类 最 基本 的 求 积 公式 . 指 用 被 积 函 数 
f Cc) 的 插值 多 项 式 代 替 f(x) 作 定 积分 而 导出 的 数 
值 积分 公式 . 函数 SCE) 以 xxi ttc. 为 节点 的 ?7 
PLAS Bj E dí fe Ae E OS 


Lue sou. (1) 
k=0 


" unco) 
96 7 Gr — zw Gi" 
DN ts Bs mtra eer—;d 
H LG (RES GO 作 积分 , 便 得 到 插值 型 求 积 公式 
[woo fonds ~ SASF (ay), (2) 
* k=0 


其 中 
Ae | wGoL Gods eT 


当 全 部 求 积 节点 x, € [a,b] 时 , 称 为 内 插 求 积 公式 . 
由 插值 多 项 式 (1) 的 性 质 , 求 积 公 式 (2) 的 代数 精确 
eben. 并 且 可 以 通过 插值 多 项 式 的 余 项 进 一 
步 研究 求 积 误差 ECS). 

内 插 求 积 公 式 (interpolation quadrature for- 
mula)” 见 “插值 型 求 积 公式 ”. 

牛顿 - 科 芯 公式 (Newton-Cotes rule) 一 类 最 
基本 的 内 插 求 积 公 式 . 指 在 有 限 区 间 Lae,oj 上 求 积 节 
点 等 距 、 权 函数 w(x) 三 1 的 内 插 求 积 公 式 


b a 
| f(x)dr zz > A Ga 
a k=:0 


其 中 Lp=atkh (RS Ol ns 
pgs Umm. 
n 


A, = (b—a)C, , 


ee 
C= pu NI n ide 
JAk 
u ( .— 135€ p 7 | 
~ Er — Ein [Ile "ees 
jx 

通常 称 C1”(k 二 0,1,…,n) 为 科 芯 系数 ,它们 与 积 
KEEK. 下 表 是 科 敬 系数 表 


3577 1323 2989 2989 1323 3577 75l 


—928 10496 —4540 10496 —928 
28350' 28350' 28350' 28350' 28350’ 28350’ 28350’ 


989 5888 


5888 989 
28350' 28350 


数 值 到 if 


KER PAY Ao: 4n <7 ARRAIA E 
I IA n = 8 开始, 科 世系 数 有 正 有 人 负 , 这 样 的 求 积 
公式 在 计算 上 会 带 来 较 大 的 误差 . 因此 > 8 时 的 
牛顿 - 科 茨 公式 在 计算 实践 上 不 被 采用 ,常用 的 是 m 
和 4 时 的 牛顿 - 科 次 求 积 公式 . 

ER FRAP RAR RAK le Ow 
个 端点 都 是 求 积 节点 ,而 且 其 他 求 积 节点 都 在 (a,6) 
内 , 故 称 这 样 的 牛顿 - 科 区 公式 为 闭 型 牛顿 - 科 获 公 
式 . 牛顿 - 科 世 公式 的 求 积 误差 , 4n HAR. A 
f(x) EC [a,b] Bf 

EG) eu hr EPOD a= pecho 


Cn 


— l s — s.. — . 
= cm e LA 


34 n 为 偶数 , 且 SX) € CCa, b] 时, 则 
E(f)= oh f/f" Qe «5 


Et l se T Pus = 
ca iy UY IE (t — 1D: — n)dt. 


由 IU EA. 34 n 为 偶数 时 牛顿 - 科 茨 公式 的 代数 精度 
3j n 4 1. 

FEX XU (Cotes coefficients) 
USSR” 

闭 型 牛顿 - 科 茨 公式 (closed Newton-Cotes ru- 
le) 见 “ 牛 顿 - 科 茨 公 式 ”. 

梯形 公式 (trapezoidal rule) 一 种 和 常用 的 求 积 
AX. Fn = 1 时 的 牛顿 - 科 光 公式 . 该 公式 表示 为 


b 过 二 
| Sarde e *— Lf) + fO)1. (D 


它 的 代数 精确 度 是 1. 若 "G0 于 [a,6] 上 连续 , 则 由 
积分 插值 余 项 知 求 积 误差 为 


EQ) =— ČTEME) (a ct <0). 
公式 (1) 右 端 是 以 fF (0 fo) 为 底 ,b — a 为 高 的 梯 
形 的 面积 值 , 故 通称 为 梯形 公式 , 它 有 广泛 的 应 用 . 
ERA (Simpson rule) 一 种 常用 的 求 积 
AA. FH n—2 时 的 牛顿 - 科 区 公式 . 该 公式 表示 为 


WE dU 
它 的 代数 精确 度 是 3. 当 P (xz) 于 [a,b5] 上 连续 时 ， 
E= A pq) (a<é<0). 

辛普森 3 公式 (Simpson's 26 rule) 一 种 常用 
的 求 积 公式 . 指 n — 3 时 的 牛顿 - 科 芯 公式 . BARR 
AR AY 


见 “ 牛 顿 - 科 次 


[Foda 


e S Lf Gs) + 3fG) + 3fGO DICAR 


其 中 h— (b—a)/3,zx,-—a--kh (E—04142.9X; 它 的 
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代数 精确 度 是 3. 当 /“ (xz) 于 [a,5] 上 连续 时 , 求 积 
误差 为 


^ | 0 (ba) (4) 
E(f)= 6480 Pe) (a ap 


理 查 森 外 推算 法 (Richardson’s extrapolation 
algorithm) 一 种 提高 逼近 精度 的 有 效 算法 . RA 
一 个 与 h 无关 的 量 下 ” ,用 步 长 为 疡 的 函数 PW 
X Xr E EST ,截断 误差 的 模式 为 

F* —F,(h) Sah" tah" +e tah e, 00 
这 里 Op Xp pcrsa-1.2, 
…) 都 是 与 hh 无关 的 常数 . 以 gh RECOA PHA, 
则 有 

F* —F (qh)=a, (qh) +a; (qh) T 

+a, Ih)" + (2) 
以 RORA mA 5; CO SCR URL , 44 
(1—q")F* —(F, (qh) —4^ F Ch)) 
=q; (q^ —qP)h^ ^ e Harl — q^ Atte 


M 1—9^ 350,8 
pr Fi(gh) "F h) 
]—4^ 
a, q^ aq egi) 


Be d Pee aiu ecd E os 
一 p hh e e h^ + 
=g 


=a; h^ rebas hp, 
其 中 | 


都 是 与 无关 的 常数 .奉令 
F, (qh)—q"'F Ch) 

1—q” i 
则 FOE F Ch) Xt F AEREA. 一 般 地 E XE 
q 满足 1—q’">0,4 
Pgh E Sn) 

1— q” 

(n—2,3,**), C3) 


F: (A) = 


F,C(h)— 


可 以 证 明 

F* — F, h) = a harm, 
这 里 ar sane st BA FEHR. 公式 (3) 即 为 理 查 森 外 
推 公 式 . 理 查 森 外 推算 法 的 计算 步 又 如 下 表 所 示 ,其 
中 (表示 计算 顺序 . 


(DF CA) (3) F;CA) (60 F3 (A) (10) F, Ch) 


(2Q)Fi(gh)  (5)Fi(gh) (9)Fs(gh) 


(4) F,(q*h) 


(8) Fs lgh) 


CT (q^ ) 


外 推算 法 是 计算 数学 中 普遍 使 用 的 一 种 重要 技 
巧 . 龙 贝 格 积分 方法 就 是 基于 理 查 森 外 推算 法 的 一 
种 求 积 方法 . 

科 茨 公式 (Cotes rule) ” 亦 称 布尔 法 则 .一 种 内 
插 求 积 公 式 . dE n —4 时 的 牛顿 - 科 区 公式 . 该 公式 表 
为 

| Fedra ATTS ao) + 32f G0 
+12f (2. +32f (x;)+7f Cx) ]， 
其 中 h=(b—a)/4,2,=atkh (k=0515253,4). E 


的 代数 精确 度 是 5. 当 f“(zx) 于 [a,65] 上 连续 时 , 求 


poies bees (a« Eb). 
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布尔 法 则 (Boole rule) ” 即 “ 科 区 公式 ”. 

复 化 求 积 公 式 (composite integration rule) 
一 类 重要 的 求 积 公式 . 指 将 求 积 区 间 [a ,bo 分 为 六 
个 子 区 间 ,对 每 个 子 区 间 应 用 同一 求 积 公式 . 所 得 到 
的 复合 数值 积分 公式 . 令 
oa 

m 


h 


xı =a Ftkh (k=0,1,,m). 
Xt ESF CB) rr HEAR BU EGRAS A) 
f& L RRR A. A 
4 
作为 所 求 定 积 
| Fdz 
的 近似 值 . 此 即 所 谓 复 化 求 积 公式 .应 用 复 化 求 积 公 
式 可 以 提高 数值 积分 的 精确 度 . 以 下 三 种 复 化 求 积 
公式 有 广泛 应 用 : 
1. 复 化 梯形 公式 . 对 每 个 子 区 间 应 用 梯形 公式 ， 

并 求 和 

| fanda 


a f Tf ) + 23 f(a) ] 
其 求 积 误差 为 
EQO-I—T, 


a TERS E) «ED. 


Ze SALE HE ER HK. BTR [8] [xi Xii IN 中 点 
为 zx，; ,应 用 辛普森 公式 并 求 和 


1 
E 
m-—ài 
[fcire s, = A [feo +4 fG, p 
m—1 
+ 23 1fG + fQ) |. 
& 一 1 


E(f=I1-S,, 


BE 


h : (4) 
180 25 (E) (a« € « b). 


3. BHP RAK. HET T CSI Ln xn | 四 等 分 ， 
内 分 点 记 为 


] 


应 用 科 次 公式 并 求 和 
| fa de~ Ce 


-h T 
= S(O T 32 2) Saa) 
F 12 5) f, p T 3291 fG, 9 


m-—i 
+ 14>) fla) + 7F) | 


其 求 积 误差 为 
CC 
= 2b 一 a) ^ : (6) 
MENS UT D a F EI Quee. 


复 化 梯形 公式 (composite trapezoidal rule) 
见 “ 复 化 求 积 公式 ”. 

复 化 辛普森 公式 (composite Simpson rule) 
见 “ 复 化 求 积 公式 ”. 

复 化 科 茨 公式 (composite Cotes rule) 
ERRAR”. 

自 适应 积分 法 (adaptive integration methods) 
一 种 数值 积分 法 . 指 根据 误差 要 求 由 计算 机 自动 选 
择 步 长 的 数值 积分 法 . 例如 ,对 于 在 积分 区 间 [a,6| 
上 变化 不 均衡 的 被 积 蚂 数 f(x), 在 变化 平稳 的 地 
方 , 对 于 不 太 小 的 子 区 间 就 可 以 达到 较 好 的 精度 ;而 
在 变化 急剧 的 地 方 ,相应 的 子 区 间 就 要 分 得 细 一 些 
才能 达到 所 需要 的 精度 . 在 求 积 过 程 中 ,随时 对 被 积 
函数 的 变化 情况 加 以 鉴别 ,而 只 对 需 进 一 步 细 分 的 
那些 子 区 间 加 以 细 分 . 这 种 算法 称 为 自 适应 积分 法 . 
它 能 以 较 小 的 计算 代价 (函数 值 的 计算 次 数 ) 取 得 较 
好 的 计算 效果 . 

高 斯 型 求 积 公式 (Gaussian type quadratures) 
一 类 重要 的 求 积 公式 . 指 具 有 最 高 代数 精确 度 的 插 
值 型 求 积 公式 . 求 积 公 式 


[woof Godz ~ YAS Ge) (1) 


中 含有 2n 个 自由 参数 A, 和 nO 1,2. 1. 18 
当选 择 求 积 节点 ze 和 求 积 系 数 Ai, 可 使 (1) 达 到 最 
高 代数 精确 度 2n — 1. 高 斯 求 积 理论 中 的 一 个 基本 
定理 断言 : 当 求 积 节点 r 08 — 1.2, n0 BW IX fü] 
[a,65] 上 关于 权 娩 数 w(z) 的 nn 次 正 交 多 项 式 的 零点 
时 ,所 构造 的 插值 型 求 积 公式 即 具有 最 高 代数 精确 


见 “ 复 


数 É ie if 


BE 2n —1. 这 里 区 间 [La,5] 可 以 是 有 限 区 间 , 也 可 以 
是 无 限 区 间 、 半 无 限 区 间 . 而 且 , 当 f€EC”[a,b1 时 ， 
高 斯 型 求 积 公式 的 误差 可 一 般 地 表述 为 


, ; 
E= | wa) fGodz— > Afa) 


k=] 
(2n) b 
=P fwa) af coda. 


其 中 a<in<bow, (x4) =(r—2,) (rr) (ro,). 

通常 称 高 斯 型 求 积 公 式 中 的 求 积 节 点 为 高 斯 
点 . 高 斯 型 求 积 公式 除 具 有 最 高 代数 精确 度 外 ,还 能 
够 较 精确 地 计算 某 些 广义 积分 .无 穷 区 间 上 的 积分 . 
高 斯 型 求 积 公式 的 求 积 节点 和 求 积 系数 的 计算 比较 
WR At. 为 此 ,对 某 些 特定 的 权 函 数 ,早已 做 出 了 与 它 
对 应 的 节点 和 系数 表 . 目前 ,也 已 研制 出 了 计算 高 斯 
型 求 积 公式 的 节点 和 系数 的 程序 ,从 而 可 更 方便 地 
在 计算 机 上 运用 高 斯 型 积分 公式 . 

高 斯 点 (Gauss points) 见 “ 高 斯 型 求 积 公式 ” 

高 斯 - 勒 让 德 求 积 公式 (Gauss-Legendre qua- 
drature) 一 种 高 斯 型 求 积 公式 . 指 积分 区 间 [La ,2 
—[—1.1]. RAR w(D=1 时 的 高 斯 型 求 积 公式 ， 
其 节点 是 勒 让 德 多 项 式 


"EM Um 
LG) dro 1)"] 


的 零点 . 高 斯 - 勒 让 德 求 积 公 式 有 时 也 简称 高 斯 公 
A. 

高 斯 公式 (Gauss quadrature) 
FUA BI ER. 

高 斯 - 拉 盖 尔 求 积 公 式 (Gauss-Laguerre quadra- 


一 种 高 斯 型 求 积 公式 . 指 积 分 区 间 为 [0， 


高 斯 - 勒 让 德 求 


ture ) 


c), 权 函数 


T 


wr)-—e 


时 的 高 斯 型 求 积 公式 ,其 节点 为 拉 盖 尔 多 项 式 


d= te) 
的 零点 . 

高 斯 - 埃 尔 米 特 求 积 公式 (Gauss-Hermite 
quadrature) 一 种 高 斯 型 求 积 公式 . 指 求 积 区 间 为 
(一 00,00), 权 函数 

wr)-—e 
时 的 高 斯 型 求 积 公 式 , 其 节点 为 埃 尔 米 特 多 项 式 


AEE 
iz ) 


re 


FE 
的 零点 . 
S Ar - UJ) EE SX KEAS (Gauss-Chebyshev 
quadrature) — JR ER MSAK. 一 种 高 斯 型 求 积 公 
sh. 一般 是 指 求 积 区 间 为 [一 1,1], 权 函数 


211 


it B 数 学 


时 的 高 斯 型 求 积 公 式 , 其 节点 为 第 一 类 切 比 雪夫 多 
MA T, (2) =cos(narccos XxX) 的 零点 
a (2k 一 1)x 
2n 

FIA ESTE SR RK RI A L— 1.1.1 CERIS 

et) lL gy 
的 高 斯 型 求 积 公式 也 称 为 高 斯 - 切 比 雪夫 求 积 公式 . 
此 时 求 积 节点 为 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 


uge ae) 


vlz? 


CO (k = 1,2,°**,7). 


HER 


(k = 1,2,*,2). 
即 “ 高 斯 - 切 比 


COS 
n 


Hg 3€ Zs (Mehler quadrature) 
雪夫 求 积 公式 ” 

高 斯 - 雅 可 比 求 积 公式 (Gauss-Jacobi quadra- 
ture) 一 种 高 斯 型 求 积 公式 . 指 求 积 区 间 为 | 一 1， 
1] BOR 

wlr) = Q — z) + x)? 
(gx 1g cxx 
时 的 高 斯 型 求 积 公式 ,其 节点 为 雅 可 比 多 项 式 

PEP (x) 

n-d-a 


m 


a-4- B 


n —m 


| Cr-—19" “(x 二 1) 


= 
2 
的 零点 . 


求 积 误差 的 佩 亚 诺 表示 (Peano’'s representa- 


tion of integration error) 一 种 求 积 误差 表达 式 . 
指 借 助 于 佩 亚 诸 核定 理 所 得 求 积 公式 的 误差 表达 


b f n 
EG) ['wGofGodz— 3) Afa), 01) 
a rmm 


Hy A ME MC ESE PR RE E BS ZETA BÉ OL TE XC PK 
"E 
ECcf (x))=cE(f GOD, 
ECfGO--gGO)— ECF (x) ) -ECg G2). 
ii PUB XX n 的 多 项 式 的 集合 为 S. 佩 亚 诺 核 定 
理 如 下 : 若 对 任意 P GO € P, A ECOP GO) 0, ll] 
对 一 切 fGo€c"" [a.b 有 


b 
Eo» | JOO CER COE (2) 


其 中 
KG ——E[G-0*.], 


而 

Opes) o0 8 

|. (0 (AKEN 

符号 E. 表示 线性 泛 函 作用 于 Cx 一 1)$ 中 的 变量 

x. PRAM K GO ERO EX TE II BE E. 的 皮 亚 诺 核 . 由 佩 亚 
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(r—1),— | 


诺 核 定理 ,任何 一 个 求 积 公式 的 误差 都 可 以 表达 成 
(2) 式 的 形式 . 佩 亚 诺 表 示 的 意义 在 于 它 给 出 了 估计 
求 积 误差 的 标准 方法 . 如 对 于 梯形 公式 

天 (一 | (x—0 1dr— 7 [(a—0. FOO +] 


b aes 
= | (z—0 dz 25 6-1) 


e - 
= F(a t)(6—t). 


从 而 


ORON 


b 
| Foa- 


b 
= » | f" ()Ca—10 G-—1Ddt. 


ME +Z (Peano kernel) — V," 25K £H ix 25 HAW. 
HR”. 

佩 亚 诺 核 定理 (Peano kernel theorem) 
只 误差 的 佩 亚 诺 表 示 ”. 

利用 样 条 插值 的 求 积 公式 (integration formula 
by using spline interpolation) 利用 样 条 插值 求 积 
分 近似 值 的 公式 . 指 对 被 积 函 数 jz) 进行 样 条 揪 
值 , 把 样 条 函数 SCz) 的 积分 作为 函数 jz) 之 积分 
的 近似 值 的 公式 . 设 在 2 十 1 个 被 积 结 点 — nm 
二 …<z 一 给 出 函数 f(x) 的 对 应 值 Po fe 
用 其 三 次 样 条 插值 函数 SCz), 则 得 求 积 公式 


ji pep [Sdz 


Wk 


so roi 


i=0 


> Face BG Fi 


m A Gra — Zi (M; + Mj) |; 


其 中 M;=S"Ca) Ma —5 Cou) (参见 “三 次 样 条 
插值 ”). | 

龙 贝 格 积分 法 (Romberg integration method ) 
积分 区 间 逐 次 分 半 的 自动 积分 法 . 指 从 梯形 公式 出 
发 ,将 积分 区 间 逐 次 分 半 , 运 用 理 查 森 外 推 技 巧 的 一 
种 递 推算 法 . 具体 作法 :用 梯形 公式 求 得 积分 的 近似 
值 

T, = EUa) + f0)]; 


将 La,b」 二 等 分 ,应 用 n= 二 2 的 复 化 梯形 公式 算出 
To H lab] 四 等 分 ,应 用 n= 二 4 的 复 化 梯形 公式 算 
出 7,, 如 此 继续 ,可 得 dd sd) eec T agast 注意 


T4— T iHa, 

其 中 

pa 
9t 


gie) 


故 在 计算 了 x 时 只 须 计算 FGORS 277 39 (8 3 RT A 
Too RE T. i T =T ,用 递 推 关系 

i gd | TT SD foe | 
4 一 1 ? 4 — 17 E k—l,l-1.- 
可 得 到 一 系列 新 的 近似 值 . mi TE AO EN 
2k 十 1. 实际 计算 时 ,可 按 下 表 逐 行 自 左 向 右 进行 : 


30) 
T? =- 


如 果 被 积 图 数 f(z) 充分 光滑 , 则 上 表 中 每 列 元 素 及 
对 角 线 元 素 绒 收敛 于 所 求 的 积分 值 7, 特别 是 对 角 
线 元 素 序 列 以 超 线 性 的 速度 收敛 . 因此 , 当 对 角 线 上 
两 相 邻 近似 值 TU .T “之 差 的 绝对 值 ,或 相对 误 
差 

Ty —Tàa 


(k) 
T4 


的 绝对 值 小 于 允许 误差 时 ,终止 计 算 ， 而 以 Ty 为 积 
分 近似 值 . 

三 角 精 确 度 求 积 公 式 (integration formula 
with the highest trigonometric accuracy) 一 种 求 
FA SK. 它 是 适用 于 求 周 期 图 数 积分 的 数值 求 积 公 
A. 在 讨论 以 27 为 周期 的 函数 f(z) 的 求 积 公式 


ie fedr ~ MAG) (1) 
时 ,很 自然 地 用 f(z) 的 三 角 插值 多 项 式 
Tax) Y (a, cos £x +b, sin bx) (2) 


代替 f(r) OXE LBS ES Ra — FE TER A EC JR] = 
内 ). 若 公式 (1) 对 于 任何 头 阶 三 角 多 项 式 (2) 是 精 
AY MRF Canti Hon DO 的 )m 十 1 阶 三 角 多 项 
式 可 以 不 精确 , 则 称 公 式 (1) 具 有 m 阶 三 角 精 确 度 . 
并 称 公 式 (1) 是 最 高 m 阶 三 角 精 确 度 求 积 公 式 . & 
f(x) 是 具有 周期 7 了 的 周期 函数 , 则 求 积 公 于 


T x n 
| f(r)dz x Dr 


(其 中 r 为 具有 步 长 h — T /n Ji Y LOT )RS SER 
点 ) 对 于 任意 的 ”一 1 阶 三 角 多 项 式 


n—1 


T ou esc 


k=0 


a, COS 20 x + b,sin aT x 


T T 


Zi fh dm 


都 精确 . 

三 角 精 确 度 (trigonometric accuracy) 
高 三 角 精 确 度 求 积 公子 

奇异 积分 的 近似 计算 (numerical computation 
of singular integrals) 计算 奇异 积分 近似 值 的 数 
值 方法 .在 应 用 上 常 遇 到 计算 奇异 积分 的 问题 


| zcz)7Cz)dz， (1) 


ix Ho EDO FG) — BOO fF GO S8 SU 
者 积分 区 则 (Ca,p) 无 界 . 对 于 奇异 积分 ,一 般 用 下 列 
两 种 方法 作 近 似 计 算 ( 当 被 积 函 数 是 列表 晒 数 时 也 
适用 ): 

1. 析 因 子 法 . 把 被 积 函数 写成 

Bix) =p as (x), 

使 POA PONSA Am f(x) 是 一 个 足够 
JE3R BJ PS C. TE La b] ER n 个 内 捅 节点 :ziyza，…， 
c, P f(z) 在 这 些 基 点 的 值 构 造 拉 格 朗 日 插值 多 项 
式 , 可 得 计算 积分 (1) 的 近似 公式 


[Posade e AS), 


见 “ 最 


其 中 
PT) wT) 


D 
A= | Gow an 


其 中 


wlr) = ite E) 
2. 分 项 法 ， 例如 计算 
['G — ay fdz (~ 1<0<0), 
其 中 r=a 是 一 个 奇 点 .假定 f(x) 有 PER SER. 
利用 
a [fa 2 


(x—a)d = 


(r—a)' 


f(x)— f(a)— Fa) ma 


iu F^ 
k! 


epe 


(9-2) 
得 到 
(z-—a)fix)-—Fim) CF), 
其 中 
F(x) = LO ga) 


(k) 
H5 (a) 


k! (x —a)"**, 


F;G)-—G-—a»í( Le £ 
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于 是 得 
| (x — ay f (adz 


b b 
= | Ficodx 十 | Fdz, 


这 里 右 端 第 一 个 积分 可 逐 项 求 出 ,而 第 二 个 积分 的 
被 积 函 数 已 经 相当 光滑 ,可 用 求 积 公式 算出 . 这 便 是 


分 项 法 的 基本 思想 . 

析 因 子 法 (factorial method) 见 “ 奇 异 积分 的 
近似 计算 ”. | 

分 项 法 (method of separate term) Dl," FF 
分 的 近似 计算 ” 

重 积 分 的 近似 计算 (numerical computation of 
multiple integral) 计算 重 积 分 近似 值 的 数值 方 


法 . 计算 长 方形 区 域 上 的 二 重 积 分 ,可 利用 形 如 
Pash re 


== kh >) > And sao == E 


的 公式 ,其 中 7 oy * Ya 与 函数 fr yR, 

han, anf, 

£, =a t+ ph, y, =c + qk, 
m] E 是 余 项 . 建立 这 种 公式 的 方法 很 多 ,可 两 次 利 
用 单 重 积 分 的 求 积 公式 , 亦 可 用 jz,y) 的 插值 多 项 
式 等 . 当 积 分 区 域 不 是 长 方形 时 , 仍 可 利用 单 重 积 
求 积 公式 计算 重 积 

数值 微分 (numerical differentiation) (His 
近 的 一 个 组 成 部 分 . 它 是 根据 函数 在 一 些 离散 点 上 
的 函数 值 ,推算 它 在 茶点 的 导数 或 菜 高 阶 导 数 的 近 
似 值 的 数值 方法 的 总 称 . 当 也 数 由 表格 形式 给 出 ,或 
随 数 表达 式 十 分 复杂 ,其 导数 值 难 以 计算 时 ,通常 用 
数值 微分 方法 推算 它 在 待 求 点 的 导数 以 及 高 阶 导 数 
的 近似 值 . 
最 自然 的 数值 微分 方法 是 用 差 商 代替 导数 .一 

般 用 能 近似 代替 该 函数 的 插值 函数 的 相应 导数 作为 
待 求 导 数 的 近似 值 . 例如 设 已 经 求 出 了 也 数 f(x) 的 
插值 函数 

I(x):f Gc) = I(x) + R(x), 
其 中 R(Z) 为 余 项 . 对 上 式 求 & 阶 导数 ,就 得 到 带 余 
项 的 数值 微分 公式 

FOB ES puc). 
T #2 d (E R I)h Oe BT Co) OR W 
F Co) FEEL» TF (B eH RORY OB 
BR Ca) Wü] Z6 h e ar AY) ST v 25. 如 插值 函数 
为 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 时 就 有 拉 格 朗 日 数值 微分 公 
式 . 对 于 这 类 公式 ,其 截断 误差 随 所 给 离散 点 间 的 间 
距 的 缩小 而 下 降 , 但 其 舍 入 误差 却 随 间距 的 缩小 而 
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增 大 , 即 具 有 不 稳定 性 ,以 致 产生 数值 微分 的 不 可 靠 
性 . 如 取 揪 值 函 数 为 样 条 函数 , 则 相应 的 数值 微分 方 
法 能 避免 用 多 项 式 插 值 的 数值 微分 的 不 可 靠 性 ,这 
是 因为 样 条 插值 既 保 证 水 数 本 身 的 收 钱 性 也 保证 其 
导数 的 收敛 性 . 当 离 散 数 据 含 有 随机 性 误差 ,并 服从 
一 定 的 概率 分 布 时 ,可 先 用 最 小 二 乘法 拟 合 一 个 较 
低 次 的 双 近 多 项 式 , 然 后 对 后 者 求 导数 作为 待 求 的 
导数 的 近似 值 . 

数值 微分 法 (numerical differentiation methods) 
计算 函数 导数 的 近似 值 的 数值 方法 . 最 自然 最 简单 
的 数值 微分 方法 是 用 差 商 代替 导数 ,一 般 方法 是 找 
一 个 能 近似 地 代替 该 范 数 的 捅 值 范 数 , 将 该 插值 函 
数 的 导数 作为 待 求 导数 的 近似 值 . 

拉 格 朗 日 数值 微分 公式 :和 若 取 插值 函数 为 拉 格 
朗 日 插值 多 项 式 , 则 有 拉 格 度 日 数值 微分 公式 ., 设 区 
jE] Lab] E & A Tos Ti» eey Las Lo £r RA fa) FE 
[a.b ] E ntj 次 连续 可 微 , 它 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 
式 是 | 
L, (z), f (£) = La) + R,(2), 


其 中 
LE) s SPOT GS 
2 FPG) 
RICE) = n ER Dre 08 e ERAF 
= wr) 
HG e Gr — r Jw (zi) 
w(r) = llc — 21) 


vU ae) = ll n c up) 


G = 0,1,2,',n). 
FEAL? GO-LPGO-OTRP GO. 从 而 ,如 下 公式 
给 出 JSE T Tk 的 导数 fe 的 近似 值 
TE. w' (x) 
fi = > eae » z IA 
f) É j 次 导数 的 近似 值 的 计算 公式 为 
f? (a) e 3 Pc). 


马尔 可 夫 数 值 微分 公式 ， CÉ Looe T, 是 等 
距 分 布 , 则 可 得 形式 较 简 洁 的 数值 微分 公式 .利用 牛 
顿 向 前 插值 公式 有 
PF? Gos wo ES 


~ da 21) 4f» 


其 中 


EX 


注意 到 <j 时 ,| 旭 是 上 的 大 次 多 项 式 , 故 有 


On ne Bilas 
Prada 


“4n=1 时 ,有 
ERES 
TRE AOA); 
7 20A. dur F 
f'a) ~ "TE o 
REX OQ). 
数值 微分 公式 
f" lta) Zr Efa 


REA OR) TE 0E A 73 EE PS CIC PE BOCK. 应 当 
指出 ,采用 插值 多 项 式 型 的 数值 微分 公式 的 计算 稳 
定性 差 , 一 般 是 病态 的 ,并 且 难 以 达到 满意 的 精确 
度 , 所 以 在 实际 使 用 计算 时 要 特别 注意 误差 的 分 析 . 

三 次 样 条 插值 函数 数值 微分 公式 :定义 在 [a,6j 


上 的 四 次 连续 可 微 的 函数 f(x) 的 三 次 样 条 插值 隔 
数 sro 
= roe ate IC = 2? | f(z) 


+ | fle — 2)? — BG — 2) fad 
十 h| ys Gin gy ees 1 Gras Z x)? m, 


一 hl zC 一 xr) 一 iG — z)? mas, 
其 中 
4 一 Zo< XI<… 和 < 一 0， 
h;y=2Zi41—Xi> 
m;—s'(xji) G=0; l; 2-1). 
取 sGO BI SURE Fz) 的 导数 的 近似 值 , 于 是 有 


Faj 

as 5 (GZ) 

= az Gs 一 a)? c Gri ~~ x) fo 
十 rake =— qum Ze > en 
+ x pen =f) = 2 e x) |m, 


1 


= "EC i) = 2 (x = x)? mais 


f"(x) 


as” (p) 


6 
-$h 


tax Gu [rea 


= Gua 72) [fGo 


-£[1-gG- z) m. TET 


对 点 X= 二 zx; 上 的 导数 , 则 有 
I Ge 1; ; 
f" oe stop 


ap Cz) + aif Gne 


4 
DNI: DUNS 


h © h 


s" (2,44) 


nii; 
i ETE ) 人 


= aif GO DS D in) 


2 4 
^M 


h = max Ax 
Oxli«n—1 


ALGER s CO E CARE fr), MA s GEO RU s" C) 
u^ BIE P GO P(r) BST: 


s(x) — f(z) = OC), 
s(x) — f'(x) = OC), 
Sg) =f" a) =O). 


因此 ,此 种 方法 可 避免 用 多 项 式 插 值 型 数值 微分 公 
式 近 似 求 导数 的 不 可 靠 性 . 

拉 格 朗 日 数值 微分 公式 (Lagrange’s numerical 
differentiation formula)” 见 “数值 微分 法 ”. 

马尔 可 夫 数 值 微 分 公式 (Markoff"s numerical 
differentiation formula) 见 “ 数 值 微 分 法 ”. 

三 次 样 条 插值 函数 数值 微分 公式 (cubic spline 
interpolation function numerical differentiation for- 


见 “ 数 值 微分 法 ”. 


计算 几何 


mula) 


计算 几何 (computational geometry) M H% 
学 和 计算 数学 的 一 个 新 分 支 . 它 是 在 计算 机 环境 中 
研究 几何 模型 (包括 自由 曲线 、 曲 面 和 几何 体 ) 的 设 
计 、 表 示 、 分 析 和 输入 、 输 出 、 交 互 修改 等 问题 . 
在 早期 ,由 于 数学 放样 和 外 形 设 计 的 实际 需要 ， 
应 用 样 条 函数 和 通 近 论 方法 建立 了 某 些 曲 线 、 曲 面 
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的 算法 及 其 性 质 的 研究 ;直到 20 世纪 60 年 代 初 ,法 
国 工程 师 贝 济 埃 (Bezier,P.E. ) 和 美国 MIT 教授 和 孔 
斯 (Coons,S. A. ) 分 别提 出 了 适用 于 交互 控制 和 设 
计 的 B 网 台 近 和 超 限 插值 的 基本 思想 和 计算 方法 
之 后 , 才 葛 定 了 计算 几何 的 理论 基础 . 因此 ,国际 上 
一 致 公认 贝 济 埃 和 了 筷 斯 为 计算 几何 的 奠基 人 . 

现在 ,计算 几何 已 与 微分 几何 、 代 数 几 何 、 拓 扑 
学 `. 计 算数 学 和 逼近 论 等 数学 分 支 以 及 数据 结构 、 算 
法 设计 与 分 析 、 数 据 库 和 软件 工程 等 计算 机 科学 与 
技术 建立 了 紧密 联系 ; 它 的 应 用 已 渗透 到 计算 机 辅 
助 设 计 与 制造 (CAD/CAM)、 计 算 机 图 形 学 、 机 器 人 
工程 .生物 医学 工程 和 电子 工程 等 领域 .通常 称 计算 
几何 的 理论 和 应 用 为 计算 机 辅助 几何 设计 
(CAGD). | 

计算 几何 的 内 容 可 大 致 分 为 曲线 造型 .曲面 造 
型 和 体 素 造型 三 个 部 分 ,它们 之 间 有 着 相互 支持 和 
相互 补充 的 紧密 联系 . 几何 模型 的 设计 和 表示 方法 
主要 有 逼近 、 揪 值 . 张 量 积 算法 .布尔 和 算 子 .混合 函 
数 、 割 角 磨 光 和 体 素 拼合 等 ,其 中 贝 济 埃 的 B 样 条 
曲线 .曲面 和 和 孔 斯 曲面 方法 占有 突出 的 地 位 ,这 是 由 
它们 具有 便于 人 机 交互 设计 性 质 所 决定 的 .通常 , 几 
何 模型 适用 于 交互 设计 的 几何 性 质 ,主要 表现 在 坐 
标 选 择 无 关 性 、 仿 射 与 射影 不 变性 . 凸 包 性 、 保 形 性 、 
快速 离散 、 易 于 交互 修改 和 输入 输出 等 几 个 方面 . 为 
了 便于 在 计算 机 环境 中 实现 ,计算 几何 还 研究 几何 
模型 的 各 种 快速 高 精度 算法 ,例如 ,模型 图 形 的 生成 
和 显示 、 离 散 求 交 、 几 何 拼 接 和 有 关 几 何 量 计算 等 算 

计算 几何 是 一 门 应 用 性 较 强 的 学 科 . 由 于 在 
CAD/CAM、 计 算 机 图形 学 等 高 技术 领域 的 应 用 需 
要 ,推动 和 促进 了 该 学 科 的 鞠 勃 发 展 . Bal. $E EK 
的 研究 方向 有 非 规则 区 域 上 的 曲面 设计 、 散 乱 点 数 
据 处 理 、 三 角 域 B-B 曲面 .多 元 样 条 曲面 . 超 限 插 
值 、 离 散 造 型 .过 渡 曲 面 `. 几何 连续 性 、 保 形 分 析 等 几 
何 模型 的 设计 和 表示 的 研究 ,以 及 图 形 算法 .几何 复 
杂 性 、 几 何 公 差 、 几 何 数 据 库 、 几 何 造 型 系统 和 用 户 
接口 等 有 关 几 何 模型 的 算法 和 系统 设计 的 研究 . 

计算 机 辅助 几何 设计 (Computer Aided Geo- 
metric Design) 简称 CAGD. 通常 是 指 计 算 几 何 的 
理论 及 其 应 用 . 

数学 放样 (mathematical lofting) 计算 几何 的 
基本 概念 之 一 . 指 用 数学 方法 并 通过 计算 机 模拟 手 


工 的 放样 过 程 ,以 建立 产品 对 象 的 几何 外 形 ( 包 括 线 


型 和 面 型 ). | 
光 顺 fairing) 计算 几何 的 基本 概念 之 一 . 指 
适当 地 修改 原始 型 值 点 (改动 量 尽 可 能 小 ), 使 得 所 
要 设计 的 线 型 或 面 型 用 眼睛 看 来 既 光 滑 又 顺畅 的 过 
程 . 光 顺 的 线 型 通常 要 求 曲线 的 切 向 变化 连续 ,没有 
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A ZR tu sa EL Hi SEE [E5215] 5]. 

曲线 造型 (curve modeling) 计算 几何 研究 的 
基本 内 容 之 一 .在 计算 机 辅助 设计 等 应 用 中 ,曲线 的 
设计 、 表 示 、 数 学 性 质 、 几 何 形状 分 析 、 离 散 生 成 显 
示 、 儿 何 拼接 、 光 顺 、 求 交 、 物 理性 质 计算 和 人 机 交互 
等 技术 的 统称 . 

曲面 造型 (surface modeling) 计算 几何 研究 
的 基本 内 容 之 一 . 在 计算 机 辅助 设计 等 应 用 中 ,曲面 
的 设计 、 表 示 、 数 学 性 质 、 几 何 形 状 分 析 、 离 散 生 成 显 
示 、 几 何 拼接 、 光 顺 、 求 交 、 物 理性 质 计算 和 人 机 交互 
等 技术 的 统称 . 

体 素 造型 (volume modeling) ” 亦 称 立体 造型 . 
计算 几何 研究 的 基本 内 容 之 一 . 指 在 计算 机 环境 中 ， 
几何 体 的 定义 、 设 计 、 表 示 、 分 析 和 几何 体 之 间 的 操 
作 与 计算 .诸如 布尔 运算 、 求 交 、 物 理性 质 计算 和 几 
何 体 的 输入 、 输 出 .显示 、 人 机 交互 等 . 

立体 造型 (solid modeling) ” 即 “ 体 素 造型 ”. 

几何 造型 (geometric modeling) 计算 几何 术 
语 . 一 般 泛 指 曲 线 造 型 .曲面 造型 和 体 素 造型 ， 

几何 不 变性 ( 量 ) (geometric invariance (invari- 
ant)) 几何 图 形 的 特征 之 一 . 指 曲 线 、 曲 面 不 依赖 
于 参数 表示 ,并 且 与 坐标 系 选择 无 关 的 几何 性 质 
(=). 

JL f] 5 Z& f£ (geometric continuity) — ZR PRM He 
连续 性 . 几何 图 形 的 特征 之 一 . 如 果 曲 线 或 曲面 上 每 
一 点 都 存在 着 一 个 邻 域 , 它 与 相应 欧 氏 空间 中 的 一 
个 连通 开 集 存在 着 一 一 对 应 的 & 阶 连续 的 正则 映 
射 , 则 称 该 曲线 或 曲面 为 & 阶 几何 连续 的 ， 

视觉 连续 性 (visual continuity) 即 “ 几 何 连续 
p. 

几何 拼接 (geometric joint) 计算 几何 的 基本 
方法 之 一 . 指 分 段 ( 片 ) 曲 线 ( 面 ) 在 公共 接触 部 分 具 
有 一 定 几 何 连 续 性 要 求 的 条 件 、 表 示 方 法 和 算法 设 
计 等 

几何 复杂 性 (geometric complexity) 计算 几 
何 术 语 . 指 几 何 问题 的 算法 设计 及 其 时 间 和 空间 复 
ZR TE ET. 

离散 方法 (discrete method) 计算 几何 的 基本 
方法 和 重要 研究 方向 . 指 构造 便于 计算 机 生成 、 表 示 
和 综合 等 较 简 单 的 离散 模型 去 蔡 代 或 通 近 较为 复 洒 
几何 模型 的 方法 . 

控制 顶点 《control points) 计算 几何 的 基本 概 
念 之 一 . 一 个 几何 模型 能 被 一 组 点 惟一 地 确定 , 称 这 
组 点 为 该 模型 的 控制 顶点 . 按 一 定 顺序 联结 控制 顶 
点 而 成 的 多 边 形 ( 多 面 形 或 多 面体 ) 称 为 该 模型 的 控 
制 多 边 形 ( 多 面 形 或 多 面体 ). 


控制 多 边 形 (control polygon) “Fs ml Ti 
A”. 

控制 多 面 形 (control polyhedron) 
NS 

控制 多 面体 (control polyhedron) 
ms 

Pi &M BH (convex hull property? 几何 图 形 的 
特性 之 一 . 整个 几何 模型 均 在 其 控制 顶点 的 凸 包 之 
中 , 则 称 该 模型 具有 凸 包 人 性质 . 

保 凸 性 (convex-preserving) 几何 图 形 的 特性 
之 一 . 指 对 于 任意 凸 的 控制 多 边 ( 面 ) 形 ,所 讨论 的 曲 
线 ( 面 ) 模 型 均 为 凸 曲线 ( 面 ) 段 ( 片 ). 

散乱 点 插值 (interpolation for scattered data) 
计算 几何 的 基本 方法 和 重要 研究 方向 . 指 插值 一 组 
空间 散乱 分 布点 及 其 相应 的 函数 或 几何 信息 , 且 整 
体 具 有 一 定 ( 几 何 ) 连 续 性 的 数学 模型 表达 式 . 

超 限 插值 (transfinite interpolation) iT 46€ JL 
何 的 重要 研究 方 回 . 指 插值 一 个 无 限 点 集 上 的 函数 
或 几何 信息 的 数学 模型 表达 式 . 

WHA fillet) 计算 几何 的 一 类 重要 曲面 . 
指 与 几 块 曲面 ( 片 ) 之 间 满 足 一 定 几 何 拼接 条 件 的 曲 
E CH. 

Dl Jr3& d £k (Bézier curve) 
重要 曲线 .2” 次 贝 济 埃 曲线 定义 为 


PG) = > PB G € [0,1], 


式 中 P,G-0,1,- 2) UBI TUS B, 02 (0,1, 
een) A n 次 伯 恩 斯 坦 基 函数 . 贝 济 埃 曲 面 是 贝 济 埃 
曲线 的 张 量 积 形式 ， 


P(s,th= 3 pi P; B; Gb, 0) 


(s,£€ [0,1 J^). 
Ul gri& HB IE (Bezier surface) JL“ WP Bl 


见 “ 控 制 项 


见 “ 控 制 顶 


计算 几何 的 一 类 


线 ”,- 

BR SR) HB (B-spline (parametric) cur- 
ve) 计算 几何 的 一 类 重要 曲线 . 给 定 控制 顶点 P.C 
— 0,1, D RU EE T= ostit sty ok BF B FE 
条 (人 参数) 曲线 定义 为 


PQa)= pu P:B; Ct), FE [testy |s 
i=0 


其 中 BG EHI E r MREWk-1 Br BRA 
Ak PRU. B 样 条 (参数 ) 曲 面 是 B 样 条 (参数 ) 曲 线 的 
张 量 积 形式 . 

B FESk CS BD HA (B-spline (parametric) sur- 

JL" B 样 条 (参数 ) 曲 线 ”. 

BS ES AE Carc-spline curve) 计算 几何 的 
一 类 曲线 . 指 分 段 为 圆 弧 ,并且 整体 具有 一 阶 几 何 连 
续 的 曲线 . 


face) 


高 次 代数 方程 求 根 


双 三 次 孔 斯 曲面 (bicubic Coons patch) 计算 
几何 的 一 类 重要 曲面 . 双 三 次 孔 斯 曲面 定义 为 
S(usv)= (uu? 0 TD Me C+ M! Gu uv 
((u,v)E[O0,1]), 


其 中 
i $60,0) S(0,1) 35,0000. 39:€04,1) 
SCO Ssl 520 040)- — SB (Ll) 
“ASCO 3540s Toc 395: 00: 00- Soy” 
S00 Scbol Sel): SH 
Sf q A 
M= c Qu ERU ume] 


ex 0 0 0 
= A dk AeH iB-Ulri E mE A triangular 
Bernstein-Bézier patch) 计算 几何 的 一 类 重要 曲 
H. 给 定 三 角形 人 三 人 QiQ:Q， TU Tz dl TR px (Pujas? 
+jtk=n} GR B 网 ), 八 上 次 伯 恩 斯 坦 - 贝 济 埃 
曲面 片 定义 为 
SOQ= 5, P.,B.,,(QQ). 


itj+k=n 
其 中 
n n! 123 
5, ,,(Q) = TETTE ， 
而 (ws,zyz) 为 久 关 于 人 的 重心 坐标 (面积 坐标 ). 
高 次 代数 方程 求 根 


高 次 代数 方程 求 根 (finding roots of polynomi- 
al equation) 简称 代数 方程 求 根 . 求 高 次 代数 方程 
足够 精确 近似 根 的 计算 方法 . 在 非 线 性 方程 f(x) = 
0 的 求 根 问题 中 ,如 果 方 程 左边 函数 jz) 为 zx 的 7 
次 多 项 式 , 这 种 方程 就 称 为 n 次 代数 方程 ,也 称 多 项 
式 方程 ,所 谓 ” 次 多 项 式 是 指 

f(x)=aorx’ tax" beta, rtans 
其 中 ap AO, n 为 正 整 数 ,ao,al,… ,a 为 常数 , 称 为 
多 项 式 系数 ,通常 是 实数 ,也 可 以 是 复数 . 当 ”之 2 就 
ER f(x) 二 0 为 高 次 代数 方程 ,其 次 数 为 n, 如 果 有 一 
个 复数 zj 使 f(x)==0, 就 称 n 为 方程 f(x) =0 的 
一 个 根 ,也 称 多 项 式 f(z) 的 一 个 零点 .代数 方程 求 
根 就 是 求 多 项 式 零 点 . 代数 方程 根 的 存在 性 已 经 解 
R ,结论 是 在 复数 域内 ,n 次 代数 方程 有 ?个 根 zi， 
Lost s zi 其 中 可 能 有 相同 的 根 , 称 为 重 根 . 低 次 方 
程 的 根 可 直接 用 公式 表示 : 
一 次 方程 coz 十 ai 一 0,ao 天 0 时 有 一 个 根 


Qo 
二 次 方程 aor +a,rt+a,=0,a,40 时 有 两 个 根 
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it 算数 学 
ua ai — daa, 


2a 
当 方 程 系数 都 是 实数 时 ,一 次 方程 的 根 是 实 根 ,二 次 
方程 的 两 个 根 可 能 是 两 个 实 根 或 一 对 共 斩 复 根 , 三 
次 方程 的 三 个 根 可 用 立方 根 式 表示 ,四 次 方程 的 四 
个 根 也 可 用 根 式 表 示 . 但 这 些 公 式 已 相当 复杂 不 便 
于 计算 ,五 次 或 五 次 以 上 的 代数 方程 的 根 已 不 可 能 
用 根 式 表 示 , 因 此 对 三 次 以 上 的 代数 方程 求 根 通 常 
都 要 用 数值 方法 . 由 于 高 次 方程 是 一 种 特殊 的 非 线 
性 方程 ,所 以 , 求 非 线 性 方程 根 的 牛顿 法 和 其 他 壕 代 
法 均 适 用 于 高 次 方程 求 根 .但 是 ,由 于 高 次 代数 方程 
的 特点 ,无 论 是 计算 多 项 式 值 或 求 根 方 法 都 有 它 的 
特殊 性 ,例如 , 求 根 过 程 中 计算 多 项 式 f(x) 的 值 就 
要 使 用 秦 九 韶 法 ,为 判断 实 根 的 个 数 及 对 根 进 行 隔 
离 可 使 用 斯 图 姆 方法 ,此 外 ,如 臂 因 子 法 , 贝 努 利 方 
法 和 圆 盘 法 等 都 是 针对 高 次 方程 特点 的 求 根 方法 . 

高 次 方程 求 根 是 一 个 古老 的 问题 ,在 中 国 最 古 
老 的 数学 专著 人 《 九 章 算 术 》 中 ,已 经 有 简单 方程 求 根 
的 开 方 术 , 到 北宋 时 期 , 刘 益 给 出 解 方程 的 正 负 开 方 
术 , 贾 宪 提 出 了 增 乘 开 方法 ,到 南宋 时 期 , 秦 九 韶 在 
《 数 书 九 章 》(1247) 中 提出 的 秦 九 韶 法 都 是 对 方程 求 
根 的 重大 贡献 . 在 西方 英国 数学 家 物理 学 家 牛顿 
(Newton, D F 1669 年 给 出 的 用 减 根 变换 原理 解 方 
程 与 《 九 章 算 术 》 的 开 方术 相似 ,而 霍 纳 (Horner,W. 
G. ) 于 1819 年 给 出 的 方法 就 是 秦 九 韶 法 ,但 却 晚 了 
许多 世纪 ， 

44 — JL ;& (Descartes law) 
正 根 个 数 的 简单 法 则 . 给 出 方程 

f(ix)—z'-ca(x"--e-oa,arda—0, 
Zi xz, 天 0, 则 方程 正 根 个 数 是 方程 系数 序列 {1,ai， 
7,24) BJAE S UK V o MV, 少 一 个 正 偶数 . 4 V 
—0 zx 1 Bp. f -R JLTE IM £6 BEAR: V= 方程 
没有 正 根 , 当 Vo=1 时 ,方程 只 有 一 个 正 根 . Vi 22 
时 ,答案 是 不 明确 的 . 尽管 如 此 ,该 法 则 判断 多 项 式 
方程 正 负 根 个 数 仍 有 很 大 作用 . 

斯 图 姆 定理 (Sturm theorem) 判断 实 系 数 多 
项 式 方 程 实 根 个 数 的 定理 . 给 出 实 系数 多 项 式 方程 

Fe) Hagar" ter ta, 4x4d-a,—0, a0, 
S fila) = f(x) fi (a) = f'a), Si oe) RS) 
得 商 qi GO KRA 一 for). 一 般 地 有 
了 一 fiGeMqu Cr) = Fray () 
(k= 1,2,°*,m), 
直到 fuu) = 0 为 止 ,得 到 mx 十 1 个 多 项 式 序 列 
(ot Ce COUP 
称 为 以 fo 及 为 基 的 斯 图 姆 序列 , 当 xz = a 时， 
{fola), fila) sets fua) 
是 一 个 数列 . 看 其 中 两 个 相 邻 数 符 号 相反 就 称 为 一 
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判断 多 项 式 方程 


UE S Le IU AB E RBN Va A f (0350, (0) 
Æ 0, 且 数列 
Sob fO) f£. 00] 

的 变 号 次 数 为 V,, 则 f(x) = 二 0 在 La,6j 内 共有 VV, 一 
V 个 不 相同 的 实 根 . t US ES PARK GO. 没有 实 
根 , 则 AC) — 0 的 实 根 都 是 单 根 .者 f(x) — 0 有 实 
= 0 内 的 重 数 加 1. 这 就 是 斯 图 姆 定理 的 内 容 . 当 a 
一 一 0,6=+ co 时 , 则 得 f(x) = 0 实 根 个 数 ; 当 
(a,b) 内 只 有 一 个 根 且 6 一 a 很 小 , 则 可 解决 实 根 的 
隔离 问题 . 

斯 图 姆 序列 (Sturm sequence) 
HE. 

罗 思 定理 (Ruth theorem) 判断 实 系数 代数 方 
程 在 复 右 半 和 平面 根 的 个 数 的 定理 . 设 

f(ix)—mzx'-Faux" 十 … 十 4a,_1X 十 a, 二 0， 
则 方程 在 虚 轴 及 右 半 平面 上 没有 根 的 充分 必要 条 件 
是 它 的 斯 图 姆 序列 
fom) fr aa Gs 

内 每 个 多 项 式 的 次 数 比 前 一 个 多 项 式 低 一 次 且 首 项 
系数 均 为 正 数 . ELR ”十 1 个 非 零 函数 首 项 系数 不 
全 为 正 数 , 则 首 项 系数 组 成 数列 的 变 号 次 数 就 是 方 
程 在 右 半 平 面 根 的 个 数 . 

罗 思 表格 法 (Ruth tabular method) 求实 系数 
代数 方程 根 的 最 大 实 部 及 复 根 隔离 的 方法 . 设 方程 
jz) 一 六 十 az 十 … 十 aiZ 十 i 一 0， 

计算 罗 思 表格 如 下 : 


见 “ 斯 图 姆 定 


l a» da 
as a 
a: — aS 
ay a) 
其 他 行 计算 公式 为 
me ”上 二 行 最 左 数 X 上 行 右 数 
本 数 二 上 二 行 右 数 = RREA 


根据 罗 思 定理 ,由 罗 思 表格 得 到 判断 ;如 表 上 最 左 列 
自 上 而 下 的 ”十 1 个 数 (1,al,as 一 a3/a1，,…) 均 为 正 
数 , 则 虚 轴 上 及 右 半 平面 上 都 没有 根 ; 吞 最 左 列 系数 
都 不 为 零 , 则 虚 轴 上 没有 根 , 在 右 半 平 面 上 根 的 个 数 
等 于 最 左 列 系数 的 变 号 次 数 . 利用 罗 思 表 可 求 出 根 
的 实 部 ,这 只 要 通过 原点 平移 到 新 原点 (a,0), 求 出 
f(z) 在 a 点 展开 式 系 数 ,利用 新 系数 构造 在 a 点 的 
罗 思 表 , 知 4 足够 大 , 则 新 原点 右 半 平面 没有 根 ,最 
大 实 部 根 的 实 部 必 在 (0,a) 内 . 再 构造 a/2 点 罗 思 
表 , 可 判断 出 最 大 实 部 根 的 更 小 范围 . 逐次 分 割 与 判 
断 , 则 可 求 得 最 大 实 部 根 的 实 部 充分 好 的 近似 值 . 用 
罗 思 表 还 可 将 方程 所 有 根 隔 离开 来 . 


BE A FE (Bairstov method) 亦 称 贝 尔 斯 多 夫 
法 . 利用 二 次 因子 求解 高 次 方程 的 一 种 方法 .求解 高 
次 方程 时 ,可 先 求 出 二 次 因子 ,再 通过 解 二 次 方程 求 
得 高 次 方程 的 一 对 复 根 或 两 个 实 根 . x n 次 方程 为 

Fe) Har" be ba, rtas 80, 
用 一 个 近似 的 二 次 因子 ww GO — x^ 十 wz 十 v f) 
得 商 g(x) 和 余 式 rz) 二 riz 十 rzyri 及 rs 由 w(x) 的 
系数 u,v 所 确定 , 即 
大 Cz) 一 记 (z)o(Cz) 十 r(z)， 

F n=r=0, Mw ORE f(z) 的 一 
则 可 令 

w a= F uA AD, 
要 求 使 

r* (xX) = (ri Ar)0r-,-d4An)290, 
即 由 Au,Av 引 起 的 Ar, 及 Ar. 应 满足 方程 Ar tr = 
0,Ar,+r.=0, — Au, Av 的 联 立 方程 


“tay +r = 0 


二 次 因子 , 否 


Or; 
MAT 


9 d 
y “Au + Sav +r, = 0. 
gu dv 


利用 已 知 关 系 可 求 出 方程 系数 
an 3n 3n dn 
du’ dv’ du’? av’ 
从 而 可 求 得 Au 及 4Az ,得 到 的 
w (r) =r Hurtu" 
是 比 w(z) 更 好 的 二 次 因子 .重复 该 过 程 ,直到 求 出 
收敛 的 二 次 因子 为 止 . 最 后 , 求 出 二 次 因子 w(x) 的 
根 就 是 高 次 方程 f(r) =0 的 一 对 根 . 这 种 方法 称 为 
臂 因 子 法 , 它 的 收敛 速度 与 求 复 根 的 牛顿 法 等 价 . 但 
它 不 用 复数 运算 ,这 是 该 方法 的 优点 ,其 缺点 是 程序 
比较 复杂 . 
= 7, 88 A ik (Qin Jiushao method) 
法 则 . 计算 多 项 式 值 的 简便 方法 . 设 多 项 式 
JTS ame eec guae 
为 计算 f(x.) 的 值 可 令 
a ED 


JR FRE H 


其 中 
pir) 一 DoT 
比较 上 式 两 边 x BS IRURE 
by = Qos 
b; = a; + Zobi- G = 1,2,**: 0D, 
Jm = bys 
AMERITA. AR in RAB ER En 
个 乘法 入 个 加 法 运算 , 它 也 可 表示 为 
f(x0) = C laofa + a1) ro + Az) Xo 


le Roe act aa oe Dia, 
系数 , 则 得 


高 次 代数 方程 求 根 


Wy 

这 种 算法 计算 量 少 ,程序 简单 ,并 且 奉 对 p(x) 再 用 
pd d 

= by,c; = b; + xac; ; A 1,2, — 1), 
则 ee 一 "一 1， 

类 似 地 ,可 求 出 各 阶 导 数值 . 秦 九 韶 于 1247 年 
在 《 数 书 九 章 》 中 ,第 一 次 用 上 述 方法 计算 高 次 方程 
的 函数 值 ,并 通过 逐次 变换 与 累 试 ,使 最 后 某 个 累 试 
[E xi, 计 算出 的 5, = f(zi) = 0 为 止 . 秦 九 韶 给 出 的 
例题 都 是 求 正 实 根 ,为 说 明 他 的 求 根 方法 ,用 现代 数 
学 记号 并 以 n = 3 为 例 加 以 说 明 . 设 

f(x) = aux + az? + ax + a, 

者 xo — R A x — ro ER RH PCT TE ze 处 作 泰 
勒 展开 


f(x)= f — 


Cz —z,)° i (r— xo) 
n eo als 
TU (xo) f" (xo) 
-[5 (x—3)- HUS Gozo 
e Mxr—a)-fGyy. 
秦 九 韶 的 计算 公式 用 表格 表示 如 下 : 


n 


eI dg a, as d 

| 
| bo b, b, b| =S xo) 
2 
Dp sd leo] =F" (x0) 
|| 
: a] - € 

这 里 计算 规则 是 


AS = EA + (ERX x) 
而 f(x) 在 x 的 泰勒 展开 式 就 是 
f(z)=do(zx—zxo) +d (1—1) 
Melam t) 55 
例如 , 求 2°— 67r’ +1494r—11086=0 的 根 . 先 估 出 


近似 zo 王 20. 

@ :1 一 67 1494 —11086 
T-A 554  —6=b; 
TE 14=c, 

F gud 


4 y 一 zZ 一 20, 方 程 变 为 o) =y — Ty +14y—6. 
估计 yo7 3. 计算 


Zo] ms. dd =6 
UL =a 2 0=6; 
|1 —1  —1-—a 
|] 2=d, 


Al 5b 二 0, 故 f 0—0 的 根 为 y =3. RA r -—y 

十 20 二 23, 即 f(z) =0 的 根 为 z =23. 这 就 是 秦 九 

韶 法 的 计算 步骤 .但 奈 九 韶 法 通常 是 指 他 的 计算 高 
219 


i 算 数 学 


次 多 项 式 的 算法 , 它 比 霍 纳 (Horner,W.G. ) 于 1819 
年 提出 的 同一 算法 早 570 多 年 . | 
EWE (Horner rule) ” 即 “ 秦 九 韶 方法 ”. 

林 士 调 - 赵 访 能 法 (Lin Shie-Zhao Fangxiong 
method) 一 种 求 高 次 代数 方程 根 的 简单 臂 因 子 
JE 人 0 

FHxw GOER f(z) 得 二 次 余 式 r《x), 即 
fix)-—xwüsO2rG), 
其 中 s(x) BRR or GD0 rn 十 nix 十 rz. WE ro 关 0, 则 


P= ro x EN a "b 72 |= row (x), 
0 0 
其 中 


r r 
w° (z) = r? + >r + H 
Yo ro 
rtt Hurto’, 
* Ti 
Uu 一 一 ， 
7 0 
* To 
U == oe 
7 0 


假设 f Cr) — 0 没有 零 根 , 则 wz) 是 f(z) 的 二 次 因 
wlr)=w" (r), 
FEM wE w (xz) 的 过 程 当做 一 个 迭代 过 程 ， 
如 果 这 个 迭代 过 程 收 敛 ,那么 极限 二 次 式 就 是 f(x) 
的 二 次 因子 ,这 就 是 林 土 请 提出 的 臂 因 子 法 . 赵 访 熊 
证 明了 当 所 求 的 二 次 因子 对 应 着 f(z) 的 一 对 最 小 
AS CHE S. He A BM SE TRO T ,方程 是 收敛 的 ,其 他 情况 方 
程 可 能 发 散 . 两 次 林 士 请 - 赵 访 能 法 的 计算 工作 量 比 
一 次 臂 因子 法 工作 量 小 ,而 效果 大 致 与 一 次 臂 因子 
法 相同 ,而 此 法 的 程序 比 臂 因子 法 简单 得 多 ,因此 ， 
它 是 臂 因子 法 的 一 种 改进 . 
伯 努 利 方法 (Bernoulli method) 按 模 最 大 根 
求解 高 次 方程 的 一 种 方法 . 设 n 次 代数 方程 
FD =ar" Tarr Hannaa tam, 
它 可 看 成 线性 差分 方程 
fCE»u, — la Ek 十 Qi, i1 
Tob acu wu — 0 
的 特征 方程 , 设 方程 的 ”个 根 为 zi ,zs,… ,x 满足 
E [5 | x» | 之 … 之 |En | , 
则 差分 方程 的 一 般 解 可 表 为 
u, = cx 十 E 十 ，… 十 Cr’, C; 5. 
将 此 式 改 写 为 
wm = 24 1 + 2 = | 
AF niinus 


- UH] 
lim ED Ls Tı 9 
$— oo U, 


T2 


k 
| digessit 
Cl 


Tı 


这 就 是 方程 (x) 一 0 按 模 最 大 的 实 根 . 计算 时 可 令 


Uo =U = t S U, 一 0，2U Fl. 
由 
Unyk ~ QjUy+e—-1 °°"  Qn—[Ub4+]17 Ante 
(£—0,1,*), 
逐次 计算 到 比值 ui: ui 趋 于 极限 x, 即 为 所 求 ,这 


就 是 伯 努 利 法 . 这 种 方法 也 可 用 于 求 高 次 方程 按 模 
最 小 根 ,只 要 令 x= 二 1/z RA f(x)==0 求 对 zz 按 模 
|z |= 122129 nil, 

可 令 z—re",r—re "r> Ez | ,此 时 有 


2 
(up 一 MI 1) 2 
a a a a 


2 9 
(WW 
Cu us. Ups gU 2) 
(uy, uua 2) 


oK x^— (Grcos 00x 4 7c —0, MAIRI x, 及 x2. 

[5] BIER iX (circular disc iterative method) 
一 类 求 复 多 项 式 全 部 根 的 迭代 方法 . 12 II 
数 


FG 
j—] 


其 中 e,0—1.2. DX ER Se= Wn TR, 
id Z-—lzir|—-í(z€CllIz—zzrrzorNA zo 为 
圆心 ,7 为 半径 的 圆 盘 . 记 z;— midZ,r—radZ, Mr 
=0,2Z= [zo;7 = zo ARMA. i Z,=LesnijJaG=1, 
2). 定义 两 圆 盘 的 四 则 运算 为 

Zi £ Z, = [z2 £ zn tr] 


Zi i Z, = EAs lz, |r» 十 |z; | ri sp Pss 
1 1 _ M 

<i X 37 ,0 Z 9 

Zi l 

zc 


0€ Z,,iX H z, 表示 zs Hyd Vu ECL] | RO IRL 
模 , 设 复 多 项 式 方程 f(z)==0 的 nn 个 根 人 EW () 
二 1,2,…,n),W， —[z ir deBAB n +A. 
则 圆 盘 迭代 程序 为 
We = z” _ 一 Zi 
0€ (1—Z7) (91,2, n;b—0,1,2, 7). 
其 中 


(k) 
h, 


n (k) 
Du x 
i=] 之 E W, 
izj 
(k) fe 
io Q CON 


Q' (z;) — Il (z; — z;). 


i3 j 


引进 记号 
r^ = maxradW)? (k = 0.1.0), 


"m wy : 


py = min { lelle E z” 

Zz = midW;"”, 
若 给 定 的 初始 圆 盘 W;” (j= 二 1,2,…,n) 互 不 相交 , 则 
在 条 件 

>3l(n— 1r”, n3 
E]. ERA ES (C7 4: AS PRI WORE 3E Zr UI 
SUE RE. HAIR 
&€W? (212,-,15—0,1,2,-) 

和 


7(n—1) 3 
bry ) , 


a 8) 

Jt 35 AER. = p (Henrici, P. ) A fü HOS JE C(Gar- 
gantini,I. ) F 1969 年 提出 的 ,随后 相继 出 现 许多 好 
的 算法 ,这 些 算法 的 特点 是 能 求 多 项 式 方程 的 全 部 
根 , 收 敛 快 ,还 可 进行 并 行 计算 . 


非 线 性 方程 数值 解法 


非 线 性 方程 的 数值 解法 (numerical method of 
nonlinear equation) 求 一 元 非 线 性 方程 根 的 数值 
计算 方法 . 当 方 程 不 能 用 公式 直接 求 根 时 ,就 要 用 数 
值 方法 求 具有 足够 精确 度 的 近似 根 ,为 此 要 解决 三 
个 问题 : 

1. 根 的 存在 性 . 

2. 根 的 隔离 . 

3. 近似 根 的 精确 化 . 

若 SOEKE Le ,oj 上 是 连续 函数 , 且 AGO f£ O0 
0, 则 方程 A(x) 二 0 在 (a,6) 内 至 少 有 一 个 实 根 ,并 称 
La b AU fi DC [8]. 这 就 解决 了 前 两 个 问题 . 因此 求 
根 的 数值 方法 就 是 在 有 根 区 间 取 一 点 ze 作为 初始 
近似 根 , 再 对 z 精确 化 逐次 求 得 满足 精度 要 求 的 近 
似 根 . 常用 的 非 线性 方程 的 数值 解法 有 二 分 法 .迭代 
法 .牛顿 法 . 割 线 法 .抛物线 法 等 . 

二 分 法 (bisection method) 计算 连续 函数 实 
单 根 的 简便 方法 . 设 有 根 区 间 La,6bj 满 足 f(a)f(6) 
<0, 取 zo 二 《a 十 6b)/2, 计 算 f(x.) AE. 

A f Gn —0, M] To 为 所 求 的 根 ; 

BS GO) f KG) «0, WIE a;—a,b,— xo TEILE] 
[X [B] 9g A s 

若 I(x.) f(a) >0, WR ai= z b =b, AE 
根 区 间 为 Lai,6b1j, 取 Xi 二 (a, +6,)/2. 

重复 上 述 步骤 ,经 过 有 步 后 可 得 [ai,bij, 它 满足 


+ 
其 中 
Gin) = 


非 线 性 方程 数值 解法 


f Cad f(G, «0, Hó;—a;— (b—a)/2". E by — ay X 
到 精度 要 求 时 , 则 取 xi = (ax 十 bi)/2 为 方程 的 近似 
解 , 它 与 精确 解 z 的 误差 不 超过 (5 一 a)/2”. 此 法 
程序 简单 ,安全 可 靠 , 但 收敛 较 慢 , 且 不 适合 于 求偶 
数 重 根 . 

和 迭代 法 (iterative method) JREK RE-R XE GB VI 
法 . 非 线性 方程 的 数值 解法 之 一 . 指 利用 递 推 公 式 构 
造 序列 使 之 逐步 逼近 方程 根 的 数值 方法 . 将 方程 改 
写 为 x+ 二 g(x), 令 

Ley 5 glr) (k=0,1,.), 
由 ze 出 发 逐次 计算 得 nix FR Gn) HIKER 
列 ,g8(z) 为 迭代 函数 . 更 一 般 的 迭代 算法 可 表示 为 
X pi. gi, SX ptt E put) 
(k = 0,1,:2, 
称 为 m PERA m= 1 RAPERA. 计算 时 要 先 
给 7 个 初始 近似 Tos T- 1X5 逐次 算得 迭代 
序列 {zx4). 若 存在 极限 
lim dic. 

Wü ERE NY CN. EFE LL poo RET IC e<] 
使 


Lee d = 


lim =C, 
k> [xa — x |? 
WU PIER a MF x' BOB p 阶 收敛 速度 或 p 
Er AY. p= 1 PRA ZR PEM, p> 1 称 为 超 线性 收 
SX . b —2 为 平方 收敛 ,c 称 为 收敛 因子 . 当 单 点 迭代 
法 terior BF xt Bp. 2 为 方程 zx 一 &(Z) 
的 根 . 奉 假 定 方程 有 一 个 根 z”, 且 在 区 间 |z 一 z | 
Se 内 g (oA FEF E RAF 
le’ (x) |<e<l, 
则 对 所 有 
vhs S 
有 x€JG-0,]-.H 
lim qucm que 

x c= g(x) fe J AR Ef. xx de Bak (CX 
Fe FP WC RF GK AR PR Bg GO TERR. x^ 附近 的 性 
质 . 构造 求 方程 根 的 迭代 法 必须 使 迭代 序列 收敛 . BL 
ACC BE ie A AAC SS ex D. 

皮卡 逐次 逼近 法 (Picard successive approxima- 
tion method) BI ^35 C 3x". 

iX {RFR OI (iterative sequence) Jl “JERE”. 

JER ER (iterative function) | 0, 3E (C 3E". 

收敛 因子 (convergence factor) WMR”. 

牛顿 法 (Newton method) JREREJZE Ez, X. Ef 
牛顿 - 拉 弗 森 法 . 求 非 线性 方程 根 的 一 种 常用 的 迭代 
A: WPM f(x) 在 方程 fOx)—0 th x" HRA 
2e RJ pk. AS ORAS BBE z 的 一 个 近似 x, 
曲线 y= Jf GO BA Gn Se NMRA 
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y = f Gu) spe Tto Cr 一 T), 
i FA AE zs+1 近 似 曲 线 零 点 , 则 得 牛顿 迭代 
序列 


Zu Tono » 
Gp = ee gn ri) (kR=0,1,°**), 


当 给 定 初始 近似 ze 后 ,就 可 逐次 计算 oro te Æ 
SDE x” 邻 域内 二 次 可 微 , 且 万 (z 7” ) 天 0, 则 当 x, 
TE x" 邻 域内 时 ,牛顿 法 至 少 二 阶 收 敛 , 且 当 充 分 
大 时 ,估计 式 
| ene el | 

成 立 ,c 为 确定 常数 . 牛顿 法 一 般 只 具有 局 部 收敛 
HE, BESO) A KERR, HELa b] E f(x) A 
S'O NES, Fa) f(b) <0, W 4 ro 满足 f (zxo) 
of" 0250 BE, AEREI SS E SaS 
在 La,bj 上 的 惟一 根 x". 牛顿 法 的 优点 是 收敛 快 ,其 
缺点 是 对 初始 近似 co 选择 有 较 强 限制 . 

切线 法 (tangent (line) method) 即 “ 牛 顿 法 ” 

牛顿 - 拉 弗 森 法 (Newton-Raphson method) 
BUS 牛顿 法 ” 

牛顿 下 山 法 (Newton down-hill method) 4 
顿 法 的 一 种 变形 . 它 是 为 减弱 牛顿 法 对 初始 近似 xo 
的 限制 而 提出 的 一 种 算法 .算法 的 迭代 公式 为 


CR go a hg 
coy =r) 


Lei = He, — Wy f 


其 中 o7 0 为 迭代 参数 ,并 由 条 件 
|f Casa) [< |f Cr) | 
确定 ,计算 时 可 先 选 ws 二 1, 逐 次 减 半 , 直 到 条 件 
|f Gi) |< | Cx) | 

满足 为 止 . 这 个 方法 的 迭代 序列 是 大 范围 收敛 的 ,但 
收敛 速度 只 是 线性 的 . 

割 线 法 (secant method) 亦 称 弦 截 法 ,又 称 线 
性 插值 法 .一 种 迭代 法 . 指 用 割 线 近 似 曲 线 求 方程 根 
的 2 AG xk. 此 法 用 通过 点 (x, Gn) E Cn-as 
f Cr 0089 | KR 

NE 5e — DL (pcm O n f(x) 
近似 曲线 y= 二 f(x), 用 荐 线 的 根 作为 方程 根 的 新 近 
似 zi+1,， 从 而 得 到 方程 求 根 的 割 线 法 迭代 程序 
Pe 
| ( 515,25 en), 
其 中 rosor 为 初始 近似 .大 jz) 在 根 r 的 邻 域内 
E NERF, H S a FO, Ip rori TE x' 8B 
X NET. EY TU r^. HANA 
TES Lf v5 ~ 1. 618. 
3A t€ A (chord method) EB)“ HAE”. 
线性 插值 法 (linear interpolation method) Bp 
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Jap] = Lp — 


“HRA”. 

试 位 法 (method of false position) El £X iE W 
一 种 变形 . 即 以 左右 夹击 方式 求 方程 实 根 的 一 种 方 
法 . 此 法 选择 (zi f(a) R Ges flan DH | Z [8E 
JE xb Gn. f G0 BR Goa f Gn KAA, Hirn m 
是 满足 m<k, X fii 

f amd f Gr) «C0 
成 立 的 最 大 下 标 . 当然 初始 近似 xo 及 x 
FR C05 


应 选 得 使 


和 迭代 公式 为 

AI 一 ea ROW f Ga) 
(k=1,2,."). 
此 法 的 优点 是 :对 连续 函数 总 是 收敛 的 ,但 与 制 线 法 
不 同 ,一 般 只 有 一 阶 收敛 . 

SE 45 8% FE (parallel-chord method) 一 种 和 迭代 
法 . 指 用 斜率 不 变 的 直线 近似 曲线 得 到 和 迭代 序列 的 
求 根 方法 . 用 牛顿 法 及 割 线 法 求 根 时 ,每 步 迭 代用 直 
线 近似 曲线 其 直线 斜率 都 在 变化 ,为 简化 计算 , 知 通 
E y=/ (ao WARP c 保持 不 变 , 直 线 取 为 
yf G-dcIGO 2), 

则 得 平行 弦 法 的 迭代 公式 

ze 一心 一 二 zi) (R=0,1,°**), 


AR c= f Ca), WR AT 1A A fij EEK ,平行 弦 法 
计算 简单 ,每 步 只 需 算 一 个 f(xi) 值 ,但 它 只 有 线性 
收敛 速度 ,一 般 较 少 使 用 . 

抛物 线 法 (parabolic method) 亦 称 米 勒 法 ,又 
称 二 次 插值 法 . 指 用 抛物 线 近 似 曲 线 求 方程 根 的 迭 
代 方 法 .此 法 用 通过 样 点 

Car T Cte Quem Jona ve 
的 二 次 插值 多 项 式 导 出 求 根 的 和 迭代 算法 ,其 几何 意 
义 就 是 用 通过 曲线 y= 二 A(x) 上 三 点 的 抛物 线 的 根 近 
似 方程 f(x)==0 的 根 . 迭代 算式 为 
2f (xz:) 


DTN b; —Af x, f Gr, Xp X2) 
(k=2,3,."), 
式 中 b,— fx, 9 Cp - lay E ae pte 1 b Ope 5 
“ 土 ”" 号 选 成 与 by 同 号 ,而 符号 fL，,，j] 及 fL:， 
,。 分 别 表示 f(x) 在 相应 点 的 一 阶 与 二 阶 均 差 . 
F jz) 在 根 z 三 次 可 微 , 且 rori sr: PIE x" 的 邻 
mA Wu à vj £x d RE WX my. H mB A 
p=1. 839…. 此 法 可 用 于 求 方程 的 复 根 . 
米 勒 法 (Miller method) Bll “Hh WAR”. 
二 次 插值 法 (quadratic interpolation method) 
即 “ 抛 物 线 法 ”. 
3X H HH [EL 7E (hyperbolic interpolation method) 
亦 称 线性 分 式 插值 法 . 指 用 双 曲 线 近 似 曲 线 求 方 程 


Lk TTET 


根 的 迭代 方法 . 设 已 知 曲线 y= Go E LP s 
Ciia to) s Cs se (Ly Ys 
通过 这 三 点 构造 形 如 
w(x) ee ra 
bx +c 
的 线性 分 式 函 数 , 并 用 w(x)==0 的 根 zs 作为 方程 
f(z)==0 的 根 x 的 新 近似 ,得 
ta =t; Ai 1125 
À fa CO fim So) — fofo 
U Wa mdo-—JZde 


其 中 
ER 
0 一 [十 po， 
f:=f Cri) = yis 
重复 上 述 步 又 可 算出 X3 ;TX4，"…， 其 几何 意义 就 是 用 
双 曲 线 的 零点 近似 曲线 y= 二 f(z) 的 零点 oo” , 故 称 此 
迭代 法 为 双 曲 插值 法 . 知 jz) 在 根 z 附近 三 次 可 
Xs A toxir: 5 x^ 充分 接近 , 则 双 曲 插值 迭代 序 
Ju sx, AUST A p=1. 839+ 
线性 分 式 插值 法 (linear fractional interpolation 
method) 即 “ 双 曲 插 值 法 ” 
A HIKE HK GK (square root iterative method) 
一 种 具有 大 范围 收敛 性 的 方程 求 根 迭代 法 . 设 f(x) 
是 阶 数 小 于 2 BUE ERE f(z) 只 含 实 零点 , 则 求 
方程 fc) =0 FRAY FIRE IRIE 
Pe 


Vf (no = aS 

(n—0,1,'), 
称 为 平方 根 迭 代 法 . 此 法 是 1973 年 由 奥 斯 特 洛 夫 斯 
基 (Ostrowski, A. M. ) 与 徐 利 治 各 自 独立 发 现 的 
(事实 上 , 徐 利 治 于 1964 年 ,在 吉林 大 学 讨论 班 上 就 
曾 报告 过 此 方法 ), 而 且 他 们 都 证 明了 平方 根 迭 代 法 
具有 大 范围 收敛 性 . 
«BBS AGH Aitken method) 亦 称 O 加 速 
法 . — BPG RE RIK UE BY SIURCIE BR IR 
列 为 tiga) 并 已 算出 

=r), mx—gmn) 
bac. 与 所 求解 zx’ 充分 接近 ,zi 应 是 比 ze 更 好 的 近 
似 , 因 此 可 对 2 — g Cr) = 0 应 用 弦 截 法 ,用 yo 表示 
用 弦 截 法 得 到 的 近似 值 , 则 有 
= (x, — ax [xo— g(r) ] 
di e Dn-—gGol]-ix-—2GOJ 


dp E 


利用 差分 记号 gz =24j;—2 EXEBUS H 
[ow] 


0 = 0 . 
» Ü X 


从 yo 出 发 ,重复 上 述 过 程 又 可 得 到 新 的 近似 ,如 此 
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继续 下 去 得 到 的 序列 yo,y1，…, 就 称 为 6 加 速 过 
程 , 即 埃 特 金 方法 . 这 个 迭代 过 程 不 管 原 迭 代 过 程 
Ti SEO ETAR, RE fc) EAR x" 附近 充 
AS HE , P x" ) 关 0, 则 序列 {yx} 都 收敛 ,大 (xx) 为 
BC» BC WW Cy A 2p 一 1 阶 收敛 . 

O° Jon iB 3& (ó?-speed-up method) 
方法 ” 

斯 蒂 芬 森 方 法 (Steffensen method) 一 种 不 需 
计算 导数 又 具有 二 阶 收敛 速度 的 方程 求 根 迭 代 法 . 
TE S X E HP RK zr, K zy f Go Bj d s ex , 则 得 


m [f Cr) 
TOS Fait (a) )— SF Ga) 


(R=0,1,°°°), 
称 此 方法 为 斯 带 耸 森 方 法 .实际 上 它 是 对 ga) = x 
+ f(z) 使 用 5 加 速 法 得 到 的 , 它 具 有 二 阶 收敛 速 
度 , 是 一 个 常用 的 求 方程 根 的 方法 . 
切 比 雪夫 和 迭代 法 (iterative method of Cheby- 
shev) 一 种 具有 三 阶 收敛 速度 的 方程 求 根 迭 代 法 . 
其 算式 为 


即 “ 埃 特 金 


| 
Te = Th ATS XFGOP- 
(&—0,1,-). 
当 fc) TEAR xz" BRA 3 Ix ap AH. P 0250 
时 ,方法 三 阶 收敛 . 
效能 指数 (efficiency index) IRRA X. 衡量 
迁 代 法 优 劣 的 一 个 重要 指标 . 迭代 法 收敛 阶 不 能 完 
全 表明 迭代 法 的 好 坏 , 因 还 需 考虑 每 步 和 迭代 计 算 量 . 
1962 年 , 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 (Ostrowski,A.M. ) 引 进 
了 效能 指数 概念 . TE IRM LT Ap BEATE AR TT 
算 函 数值 及 导数 值 的 总 次 数 为 w. 定义 效能 指数 为 
H= 2", 
后 来 有 的 文献 定义 y= 二 lnp/w, 它 们 本 质 上 是 一 致 
的 . 效能 指数 越 大 表明 效率 越 高 ,所 用 代价 越 小 ,机 
器 时 间 越 省 . 常用 方法 的 效能 指数 如 下 表 


方法 斯 蒂 芬 | 切 比 雪 
yi £ £i 
效能 | V 2 = "T " "ELI 
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多 元 非 线 性 方程 组 数值 解法 (numerical meth- 
ods of nonlinear equations in several variables) 
用 数值 方法 求 多 元 非 线 性 方程 组 解 的 各 种 迭代 法 的 
总 称 . X 个 变量 入 个 方程 的 方程 组 为 

J 0 (2) 
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He 方 (zz 一 1,2,…,2) 中 至 少 有 一 个 是 
关于 变量 xi root rn 的 非 线性 函数 , 则 称 此 方程 
组 为 非 线 性 方程 组 . 若 记 

L= (rir ,Xa) ER”, 

F=(fis fass fa) ER”, 
Wa BAD RSA F(x)—0. F 是 定义 在 域 DCR” 
ERSER TERRE STE iJ FiDCR'R'. 若 存 在 点 x' 
€ D tf F(z' ) 0, ER r ABA FG —0 的 一 
个 解 . IE Be PEZ; TE £H PE B TRI DU E EZ TEX D 中 
可 能 有 解 也 可 能 无 解 , 有 解 时 可 能 有 一 个 解 , 也 可 能 
有 多 个 解 甚 至 无 穷 多 个 解 ,因此 ,数值 解法 是 在 方程 
组 解 存 在 惟一 的 条 件 下 讨论 求解 的 数值 方法 . 对 非 
线性 方程 组 , 除 极 特殊 情况 可 用 直接 方法 求解 外 , 通 
常 都 是 用 和 迭代 方法 逐次 求 方程 组 解 的 近似 值 ,使 它 
达到 所 要 求 的 精度 . 

求 非 线 性 方程 组 解 的 迭代 方法 ,其 基本 思想 是 

将 方程 F G0 —0 改写 为 不 动 点 形式 x 二 G(x), 然 后 
构造 迭代 序列 GG (一 0,1,…). 通 过 给 定 
初始 近似 x ,逐次 计算 出 x ,x ,… ADR. 


lim zt = z, H z* =Gr’), 


b—oo 


WS & 充分 大 ,x 就 是 方程 组 已 Cz)=0 的 解 二 的 
近似 . 这 里 G 为 迭代 函数 ,对 F(z) 二 0 构造 出 不 同 
的 G 就 可 得 到 不 同和 迭代 法 .更 一 般 的 迭代 形式 是 
=G ,eT T (kom-—l.m,), 

初始 近似 为 x ,x ，… ,xz” ,逐步 算出 x" ex" ,…， 
FROM m 步 迭 代 法 .假定 方程 组 的 解 c 存在 ,在 x* 邻 
域内 取 xo 所 构造 的 迭代 序列 {x he AAF r, 
称 迭 代 法 具有 局 部 收敛 性 . 如 果 和 迭代 序列 {x bt 
给 定 初 始 近 似 x 能 证 明 在 x° 附近 取 初 始 近 似 所 构 
造 的 迭代 序列 收敛 于 z” H x' 为 方程 组 的 解 , 就 称 
ERARA A Jey BB OE. 如 果 对 任何 初始 近似 x 
ED 都 能 证 明 迭 代 序 列 收敛 于 方程 的 解 x” , 则 称 此 
迭代 法 具有 大 范围 收敛 性. 


迭代 法 中 经 典 的 方法 是 牛顿 法 ,在 此 基础 上 发 . 
展 的 各 种 牛顿 法 变形 以 及 割 线 法 和 拟 牛顿 法 都 是 具 
有 局 部 收敛 性 的 算法 . 20 世纪 60 年 代 以 后 提出 的 


较 有 特色 的 算法 有 连续 法 .单纯 形 算法 以 及 区 间 和 迭 
代 法 等 . 随 着 计算 机 发 展 和 科学 计算 的 需要 ,20 世 
纪 80 年 代 以 后 ,又 发 展 了 多 分 裂 并 行 算 法 ,而且 一 
批 效 率 较 高 或 大 范围 收敛 的 算法 已 编 成 数学 软件 ， 
为 科学 计算 提供 了 方便 . 

压缩 上 映射 原理 (contraction mapping principle) 
非 线 性 方程 (组 ) 解 存在 惟一 和 和 迭代 序列 收敛 的 基本 
定理 .将 方程 f(x) 二 0 写成 不 动 点 形式 x 二 G(x),G 
A R” F) R 映射 , 记 G:DCR"R”, 若 存在 常数 aE 
(0,1) 使 对 任何 xy € DCD 有 

| G(r) — GW) || Selz- yl, 
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WE GA Do 上 的 压缩 映射 ,wx 称 为 压缩 系数 .压缩 
映射 原理 是 : 设 C 为 Do 上 的 压缩 映射 , 且 C BR D, 
到 自身 , 则 G 在 D。 上 存在 惟一 的 不 动 点 zx. 该 条 
件 也 是 方程 (组 )F(zx)= 二 0 在 D。 上 解 存在 惟一 的 条 
件 , 满 足 此 条 件 时 ,迭代 法 
2 —G() (k=0s1y) 
生成 的 序列 {zx }, 当 xz"ED。 时 ,有 
lim ges. 

FE 48 AR Sj (contraction mapping) 
射 原理 ”. 

压缩 系数 (coefficient of contraction) 
Ar B Hp I 

( 非 线性 方程 组 的 ) 牛 顿 ( 解 ) 法 (Newton meth- 
od (of nonlinear equations)) 解 非 线 性 方程 组 的 
一 种 经 典 方法 . 它 是 方程 求 根 牛 顿 法 的 推广 . 当 已 知 
z' 是非 线性 方程 组 (zx)==0 的 解 zx" 的 一 个 近似 
时 ,用 f(z) 在 点 x 的 泰勒 展开 线性 部 分 近似 
F(z), 从 而 得 到 方程 组 解 ^ 的 新 近似 , 记 为 z”. 
即 由 


JL," Hs Bai BR 


如“ 压 


FG FG')F! (i (r—2*)20, 
x F' COE Ti 48 
gaat F(z") Flr) (k=0,1,.), 


这 就 是 牛顿 法 ,其 中 
afi) GES a Sfi 
OX AX» ox; 
af.) afta) 00 93f5Q) 
F' Gr) = IX, IX, Qr, 
AF, DE) aa E) 
AL OX» Ox, 


是 下 在 x Ab UE RT EIERE. 牛顿 法 计算 时 先 给 初始 

近似 x ,逐次 求 出 由 p 出 发 算 gu , 先 要 

计算 F(z) 及 F' GO ,然后 解 线性 方程 组 
PQA es NP, 

此 方程 组 称 为 牛顿 方程 , 求 得 解 Ax ,于 是 有 


k+1 k k 
r =r tH Ar. 


GE GOES ax 附近 连续 . 非 奇 异 ,并 且 E GOTE 


x” pii EIE 
| F'(x)— F'(x*»l Srle a*l 

dép r7 0. Wü] A d dé THI. 牛顿 法 的 优点 
是 收敛 快 ,缺点 是 初始 近似 值 x 在 cC BS EET RE 
保证 其 收敛 , 且 每 步 要 算 PR F' GO IB ERE 
量 较 大 . 

1E R” 空间 中 ,牛顿 法 局 部 收敛 性 定理 是 由 龙 格 
(Runge,C. D. T. ) 于 1899 年 给 出 的 , 范 因 (Fine,H. 
B. ) 于 1916 年 第 一 次 在 不 假定 方程 解 存在 的 情况 
下 证 明了 牛顿 法 收敛 性 ,而 最 著名 的 收敛 性 定理 是 


俄国 数学 家 坎 托 罗维奇 (人 ahTropoBru , JI. B.) F 1948 
年 给 出 的 . 以 后 有 关 和 牛顿 法 收敛 性 及 误差 估计 还 有 
不 少 研究 成 果 . 

坎 托 罗维奇 定理 (Kantorovich theorem) # 
顿 迭 代 法 的 半 局 部 收敛 定理 . 它 是 俄国 数学 家 坎 托 
V UE y (GKauropoBuu, JI. B. ) 于 1948 年 首先 给 出 的 ， 
在 迭代 法 收敛 性 研究 中 有 深远 影响 . 定理 内 容 为 : 假 
E F:DCR'—R' 及 初始 近似 zx" 满足 下 列 条 件 : 

LEGOS PERNES I oe; 
| F’ (2°) TF GE) || <9; 

2. Æ x^ 的 邻 域 SCr  OCDHA F'COx) fe f£. H. 
WER: 

PAm sse ea 

XT ET z.y€ S(r), FH 


p=r <}, 6>—— se "E 
则 方程 F(r2)=0 T S(2',6) A ff Z 存在 ,同时 ,由 


牛顿 法 
rt LR"! (ar?) TFC) (k=0,1,.) , 
FERFI LI KAF zx" , 且 有 误差 估计 
ge! 


2 一 1 
k—] 2j 
2 3d 

/一 0 


E E 


7), 


其 中 
j=, LW ep 
D o 


简化 牛顿 法 (simplified Newton method) — 
种 减少 计算 量 的 牛顿 型 方法 . 为 了 减少 牛顿 法 的 计 
算 量 ,在 每 步 计算 中 用 FF'(zx ) 代 苦 F a) , 1 
牛顿 程序 
x mg —F FG (k=0,1,.). 
于 是 由 x S at RRIA Fa), RERA F GO 
及 求 逆 , 使 每 步 计 算 量 大 大 减少 ,这 是 此 算法 的 优 
点 ,其 缺点 是 收敛 慢 , 只 有 线性 收敛 速度 . 
牛顿 - 萨 曙 斯 基 方 法 (Newton-Samanski method) 
一 种 提高 计算 效率 的 牛顿 型 迭代 法 . 利用 牛顿 法 收 
敛 快 和 简化 牛顿 法 计算 量 省 的 优点 ,将 mi 步 简化 
牛顿 法 合并 为 一 步 . 令 
En 
pe sc cher. c ee ciue bois 
(;j—1,2,:,mi), 
取 xt aarti" Of kR=0,1, 7°, BRE 8 UE I 
{x ), 称 为 牛顿 - 萨 曼 斯 基 方 法 . 当 mí m 时 ,方法 是 
m+] 阶 收敛 的 , 它 每 步 要 算 m 个 F(z) 值 和 一 次 
F'n REFRE) NILEN ntm, F 
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| Inm + 1) 
Na  n+m ^ 
4m=1N EC EU B MBA 
— In2 | 
EN ge 


当 m2 时 ,有 ex ew, , 它 比 牛顿 法 效率 高 . 例如 ， 
M n—m-2W A en/en — 1. 20;n— m —5 ey /en, 
—].55,;34 n—50,m—22 时 ,有 en /en 773. 20 Æ. 

牛顿 - 陕 曼 斯 基 方 法 是 萨 曼 斯 基 (〈IIavMaHcknr， 
B. ) 于 1967 年 给 出 并 证 明 它 具有 mx 十 1 阶 收敛 ,但 
m —2 的 情形 ,已 由 特 劳 勃 (Traub ,J. ) 于 1964 年 证 
明了 它 具 有 三 阶 收敛 性 . 

4 dA - it dS 3 RA jk (Newton-Steffensen 
method) BA — Bru S x& BE B3 Es RUE LI. TE RE 
非 线 性 方程 组 F(x) 二 0 的 牛顿 法 中 , 若 在 已 的 雅 可 
He ERE F' Coc") p A eB SP Aa E S A R 
法 

gp teg eL EC EO m 
Hp JC, h y= 


sp Ui ahe) — fia] Ui (r*+ hien) — f I] 
1 n 


sp Us GEM )— f. G*] sp Cf. GI Eie) 2 is 
1 n 


h* — (hb LADY, 
若 在 此 迭代 法 中 取 A =F (2") ,得 
gS Sia wh) F(z ) (R=0 lye) 
就 是 牛顿 -斯 蒂 芬 森 和 迭代 法 . 此 法 不 用 算 导 数 但 仍 具 
有 二 阶 收敛 速度 . 每 步 算 十 1 SF Cr) RRA ,效率 
与 咎 顿 法 一 样 , 都 是 In2/ 十 1). 
和 牛顿 下 降 法 (Newton descent method) 具有 
大 范围 收敛 的 牛顿 型 授 代 法 , 它 是 牛顿 下 山 法 在 多 
元 非 线 性 方程 组 情况 的 推广 . 其 迭代 程序 为 
tt m ag! — wr (2*) FG) (k= 0,1,.…), 
其 中 o> 0 RAR HS o, 应 适当 选择 使 它 满足 
下 降 条 件 FG Il FG") 上 .计算 开始 可 令 
一 1, 若 条 件 不 满足 再 取 wi 二 1/2, 逐 次 分 半 , 直 到 
下 降 条 件 成 立 为 止 .由 于 牛顿 下 山 法 每 步 都 使 下 降 
条 件 成 立 , 故 有 
lim | FG || 一 0， 
因此 ,只 要 (zx) 非 奇异 ,对 任何 r 迭代 序列 {x } 
均 收 敛 , 故 当 充分 大 时 ,可 取 x mnt. HEA E 
大 范围 收 合 ,缺点 是 收敛 慢 , 计 算 量 大 .牛顿 下 山 法 
最 早 是 1955 年 由 克 罗 克 特 (Crockett,J. B. ) 和 切 诺 
X (Chernoff, H. ) 给 出 的 . 
布朗 方法 (Brown method) 离散 牛顿 法 的 一 
种 改进 算法 . 用 牛顿 法 解 非 线 性 方程 组 F(x) 二 0 
时 ,每 步 迭 代 要 解 方 程 组 
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F' (x!) Az! =— F(z"), 

如 果 计 算 时 先 按 分 量 方程 逐个 线性 化 并 逐个 消 元 ， 
得 到 一 个 线性 三 角 方程 组 ,再 回 代 求 出 新 的 x**' = 
a! 十 Ar, 计算 时 偏 导数 2: HE a 点 的 差 商 近似 . 这 
是 布朗 (Brown,K. ) 于 1966 年 提出 的 . 后 来 又 证 明 
了 方法 同样 具有 二 阶 收敛 性 ,而 每 步 迭 代 只 需 计算 
(n 十 3)/2 个 函数 值 , 比 牛顿 法 减少 近 一 半 . 此 法 特 
齐 适 用 于 方程 组 中 只 有 少数 方程 为 非 线性 的 情形 ， 
计算 时 先 将 线性 的 排 在 前 面 , 非 线性 的 也 应 按 次 数 
由 低 次 到 高 次 排列 ,这样 计 算 效 果 较 佳 . 

布 伦 特 方法 (Brent method) 布朗 方法 的 一 种 
改进 算法 . 具体 做 法 是 将 解 非 线 性 方程 组 的 牛顿 - 萨 
曼 斯 基 技 巧 用 于 布朗 方法 , 即 每 步 求 布朗 线性 方程 
组 时 将 系数 矩阵 中 全 :的 值 重复 使 用 加 次 ,二 1 RI 
为 布朗 方法 . 新 的 方法 具有 m+1 阶 收敛 性 ,是 一 种 
效率 很 高 的 算法 ,由 此 算法 编 成 的 数学 软件 是 目前 
求解 非 线 性 方程 组 的 常用 算法 ,已 被 普遍 使 用 . 此 法 
是 布 伦 特 (Brent,R. P. ) 于 1973 年 给 出 的 . 

#2 5% (secant method) 一 种 壕 代 法 . 指 一 类 
通过 线性 插值 得 到 的 多 步 迭 代 法 . A AE RET 
程 组 (x) 二 0 的 解 xz* 的 一 个 近似 x*, 在 x 附近 给 
出 x 个 辅助 点 x 人 (j==1,2,…,n), 用 这 十 1 个 点 做 
F(a) WR EA, Bid Ll) = Ai (x 一 x 2 + 
FG), A. BH Li )—FGG'7)€6jm1,2, 7 ,nn) 确 
定 , 记 

H, = (x — rt, e,z 
D, = (FE) — Fi, EC) — FG), 
则 得 AH =D, 如 果 n 个 向 量 x "一 x (j=1,2; 
…,n) 线 性 无 关 , 则 A, 非 奇 异 , 此 时 A.=T,H, . 同 
样 ,如 果 向 量 Cr 一 Fx) (21,2, REE 
XM Dn 非 奇异 并 有 A =H". BRE RBA 
Aila—x + F (i2 20 P848 x — a 作为 新 近似 得 

到 的 迭代 法 ， 
xU g4'—A,FG(QG-0,01,4), 

辅助 点 x*“(j 二 1,2,…,n) 取 值 不 同 ,就 得 到 不 同形 
ARRE. 例如 , 取 zh — x Ae 18 8| 0C E IX 
法 ,此 时 A. 就 是 用 差 商 代替 导数 的 雅 可 比 和 矩阵 
JG ,及 ), 方 法 也 就 是 离散 牛顿 法 . AR =z! — 
XxX”!, 则 得 到 两 点 割 线 法 | 

=r [I rh) FG (k=0,1,.), 
其 中 


J (x hy) = | [FG he — FG], 
1 


kn __ a), 


mr LEGI 2; h'e;) 
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— F(x + State.) ]) ， 
它 是 超 线性 收敛 的 ,收敛 阶 为 1. 618. 若 取 


godes 012,"m)s 

则 得 到 ”十 1 点 割 线 法 , 它 每 步 只 需 算 一 个 新 函数 值 
F(x ), 计 算 量 最 省 ,但 由 于 稳定 性 差 ,一 般 不 能 使 
Hj. XE R" 上 人 研究 割 线 法 最 早 是 黑 里 奇 (Heintrich,， 
H. ) 于 1955 年 前 后 提出 的 ,而 最 时 的 严格 分 析 是 比 
FE 24 (Bittner, L.) F 1959 Æ 28 1H B]. TK IR X 
(Wolfe, P. ) F 1959. 年 独立 提出 了 x 十 1 点 割 线 法 . 
在 20 世纪 60 年 代 以 后 ,有 很 多 作者 对 割 线 法 的 不 
同形 式 及 其 收敛 性 、 稳 定性 等 做 了 很 多 研究 ,有 不 少 
好 的 结 

广义 线性 方法 (generalized linear method) 一 
类 双 层 迭代 法 . 指 将 解 线性 方程 组 迭代 法 用 于 解 非 
线性 方程 组 的 线性 化 方程 时 ,所 构造 出 的 一 种 方法 . 
对 非 线 性 方程 组 F(x)==0, 若 已 知 次 近似 解 x , 则 

AAT EF (Gr) —0 
为 F(x)==0 在 点 x 的 线性 方程 . ZA AnXn ffr 
非 奇 异 和 矩阵 ,用 直接 法 解 此 线性 化 方程 得 到 
tt =r A, Fat), 
这 就 是 解 非 线性 方程 组 的 一 类 迭代 法 , 当 A S 
F' GO BIOS ^F tA. 如 果 在 每 迭代 步 中 求解 线性 化 
方程 
AAzx:=—F(x’) 

也 采用 迭代 法 ,这 样 每 步 迭 代 求 x BEC ETT X 
性 迭代 ,从 而 得 到 一 种 非 线性 -线性 迭代 的 双 层 迭代 
法 , 称 为 广义 线性 方法 .例如 非 线 性 迭代 用 牛顿 法 ， 
解 牛 顿 线性 化 方程 用 m 步 的 雅 可 比 迭 代 , 则 得 到 x 
步 牛 顿 - 雅 可 比 迭 代 法 ,其 算式 为 

goa -DIMHe4H, ID, FG 

(k=0,1,."), 
其 中 A,=F' (3) 2 D,—C, D, ,—C, 4 3| A A, 的 对 
角 部 分 和 非 对 角 部 分 ,并 记 Hi 二 De Ce 类 似 地 , 若 
将 矩阵 A, 分 解 为 A= DLU nR P Di L 
与 一 Ui 分别 为 A 的 对 角 、 严 格 下 三 角 与 严格 上 三 
角 部 分 . 取 
l 


b= LD, m coL, | , 
k 


w 
C, LO 90D oU], 
H,—H,G,) — B, Ces 
wo, 270 为 松弛 因子 . 24 A= F' GO AY, UB BE RI 
SOR 和 迭代 法 
zit m at-wDITH(G)dTeTH, Co) | 
X G,—oL) FG). 


4 o=] 时 ,就 得 到 NGS 迭代 法 . 若 A, 是 按 割 线 法 


18 E E) AB RE , MI ap 4G BI SU ZE SOR 迭代 .由 于 A, 可 作 
不 同 选择 , 且 解 线性 方程 
AA + F(2*)=0 

时 迭代 法 也 可 取 的 不 同 ,从 而 可 构造 出 多 种 非 线性 - 
线性 双 层 迭代 . 所 有 这 些 方 法 都 是 广义 线性 方法 ,一 
般 情 况 下 它们 都 只 是 线性 收敛 . 但 看 线性 迭代 步 数 
m 不 固定 ,而 改 为 m, HS m=k 或 m,— 2" , 则 和 迭代 
序列 可 达到 超 线 性 收敛 . 有关 这 类 方法 的 讨论 在 20 
世纪 60 年 代 开 始 , 有 不 少 人 提出 很 多 分 析 和 计算 结 
果 , 特 别 对 牛顿 SOR 迭代 法 ,不 但 有 理论 分 析 , 还 应 
用 于 解 非 线 性 边 值 问题 的 差分 方程 ,并 取得 较 好 效 
R. 

牛顿 SOR 迭代 法 (Newton SOR method) JL 
“广义 线性 方法 ” 

NGS jiE # iX (Newton-Gauss-Seidel iterative 
method) 见 “ 广 义 线性 方法 ”. 

非 线 性 迁 代 法 (nonlinear iterative method) 
亦 称 解 非 线 性 方程 组 松弛 法 .一 种 双 层 迭代 法 . 它 是 
将 解 线 性 方程 组 迭代 法 原则 直接 用 于 非 线 性 方程 ， 
再 用 解 一 元 非 线 性 方程 迭代 程式 构造 出 的 一 种 方 
法 . 例如 ,将 雅 可 比 和 迭代 用 于 解 非 线 性 方程 组 FG) 
一 0, 若 已 知 & 次 近似 解 必 一 (zlza UDR 
十 1 次 近似 x ”的 方法 是 求 方程 

fii ls E» ms d. ud 2 um) =Q 
(1 = 1,2.) 

的 解 x FS In 一 Zi， 这 样 每 个 方程 都 是 一 元 非 
线性 方程 . 各 用 牛顿 法 解 此 分 量 方程 , 则 得 到 雅 可 比 
-^F XE TC LEE fe EU TE . Uf SIE n] Eod 2x; 
迭代 法 . 如 果 解 非 线 性 方程 牛顿 法 只 算 m 步 , 则 得 
m 步 雅 可 比 -牛顿 法 . m — 1 时 为 一 步 雅 可 比 -牛顿 
法 ,其 算式 为 


Ci = p2."2;b—0,1,2.:7). 

类 似 地 , 若 用 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 , 就 要 解 分 量 方程 
太一 0 
G—15,2,7), 

得 到 x, FES no = 2, OUR im 1,250 Xn 
个 非 线性 方程 ,得 到 x“ ,就 称 为 非 线性 高 斯 - 赛 德 
IR IK ARIK. 耕 解 非 线 性 方程 用 牛顿 法 则 得 到 高 斯 - 赛 
德尔 -牛顿 法 . 如 果 在 解 非 线 性 方程 得 到 zx; 后 , 令 
r =r tolr), 

其 中 w>0 AHAT , M Zr ERIS ERE SOR % 
AX » 而 解 非 线 性 方程 用 牛顿 法 , 则 得 SOR 牛顿 迭代 
法 , 它 是 双 层 迭代 法 .但 寿 解 分 量 方程 只 用 一 步 牛 顿 
法 , 则 得 一 步 SOR 牛顿 法 为 


多 元 非 线 性 方程 组 数值 解法 


cf x^") 
i OF) 
(i = 1,2,***,n5;£ m DS] y ees 


其 中 


1 Ecl k RANT 
$T abd (I;.,.X4) . 


xU = (x 

类 似 地 ,可 得 到 SOR FACIE, SOR 斯 蒂 芬 森 法 
和 其 他 线性 非 线 性 组 合 的 双 层 迭代 法 . 这 种 迭代 法 
计算 简单 ,节省 存储 空间 且 适 合 于 并 行 计算 ,缺点 是 
Wea, RA PE OR. 这 类 方法 最 早 是 利 伯 斯 坦 
(Liebarstein,H. ) 于 1959 年 提出 的 ,后 来 很 多 作者 
研究 了 这 类 算法 的 其 他 计算 公式 并 给 出 计算 结果 和 
应 用 ,从 而 形成 了 非 线性 迭代 法 . 

解 非 线性 方程 组 松弛 法 (relaxation method for 
solving nonlinear equations)  Bll3E £c PE 3E (X 1X". 

非 线 性 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 (nonlinear Gauss- 
Seidel iterative method) M," 3E£X FE3E (C 1X ". 

拟 牛 顿 法 (quasi-Newton method) 解 非 线性 
方程 组 及 最 优化 计算 中 最 有 效 的 方法 之 一 . 它 是 一 
类 使 每 步 迭 代 计 算 量 少 而 又 保持 超 线性 收敛 的 牛顿 
型 迭代 法 . 解 方程 组 天 (Cz)=0 BS ELA GA RRA 
式 为 

gol e EOD 0 ES, 
Arp —a5y = FG) — Fo), 
Ans = A, + AA,,rankAA, — m 2 1, 
其 中 第 二 个 方程 称 为 拟 牛顿 方程 , 它 表 征 在 这 类 方 
TEP BE A. RA ZA TERR. AA, 是 一 个 秩 m 的 
BEERE, A m—1 BY 2. 拟 牛顿 法 是 割 线 法 的 一 
种 推广 ,而 ”十 1 点 割 线 法 则 属于 拟 牛 辆 法 类 . 由 于 
拟 牛 顿 方程 只 给 出 n 个 条 件 , 而 An BIRA n 
个 ,因此 4 的 选择 有 很 大 灵活 性 , 即 拟 牛 顿 法 是 
很 广 的 一 类 算法 ,其 中 较为 重要 的 是 秩 1 和 秩 2 的 
一 些 算 法 . 24$ m —1 时 , 称 为 布 罗 依 丹 方法 ,公式 为 
e n EE: AP 
| [yt — A,5*] G^)" 


(s* ) aa 


Ar = A + (k = 0,1, 


其 中 


k k+l 
S UE 


— r“, 
y —F(x** 5—F(). 
拟 牛 顿 法 还 有 不 求 逆 的 算法 , 称 为 逆 秩 m 拟 牛 屯 
法 ,公式 为 
xo emp A FE) eS Os); 
m — F(z*)) = rt- r, 
H,,,- H, + AH,,rankAH, = m 2 1. 
4m=1 时 ,对 应 的 逆 布 罗 依 和 丹 方 法 是 
Qo etes IE E 
| (s, — H,y 2G)! H, 


Al y+ = H, + TOU MT 


it 算 数 学 


拟 牛 顿 法 还 有 很 多 具体 算法 ,这 类 算法 最 早 是 
由 戴 维 登 (Davidon,W.D. ) 于 1959 4E FEW AY, JB 5€ 
48] (Fletcher, R. ) 和 鲍威尔 (Powell, M. J. D. ) 于 
1963 年 给 出 了 后 来 称 为 DFP HK 2 拟 牛 顿 法 , 布 
罗 依 丹 (Broyden ,C.G. ) 于 1965 年 给 出 了 秩 1 拟 牛 
ARE. 方法 的 收敛 性 是 20 世纪 60 年 代 末 到 20 世纪 
70 年 代 才 逐渐 被 证 明 的 .由 于 这 类 方法 受到 广泛 注 
意 , 从 20 世纪 60 年 代 到 20 世纪 70 年 代 近 20 年 
中 ,前 后 发 表 了 一 千 多 篇 文章 ,提出 了 很 多 不 同 的 算 
法 及 收敛 性 证 明 . 中 国 也 有 一 些 学 者 在 这 方面 做 出 
很 好 的 结果 . 


布 罗 伊 丹 法 (Broyden method) ” 见 “ 拟 牛顿 
m s 

JA HS E (inverted rank quasi-Newton 
method)  BL"jU 4r dE. 


DFP $ iX (Davidon-Fletcher-Powell algorithm?) 
一 种 秩 2 拟 牛 顿 法 .方法 的 计算 公式 为 
gt =t — A, Fat) (k=0,1 9 ere) 9 


( FA aii ky\T h EA nad 
4 一 4 十 E y? TY CY E 


(s*)7 y! 
Cy! — A,s* 5) y (Gy) 
m (f sty? , 
其 中 
st iae git} m a, 


y! = F(t) — F (2t). 


当 A, € LOT) 为 非 奇异 对 称 和 矩阵 ,向 量 y ,s 满足 


G^ s) Æ 0,; 则 当 (y,Hiy) AO. AL, 存在 且 
Ani = Hino Wah H, = A, ,于 是 算法 可 改 为 以 下 
的 算式 : 
rtt —4*—H,F() (k=0,1,.…), 

soy H,y OY H, 
G'y) — QuH,y) * 
这 是 一 种 逆 秩 2 的 拟 牛 顿 法 . DFP SEE B E HE XE 
(Davidon, W. D.) F 1959 4E Sih, + p # 3i W 
(Fletcher, R. ) £l 88 EG, 7K (Powell, M. J. D. ) F 1963 
年 进行 了 改善 . 

BFGS 算法 (BFGS algorithm ) 
牛顿 法 . 其 算式 为 

T=r—HF(r) (k=0,1,.), 
(5 — H,y' ) G')! H — Hy) 


Hiri Heit 


— BP Fk 2 dU 


Hp, 5H: 十 


(s*,y*) 
加 (一 五 了 (3) 
(3599 
其 中 
Eco p k 
$ == umo a 


y-—F )—F(, 
H + PA E 37, ^F By fe 89 332 7E A Haa y ss‘. = H, 
228 


E HEG, y) >00 BE. Ha IE. Ae, hH BFGS 
修正 确定 的 算法 tt =r — HLF (x ) 是 具有 正定 
性 ,传递 性 的 拟 牛 顿 法 , 它 也 是 无 约束 优化 中 最 常用 
的 .最 稳定 的 算法 之 一 . 这 种 算法 是 布 罗 依 丹 (Broy- 
den,C.G. )F 1969 4E , VA Fi 3E 19] Fletcher, R. )、 
Xe 48 fp (Goldforb, D. ), Fi (Shanno, D. F. ) 于 
1970 年 分 别 得 到 的 , 故 称 为 BFGS 算法 . 

下 降 法 (descent method) 亦 称 极 小 化 方法 . 
一 类 重要 的 迭代 法 . 这 类 方法 将 方程 组 求解 问题 转 
化 为 求 泛 图 极 小 问题 . 设 给 出 方程 组 已 Cz) 一 0, 其 中 
F= Cf sfs ta ae 


Kay Shay ha = Nu 


则 FG =0 的 充分 必要 条 件 是 g(x)==0. F g(x) 的 
极 小 点 x tE oc") =0, WW ce hea BA PCr) =0 
的 解 . 只 要 构造 迭代 序列 {z } 使 
gr «ea, 
HWE 
lim Or e, 

就 可 求 得 方程 组 的 足够 好 的 近似 解 . 

具体 做 法 是 选 初始 近似 x , 沿 一 个 使 CO PEE 
的 方向 por r =r 十 jpos1 这 0. 然后 选 步 长 因子 y 
= pto v fii G+ popo) CPCT) 18 x! =x + popo 一般 
情况 是 从 z 出 发 , 沿 wz) 下 降 方向 pi 求 出 

=r up (CR 一 0,1，…)， 
H eG 0« eG. HB G(r") «e 为 止 ,x” 就 作为 
方程 组 解 z ”的 近似 . 上述 算 法 中 也 可 选 jw 使 
Ga" 十 p = min ga" + spo, 
这 是 一 个 求 一 维 的 极 小 问题 . 以 上 算法 即 为 下 降 法 . 
如 果 p. 选择 不 同 ,就 可 得 到 不 同 的 下 降 法 ,特别 地 ， 
Bik ps 为 9 的 负 梯 度 , 即 p= Vea), 
算法 
az — 702"), 
其 中 
PT py) =min gG' + pup). 


此 算法 也 称 最 速 下 降 法 . 此 法 的 优点 是 计算 量 少 , 程 
序 简单 ,但 收敛 慢 . 在 下 降 法 中 可 取 下 降 方向 pi 为 
牛顿 方向 , 即 
pe=—F' (xr) FG. 

特别 地 , 当 jy 二 1 时 ,就 得 到 牛顿 法 ,此 外 还 可 取 洽 
坐标 方向 下 降 的 方法 ,实际 上 就 是 一 步 的 SOR 牛顿 

5 — 25 f] SER T RIA ON E Supe BETE. SE 
度 法 是 最 简单 的 下 降 法 , 早 在 1847 年 就 由 法 国 数学 
家 .力学 家 柯 西 (Cauchy,A.-L.) 提 出 ,以 后 坦 普 尔 
(Temple,G. )、 柯 里 (Curry,H. ) 等 人 也 进行 过 研究 


并 证 明了 方法 的 收敛 性 . 20 世纪 50 至 60 年 代 , 又 
有 不 少 学 者 对 下 降 法 做 了 很 多 研究 ,提出 不 少 具体 
算法 并 建立 了 收敛 性 理论 ,使 这 类 算法 在 解 非 线 性 
方程 组 和 最 优化 计算 中 得 到 广泛 应 用 . 
极 小 化 方法 (minimization method) 
x". 
最 速 下 降 法 (steepest descent method) 
降 法 ”. 
it Sp #6 BE IA conjugate direction method) 具 
有 二 次 终止 性 的 下 降 算 法 .所 谓 二 次 终止 性 是 指 对 
R cp XE PR CORBA n 2p 31V . BVA RG 
确 解 的 算法 . 这 种 算法 用 于 解 非 线性 方程 组 FG = 
0 时 ,得 到 的 泛 函 gr) =F GO F GO3f 3E x ,但 得 
到 的 迭代 序列 却 比 其 他 下 降 法 收敛 快 ,因此 , 它 是 下 
降 法 中 最 常用 的 一 种 方法 . HEU RETE BR: 
x a Epi 
gc + uu pe) —min ai - ipi), 


BI" P EE 


RUP 


QS Viz"! HU; Pas 
p vetat Du SO) 
(GV eC) NV eG) 
po——VeG?) 
(0,1, ***). 
xx RR X Rb op 3E f (Fletcher, R.) fü HB 4E Hg 
(Reeves C. ) F 1964 年 给 出 的 . 2E SUPR BET YS AE 
他 形式 的 算式 . 
连续 法 (continuation method) 亦 称 延 拓 法 ， 

又 称 藤 入 法 . 初 值 不 受 限 制 的 一 类 求解 非 线 性 方程 
组 的 迭代 法 .方法 的 基本 思想 是 引入 参数 i, 构造 一 
f BR AT HR" RE HG,0—0B9/ x^ 已 知 ， 
mHz, =F). WRA EH Cx ,0 —0/78 f Bl 2X, 
x=axt) W 4 t=O e(O=2 BS :I—1HB 
Z(1) 一 Z 就 是 非 线性 方程 组 忆 (Cz) 三 0 的 解 .连续 法 
从 一 个 给 定点 x ”出 发 ,通过 求 带 参数 方程 ,也 称 同 
伦 方程 H Gc 0 —0 的 解 曲线 x 二 x(1), 求 得 t==1 的 
ft x(1) 二 x 得 到 原 方程 组 的 解 . 解 曲线 cH 
R' 上 的 一 条 空间 曲线 , 它 的 一 端 为 已 知 点 x , 另 一 
端 为 方程 组 的 解 z .为 了 求 出 x 二 x(t), 和 常见 的 同 
te H 可取 为 

H(zxst)=F(z)+ GG—1)F(r )， 


9 


或 
HU DAS 

AER” “为 已 知 . 

求解 同 伦 方程 方法 可 用 数值 延 拓 法 ,方法 大 意 
A HELE LOL IEA On m1. Hi 
代 法 求 方程 

H(x;t-0 (7 一 1 2 N) 

的 解 ^D S XE DOR x ' ,最 后 得 到 x^. CE F(x) 
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二 0 的 一 个 较 好 近似 ,由 此 出 发 可 用 牛顿 法 或 其 他 
方法 求 得 方程 组 f(x) 二 0 的 解 c" 的 更 为 精确 的 近 
fa. 

另 一 种 方法 称 为 参数 微分 法 , 它 将 同 伦 方 程 
H Cx 0) — 0 等 价 于 党 微分 方程 的 初 值 问题 

r =H; Gt) !H/ (x,0, 10O Sr’, 
若 用 数值 方法 从 :二 0 $| =l RKE ce Hc GER A 
的 数值 解 x' ,x*，,… ,x , 则 x” 是 方程 f(x) 二 0 的 一 
个 较 好 近似 ,由 此 可 求 得 x’ 更 精确 的 近似 . 上 述 两 
种 具体 算法 表明 用 延 拓 法 求解 非 线 性 方程 组 其 作用 
主要 是 扩大 收敛 范围 ,使 得 从 任 给 的 初始 点 zx" 出 发 
都 可 得 到 一 个 足够 好 的 近似 x^ ,作为 迭代 初 值 . 

延 拓 法 作为 研究 算 子 方程 的 理论 工具 可 追溯 到 
19 世纪 ,但 作为 求解 方程 的 一 种 数值 方法 ,由 莱 海 
(Lahaye, E. ) 于 1934 年 提出 ,用 于 求解 非 线性 方程 
组 也 是 他 于 1948 年 提出 的 . 直到 20 世纪 60 年 代 以 
后 ,又 有 不 少 学 者 对 此 做 了 进一步 研究 . 参数 微分 法 
T FER Eg k (Davidenko, D. ) F 1953 年 给 出 
B^ AC tH BR Ay a EEKE, AJ AUR. AR LP ES. 20 
世纪 70 年 代 以 后 ,对 延 拓 法 的 研究 比较 侧重 于 对 同 
伦 方程 解 的 存在 惟一 性 条 件 及 曲线 跟踪 算法 和 它 的 
应 用 . 这 种 严格 跟 踩 解 曲线 x 二 x(z) 的 算法 又 称 为 

延 拓 法 (continuation method) ” 即 “ 连 续 法 ”. 

fe AGE (embedding method) — B[ 3E 2E 9; ". 

参数 微分 法 (parametric differentiation) Bil, 
“TERETE”. 

wi HE & E SE (Davidenko method) 
法 ” 

同 伦 连续 法 (homotopy continuation method) 
见 “ 连 续 法 ”. 

[X [B] 3& fV i£ (interval iterative method) 一 类 
ERE. CRU KAA 2E EROR f B5 x E EADIE 
RIA. TER” 中 区 间 可 表示 为 

X = (z,7] = {r< r < Z|z € R”). 
求解 非 线 性 方程 组 f(x)==0 的 区 间 迭 代 法 ,最 早 是 
IR Moore, R. E. ) 于 1966 年 对 一 维 方程 给 出 的 
区 间 和 牛顿 法 ,但 当 方 法 推广 到 方程 组 时 需要 计算 
FORKASTE F(X) 的 道 ,计算 量 太 大 ,不 能 用 
于 实际 计算 . 在 此 基础 上 ,克拉 丘 克 (Krawczyk ,R. ) 
于 1969 年 给 出 一 个 称 为 克拉 丘 克 算 子 的 区 间 算 子 
K(X,y)=y—Y fw FU -YF'OO) KOX— y), 
其 中 yEX 一 [z 却 ] 是 任 一 点 ,了 ER 是 一 个 已 知 
矩阵 ,通常 可 取 为 区 间 和 扼 阵 F'CXO BI P ARAB, 
F' (X) 是 广 (z) 的 区 间 扩 展 . 这 个 算 子 有 以 下 性 质 : 

LA x EX 是 f(x)==0 的 解 , 则 

r'€KOX,»y). 


Ji, 连续 


229 


计 算数 学 


2.7; X(|) K CX 30 — ON f(x —0 E X PH 
fit. 
3. 4 KOX 40 C X EB] f(x) —0 TE X "HUS f 
存在 , 若 半径 FOR OX y) <ra), URE. 
根据 这 些 性 质 构造 的 区 间 迭 代 法 
Ye NO) Kran (0e Ss Os doses 
XP = (a*,3,y? € X”, 
可 判断 解 的 存在 惟一 性 .并且 当 
| CX) || <e 
时 ,可 得 到 解 m 的 近似 
十 天 
NN age 
其 误差 "一 x | xe 这 种 迭代 法 后 来 经 穆 尔 改 
进 并 给 出 解 存在 惟一 的 检验 , 称 为 克拉 丘 克 - 穆 尔 算 
法 , 它 与 通常 点 迭代 相 比 的 优点 是 迭代 过 程 中 能 判 
断 解 是 否 存在 惟一 ,并 且 能 得 到 误差 估计 ,缺点 是 用 
区 间 运 算计 算 量 较 大 . 
20 世纪 70 年 代 以 后 ,又 有 很 多 作者 提出 了 不 
少 新 的 改进 ,特别 是 尼克 (Nickel,K. ) F 1980 年 提 
出 的 球形 牛顿 法 ,在 R 中 以 ERRE n 维 长 方 
体 ,是 另 一 种 很 有 特色 的 区 间 和 迭代 法 . 
克拉 丘 克 - 穆 尔 算法 (Krawczyk-Moore algo- 
rithm) JL“ [x [8] 3: (V 3; ". 
单纯 形 算法 (simplicial algorithm) 亦 称 不 动 
点 算法 . 一 类 迭代 法 . 它 是 计算 不 动 点 和 求 非 线性 广 
程 组 零点 的 一 种 新 算法 . 特别 适用 于 经 济 平衡 及 有 
关 问 题 中 函数 导数 不 存在 的 方程 . 该 算法 是 拓扑 学 
与 计算 数学 结合 的 产物 ,其 理论 基础 是 斯 佩 纳 
(Sperner, E. ) 引 理 . 1967 年 ,美国 学 者 斯 卡 夫 
(Scarf. H. ) 首 先 给 出 了 映射 不 动 点 的 构造 性 证 明 ， 
体现 了 算法 思想 ,1968 年 和 1969 €, EA (Kuhn, 
H. W. ) 提 出 了 具体 寻找 全 标号 单纯 形 的 加 层 算法 
和 变 维 数 算法 ,此 为 第 一 代 算法 . 
20 世纪 70 年 代 以 后 ,有 不 少 学 者 提出 其 他 算 
法 ,如 重启 动 算法 、 三 明治 算法 及 同 伦 单纯 形 算法 
等 .在 财 凸 集 DCR” 上 , 求 非 线 性 方程 组 f(z) =0 
解 的 单纯 形 算法 ,首先 是 将 域 D xt fT = FA OP. fs 
忆 成 为 两 两 规则 相连 的 维 单纯 形 , 其 次 对 每 个 
维 单纯 形 顶 点 按 一 定 规则 进行 标号 ,使 每 个 全 标号 
单纯 形 都 合 有 f(x) 二 0 的 一 个 零点 ,最 后 通过 一 定 
规则 搜索 全 标号 单纯 形 , 得 到 方程 的 一 个 近似 解 . 只 
要 三 角 剖 分 时 ,单纯 形 直 径 任 意 小 , 则 近似 解 误差 也 
可 任意 小 ,由 这 种 思想 得 到 的 各 种 具体 算法 都 称 为 
单纯 形 算法 .方法 的 优点 是 不 用 求 f(z) 导数 ,缺点 
是 计算 量 较 大 ,特别 对 维 数 高 的 问题 更 为 严重 . 
不 动 点 算法 (fixed point algorithm) 即 “ 单 纯 
形 算法 ”. 
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线性 方程 组 数值 解法 (numerical methods of 
linear equations) ”计算 数学 的 一 个 最 基本 的 组 成 
部 分 . 它 是 通过 数值 计算 求 线性 方程 组 的 近似 解 的 
算法 . 线性 方程 组 是 形式 为 
aiiZ1 十 QTz 十 …… 十 ai 一 DO， 
aLi Far 2i H e Fann = bz, 
Et (1) 
Miti Get Ge gh —5, 
的 方程 组 . 采用 矩阵 和 向 量 的 符号 可 将 (1) 简 写 为 
AZ: = b, (2) 
其 中 4 是 由 方程 组 (1) 的 系数 au RS n Xn EE, 
通常 称 为 系数 矩阵 ;2 是 由 b 构成 的 SEL PY 
右 端 向 量 ;x 是 由 zi 构成 的 维 向 量 , 称 为 未 知 问 
量 . 现在 经 常 使 用 的 线性 方程 组 的 数值 解法 大 体 上 
可 分 为 直接 法 和 迭代 法 两 大 类 ,它们 各 有 优 缺 点 .在 
实际 计算 时 ,应 根据 待 解 问题 的 情况 和 要 求 以 及 所 
使 用 的 计算 机 的 条 件 ,来 决定 方法 的 取舍 . 
线性 方程 组 求解 问题 是 一 个 十 分 古老 的 数学 问 
A. 早 在 东汉 以 前 ,中 国 的 古典 数学 名 著 k 九 章 算 本 》 
就 比较 完整 地 叙述 了 解 线性 方程 组 的 消 元 法 :到 19 
世纪 初 ,西方 也 有 了 高 斯 消去 法 . 然而 求解 未 知 数 很 
多 的 大 型 线性 方程 组 , 则 是 在 20 世纪 中 时, 电子 计 
算 机 问世 以 后 才 成 为 可 能 .到 目前 为 止 , 如 何 利用 计 
算 机 快速 有效 地 求解 大 型 线性 方程 组 仍然 是 计算 
数学 研究 中 的 一 个 最 基本 而 又 十 分 重要 的 课题 . 
直接 法 (direct method) 解 线性 方程 组 的 一 类 
重要 方法 . 指 在 不 考虑 伟人 误差 的 情况 下 ,经 过 有 限 
次 运算 可 得 到 方程 组 精确 解 的 数值 方法 . 如 消 元 法 ， 
三 角 分 解法 等 ,都 是 直接 法 . 直接 法 普遍 实用 ,对 中 
小 规模 的 问题 工作 量 较 少 ,精确 度 较 高 .但 直接 法 在 
计算 过 程 中 要 变换 系数 矩阵 ,所 以 程序 较 复杂 ,需要 
较 大 的 存 贮 量 . 因此 ,在 实际 使 用 时 ,由 于 受到 计算 
机 存储 量 的 限制 ,一般 来 说 直接 法 仅 适 宜 于 系数 和 矩 
阵 阶 数 不 是 太 高 的 问题 . 由 于 直接 法 的 准确 性 和 可 
靠 性 ,是 解 中 等 规模 的 线性 方程 组 的 首选 方法 . 
消 元 法 (elimination method) ” 亦 称 消去 法 或 
高 斯 消去 法 , 解 线性 方程 组 的 常用 方法 之 一 . 消 元 法 
就 是 利用 方程 组 的 同 解 变形 逐步 消去 某 些 未 知 数 ， 
最 后 得 到 只 剩 一 个 未 知 数 的 方程 ,进而 求 得 方程 组 
的 解 , 求解 过 程 可 分 为 消去 过 程 和 回 代 过 程 两 大 步 . 
消去 法 (elimination method) ” 即 “ 消 元 法 ”. 
高 斯 消去 法 (Gaussian elimination method) 
即 “ 消 元 法 ”. 
消去 过 程 (elimination process) 数值 代数 本 
语 . 指 消 元 法 的 一 个 主要 步骤 . 设 方程 组 为 


adalı F aata od 4,2, = b; 
(7 = 1,2, ,nn), CI 
£r all 关 0, 则 以 一 an/au 乘 以 第 一 个 方程 再 加 到 第 1 
个 方程 (0G 二 2,3,…,n), 就 消去 了 后 n 一 1 个 方程 中 
的 未 知 数 zi ,方程 组 (1) 变 为 
ay Faito t Fant, =b, 
an Zab Han Z,= 0, » 
(2) 
al, Late +a, X... 
车 ap AO Mr REB (2) a n—1 个 方程 施行 类 似 
的 处 理 , 就 可 消去 后 ”一 2 个 方程 组 中 的 未 知 数 o. 
如 此 进行 下 去 ,车 C 都 不 为 零 , 最 后 得 到 


aycu ee Faint, =b; 》 


d deua ce A 
Uso aa 
(3) 
这 一 过 程 称 为 消 元 过 程 . 
回 代 过 程 (back substitution process) 数值 代 


数 术 语 . 指 消 元 法 的 一 个 主要 步 缀 . 对 给 定 的 线性 方 
程 组 (1) 施 行 消去 过 程 得 到 形 如 (3) 的 方程 组 之 后 
(参见 “消去 过 程 ”) ,可 反方 向 推出 方程 组 (1) 的 解 : 
T = ae i 
geb eut aua t. as 


nc 


r,—(bi—a,,2;—-*::-—a,,2,)/a,g. 
这 一 过 程 称 为 回 代 过 程 ， | 

主 元 (pivot element) 一 种 变 元 . 指 在 消去 过 
程 中 起 主导 作用 的 元 素 . 在 消去 过 程 中 ,元 素 aw 
起 着 重要 作用 (用 作 除 数 , 其 绝对 值 愈 小 ,引起 的 舍 
人 误差 就 愈 大 ), 故 称 之 为 主 元 .a11 =a ABH 
的 主 元 ;am ” 称 为 第 步 的 主 元 (参见 “消去 过 程 ” 
或 “ 回 代 过 程 ”). 

Al) = 30 ii HIE (elimination method with partial 
pivoting) 亦 称 部 分 主 元 消去 法 .通过 行 交换 实 施 
列 主 元 的 一 种 消去 法 .用 消去 法 解 线 性 方程 组 时 ,有 
可 能 遇 到 a, O = 0 的 情况 ,此 时 导致 消去 过 程 中 
断 ; 有 时 ,虽然 ct 天 0, 但 其 绝对 值 很 小 ,计算 时 往 
往 带 来 较 大 的 误差 ,使 最 后 得 到 的 解 不 够 精确 ,甚至 
面目 全 非 .为 了 避免 上 述 问题 的 出 现 , 通 常 采 用 的 措 
施 是 ,在 第 & 步 消 元 之 前 , 先 将 

ee | el | 
中 最 大 者 所 在 的 方程 与 第 & 个 方程 进行 交换 , 称 其 
为 列 主 元 消去 法 (参见 “ 消 元 法 ”). 当然 , 亦 可 在 后 n 
一 & 十 ] 个 方程 的 所 有 系数 中 找 绝 对 值 最 大 者 ,而 后 
进行 方程 和 未 知 数 的 交换 , 称 其 为 全 元 消去 法 ,但 这 
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种 方法 工作 量 较 大 , 故 通常 使 用 列 主 元 消去 法 . 

全 元 消去 法 (elimination method with complete 
见 “ 列 主 元 消去 法 ”. 

三 角 分 解法 (triangular decomposition method) 
亦 称 因子 分 解法 .由 消 元 法 演变 而 来 的 解 线性 方程 
组 的 一 类 方法 . 设 方程 组 的 矩阵 形式 为 Ac =). 三 角 
分 解法 就 是 将 系数 矩阵 4 分 解 为 一 个 下 三 角 和 矩阵 
LA—+ = fe U 之 积 ;:A 二 LU ,然后 依次 解 
两 个 三 角形 方程 组 Ly=b fl Ux — y. i018 208 7; e 
组 的 解 . 例如 , 杜 利 特 尔 分 解法 . 乔 菜 斯 基 分 解法 等 
就 是 三 角 分 解法 . 

因子 分 解法 (factorization method ) 
分 解法 ”. 

若 尔 当 消去 法 (Jordan elimination method) 
一 种 无 回 代 过 程 的 消去 法 . 它 是 把 消去 法 稍 作 修改 
后 得 到 的 . 即 在 消去 过 程 中 ,第 & 步 不 仅 要 消去 后 > 
一 & 个 方程 中 的 未 知 数 ns f ELLE Y E BL & 一 1 个 
方程 中 的 未 知 数 zi. 具体 地 ,假定 对 方程 组 已 经 施 
行 了 & 一 1 步 消 元 手续 ,使 其 变形 为 

Zi 十 au xata =b”, 


(k— 1} (k- 1} (k--1) 
Lot vn yp +a, Ly, =b, * 


pivoting ) 


Bil * = fg 


Ar— j, Tn Og) ， 


.Q(G-1) gp EUM 
十 Qi T,——0, 9 


Ck 1) 
Ley F Oy. plete’ 


Ck~ 1) 
Apk Leto 


aa xata 2, =b 

第 & 步 是 以 一 ax Jan Cay OUR RSH 
程 ,再 加 到 第 i 个 方程 上 ,消去 第 i 个 方程 中 的 未 知 
Bt x G—1,2, 7, k— 1.1, AUS B agr 
除 以 第 & 个 方程 . XX FE ETT n 次 就 可 得 到 原 方程 组 
的 解 . 为 了 减少 解 的 误差 , 亦 可 与 适当 的 主 元 选取 策 
略 相 结 合 . 知 尔 当 消去 法 比 消 元 法 的 计算 量 大 得 多 . 

杜 利 特 尔 分 解法 (Doolittle decomposition 
method) 三 角 分 解法 的 一 种 , 它 是 解 线性 方程 组 
常用 的 方法 之 一 . 在 三 角 分 解法 中 , 取 工 为 单位 下 
三 角 阵 ,然后 比较 A — LU 两 边 的 元 素 , 可 知 工 和 U 
的 元 素 2 和 zj 可 由 下 列 递 推 公 式 给 出 : 


k—1 
Upj api 27 lus; Cj kik tla an), 
p=1 


ln = [d = Sup) fn 

(Qz =k + T 全 2,*,n;À = 1,2,***.n). 
计算 的 顺序 为 先 算 U 的 第 1 行 ,再 算 世 的 第 1 列 ， 
然后 U 的 第 2 行 ,LL 的 第 2 列 等 .在 分 解 时 为 了 避免 
Une I BM | ee | AZ), He EU 的 每 行 元 素 wn uasa 
…，zuw 算 好 之 后 ,在 这 些 数 中 选 主 元 ,然后 进行 列 变 
BR. 此 时 需 注 意 z 的 分 量 也 应 作 相 应 的 变换 ， 
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克 劳 特 分 解法 (Crout decomposition method) 
三 角 分 解法 的 一 种 , 它 是 解 线 性 方程 组 常用 的 方法 
之 一 . 设 方程 组 的 矩阵 形式 为 Ar=b. 克 劳 特 分 解法 
是 先 将 4 分 解 为 4=LU, 其 中 世 为 下 三 角 阵 ,C 为 
单位 上 三 角 阵 ,它们 的 元 素 如 和 ujt h FTAA 
递 推 地 求 出 : 


/一 M T 3 Laus; (1 二 ]， 37r 15* esn), 


k=} 


dj |; — S us ) f 
cater 1-235993». 
计算 的 顺序 为 先 算 工 的 第 1 列 , 再 算 U 的 第 1 行 ， 
然后 工 的 第 2 列 ,U 的 第 2 行 等 . 得 到 工 和 U 之 后 ， 
再 解 方程 组 Ly 二 5 和 Uz 二 y, 便 可 求 得 原 方 程 组 的 
解 . 为 了 减少 解 的 误差 ,在 进行 因 式 分 解 时 也 可 与 适 
当 的 主 元 选取 策略 相 结 合 . 

JF He Hp E 4 fi jk (Cholesky decomposition 
method) JR PRAT ARIA. 解 对 称 正 定 线性 方程 组 
的 常用 方法 之 一 . 设 线性 方程 组 Az =) 的 系数 矩阵 
4 是 2” 阶 对 称 正 定 矩 阵 . 乔 菜 斯 基 分 解法 是 先 求 A 
的 分 解 A—LL'. Rh L 为 对 角 元 均 为 正 数 的 下 三 
AEE RLA 岂可 由 下 面 的 公式 递 推 计算 : 


k—1 i 
2 A) > 
j=l 
k-1 
l= às = p» lity) fu 
j=1 


(1=k 二 1,k 二 2 ons k=]1,2,.,n), 
然后 再 依次 解 两 个 三 角形 方程 组 Ly==b M Lo = 
y,， 从 而 求 得 原 方程 组 的 解 . 

平方 根 法 (square root method) 
分 解法 ”. 

改进 的 乔 莱 斯 基 分 解法 (improved Cholesky 
decomposition method) 解 线性 方程 组 的 常用 方 
法 之 一 . 设 线性 方程 组 Az =) 的 系数 矩阵 4 一 Lay ] 
是 对 称 正定 矩阵 . 改进 的 乔 莱 斯 基 方 法 是 先 求 4 的 
分 解 :4 二 LDL ,其 中 工 是 单位 下 三 角 阵 ,D EMA 
阵 ; 它 们 的 元 素 Ld 可 由 下 面 的 公式 递 推 计算 : 


一 1 
d;=aj— 3 l;jd js 
j=l 
7 一 1 
| Ja, 
k=] 
(一 1 十 1]… ons.g —1525*** n). 


求 得 工 和 DD 之 后 ,可 按 如 下 公式 求 得 原 方程 组 的 
解 : 


lin= | Ark — 


即 “ 乔 莱 斯 基 


| 
z,;—b;— > liz; (i=],2, sn), 
一 1 


yi zi/d, 
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(2—]1,2,'**,2), 


E ^ 


Zi 一 人 一 > liz; GQ=nyn— 15°51). 


j=i+1 


一 方法 的 特点 是 避免 了 乔 菜 斯 基 分 解法 中 的 开 方 
运算 . 
追赶 法 (chase method) 解 一 类 特殊 线性 方程 
组 的 常用 方法 . 设 方程 组 具有 形式 
aixi- HFbixi t citi f; (=1,2, ,7n), 
其 中 a, =c,=0. 追赶 法 首先 由 
«E C; yo er 
Pu SERO. a d b;d- ai; pi, 
(i=1,2,°%°,n); 
递 推 地 求 出 Pisdis Po (dos tt Pasqua 其 中 约定 qo = Po 
=0,H Ae p, =0, ABRA r= pixicic- qi Gn, 
n—l, ,1), 依 次 求 出 zz zi. 这 两 步 分 别 
称 为 “ 追 ? 和 " 赶 ” 的 过 程 , 是 将 克 劳 特 分 解法 应 用 于 
上 述 方程 组 得 到 的 . AT AERA. 25 al> lai] lel € 
=1,2;° …,n) 时 ， 计算 是 稳定 的 ， 即 什 人 误差 影响 很 
小 .在 用 差分 法 求解 常 微分 方程 边 值 问题 及 一 维 热 
传导 方程 以 及 建立 三 次 样 条 函数 等 实际 计算 中 遇 到 
的 三 对 角 线 性 方程 组 常用 追赶 法 求解 . 

三 角形 方程 组 的 解法 (numerical method of tri- 
angular linear equations) 解 一 类 特殊 线性 方程 组 
的 方法 .系数 矩阵 为 上 三 角 阵 或 下 三 角 阵 的 线性 方 
程 组 称 为 三 角形 方程 组 . 这 类 方程 组 容易 求解 :对 于 
上 三 角 方 程 组 Uz 二 6( 即 局 = {wi} 满足 uj—0.12) 
可 由 公式 

=6,/Ums Ti;=(b,— ` u;jr;)/ ui 
j=i+1 
(;—n—15.n—2;,,15, 
递 推 地 求 得 其 解 x. 对 于 下 三 角 方 程 组 Lx = 6B L 
= (1 E Lu 02D. UEA 


zi —h/l. ti = (b; — Sa us fts 
(2—1,2,'.n e 

递 推 地 求 得 其 解 x. 
正 交 分 解法 (orthogonal decomposition method) 
解 线 性 方程 组 的 一 类 直接 方法 . 它 先 将 线性 方程 组 
Ax=b 的 系数 矩阵 4 分 解 为 一 个 正 交 和 矩阵 Q 和 一 
个 上 三 角 和 矩阵 R 的 乘积 A 二 QR ;然后 通过 求解 上 
三 角 方程 组 Ra—Q' 2 而 求 得 原 方程 组 的 解 . 这 类 方 
法 一 般 比 三 角 分 解法 运算 量 大 ,但 数值 稳定 性 较 好 . 
zx Ht 2 7K jE (Householder method) EXS 
解法 的 一 种 . 它 先 在 线性 方程 组 Ax —5 的 两 边 施行 
n— 1 次 豪 斯 霍 尔 德 变换 将 其 变 为 等 价 的 上 三 角 方 
程 组 Rz 一 5, 然后 求解 Rz 王 20, 即 可 得 到 原 方程 组 的 


解 . 这 一 方法 的 运算 量 是 高 斯 消去 法 的 两 倍 ,但 其 数 
值 稳定 性 较 好 . 
吉文 斯 法 (Givens method) 正 交 分 解法 的 一 


种 . 它 在 线性 方程 组 4z= 的 两 边 施 行 一 系列 吉文 
斯 变换 将 其 变 为 等 价 的 上 三 角 方程 组 Rx 二 5, 然 后 
求解 Ra 而 得 到 原 方程 组 的 解 . 这 一 方法 的 运算 
是 豪 斯 霍 尔 德 法 的 两 倍 , 但 吉文 斯 法 有 较 大 的 灵活 
te FRA RRE E 4 有 较 多 的 零 元 素 时 ,适当 安 
排 吉文 斯 变换 的 次 序 可 使 运算 量 大 为 减少 . 

ZH DEZ (iH (Householder transformation) 
OR ff eT E ZR (8 RB Ep, 又 称 镜像 映射 . 一 种 正 交 变 
换 . 它 是 形 如 


: 
pape 


的 矩阵 ,其 中 了 表示 n 阶 单位 矩阵 ,v 是 一 个 非 零 的 
n 维 实 向 量 ,w 表示 v 的 转 置 , 它 既是 对 称 的 ,又 是 
正 交 的 , 它 的 主要 功能 是 对 任意 的 非 零 实 向 量 


T 
d (x 9X29°** xb.) 9 


只 需 取 
站 一 (zi 十 sign(Czi)ayzry， ,Ta) ， 
此 处 
a = | 2,4] s 

就 有 Pr-—(—signG 22,0, 7,007. ZÆ AK f E 
换 的 这 些 良 好 性 质 使 它 成 为 数值 代数 最 基本 的 工具 
之 一 . 

& iy Æ R E E (Householder matrix) — Bl ^2 
斯 霍 尔 德 变 换 ” | 

$5 f& RR Bt (reflection transformation) 
斯 霍 尔 德 变换 ” 

吉文 斯 变换 (Givens transformation) 亦 称 平 
面 旋转 变换 . 数值 代数 的 基本 工具 之 一 . 它 是 一 种 正 
AC AE TR. 该 变换 为 形 如 


Bi “oe 


GG, k,0) = 


i k 
的 矩阵 ,其 中 c= 二 cos0,s 一 sin0. FH GU.k, OVER E 
一 个 向 量 zx 上 只 改变 它 的 第 i 个 分 量 和 第 个 分 
t. 最 常用 的 吉文 斯 变换 是 使 变换 后 的 占 量 的 某 个 
分 量 ( 例 如 第 个 ) 变 为 零 ,这 时 取 


C/N rs B/W 
平面 旋转 变换 (plane rotation transformation) 
即 “ 吉 文 斯 变换 ”， 
高 斯 变换 (Gauss transformation) 亦 称 初等 
FZE. 数值 代数 常用 的 变换 之 一 . 它 是 指 形 如 
L,=I+ue, 


线性 方程 组 数值 解法 


的 单位 下 三 角 阵 . 其 中 了 是 二 阶 单位 阵 ,e 是 了 的 第 
k 列 „U= (0,7 ,0,2, 4 ,77,0,) € R' ,高 斯 变换 的 应 
用 是 ,将 R 中 的 一 个 向 量 
T= (LsL Ln) 

变换 为 向 量 

y= xiyT Te 05050). 
这 时 

a= — (G=k+1, n), 


这 里 假定 LÆ Q. 

MET = A EE elementary lower triangular 
matrix) BARTH”. 

迁 代 法 (iterative method) 解 线性 方程 组 的 一 
类 重要 方法 . 它 按 照 一 定 的 计算 公式 ,从 一 个 初始 向 
量 出 发 ,逐步 迭代 产生 一 个 向 量 的 无 穷 序 列 ,使 这 一 
序列 的 极限 成 为 方程 组 的 精确 解 . 如 简单 迭代 法 , 松 
弛 法 等 都 是 迭代 法 . 迭代 法 无 需 变 换 系 数 和 矩阵 ,所 以 
需要 的 存 贮 量 少 ,但 快速 收敛 性 一 般 难 以 保证 . 因 
此 , 仅 当 方 程 组 阶 数 较 高 ,系数 矩阵 的 非 零 元 素 较 少 
时 , 宜 于 使 用 迭代 法 . 迭代 法 是 求解 大 规模 稀 琉 线性 
方程 组 的 首选 方法 . 

和 迭代 法 的 收敛 性 (convergence of iterative 
method) 刻画 迭代 法 性 能 的 基本 概念 . 它 是 对 和 迭 
代 法 的 基本 要 求 . 设 线 性 方程 组 的 矩阵 形式 为 

Ax = b. (1) 
常见 的 迭代 法 取 形 式 
rtt? = Gr? +d (k= 0,1,.), (2) 
其 中 x“ 是 人 为 地 给 定 的 初始 迭代 向 量 ,G 和 4 分 
BA nXn EEM n 维 实 向 量 , 旦 满足 
QA—I—G, Qb=d, 
JG AR Q 是 某 一 非 奇 异 的 nn 阶 方 阵 . ERE eC ER’ 
使 对 任意 的 初 值 xz”, 由 (C2) 式 产 生 的 序列 {x”}) 都 
We S RI ct , 则 称 (2) 式 是 收敛 的 ,此 时 x’ 就 是 (1) 的 
解 . (2) 式 收敛 的 充分 必要 条 件 是 迭代 和 矩阵 G 的 谱 
半径 小 于 1, 即 p(G) 过 1, 这 里 
PCG) = max [A], 
À; 为 G 的 特征 值 . CCC) 越 小 ,收敛 越 快 . a a — P AB 
阵 的 谱 半径 是 难以 计算 的 ,因而 常用 是 否 有 jcG | 
<<1 来 判定 (2) 式 是 否 收敛 ,这 里 外。 || 表示 某 一 容 
易 计 算 的 矩阵 范 数 . 

FE RT EE 3E GH (Jacobi iterative method) 亦 称 
简单 迭代 法 . 解 线性 方程 组 最 简单 的 迭代 法 . 设 线性 
方程 组 为 

Qi, + Ain, +? aW, b, 
(1 = 2,7»), 
其 中 对 角 元 ai KO (i 二 1,2,…,n). 简单 迭代 法 的 过 
AAACN 
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eo ze (b, — Dasz) fa à; 


G = 1,2,°.m3k = 0,10, 

SSE AM x1 ,zz enc 出 发 ,由 此 公式 逐步 
和 迭代 ,直到 x ur ,… ,zx 满足 给 定 的 精度 要 求 ， 
即 取 E PE toza 为 方程 组 的 近似 解 M RB 
EE A 严格 对 角 占 优 时 ,简单 迭代 收敛 .但 收 钙 速度 
一 般 很 慢 , 由 于 其 每 步 迭 代 各 分 量 的 计算 是 相互 独 
立 的 ,因而 适宜 于 并 行 计算 . 

简单 迭代 法 (simple iterative method) 
BJ Eo E. 

a Hr-3€ í8 ZR OX 4X iE (Gauss-Seidel iterative 


BI “HE 


method) 解 线性 方程 组 的 常用 迭代 法 之 一 . 设 线 
性 方程 组 为 


aiT] p Qj» X» 十 dd + Gy, = b, 
G = 1,2,°.,n), 
FE -SE AR IE TUE AIA I a A 
ght? = | 5, = a ; QHD 337 s TT 


J=1 7 一 上 [十 1 


(i = 1,2,,2;5 = 0,1,2,-7). 
当然 ,此 处 假定 ap AO G— 1.2. 0. 在 很 多 情况 
下 , 它 比 简单 迁 代 法 收敛 快 . 它 和 简单 选 代 法 的 不 同 
点 在 于 计算 x ”时 ,利用 了 刚刚 迭代 出 的 


(k+1) (A+1) (十 1) 
9 ME Xil 


的 值 . 当 系 数 和 矩阵 4 严格 对 角 占 优 或 对 称 正 定时 ， 
高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 必 收 敛 . 

逐次 超 松 弛 法 (successive over relaxation 
method) 简称 SOR 方法 , 解 线性 方程 组 的 常用 和 迭 
代 法 之 一 . 它 由 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 经 线性 加 速 处理 
而 得 到 . 设 方程 组 为 

anti Farz Hee Faux, =F; (一 1，2，……) 7 )， 
逐次 超 松弛 和 迭代 法 的 迭代 公式 为 

= (wb; + (1 一 wat 


i—]1 n 
CNN Gt D E (k) 
s= wl dit; EE Qj; Qj» 


Go = 152.*.25R = 0$,1525**9, 
其 中 wo 为 一 参数 , 称 为 松弛 因子 . 为 使 迁 代 法 收敛 ， 
理论 分 析 表 明 ,w 必需 属于 (0,2).w 选取 得 好 ,可 以 
大 大 加 速 迭 代 的 收敛 性 . 当 系 数 和 矩阵 4 对 角 占 优 或 
对 称 正 定时 ,可 保证 SOR 迭代 法 收敛 . 
松弛 因子 (relaxation factor) Ji“ gg 4 EB PS stb 
法 ” 

对 称 逐 次 超 松 弛 法 (symmetric successive over 
relaxation method) 简称 SSOR 方法 . 解 线性 方程 
组 的 常用 迭代 法 之 一 . 它 是 逐次 超 松弛 法 的 对 称 化 . 
设 线性 方程 组 为 
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Aj, Ly] + Ajo Lo + vee Fain Lya = O; (1 二 ji 9 2 ene n). 
SSOR 方法 的 迭代 公式 为 


1 
Fey — D + (1 一 war 
j| :1—1 
= af uad + Da) [a 
j=l j=i 十 1 l 
(1 = 1 ,2，，' 22 n); 
a 
n is: = (bi + a cest 
i-1 í 
EM e| 3 E + Say | zn | Ja 7» 
j=l /一 "十 1 
G = n,n — 1,71; = 0,1,2,*7). 


对 称 逐 次 超 松弛 方法 常 与 切 比 雪夫 加 速 技巧 结合 使 
用 而 构成 一 种 十 分 有 效 的 算法 . 

半 和 迭代 法 (semi-iterative method) IH kk 
雪夫 半 和 迭代 法 或 切 比 雪夫 加 速 . 解 线性 方程 组 的 一 
种 加 速 收敛 迭代 法 . 其 基本 思想 是 将 由 基本 迭代 法 

mGa a GS N 
MEER”, Opec ,进行 适当 的 线性 组 合 
出 方程 组 解 的 某 种 最 佳 近似 值 v" .其 计算 公 ua 

v P)? —Gv ang M 


v—2/(2—R—r), 
vt oo tu (Go Egy v)v ? 
TOv, 
(R=1,2,°.) 
此 处 假定 C 的 特征 值 均 为 小 于 1 的 实数 ,R 和 > 分 
WAR EPR AERA CMA. 当 R 和 7 的 
估计 比较 精确 时 , 常 可 大 大 加 速 基本 过 代 法 的 收敛 
性 . 现 有 在 计算 过 程 中 自动 调整 R 和 7 的 算法 . 
JJ tk E X 3E iE ETE (Chebyshev semi-iterative 
method) BJ ÆR”. 
J tk Z K DN (Chebyshev acceleration) BP 
"MEET. 
Be GR T Be (steepest descent method) — fi £X, 
性 方程 组 的 一 种 下 降 迭 代 法 . 设 线性 方程 组 为 Ax 
=b, H A AnxXn S ERIEXERB EE. 此 时 ,方程 组 的 
求解 问题 等 价 于 求 二 ia 


Ax)= iz "Ar—xc b 


的 极 小 点 的 问题 . 最速 下 降 法 就 是 从 某 点 出 发 ,每 次 
it 9 的 最 速 下 降 方 向 求 2 的 极 小 点 ,最 终 到 达 2 的 
极 小 点 . 其 迭代 公式 为 

大 mop ar’ (-0,1;:2.),5 


Kup rt =b Ar 为 p(x) 在 点 zx” 处 的 负 梯 度 方 
向 , 即 yx) 在 zx” 处 下 降 最 快 的 方向 ， 
O Pr 
=O Ar 
为 使 PCz Har” k ERMEK a 值 . 这 一 方法 简 
单 易 行 ,但 有 时 收敛 很 慢 . 
tt tn #6 EGF (conjugate gradient method) Jf 

PER BK. 解 线 性 方程 组 的 一 种 常用 算法 . 设 线 
性 方程 组 为 A+==5, 其 中 A A XT PIE EB PE , 3E 
梯度 法 的 基本 迭代 格式 如 下 ; 取 初 始 向 量 zo, 计 算 
ry-—b— Ac. HX po 三 7, 然后 迭代 地 计算 
Ep cm 

bia Abi 


p= Lr FOU Pi-15 


7: 


Qk 


Te =T k-11 A AÅPr-15 
ga iri 
FEE 
Be=ri t Bp, (k=1,2,). 
可 以 证 明 , 在 不 考虑 舍 入 误差 的 情形 下 ,对 任意 的 j 
CD 
备 洛 夫子 空间 
Jf Cros As j) —spanírs,Aros*** AT ro} 
FA) TE ERE E si Hom; AE SX IE R 


Qr)-— PE —bx 


在 仿 射 空间 ze 十 . 交 (ro4,7 力 中 的 惟一 的 极 小 点 . 因 
此 , 共 斩 梯 度 法 在 精确 运算 时 只 需 有 限 步 (至 多 2” 一 
1 步 ) 就 可 得 到 方程 组 的 精确 解 .在 这 一 意义 上 讲 ， 
JE go B6 HE A JÉ— Bb EL BEER ,但 在 误差 出 现 的 情形 下 ， 
正 交 性 很 快 损失 ,一 般 有 限 步 就 很 难 求 得 方程 组 的 
精确 解 . (Al uth, . Sc P fs H BT, er FE SE Vu B6 RETE E A — 
种 迭代 法 使 用 . 它 的 收敛 速度 依赖 于 系数 和 矩阵 4 的 
特征 值 的 分 布 情 况 : 当 4 的 特征 值 分 布 较为 集中 
时 ,其 收敛 速度 非常 之 快 ; 当 A 的 特征 值 均匀 地 分 
布 在 一 个 很 长 的 区 间 之 内 时 ,其 收敛 速度 非常 之 慢 . 

itg BB GA (conjugate gradient method) Bp 
"JESUS BETA ". 

39 9. H Sp A EE (preconditional conjugate gra- 
dient method) Jp PK MMAR FFE Su Fb BE T. 解 线性 方 
TE A CZ 1 ZL. CEE CT dE BP BE TE B Ue 
速度 依赖 于 系数 矩阵 4 的 特征 值 分 布 这 一 性 态 ,在 
使 用 时 先 对 4 进行 预 处 理 使 其 特征 值 分 布 较为 集 
中 ,进而 提高 其 收敛 速度 . 具体 做 法 是 , 先 适当 选取 
非 奇异 矩阵 C, 使 A4==C 4C ”的 特征 值 分 布 较为 
集中 ,然后 应 用 共 思 梯度 法 于 方程 组 Az—b. Hop T 
—C'x.b-—C 0. 当然 在 实际 使 用 时 ,并 不 需 事先 计 


线性 方程 组 数值 解法 


算 4=C AC “和 5 二 C 0, 而 是 直接 用 4 Mb it 
行 迭 代 , 具 体 公式 为 : 任 取 初 始 向 量 zo, 计 算 ro —5— 
Azo,zo 王 MM ro,p1 三 zo, 然后 迭代 地 计算 

ETT 

. pr Ap 


Le = Lr- + 04 Pes 


Q, 


foci — abis 

z,—cM irn, 

B. cet, 

Prti zt Be 
其 中 M=CC 称 为 预 优 矩 阵 . FEE Su BB HE 1E BAL 
能 在 于 预 优 矩阵 M 是 否 取 得 合适 . 一 个 较 好 的 预 优 
AB PE M 应 该 具有 如 下 的 特征 : 

1. M 对 称 正定 . 

2. M 应 该 与 4 BY ELTETHIT. 

3. M ACB A=C AC RS RTE (AD i EP. 

4. 形 如 Mz—r 的 方程 组 易于 求解 . 

Ta 2k (b H Sp B6 RE SE (preconditioned conjugate 
gradient method) BP“ d: Sup BE ". 

预 优 矩阵 (preconditional matrix) — JL, ^35 t 
Wu pb BE TE”. 

”不 完全 乔 革 斯 基 分 解 (incomplete Cholesky de- 
composition) 对 称 正定 矩阵 的 一 种 特殊 分 解 . 18 
正定 对 称 和 矩阵 4 的 如 下 分 解 :A 二 LL 十 R, 其 中 工 
是 下 三 角 阵 ,R 称 为 剩余 矩阵. 当 R=0 时 ,该 分 解 
就 是 通常 的 乔 莱 斯 基 分 解 . 由 于 这 一 分 解 中 R 的 出 
现 , 使 得 分 解 有 较 大 的 选择 性 ,可 以 对 工 的 稀 朴 性 
做 事先 的 规定 , 亦 可 对 R 的 元 素 作 某 些 适当 的 要 
求 . 

H d 46 [E (residual matrix) 
基 分 解 ”. 

AN Se & FF 3E Nr di PH H Sip E E Cincomplete 
Cholesky conjugate gradient method) 简称 ICCG 
方法 . 解 大 型 稀 玻 对 称 正 定 线性 方程 组 的 有 效 方法 
之 一 . 它 是 利用 不 完全 乔 莱 斯 基 分 解 产 生 预 优 矩阵 
AY TL c SPP E TAS. 设 线性 方程 组 Ax — MARR 
阵 4 是 正定 对 称 的 ,ICCG 方法 的 基本 步骤 为 : 

1. 计算 4 的 不 完全 乔 莱 斯 基 分 解 :4=ZZ 十 
R, 其 中 二 是 具有 事先 指定 的 稀疏 性 的 下 三 角 阵 , 尺 
是 满足 某 些 给 定 条 件 的 剩余 矩阵 . 

2. 取 M—LL' 作为 预 优 矩 阵 A TA SE pE A 
度 法 求 出 原 方程 组 的 解 . 

这 类 方法 ,由 于 其 运算 量 往往 可 与 直接 法 媲美 ， 
而 又 具有 和 迭代 法 节省 内 存 的 优点 ,因此 ,近年 来 得 到 
了 广泛 的 应 用 ,现在 仍 是 国内 外 研究 的 热点 . 

46 RE SK SE (numerical method of inverse of a 
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见 “ 不 完全 乔 莱 斯 


matrix) 求 已 知 矩 阵 的 逆 和 矩阵 的 计算 方法 . 设 和 矩阵 
的 A H3 xit Ap EE 4 一 一 X 王 Lzyzz s £a], gus 
阵 的 定义 有 AX=1, 即 4z =e, (1 二 1,2,*…,n), 其 
中 e 为 单位 矩阵 的 第 i 列 . 因此 , 求 AHR 
当 于 求解 个 系数 矩阵 相同 而 右 端 项 分 别 为 ei ,es， 
"e, 的 线性 方程 组 . 这 样 ,求解 线性 方程 组 的 所 有 
数值 方法 都 可 用 来 作为 矩阵 求 逆 的 数值 方法 . 例如 ， 
E 4 是 对 称 正 定 和 矩阵 , 则 可 以 利用 乔 莱 斯 基 分 解法 
来 求 A B i. 

TE 24 44, H iE (normalization method) 求解 非 
对 称 正定 线性 方程 组 的 一 种 数值 方法 . 设 线性 方程 
组 4z= 的 系数 矩阵 A 非 奇异 ,正规 化 方法 就 是 应 
用 共 恩 梯度 法 于 等 价 的 正规 方程 组 A Ar = Ab 
上 ,其 中 4 表示 A 的 转 置 . 当然 ,为 了 加 速 收敛 , 亦 
可 对 A 进行 预 处 理 . 

T LH HERBIE (generalized conjugate residu- 
al method) 简称 GCR 方法 .求解 非 对 称 正定 线性 
方程 组 的 常用 方法 之 一. 它 是 共 锯 梯度 法 的 推广 . 设 
线性 方程 组 为 4+==b(4 非 奇 异 ),GCR 法 的 迭代 公 
式 为 
e 257 
O peA Api 
Let Le A pi 
Ty) 7 rà — 04 Apa 

(k) Tig A Ap; 
Ee p, A’ Ap; 


k 
up 
Penacred > B; Pi» 
j=0 


其 中 Xo 为 给 定 的 初始 [3] ee To=b—AxX s po7 ro. 

方程 组 的 报 动 分 析 (perturbation analysis of 
linear equations) ”数值 代数 的 重要 研究 课题 . 指 原 
数据 的 误差 对 方程 组 解 的 影响 的 分 析 . 即 考察 当 
系数 矩阵 和 右 端 项 有 微小 变化 时 ,方程 组 的 解 如 何 
变化 . 此 即 所 谓 线性 方程 组 的 摄 动 分 析 . 它 对 于 线性 
方程 组 的 数值 解法 的 研究 是 十 分 重要 的 . 

向 量 范 数 (vector norm) 维 癌 量 长度” 的 一 
种 度量 . 指定 义 在 R" 上 并 满足 下 述 三 个 条 件 的 实 值 
PAK || e l: 

LEH || zl| 关 0, 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 > 
一 0. 

2. FKH || ex || — lal lx dl. 

3. ZAFRA IE yl six»: 
其 中 z,y AR 中 的 任意 向 量 ,a 为 任意 的 实数 . 

最 常用 的 回 量 范 数 有 三 种 : 


1.1 范 数 Hel = al. 


a, 


(7 一 0, 1 5), 


2.2 范 数 | zl = (De) 
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3. oo 范 数 [| xl. = Cmax |i). 

和 矩阵 范 数 (Cmatrix norm) 和 矩阵 “大 小 ?的 一 种 
度量 . 指定 义 在 R" “上 并 满足 如 下 四 个 条 件 的 实 值 
函数 | d: 

1. 正 定性 : || A | 20, EAE RHI A 
=Q. 

2. FKH: || aA | — lal | Al. 

3. 三 角 不 等 式 : | ABI ILAI TIBI. 

4. 相 容 性 : | ABW S AT TBI 
其 中 4,B 为 R”" 中 的 任意 两 个 矩阵 ,a 为 任意 实 
žr. 

常用 的 矩阵 范 数 有 下 面 四 种 : 


1. 列 范 数 : | A |l. = max >, ci |. 
7mJ*9RA f=] 


2. i E. | A | 2 一 uas (A) = UM oC A’ A) » 
中 oox(4) 表示 A 的 最 大 奇异 值 ,8(') 为 谱 半径 . 


3. FW: | All. = max 2, la;j]. 

4. 欧 几 里 得 范 数 : IA le = Clas]. 
上 述 四 种 范 数 有 时 亦 分 别称 为 矩阵 的 1 范 数 ,2 范 
数 ,ce 范 数 和 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 . 

45 BE itt Æ 74 (spectral radius of a matrix) A 
值 为 Ay Ags ttt AUI 

P(A) =max{]A,|5 lA bs dA 

称 为 4 的 谱 半 径 . 

tE EE 2& (EI (condition number of a matrix) 
反映 矩阵 固有 特性 的 一 个 数量 . 设 4 是 阶 非 奇 异 
和 矩阵, 称 数 上 A || || AWS || AFR A 的 条 件数 ,通常 
WA SCA) = || A |} A lix cond(A)= | A | 
| AU’ || ER ATER A BR, || + | 表示 任 
一 矩阵 范 数 . 条 件数 的 大 小 在 一 定 程 度 上 反映 了 在 
对 和 矩阵 4 SR DEA BERT 4 之 微小 扰动 的 敏感 程度 ( 参 
见 “ 病 态 和 矩阵 ”和 “ 摄 动 定理 ”). 

病态 方程 组 (ill-conditioned linear equations ) 
一 类 特殊 的 线性 方程 组 . 指 系数 矩阵 条 件数 很 大 的 
方程 组 . 设 线性 方程 组 为 4+==5, 其 中 4 为 n BSE 
奇异 矩阵 . 奋 对 4 和 5 的 微小 扰动 ,可 引起 解 zx 的 
巨大 变化 , 则 称 该 方程 组 是 病态 的 ,否则 称 为 良 态 
的 . 判定 一 个 方程 组 是 否 病态 以 及 衡量 其 病态 程度 
通常 是 看 条 件数 

A(A= |All TAI. 

其 中 4 表示 A ERE, || + | 表示 某 一 矩阵 范 
数 ,.Y(A) 很 大 时 , 称 方程 组 是 病态 的 ,否则 称 其 是 
良 态 的 . € (4) 越 大 ,方程 组 的 病态 程度 就 越 严 重 . 


良 态 方程 组 (well-conditioned linear equations) 


见 “病态 方程 组 ” 

病态 和 矩阵 (ill-conditioned matrix) 一 种 特殊 
AB E. 指 条 件数 很 大 的 非 奇 异 和 矩阵 . 病态 矩阵 的 逆 和 和 
以 其 为 系数 矩阵 的 方程 组 的 解 对 微小 扰动 十 分 敏 
感 ,对 数值 求解 会 带 来 很 大 困难 . 

报 动 定理 (perturbation theorem) 关于 方程 
组 摄 动 的 定理 . 它 是 阐明 系数 矩阵 和 右 端 项 的 小 拢 
动 对 该 方程 组 解 的 影响 的 定理 . 设 线性 方程 组 Ax 
=b 的 系数 矩阵 A 非 奇异 , 则 其 小 扰动 问题 

(4 十 604) 苑 一 0 十 00 


与 原 问 题 的 解 有 如 下 估计 式 
spe ms 
| T | 2 
" KE | | OA l ban E 2 
gg HEAT 2) All. "PEN 
ELE rcu 
其 中 
H = .H(A)= [A= | All. 


为 4 关于 谱 范 数 ‖ + || ;的 条 件数 ;对 和 矩阵 求 逆 亦 有 
估计 式 
| CA--G6A) !—A"! | 5 
TAT - 
IDA 5 
SI-O€T8Al/ TAL; TAT: 
从 上 面 的 估计 式 可 以 看 出 条 件数 对 解 方程 组 和 和 矩阵 
232112) 
35 RAB Fr 5B EE (Hilbert matrix) 
病态 和 矩阵. 指 n Br B [EE H,(hi;) ,其 中 


h 


一 类 典型 的 


M EU T 
ge pes] (2,7 = 1,2, iiis 


希 尔 伯 特 矩阵 的 条 件数 为 
H UH) = | H, | 2 | H, | er”, 
符号 e ;表示 和 矩阵 的 谱 范 数 . 
稀疏 和 矩阵 (sparse matrix) 一 类 特殊 矩阵 . 指 
非 零 元 素 占 矩阵 全 部 元 素 的 百分比 很 小 (例如 5 76 
以 下 ) 的 矩阵 . 为 了 节省 存 贮 空间 ,对 黎 朴 矩阵 一 般 
只 存 贮 其 非 零 元 素 , 即 采用 压缩 存 贮 的 办 法 .有 的 撼 


阵 非 零 元 素 占 全 部 元 素 的 百分比 较 大 (例如 近 


50%) ,但 其 分 布 很 有 规律 ,利用 这 一 特点 仍 可 以 避 
免 存 放 零 元 素 或 避免 用 零 元 元 素 进 行 运算 ,这样 的 
XB REI n] 78 MURS LAB E. 
Xt f8 ch c 38 EE (diagonally dominant matrix) 
一 种 特殊 的 矩阵 . 指 每 一 对 角 元 素 的 绝对 值 均 不 小 
于 同行 非 对 角 元 素 绝 对 值 之 和 的 矩阵 . 即 一 个 BY 
Jj Ek A— (aj) ,如果 满 足 
lai| 2 p laj] G = 1,2, n). 


则 称 A 是 弱 对 角 占 优 的 ;如 果 上 述 不 等 式 中 不 是 对 


线性 方程 组 数值 解法 


to (IKin) ,使 
aii l > P3 LM , 
j#iy 


则 称 4 是 对 角 占 优 的 ;如果 对 所 有 的 :不 等 式 都 严 
格 成 立 , 就 称 4 为 严格 对 角 占 优 矩 阵 ， 

弱 对 角 占 优 和 矩阵 (weakly diagonally dominant 
matrix) W“ X f EER”. 

PE d& xj f8 h tE (strictly diagonally domi- 
nant matrix) 见 “ 对 角 占 优 和 矩阵 ” 

M 和 矩阵 (M-matrix) 一 种 特殊 矩阵 .一 个 n 阶 
方 阵 ,看 其 对 角 元 均 为 正 数 ,而 非 对 角 元 都 为 非 正 
数 , 并 且 其 逆 矩 阵 的 元 素 都 为 非 负数 , 则 称 这 一 矩阵 
AAR ay FS MM 矩阵 ,简称 M 矩阵. 

H $BER(H-matrix) 一 种 特殊 矩阵 .一 个 fr 
方 阵 4 二 Laij, 若 它 的 比较 矩阵 


la | Salas] = ae | 
MCA) = = paras laz | = as 
. ~~ ce | == [4,5] nd la, | 


是 非 奇 异 的 MM 矩阵, 则 称 4 ASR AY SEAS PR. (8j 
PK H 矩阵. 
正则 分 裂 (regular splitting) 方 阵 的 一 种 分 裂 
形式 .一 个 阶 非 奇 异 方 了 泗 4, 若 能 表示 为 
A=M—N, 
其 中 OM 非 奇 异 , 且 M A N 都 是 非 负 矩阵 (元 素 均 
为 非 负数 的 矩阵 ), 则 称 
A=M—N 
为 4 的 一 个 正则 分 裂 . 
TH E XXL FF 5B R (consistently ordered matrix) 
一 种 特殊 矩阵 . 设 A— [a4 A n 阶 方 阵 . i W — 
{1,2,…,n}, 若 对 某 个 正 整 数 1, 存 在 W 的 1 个 互 不 
相同 的 子 集 W,,W;.:.W, 使 得 


UW, = W, 
i=] 


FHA BES € W, A jAi H ar 天 0 或 者 ar 天 0, 而 
M jd BOB JEW M j« HB VÉ je W,oa UR 
A 是 具有 相 容 次 序 矩 阵 . 

性 质 4 (property A) 用 逐次 超 松弛 法 解 线性 
方程 组 对 系数 矩阵 所 要 求 的 重要 性 质 . E 4= [a5] 
是 一 个 BATE ARE EER 1.2.3, n 分 为 两 组 
Wil Wtf 07H aij ZO 或 者 ai 天 0, 有 i1€ Wi (iJ 
EW: RA CW: JEW ME A 具有 性 质 A. 

线性 最 小 二 乘 问题 的 数值 解法 (numerical 
methods of linear least squares problem) 数值 代 
数 讨论 的 三 类 基本 问题 之 一 . 它 是 方程 数 多 于 未 知 
量 数 的 线性 蔬 盾 方程 组 的 数值 解法 . 其 基本 表述 是 : 
给 定 mon XE A n 2n) $E m TE SER] d OK n 


HE SE [no] Bt xf || 4zx 一 6 上 ;达到 最 小 .目前 ,求解 线 
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性 最 小 二 乘 问 题 的 数值 方法 大 致 可 分 为 正规 化 方法 
和 正 交 化 方法 两 大 类 :正规 化 方法 是 先 将 最 小 二 乘 
问题 转化 为 等 价 的 正规 线性 方程 组 ,然后 再 用 相应 
的 线性 方程 组 的 数值 方法 求解 ; 正 交 化 方法 是 先 利 
用 正 交 变换 将 原 问 题 约 化 为 一 个 等 价 的 易于 求解 的 
线性 最 小 二 乘 问 题 ,然后 通过 对 后 者 的 求解 而 得 到 
原 问题 的 解 . 

正规 化 方法 (normalization method) 解 线性 
最 小 二 乘 问 题 的 常用 方法 之 一 .该 方法 的 基本 思想 
是 :将 最 小 二 乘 问 题 转 化 为 等 价 的 正规 线性 方程 组 ， 
然后 用 相应 的 线性 方程 组 的 数值 方法 求解 . 设 线性 
最 小 二 乘 问 题 为 

| Az —5]| , = min, (1) 
Hn A Fem Xn REE nn) ob $E m L A 
量 ,z EPRI n 维 实 癌 量 , 则 求解 这 一 问题 等 价 于 
求解 线性 方程 组 

4 Ax — A' b. 

由 于 A'A 是 对 称 正定 矩阵 ,有 关 求 解 对 称 正定 线性 
方程 组 的 各 种 数值 方法 都 可 用 来 解 这 一 方程 组 , 进 
而 得 到 求解 (1) 式 的 各 种 相应 方法 ,如 乔 菜 斯 基 分 解 
法 .共生 梯 度 法 、 对称 超 松弛 法 等 ， 

3t Hr HER £8 1E 38 WAH (Householder orthogo- 
nalization method) 解 线性 最 小 二 乘 问题 的 常用 
方法 之 一 . 设 线性 最 小 二 乘 问题 为 

| Ax 5| ,= min, (1) 
HHA Æ mXn BREE (mS), b Æ m qu 
量 ,z 是 待 求 的 维 实 向 量 . 2E ELE IR 1871 1E BJ AES 
步骤 为 : 

1. 利用 豪 斯 霍 尔 德 变换 逐步 将 4 约 化 为 上 三 
ffi PE , 即 求 分 解 Q@ 4 二 R, 其 中 Q 是 由 豪 斯 霍 尔 德 变 
换 的 乘积 构成 的 正 交 和 矩阵 ,R 是 上 三 角 阵 . 

2. 求解 与 问题 (1) 等 价 的 问题 

| Rxz—Q'b || ,= min. 

这 一 方法 与 正规 化 方法 相 比 有 适用 范围 广 和 数值 稳 
定性 好 的 优点 ,但 其 运算 量 要 比 正规 化 方法 大 得 多 . 

吉文 斯 正 交 化 方法 (Givens orthogonalization 
method) ” 解 线 性 最 小 二 乘 问题 的 常用 方法 之 一 . 
其 基本 步骤 与 察 斯 堆 尔 德 方法 一 样 ,只 是 在 约 化 过 
程 中 使 用 吉文 斯 变换 (参见 “ 豪 斯 霍 尔 德 正 交 化 方 
法 ”). 这 一 方法 较 豪 斯 霍 尔 德 正 交 化 方法 运算 量 大 ， 
但 当 A 稀 玻 时 ,适当 安排 变换 的 次 序 , 常 可 使 运算 
量 大 为 减少 . 

格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 (Gram-Schmidt or- 
thogonalization method) 解 最 小 二 乘 问题 的 一 种 
正 交 化 方法 . 设 线性 最 小 二 乘 问 题 为 

|| Az — b || ;- min, (1) 
其 中 4 为 m Xn REE n>n), b 为 m BES f] 
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量 ,z 为 待 求 的 n 维 向 量 .格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方 
法 的 基本 步骤 为 ; 

1. 利用 标准 的 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 手续 求 4 
的 因子 分 解 :A4 二 QiR1, 其 中 Qi 是 列 正 交 的 mXxn 
矩阵 ( 即 QiQi 二 7) ,Ri 是 wnXn 上 三 角 和 矩阵 . 

2. 求解 与 问题 (1) 等 价 的 问题 

| Riz— Qi 5 || ;— min. 

但 由 于 这 一 方法 的 数值 稳定 性 差 ,因此 很 少 用 于 实 
际 计 算 ,实际 常用 的 是 修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 
方法 . . 

修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 (modified 
Gram-Schmidt orthogonalization method) 解 线性 
最 小 二 乘 问 题 常 用 的 方法 之 一 . 其 基本 步骤 与 格拉 
姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 类 似 , 只 是 在 求 分 解 A—QUR, 
时 采用 修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 手续 . 

B A=[a azs san] ,修正 的 格拉 姆 - 施 窗 特 正 
交 化 过 程 是 对 i 二 1,2,…,n 依次 计算 ， 


a; =a; (j—10,2,**,.n), 


了 


ri= lla; lle, 


Ci) 
a; 
G7: 
Yii 
KONST 
ri7 (a; ) qi 


a; =a — rqi (ji - 1, (2,770). 
然后 , 记 
Q = Laig tsan], 


Ti. 7 ri 
六 22 P» 

Rre 
0 Y un 


即 有 A=Q,R, 为 所 求 的 因子 分 解 . 

修正 的 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 在 数值 稳定 
性 方面 完全 可 以 和 豪 斯 管 尔 德 正 交 化 方法 媲美 ,但 
其 运算 量 要 比 察 斯 霍 尔 德 正 交 化 方法 大 得 多 . 

快速 吉文 斯 变换 (fast Givens transformation ) 
一 类 能 简化 运算 的 变换 矩阵 . 指 形 如 
BÉ 1 l oo 

l a B 1 

的 矩阵 , = = 1<a@;8;<0 时 , 称 为 快速 吉文 斯 变换 ， 
它 是 为 避免 声 文 斯 变换 中 的 开 方 运算 和 减少 乘法 运 
算 量 而 构造 的 . 

快速 吉文 斯 方法 (fast Givens method) 解 线 
性 最 小 二 乘 问题 的 常用 方法 之 一 . 设 线性 最 小 二 乘 
问题 为 


e a el 


| Ax — 6 ||, = min, (1) 
He A Em Xn REE KH On n2,5 e m BA 
量 ,z EPP ORM n AS. 快速 计 文 斯 方法 的 基本 步 


RH: 
1. 利用 快速 吉文 斯 变换 将 4 约 化 为 上 三 角 阵 ， 
即 求 分 解 
R, 
dim | 0 | ' 
其 中 
MM’ —diag(d; sdo5***sdm)s 
R 是 非 奇 异 的 x Xn 上 三 角 阵 . 

2. 求解 三 角 方程 组 Rix 二 cc, 便 可 得 问题 (1) 之 
解 , 其 中 c 是 Mb 的 前 个 分 量 组 成 的 向 量 . 该 方法 
的 乘除 运算 次 数 仅 是 吉文 斯 正 交 化 方法 的 一 半 , 而 
且 省 去 了 大 量 的 开 方 运算 . 

ke Re St (A (singular value of a matrix) 关于 
m Xn 阶 和 矩阵 的 一 个 重要 数量 . 设 4 Ee mx noB 
阵 , 称 正 半 定 和 矩阵 4 A 的 特征 值 的 非 负 平方 根 为 
矩阵 A By ARR 4 "表示 矩阵 AHH de EE 
B BE. 

eZ [E fS EI (singular value decomposition 
theorem) 关于 mXn 和 矩阵 的 一 个 重要 的 因子 分 解 
定理 : 设 A 是 一 个 m Xn EE, WFE m 阶 西 阵 U 
Al n MERE V , [E158 

U* Av» [^ E 

0 O0 
Ht URI U Ine E ABE LE 是 对 角 元 为 
0,220,229 229,750 

的 对 角 阵 . 上 述 分 解 称 为 4 的 奇异 值 分 解 . 从 这 一 
分 解 可 以 立即 推出 :4 的 所 有 非 零 奇异 值 是 oj,o;， 
“063A 的 秩 为 r;U 的 前 7+ 列 和 VY 的 后 2 一 r 列 分 
别 为 A 的 值 域 和 A 的 零 空间 的 一 组 标准 正 交 基 . 此 
外 , 求 一 个 给 定 和 矩阵 A 的 奇异 值 分 解 亦 是 一 个 十 分 
良 态 的 矩阵 计算 问题 , 因此 ,奇异 值 分 解 有 着 广泛 的 
实际 应 用 . 

奇异 值 分 解 (Csingular value decomposition) 
见 " 奇 异 值 分 解 定理 ” 

奇异 值 分 解法 (singular value decomposition 
method) 解 亏 秩 线性 最 小 二 乘 问题 的 常用 方法 之 
—. 设 线性 最 小 二 乘 问题 为 

| Az — 6 ||, = min, (1) 

Et Af mXn SHE (Cm > nn), rank(A)=r<insb 

Em ELE, r 是 待 求 的 n 维 向 量 . 奇异 值 分 解法 
的 基本 步骤 为 ， 

1. 求 4 的 奇异 值 分 解 : 4 —UMXV. BHU 


, 
"m—r 


Ly test? sUn] Æ m Xm EXE, V — [vivis ,vj 
finXn FEE, 
a E 
"a vae t 


theorem on linear least squares problem) 


线性 方程 组 数值 解法 


六 = diag(0,,0,,***,0,), 
(0, 之 0 zm tum, 0). 
2. 计算 
- u,b 
pg 一 » wo 
(zis 是 问题 (1) 的 最 小 范 数 解 ). 这 一 方法 的 数值 稳 
定性 好 ,但 运算 量 较 大 . 

列 主 元 正 交 分 解法 (method of orthogonal de- 
composition with column pivoting) 解 亏 秩 线 性 最 
小 二 乘 问题 的 常用 方法 之 一 . 设 线 性 最 小 二 乘 问题 
为 

| Ax — b || ; = min, (1) 
HH AWA m Xn SHI Gn 2 0n) ,rank CAD — r — n, 
为 m 维 实 向 量 ,z HERH n 维 实 向 量 . 列 主 元 正 交 


分 解法 的 基本 步骤 为 : 
1. 求 4 的 正 交 分 解 : 
Ra Raj 
vat fe 
ee 
其 中 和 fe m Xn EXER, I Æ n 阶 排列 方 阵 ， 
Cu gy cune rum 
Vag ee Yo 
Kn = > 
0 pt 
为 上 三 角 阵 , 且 满 足 


fuam ameuyJco. 
iX — 4r fitt n] Fl SE HEAR GR IE AZAR 285r s 2 B5 GE 
主 元 策略 来 实现 . 
2. 求 解 与 问题 (1) 等 价 的 问题 
| Ry —Q'5 || ; — min, 
其 中 
| [Ru Ru yt 
0 0 | ad d 
这 一 方法 的 数值 稳定 性 比 奇 异 值 分 解法 差 一 
些 , 但 其 运算 量 要 少 得 多 . 
线性 最 小 二 乘 问题 的 摄 动 定理 (perturbation 
关于 最 
小 二 乘 问题 中 系数 与 右 端 项 有 摄 动 时 解 的 误差 估计 
定理 : 设 zx 和 工分 别 是 最 小 二 乘 问 题 
|| Az—b || ;-min 和 | Ax— || ; min 
Ma) eae. RP A A A de mox n BE Gm) 5 
Alb J& m 维 向 量 . 现 记 
ĉA=Ã—A, 


$4 一 || OA |] 2/ A les 
X= |All. | AT lbs 
WHA Eqs 
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计 算 数 学 
此 处 4 表示 A 的 穆 尔 - 彭 罗斯 广义 逆 , 则 有 


x | ab | 
| e E L| e M T 


E EA | te Valle, 


其 中 dz=F—2, | e |. 表示 和 矩阵 的 谱 范 数 和 向 量 
的 2 - 范 数 . 

B Tr- F WI xX354BBEMoore-Penrose gen- 
eralized inverse matrix) MÆRSK. Be 
Hi (Penrose, R. ) F 1995 年 证 明了 对 任 一 mXn 阶 
和 矩阵 4 ,都 存在 惟一 的 nxXm MERX, CWE: 

1. AX A— A; 

2. XAX =X; 

3. (AX)* — AX ; 

4. (X A) ' — XA; 
则 称 X 为 4 的 称 尔 -广义 道 窍 阵 , 简 称 M-P ic 
为 4*. 当 4 为 n 阶 非 异 阵 时 ,其 逆 A 也 满足 条 件 
1 到 4, 故 M-P 逆 确 为 通常 逆 和 矩阵 的 推广 . FE A R 
性 方程 组 Ax -—5 的 最 小 二 乘 解 中 ,z 王 4 0 是 范 数 
最 小 的 的 一 个 解 . 任意 和 矩阵 的 广义 逆 定 义 ,最 早 是 由 
B 7K (Moore, E. H. ) F 1920 年 提出 来 的 . 根据 实际 
问题 的 需要 ,一 些 学 者 还 研究 了 其 他 各 种 类 型 的 广 

线性 最 小 二 乘 问题 的 条 件数 (the condition 
反映 线 


number of linear least squares problem ) 


性 最 小 二 来 问题 解 对 扰动 的 敏感 程度 的 一 个 数量 . 


线性 最 小 二 乘 问题 的 条 件数 

H= |All | Ari, 
RP A || Ax—5]| ;—min 中 的 矩阵 ,4 表示 A 
的 称 尔 - 彭 罗 斯 广义 逆 , || e | ER EE TRAC 


代数 特征 值 问题 数值 解法 


代数 特征 值 问题 (algebraic eigenvalue problem) 
数值 代数 所 讨论 的 三 类 最 基本 的 问题 之 一 . 对 给 定 
的 n Bt Tr RE ARIES n 维 向 量 x 和 数 4, 使 Ax= 
Ax. 分 别称 1 和 xz 为 4 的 特征 值 和 特征 向 量 .在 实 
际 应 用 问题 中 经 常 遇 到 代数 特征 值 问题 , 例 如 ,动力 
系统 和 结构 系统 中 的 振动 问题 ,以 及 某 些 迭代 法 的 
收敛 性 条 件 等 都 与 代数 特征 值 问 题 有 密切 的 联系 . 

4B EE AY $$ fiE fÉ (eigenvalue of matrix) 见 “ 代 
数 特征 值 问 题 ”. 

和 矩阵 的 特征 向 量 (Ceigenvector of matrix) 见 
“代数 特征 值 问 题 ” 

和 矩阵 的 特征 多 项 式 (Ccharacteristic polynomial 
of a matrix) ”以 (x BY) ERE RY (Cn AFFI E A AR BY 
Gi 次 ) 多 项 式 . 对 于 给 定 的 n BrAB EE 4, 称 多 项 式 

p(24)=det AI— A) 
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为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 , 其 中 了 表示 nn BY BB ie 
阵 ,det (41 一 A) 表 示 AL— A 的 行列 式 .一 个 数 4 是 A 
的 特征 值 的 充分 必要 条 件 是 :4 是 它 的 特征 多 项 式 
PARR. 

4B EE AY i (spectrum of a matrix) 
n BY Tr Bk 4 的 所 有 特征 值 组 成 的 集合 . 

代数 特征 值 问 题 的 数值 解法 (numerical meth- 
ods for algebraic eigenvalue problem) 数值 代数 
的 主要 研究 课题 之 一 . 指 对 给 定 的 nXn 和 矩阵 4, 求 
它 的 特征 值 4 和 相应 的 特征 向 量 x. 到 目前 为 止 , 虽 
然 已 有 不 省 有 效 而 可 靠 的 数值 方法 ,但 如 何 利用 计 
算 机 快速 有效 地 求解 大 型 矩阵 的 特征 值 问 题 仍然 
是 一 个 十 分 重要 的 研究 课题 . h BE E E 
它 的 特征 多 项 式 

p OD =det AI— A) 

的 根 ,而 次 数 超过 4 的 多 项 式 一 般 不 能 用 有 限 次 初 
等 运算 求 出 其 根 ,因而 代数 特征 值 问 题 的 计算 方法 
本 质 上 都 是 迭代 性 质 的 , 按 其 计算 过 程 是 否 破 坏 原 
矩阵, 大致 可 分 为 向 量 迭 代 法 和 变换 法 两 大 类 . 它们 
各 有 优 缺 点 ,在 实际 使 用 时 ,应 根据 所 考虑 的 问题 的 
特点 来 决定 方法 的 取舍. | 

[5] BR iX (GE (vector iteration method) — 2$ 
用 的 解 特 征 值 问题 的 数值 方法 . SEAS Ze All A RB 
P Xp SES pn] Ei Eie $E 77 ^E 3S TT] S. 其 特点 是 整个 
计算 过 程 始终 保持 原 和 矩阵 不 变 , 因 而 特别 适用 于 求 
高 阶 稀 玻 和 矩阵 的 部 分 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 如 
苦 法 . 兰 措 什 方法 等 就 属于 此 类 ， 

变换 法 (transformation method) 一 类 常用 的 
解 特征 值 问题 的 数值 方法 . 其 基本 点 是 利用 三 类 基 
本 变换 (高 斯 变换 、 罕 斯 霍 尔 德 变 换 和 吉文 斯 变换 )， 
从 给 定 的 矩阵 出 发 逐步 进行 相似 变换 ,使 变换 产生 
的 矩阵 序列 趋向 于 一 个 容易 求 其 特征 值 的 特殊 类 型 
的 矩阵 (如 对 角 阵 、 三 角 阵 等 ). 这 类 方法 的 优点 是 ， 
收敛 速度 快 ,计算 结果 可 靠 , 而 且 在 理论 上 可 同时 求 
得 和 矩阵 之 全 部 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 但 计算 过 
程 破 坏 原 和 矩阵 ,一 般 不 保持 原 有 的 稀 玻 性 . 因而 这 类 
方法 适用 于 求 阶 数 不 太 高 的 矩阵 之 全 部 特征 值 和 相 
应 的 特征 向 量 . 雅 可 比方 法 、QR 方法 均 属 于 此 类 . 

ik (power method) 一 种 解 特 征 值 问 题 的 
向 量 迭 代 法 . 主要 用 来 求 矩 阵 的 按 模 最 大 的 特征 值 
和 相应 的 特征 向 量 . 其 迭代 格式 是 


m, = max(y,), 


一 个 给 定 的 


Yk 一 Az, as 
Ap m 2k Ck m 1$25**5)5 
nm, 


其 中 ze 为 取 定 的 初始 向 量 ,max(y) 指 y, 中 绝对 值 
最 大 的 一 个 分 量 . 其 优点 是 算法 简单 , 易 在 计算 机 上 
实现 ;缺点 是 收敛 速度 慢 , 其 有 效 性 依赖 于 矩阵 A 
的 特征 值 分 布 情况 . 当 A 及 个 线性 无 关 的 特征 向 


量 , 其 特征 值 满足 
[Ay | > | Ap | es IPM 


Ay, 


Im, | pd |À; | x, > 


(k — co), 


aren ) 
其 中 ERF A, 的 某 一 特征 值 向 量 . 其 收敛 速度 
WEF 1| / là l , 当 因 闪避 ,但 
[Ay | = | Ay [> | Ag [See SIA, | 
HT , 需 法 不 收敛 . TE SE Pas E FEST sR PE A AE EE SE 
技巧 联合 使 用 ,常见 的 加 速 技巧 有 原点 位 移 法 和 埃 
特 金 加 速 法 .此 外 ,欲求 4 的 其 他 特征 值 ,还 需 结 合 
使 用 某 些 降 阶 技术 . 
fa) AT IE EGF (simultaneous iteration method) 
亦 称 子 空间 壕 代 法 . FEN BRE. ERK A 
和 矩阵 特征 值 问题 的 一 种 有 效 解法 . 基本 和 迭代 格式 为 ， 
取 定 一 个 nXp 的 列 正 交 的 矩阵 Q,( 即 QQ D, 
计算 
Z,77 AQ;-13 
Z, -Q.R.(QQ, € R"^,QIQ,— D 
(R=1,2,°*°). 
将 Q 看 做 一 个 p 维 子 空间 的 正 交 基 , 则 上 述 迭 代 
vile 个 子 空间 序列 ;可 以 证 明 , 在 一 定 条 件 下 ， 
空间 序列 将 通 近 于 4 的 一 个 & 维 不 变 子 空 
E eS 在 迭代 过 程 中 ,在 每 个 p 维 
子 空间 上 可 应 用 里 次 原理 进行 加 速 . 
子 空 间 和 迭代 法 (Csubspace iteration method) 
即 “ 同 时 迭代 法 ”， 
E mk (inverse power method) 亦 称 反 迭代 . 
一 种 计算 和 矩阵 按 模 最 小 特征 值 及 相应 特征 问 量 的 数 
值 方法 . BREW AF AS. SPARE 
法 是 带 原点 位 移 的 ,其 迭代 格式 为 
(A= dT p. Sees 


(k = 152359925 


UV, 
PETENS, PER 
, | Wy | oc 


其 中 ze 为 取 定 的 初始 向 量 ,4 是 某 一 常数 . 设 4 的 
特征 值 为 ,对 应 的 特征 向 量 为 
u; (i—15,2,"-). 

如 果 选 取 Al 

|A—A|<|aj—A| GE, 
Wz, 按 方向 收敛 于 4 的 特征 向 量 un; WC SR HE T 

[à — 4|/ min |À, sec [5 
A Bk SE T A, ee HEUS DL [HA — AI 就 越 接 近 于 
一 个 奇异 矩阵 ,因而 和 迭代 过 程 中 就 需要 求解 一 个 十 
分 病态 的 方程 组 . 然而 已 经 证 明 ,这 个 病态 性 对 于 反 
军法 按 方向 收敛 于 特征 向 量 是 无 关 紧 要 的 ,而 且 当 
4A 是 的 相当 精确 的 近似 值 时 ,一 般 只 要 一 、 二 次 反 
TE RE AT RE A; 的 相当 精确 的 特征 向 量 . 因此 , 反 


代数 特征 值 问题 数值 解法 


磊 法 是 已 知 近似 特征 值 求 对 应 的 特征 向 量 的 一 种 最 
有 效 的 算法 . 
Rik Gnverse iteration) ” 即 “ 反 军法 ”. 
瑞 利 商 和 迭代 法 (Rayleigh quotient iteration 
method) 一 种 用 瑞 利 商 作 位 移 的 反 客 法 . 其 迭代 
格式 为 
pia = zi Az a AIRED» 
CA ==. ou = Ziji 


ee i Kp quo. 
| UU, | 2 


其 中 ze 为 满足 | zo l| = 1 的 初始 向 量 . 可 以 证 明 在 
A 非 对 称 时 ,该 欠 代 法 的 收敛 速度 是 二 阶 的 ;而 当 A 
对 称 时 ,其 收敛 速度 是 三 阶 的 . 

= f {t$ 4 (Lanczos iteration) — FP m] BIE 
ARIK. T8 FAB HE BY 75 AR TARE 4 正 交 相似 变换 
为 对 称 三 对 角 阵 的 一 种 算法 . 其 格式 如 下 : 取 初 始 向 
量 v, iE || v. || := 王 1, 递 推 地 计算 


T 
a; =v; Av;, 


EQ = 


= A = 1Uj-1* 


a | rj | 29 
spam g Gm Bee 1D) 
其 中 约定 7970, 8,—1, 8,0 时 取 vj+1 为 任 一 与 Urs 
0?» *** v; 正 交 的 单位 向 量 ; 最 后 计算 oe, =v, Av 上 
述 过 程 可 写成 矩阵 形式 : 
AV ;=V,T ;+rje;, 


其 中 V= [vi 305 5't** 2v; S T; 是 三 对 角 和 矩阵 
a, f 0 
B; E "s 
T;= l 
i e^ ". Bj 
0 Pj- Q; 


当 精 确 运算 时 ,x, 二 0,V, Æ n 阶 正 交 阵 , 因 而 AE 
交 相 似 于 了 ,. 但 当 误 差 出 现时 ,这 一 过 程 产 生 的 向 
E v, 很 快 失去 正 交 性 . 

兰 措 什 现象 (Lanczos phenomena) ”代数 特征 
值 问 题 数值 解法 中 的 一 个 现象 . 即 在 由 兰 措 什 迭 代 
产生 三 对 角 阵 过 程 中 观察 到 的 现象 . 对 一 个 给 定 的 
对 称 和 矩阵 4, 由 兰 措 什 和 迭代 在 计算 机 上 产生 三 对 角 
阵 了 ;时 有 如 下 现象 : 

1. 对 足够 大 的 m. EET, 的 特征 值 包 含 4 的 
所 有 相 异 特征 值 ( 可 能 m7). 

2. 对 高 阶 和 矩阵 4, 对 不 太 大 的 m On n2, Tn 
TÉ BLU A 的 两 端 特征 值 的 相当 精确 的 近似 特征 值 . 

上 述 现象 称 为 兰 措 什 现象 ,是 由 大 量 的 数值 试验 观 
察 得 到 的 . 

兰 措 什 方法 (Lanczos method) 一 种 常用 的 求 

高 阶 稀 玖 对 称 和 矩阵 的 部 分 或 全 部 特征 值 及 相应 特征 
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RANA. A E n Xt RE, 
基本 步骤 为 : 

1. 对 某 个 给 定 的 正 数 mx, 利用 兰 措 什 迭代 计算 
对 称 三 对 角 阵 T, FAP TE 2S AB EE V n. 

2. 利用 二 分 法 或 对 称 QR 方法 求 T, 的 部 分 或 
全 部 特征 值 . 

3. 选择 这 些 特征 值 的 全 部 或 部 分 作为 A 的 近 
似 特征 值 . 

4. 如 采 和 需求 对 应 的 特征 向 量 , 则 在 步 3 中 对 选 
定 的 每 个 特征 值 y, 利 用 反响 法 求 7 对 应 于 4 的 特 
征 向 量 xz, 然后 以 z= 二 Vu 作为 4 对 应 于 的 近似 
特征 向 量 ， 

由 于 误差 出 现时 , 兰 措 什 迭代 产生 的 V 很 快 
失去 正 交 性 .有 时 V, 的 列 甚 至 是 线性 相关 的 ,因而 
长 期 以 来 人 们 认为 兰 措 什 方法 是 数值 不 稳定 的 ,很 
少 用 于 实际 计算 . 近年 来 对 兰 措 什 方法 作 了 深入 的 
研究 ,进行 了 大 量 的 实际 计算 和 细致 的 误差 分 析 , 发 
现 了 所 谓 的 兰 措 什 现象 ,充分 认识 到 这 一 方法 对 于 
高 阶 黎 玖 对 称 特征 值 问 题 是 非常 有 效 的 数值 解法 . 

吉文 斯 -之 斯 霍 尔 德 方 法 (Givens-Householder 
method) 一 种 常用 的 求 对 称 和 矩阵 的 全 部 或 部 分 特 
征 值 及 对 应 的 特征 向 量 的 方法 . 设 4 是 一 个 BEST 
WEB E ,其 具体 步骤 如 下 : 

1. 用 吉文 斯 变换 或 豪 斯 霍 尔 德 变换 把 4 约 化 
为 对 称 三 对 角 阵 , 即 计算 正 交 阵 Q 和 对 应 三 对 角 阵 
T 使 得 


兰 措 什 方法 的 


Q'AQ—T, 
其 中 Q ià— 261; xc Bp. tii Je de ERR ELE IR 
变换 的 乘积 ， 

2. 用 二 分 法 求 T 的 全 部 或 部 分 特征 值 和 对 应 
的 特征 向 量 , 再 利用 Q RIE 4 的 对 应 的 特征 向 量 . 

吉文 斯 - 豪 斯 霍 尔 德 方法 速度 快 ,计算 过 程 稳 
定 , 但 破坏 原 和 矩阵 ,因而 适用 于 求解 中 小 型 矩阵 的 特 
征 值 问题 . 

雅 可 比方 法 (Jacobi method) 3R XF PBS 
部 特征 值 和 特征 向 量 的 一 种 变换 法 . 它 是 通过 一 系 
列 特殊 的 正 交 相似 变换 将 对 称 矩 阵 近 似 对 角 化 ,从 
而 求 得 其 特征 值 和 特征 向 量 的 方法 . 设 A 是 一 给 定 
HJ n 阶 对 称 方 阵 . 雅 可 比方 法 就 是 从 AS A 出 发 ， 
作 正 交 相 似 序列 

A,—R,ALGR, (k=1,2,.…), 
其 中 OR, 是 按 如 下 方式 确定 的 雅 可 比 旋转 阵 : 先 在 
| 
的 所 有 非 对 角 元 中 选 出 绝对 值 最 大 者 a% Rt 
算 


pm (4—1) 1) 
(OU pp qq ? 
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2a. "sign(d) 


Pg 
T. 
[ld] +d’ 4L E] 
mu. 
c=cosO=(1l+tan@) *, 


s-—sinÜ—tanOcos6; 


Re 取 作 (p,q) 平 面 内 转角 为 0 的 平面 旋转 变换 , 即 


tan? = 


R= E^ (p<q). 


P q 

EB A, 满足 an =a,, —0. MH M koht, 
A, 趋向 于 一 个 对 角 阵 . 此 法 在 每 次 变换 时 都 要 在 
n(n 一 1)/2 个 元 素 中 选 出 绝对 值 最 大 者 ,这 是 相当 费 
时 的 ,为 了 避免 这 种 消耗 ,通常 使 用 循环 雅 可 比方 法 
各 阀 雅 可 比方 法 . 雅 可 比方 法 简单 匈 行 可 同时 求 出 
对 称 和 矩阵 的 全 部 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 ,但 它 和 
对 称 QR 方法 相 比 ,收敛 速度 太 慢 ,因此 过 去 很 长 一 
段 时 间 内 很 少 有 人 使 用 . 最 近 几 年 ,由 于 它 在 并 行 计 
算 中 的 显著 作用 ,重新 受到 人 们 的 关注 . 

循环 雅 可 比方 法 (serial Jacobi method) ”能 减 
少 计 算 量 的 一 种 雅 可 比方 法 . 为 避免 雅 可 比方 法 在 
每 次 变换 中 寻求 绝对 值 最 大 元 素 需 要 大 量 计算 时 间 
的 缺点 ,对 每 个 非 对 角 元 不 管 其 大 小 都 消去 一 次 ( 称 
为 一 次 扫描 ), 通 常 采 用 的 消去 次 序 是 

(1,225, CD,30, 7: > (152); 
(2,32,:*,(2,n)05;**,n—1,0) 
( 即 在 确定 Ri 时 , (p,q) 所 应 取 的 值 ( 参 见 “ 雅 可 比 
方法 ”). 扫描 一 次 之 后 ,再 重新 进行 一 次 ,这 样 周 而 
复 始 地 进行 下 去 ,最 终 达 到 近似 对 角 化 的 日 的 . 

阀 雅 可 比方 法 (threshold Jacobi method) Jf 
称 过 关 雅 可 比方 法 . 循环 雅 可 比方 法 的 一 种 变形 . 它 
是 先 取 定 一 个 正 数 r 作为 阀 值 ,在 一 次 扫描 中 只 对 
绝对 值 超过 的 非 对 角 元 进行 消去 . 这 样 反 复 扫 
描 , 直 到 所 有 的 非 对 角 元 的 绝对 值 都 小 于 ri 时 ,再 
减少 x 的 值 作为 新 的 阀 值 ,然后 再 以 新 的 阀 值 进行 
扫描 . 如 此 下 去 ,直至 阀 值 充分 小 而 达到 近似 对 角 化 
(参见 “循环 雅 可 比方 法 ”). 

过 关 雅 可 比方 法 (threshold Jacobi method) 
见 “ 阀 雅 可 比方 法 ”. 

(代数 特征 值 问 题 的 ) 二 分 ( 解 ) 法 (bisection 
method (of algebraic eigenvalue problem)) 一 种 
常用 的 求 对 称 三 对 角 和 矩阵 的 部 分 或 全 部 特征 值 和 特 
征 向 量 的 方法 . 设 实 对 称 三 对 角 和 矩阵 了 的 对 角 元 为 
6a, UK] f8 265 2J Bos Bs *** 5 B. (8,40), M pi 
T — AI. 的 顺序 主子 式 组 成 的 多 项 式 序列 


Q1 soa *** 


PACA 

pi A=a,—A, 

pi(A) = (a;— A) pi- A) — B; pi A) 
(Gi =2,3, e;n), 


构成 一 个 斯 图 姆 序列 . 对 实数 o. FAS Ca) REAR 

Poa) sp, Cay p. Ca) 
中 相 邻 两 数 的 变 号 数目 , 则 S(a) 就 是 本 在 (一 00,Q) 
内 特征 值 的 个 数 . 二 分 法 就 是 利用 这 一 性 质 而 得 到 
的 . 具体 步骤 如 下 : 

1. 用 圆 盘 定 理 确定 了 的 全 部 特征 值 的 上 界 M 
和 下 界 m, Bi mA, LAGU SAM. 

2. 将 Lm,Mj 二 等 分 , 取 其 中 点 a= On MD7/2, 
计算 SCa), 比 如 SCa)==k, 则 荆 有 个 特征 值 属 于 
Lm,a), 而 有 nn 一 & 个 特征 值 属 于 La,Mj; 然 后 再 取 
[m ,a | fü La. Mj] 的 中 点 B. Y TEE SCAM SHO. MK 
而 确定 对 应 的 四 个 小 区 间 上 所 含有 的 了 的 特征 值 
的 个 数 , 如 此 继续 下 去 ,对 每 个 含有 特征 值 的 小 区 间 
继续 进行 二 分 法 ,直至 达到 精度 要 求 的 特征 值 为 止 . 

3. 如 果 求 得 近似 特征 值 之 后 还 需要 计算 对 应 的 
特征 向 量 , 可 用 带 位 移 的 反 需 法 计算 . 

上 海 森 伯 格 和 矩阵 (upper Hessenberg matrix) 
一 类 特殊 矩阵 . 如果 和 矩阵 H — Lh; AA 

h,=0,1>j+1, 
则 称 H 为 上 海 森 伯 格 和 矩阵 . 

QR 方法 (QR method) 求解 代数 特征 值 的 一 

种 变换 法 . 其 基本 迭代 格式 如 下 : 

A, =Q, Ris 

A= RQ (k=1,2,.), 
其 中 ALSA, Q ABE, R 为 上 三 角 阵 . 这 样 得 到 
的 每 个 A, 都 与 4 相似 , 且 在 一 定 条 件 下 ,4 趋 于 一 
个 上 三 角 阵 (但 上 三 角 部 分 元 素 不 一 定 有 极限 ). 因 
此 QR 方法 可 用 来 求 A 的 全 部 特征 值 .但 因 每 次 迭 
代 的 运算 量 太 大 , 且 收 敛 速度 一 般 也 非常 慢 ,因此 缺 
乏 实用 性 . 实际 应 用 中 常用 的 是 带 位 移 的 QR 方法 . 

带 位 移 的 QR 方法 (shifted QR method) 解 代 
数 特征 值 问题 的 有 效 方法 之 一 . 其 基本 步 又 如 下 : 

1. 将 4 用 初等 正 交 相似 变换 ( 察 斯 堆 尔 德 变换 
或 吉文 斯 变换 ) 约 化 为 上 海 森 伯 格 阵 H BD 

| Q'AQ-—H, 

其 中 QQ@ 为 西 阵 ,Q' 表示 Q KIRA. 

zs 对 H 进行 带 位 移 的 QR HER: A. —mI= 

QR AQ, ABBR 为 上 三 角 阵 )， 
H,-R,Qid- ul (k=1,2,), 
其 中 Ho—Hu—hs 为 H, 的 最 后 一 个 对 角 元 . 

3. 如 有 果 需 求全 部 特征 向 量 , 则 可 将 变换 和 矩阵 累 
积 起 来 而 得 到 所 需 的 特征 值 向 量 ; 如 果 只 需 少数 几 
个 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 , 则 可 用 反 窜 法 去 求 . 
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这 一 方法 有 数值 稳定 性 好 ,收敛 速度 快 等 优点 ， 
但 求解 过 程 要 破坏 原 和 矩阵 ,因而 适应 于 中 小 规模 的 
代数 特征 值 问题 . 
双重 带 位 移 的 QR 方法 (double shifted QR 
method) 求实 矩阵 全 部 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 
的 有 效 方法 之 一 . 其 基本 步骤 与 带 位 移 的 QR 方法 
基本 相同 ,只 是 在 进行 QR 迭代 时 ,为 了 避免 重复 运 
算 而 将 相继 两 步 带 位 移 的 QR 迭代 合并 为 一 步 并 按 
如 下 方式 进行 : 记 右 ,== 如 ,然后 迭代 进行 
1. 计算 H, ,—nH, tsd 的 第 一 列 vi, 其 中 
hh cA, 
SE Eu en 
2. 求 豪 斯 霍 尔 德 变换 P, 使 Pov: = aei. 
3. OK 3E Hr EK EE ih Pub Pott 
Hi= POP SPP 
是 上 海 森 们 格 阵 . 
对 称 QR 方法 (symmetric QR method) 3 Xf 
称 和 矩阵 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 的 有 效 方法 之 一 . 
是 将 带 位 移 的 QR 方法 应 用 于 对 称 和 矩阵 而 得 到 的 ， 
此 时 充分 利用 对 称 性 可 使 每 步 迭 代 的 运算 量 大 为 减 
^P ,而且 此 时 的 收敛 速度 是 3 次 的 ， 
奇异 值 分 解 的 计算 方法 (singular value decom- 
position algorithm) 用 双 对 角 化 和 QR FERE 
阵 奇异 值 的 方法 . 设 4 为 mXn SERERE In T0 ,其 
具体 步骤 如 下 : 
1. 利用 初等 正 交 变换 将 4 约 化 为 双 对 角 阵 , 即 


XR IE 30 AB U, 和 了 使 
B 
U,AV, — | | 9 
0 
其 中 
dj, f, 0 
b= rm 
0 d, 
为 双 对 角 阵 . 


2.3] T=B'B 应 用 对 称 QR ERRET 的 特 
征 值 ,再 开 方 就 得 到 4 的 奇异 值 . 
广义 特征 值 问题 数值 解法 (numerical methods 
for general algebraic eigenvalue problem) 代数 特 
征 值 问题 数值 解法 的 推广 . 最 常见 的 广义 特征 值 问 
题 是 :给 定 矩 阵 4 和 B, 求 非 零 向 量 x 和 常数 4 使 
Ax 二 4Bz. 该 方法 是 : 当 B 非 奇异 时 ,可 化 为 通常 的 
特征 值 问 题 
B Azr=iz; 
当 AB 对 称 , 且 B 正定 时 ,可 化 为 对 称 特征 值 问题 
(U AU DUx-—2Uz, 
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其 中 U 是 B 的 乔 莱 斯 基 分 解 B= 二 UU 中 的 上 三 角 
阵 . 

利用 化 为 通常 特征 值 问 题 的 途径 来 求解 广义 特 
征 值 问 题 , 有 了 时 是 很 有 效 的 ,但 当 A AB RAT. 4 
化 后 的 矩阵 

B'OASIU'AU ' 

一 般 是 稠密 的 ;而 当 B 关于 求 逆 的 性 态 很 差 时 , 直 
接 约 化 会 带 来 很 大 误差 . 针对 这 些 问题 ,现在 已 有 不 
少 其 他 有 效 解法 ,它们 不 必 有 预先 化 为 通常 特征 值 问 
题 ,如 QZ 法 和 松弛 法 等 . 

广义 特征 值 问题 (general(algebraic ) eigenva- 
lue problem) 见 “ 广 义 特 征 值 问题 数值 解法 ”. 

代数 特征 值 问 题 的 摄 动 分 析 (perturbation 
analysis for algebraic eigenvalue problem) 4p A 
有 扰动 时 特征 值 及 特征 向 量 的 误差 估计 . 对 于 特征 
值 问 题 4z 王 居 , 摄 动 分 析 研 究 的 主要 内 容 就 是 矩 
阵 4 的 元 素 经 微小 扰动 AA 之 后 ,对 应 的 特征 值 和 
特征 向 量 将 如 何 变化 ,以 及 如 何 利 用 | 外 A4 | 的 上 界 
尽 可 能 精确 地 给 出 特征 值 和 特征 向 量 改变 量 的 上 田 
估计 . 这 对 于 特征 值 问题 的 数值 方法 的 研究 有 着 重 

病态 特征 值 问题 (Cill-conditioned algebraic 
eigenvalue problem) 一 类 特殊 的 特征 值 问题 . 指 
当 和 矩阵 元 素 的 微小 扰动 引起 其 某 个 特征 值 (或 特征 
向 量 ) 的 巨大 变化 时 的 特征 值 问 题 . 这 时 称 该 特征 值 
(或 特征 向 量 ) 是 病态 的 ,否则 称 为 良 态 的 .一 个 特征 
值 ( 或 特征 向 量 ) 病 态 与 否 是 特征 值 问 题 的 固有 特 
性 ,与 计算 它们 的 数值 方法 无 关 . 一 般 地 , 方 阵 的 重 
特征 值 是 病态 的 ,此 时 和 矩阵 元 素 的 e 量 级 的 变化 ,可 
引起 特征 值 的 ez 量 级 的 变化 ,其 中 p 是 含 此 特征 什 
的 最 大 若 当 块 的 维 数 . 

良 态 特征 值 问题 (well-conditioned algebraic 
eigenvalue problem) 见 “ 病 态 特 征 值 问题 ”. 

特征 值 条 件数 (condition number of eigenva- 
lue) ”衡量 特征 值 病 态 程 度 的 标准 . 设 和 是 矩阵 4 
的 单 特征 值 ,y 和 x 分 别 是 对 应 的 左右 单位 特征 向 
量 , 即 

Ax-—Ax, y A=ay', FSFLE y | 2=1, 
其 中 y 表示 y 的 转 置 . 通常 用 数 

sCA=ly'x| 

的 大 小 来 衡量 4 的 病态 程度 ,s(CA) 很 小 就 称 4 是 病 
AS BJ «s CO p^] A. 的 病态 程度 就 越 严 重 . 因此 称 数 
1/s (4) 为 特征 值 4 的 条 件数 . 

圆 盘 定理 (disc theorem) 亦 称 格 斯 格 瑞 圆 盘 
定理 . 判定 特征 值 所 在 范围 的 常用 定理 . 该 定理 断 
E n MOE 4 二 [Laijj, 记 复 平面 上 以 a 为 圆心 ， 


S nil 
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为 半径 的 圆 盘 为 C, 则 4 的 所 有 特征 值 必 包含 在 这 
些 圆 盘 作成 的 并 集 
Al. 

T& Hir T& tig [3] SE XE HE (Gerschgrin disc theorem) 
Bp " pi] Zt xe BR”. 

fil 73 -3E IS aE TB (Bauer-Fike theorem) 关于 
特征 值 的 扰动 定理 .该 定理 断言 : 设 A4 和 B 是 两 个 
n 阶 方 阵 , 其 中 A 可 对 角 化 : 

A-—Q AQ, 
Q 为 非 奇 异 阵 ,A 二 diag (A, s Azs tt y An) 3 XF b 的 任 
一 特征 值 y, 必 存在 4 的 特征 值 人, 使 得 
[a= el< Ql. QU Is: B-A |l 2 

TE X E -R = HE (Hoffman-Weilandt theo- 
rem) 关于 特征 值 的 扰动 定理 . 该 定理 断言 : 设 A 
TH B 是 两 个 n 阶 正规 矩阵 , 则 必 有 可 将 A 和 B 的 特征 
值 作 适当 的 编号 Ay s Àz ttt Ay AA s ott fn 使 得 


a 


Da | A— Bl» 
其 中 外 。，1r 表 示 矩 阵 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 范 数 . 


党 微分 方程 数值 解法 


常 微 分 方程 数值 解法 (numerical methods for 
ordinary differential equations) 计算 数学 的 一 个 
TX. 是 解 常 微分 方程 各 类 定 解 问题 的 数值 方法 . 现 
有 的 解析 方法 只 能 用 于 求解 一 些 特 殊 类 型 的 定 解 问 
题 ,实用 上 许多 很 有 价值 的 常 微分 方程 的 解 不 能 
初等 晴 数 来 表示 ,常常 需要 求 其 数值 解 . 所 谓 数 值 
解 , 是 指 在 求解 区 间 内 一 系列 离散 点 处 给 出 真 解 的 
近似 值 . 这 就 促成 了 数值 方法 的 产生 与 发 展 . 

作为 数值 分 析 的 基础 内 容 , 常 微分 方程 数值 解 
ik BUT SE DA RETI IER. BE EULULA S638 A 
类 有 实用 价值 的 算法 已 经 建立 ,并 已 形成 计算 机 软 
件 . 它 处 理 问 题 的 思路 与 方法 常 可 用 于 偏 微 分 方程 
的 数值 求解 . 主要 研究 以 下 三 类 定 解 问题 的 数值 解 
法 : 初 值 问题 .两 点 边 值 问题 与 特征 值 问题 . 初 值 问 
题 的 数值 解法 应 用 广泛 ,是 常 微 分 方程 数值 解法 的 
主要 内 容 .在 这 方面 有 突出 贡献 的 学 者 当 推 达 赫 硅 
斯 特 (Dahlquist,G. ) B FP a 28 (Butcher, J.C.) & 
:i AR (Gear, C. W. ) 等 人 . 两 点 边 值 问 题 及 特征 值 问 
题 的 研究 相对 较为 薄弱 ,其 中 遍 勒 尔 (Keller ,H. B. ) 
的 工作 影响 较 大 . 

构造 常 微分 方程 数值 算法 的 基本 途 入 有 : 

1. 用 差 商 替代 导数 . 将 微分 问题 中 未 知 吨 数 及 


其 导数 分 别 用 在 某 些 离散 点 处 函数 值 的 组 合 与 差 商 
近似 替代 . 

2. 数值 积分 法 . 将 微分 问题 转化 为 等 价 的 积分 
方程 问题 ,用 各 种 数值 积分 公式 近似 计算 未 知 荫 数 
的 积分 . 

3. 待定 系数 法 . 把 欲 构 造 的 计算 公式 写成 在 离 
散 点 函数 值 之 线性 组 合 的 待定 系数 形式 ,利用 函数 
的 泰勒 展开 式 与 对 公式 的 精度 要 求 , 确 定 公 式 的 系 
A. 

4. MMR BK. 根据 微分 方程 余 量 极 小 化 的 要 
求 ,确定 计算 公式 . 

常 微分 方程 数值 解法 研究 的 基本 问题 有 : 

1. 构造 计算 公式 . 

2. 人 研究 算法 的 相 容 性 、 精 度 阶 与 收 钱 性 ,估计 局 
部 与 整体 截断 误差 . 

3. 研究 在 计算 过 程 中 舍 人 误差 传播 与 积累 的 规 
律 , 即 方法 的 稳定 性 问题 . 

4. 算法 的 数值 实现 问题 ,力图 以 较 小 的 计算 工 
作 量 与 可 靠 的 软件 系统 ,在 计算 机 上 给 出 满足 精度 
要 求 的 计算 结果 . 

常 微 分 方程 初 值 问题 数值 解法 (numerical 
methods for initial value problems in ordinary dif- 
ferential equations) 常 微分 方程 数值 解法 的 主要 
内 容 . 指 研 究 求解 初 值 问 题 各 类 数值 方法 的 构造 、 理 
论 分 析 与 数值 实现 问题 . 研究 的 主要 对 象 为 一 阶 方 
程 组 初 值 问题 

y =f rsy), yGW-—y 

AF y 及 f 均 为 回 量 函数 .对 于 高 阶 方程 的 问题 ， 
约定 已 事先 用 引进 新 未 知 数 的 办 法 化 为 一 阶 方程 
组 .在 研究 中 ,需要 把 问题 区 分 为 两 大 类 : 非 刚性 问 
题 与 刚性 问题 . 这 是 根据 问题 之 解 的 数学 性 质 来 区 
分 的 . 传统 的 数值 方法 (例如 ,经 典 龙 格 - 库 塔 法 等 ) 
适用 于 非 刚性 问题 ,而 对 刚性 问题 则 需要 构造 新 的 
计算 公式 ,这 是 因为 ,此 类 问题 对 数值 方法 的 稳定 性 
有 特殊 要 求 . 

求解 初 值 问题 的 数值 方法 大 致 分 为 两 大 类 :一 
为 单 步 法 ,包括 泰勒 级 数 法 与 龙 格 - 库 塔 型 方法 :二 
为 多 步 法 ,包括 线性 多 步 法 与 二 阶 ( 及 多 阶 ) 导 数 法 
等 . 它们 具有 不 同 的 特点 与 适用 范围 ,实践 中 应 根据 
问题 的 性 质 灵活 地 选用 ,有 时 将 不 同方 法 结合 使 用 
或 给 予 适 当 加 工 改 造 , 可 以 达到 提高 计算 精度 与 减 
少 计算 量 的 效果 . 由 于 所 论 及 的 方法 均 为 步 进 方法 ， 
一 个 突出 的 概念 是 方法 的 稳定 性 . 根据 对 数值 解 性 
质 的 不 同 要 求 ,文献 中 提出 了 多 种 稳定 性 概念 . 按照 
在 稳定 性 问题 研究 中 ,模型 微分 方程 取 为 线性 方程 
或 非 线 性 方程 ,方法 的 稳定 性 又 可 区 分 为 线性 稳定 
性 与 非 线 性 稳定 性 两 大 类 . 在 初 值 问 题 数 值 方法 的 
讨论 中 ,和 常 以 h 表示 积分 步 长 ,以 y, 表示 y GO BC 


种 微分 方程 数值 解法 


值 近 似 值 ,而 数列 

(yy (2 = 051,25), 
即 为 所 求 的 数值 解 .评价 数值 方法 优 劣 的 基本 根据 
是 : 

1. 精度 阶 的 高 低 . 

2. 稳定 性 能 的 好 坏 , 特 别 是 绝对 稳定 区 域 的 大 
Ji. 

3. 计算 工作 量 的 多 少 , 其 主要 标志 是 所 用 积分 
FR h 的 大 小 与 计算 右 端 函数 了 的 次 数 . 步 长 太 小 
必 使 计算 步 数 增多 , 除 增加 计算 量 外 ,还 会 导致 会 人 
误差 的 更 多 积累 . 

常 微分 方程 数值 方法 的 精度 阶 (order of accu- 
racy for numerical methods in ordinary differential 
equations) ” 常 微分 方程 数值 解法 的 基本 概念 之 
一 . 指数 值 方法 计算 公式 局 部 截断 误差 阶 的 估计 . 如 
A p 是 使 单 步 法 或 多 步 法 的 局 部 截断 误差 


T ug" 
的 最 大 正 整数 , 则 称 该 方法 的 精度 阶 是 p ,或 称 方法 


是 p 阶 的 . 

常 微分 方程 初 值 问题 数值 方法 的 稳定 性 (sta- 
bility of numerical methods for initial value prob- 
lems in ordinary differential equations) ” 常 微 分 方 
程 初 值 问 题 数 值 方法 的 基本 概念 之 一 . 指 研究 初始 
误差 与 舍 人 误差 在 计算 过 程 中 传播 积累 的 规律 . 设 
以 为 步 长 ,以 S. 与 ys 分 别 表示 有 无 初始 与 舍 入 
误差 的 数值 解 ， 

En Va s 
KRP n 步 的 整体 计算 误差 . 若 存在 正常 数 天 Rhy 
>0, fi h € Osho], BARE e, 满足 

le, |<K lel, 
则 称 数值 方法 是 稳定 的 ,否则 称 为 是 不 稳定 的 . 简 言 
之 ,稳定 性 是 研究 计算 误差 的 积累 是 否 可 以 控制 的 
问题 . 目前 ,人 们 根据 初 值 问 题 的 类 型 与 实用 上 的 需 
要 ,提出 多 种 具体 稳定 性 概念 .例如 , 零 稳 定性 、 绝 对 
稳定 性 、 相 对 稳定 性 与 代数 稳定 性 等 . 


单 步 法 (one step method) 一 类 重要 的 数值 方 
法 . 设 常 微分 方程 初 值 问题 为 
y —fG;,y, y CO) — yo, 


这 种 方法 在 计算 L= Ln Ae RUE f ynt1 时 ,只 用 到 前 
一 步 , 即 x 二 x 处 的 数值 解 y, 及 由 它 给 出 的 其 他 信 
Ek. 欧 拉 法 、 泰 勒 级 数 法 、 龙 格 - 库 塔 法 等 都 是 单 步 法 
的 例子 . 单 步 法 的 共同 特征 是 ,在 已 知 数据 y, ES 
加 某 种 形式 的 增 量 得 出 w+ 其 计算 公式 为 
yai = In hrs s yas yaxis hy J)» 
AP gy iz hi DAA JT BIS Et PRG. 2438 EE ew 
数 不 依 赖 于 y,t1 时 ,方法 称 为 显 式 的 ,否则 称 为 隐 式 
的 . 为 简便 ,有 时 略 去 增 量 函 数 对 了 的 依赖 关系 , 简 
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BAM ay 2h eG, yh Br). 

显 式 单 步 法 (explicit one step method ) 
步 法 ” | 
隐 式 单 步 法 (implicit one step method) M“ 
步 法 ” 

单 步 法 的 相 容 性 (consistency of one-step 
methods) 单 步 法 必须 具备 的 重要 性 质 之 一 . 指 保 
证 计算 公式 是 原 微分 方程 在 确定 意义 下 的 逼近 . 对 
显 式 单 步 法 A Qr, y hs fo RRA EE wR, DU 
当 gGr, y 05: fI=S (x,y SE RITE A TR E AY. 相应 
地 , 称 上 述 条 件 为 相 容 性 条 件 . 相 容 性 保证 单 步 法 至 
少 是 一 阶 精度 的 . 

单 步 法 的 局 部 截断 误差 (local truncation error 
of one step methods) 常 微分 方程 数值 解法 概念 
之 一 .是 表征 单 步 法 计算 公式 对 原 微分 方程 逼近 程 
度 的 量 . 对 显 式 单 步 法 ,这 个 量 由 

Ravi =V Gau y Ga) hela yaw) sh; f) 

给 出 , 式 中 y(x) 为 初 值 问题 的 真 解 . 

单 步 法 的 整体 截断 误差 (global truncation er- 
ror of one step methods) 常 微分 方程 数值 解法 概 
念 之 一 . 是 表征 由 单 步 法 求 出 的 数值 解 对 真 解 逼近 
程度 的 量 . EA. y Ge FI w+ 分别 表示 初 值 问题 在 
ZX 二 Xs+! 处 的 真 解 与 由 单 步 法 求 出 的 数值 解 ( 在 无 舍 
人 误差 的 情况 下 ), 则 差 

€4417 y G1) — ya 
称 为 单 步 法 的 整体 截断 误差 . 它 是 局 部 截断 误差 在 
计算 过 程 中 传播 积累 的 总 效果 . 整体 截断 误差 也 常 
称 为 方法 误差 . 

单 步 法 的 收敛 性 (convergence of one step 
methods ) 单 步 法 应 具备 的 重要 性 质 之 一 . 指 当 步 
长 趋 于 零 时 ,数值 解 应 以 真 解 为 极限 .由 增 量 函数 
qr, ysz hi f£ BE BJ ER ZD TE ER DJ Je CS BS FETE: 
对 任 给 初 值 yo 及 任 取 节 点 c=2, FA 

limy, = y(x) (t= z, E [0,T D, 
xc H [0, T 1 SR fe DC JR]. 如 果 整 体 截断 误差 e, = 
OCA?) Wü gg S zb EE p 阶 收 敛 的 . 

显 式 单 步 法 的 收敛 性 定理 (convergence theo- 
rem for explicit one step methods) 判断 显 式 单 步 
法 收敛 性 的 一 个 充分 必要 条 件 .考虑 显 式 单 步 法 

Ynti = Sat AgGo, , ys sh J), 
收敛 性 定理 指出 SEE PAP er. y. hi f 在 
Om ee Te qe du y| ue 
上 连续 (其 中 A 及 了 为 正常 数 ), 且 关于 y 满足 李 普 
4s X (Lipschitz) 4& fF , Wi] 3 3& 2b EM, HRK 
ERMA A. B 
Ary 0; f) = fz,y). 
利用 本 结论 , 可 判明 欧 拉 法 、 泰 勒 级 数 法 及 显 式 龙 
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格 - 库 塔 法 的 收敛 性 . 

单 步 法 的 绝对 稳定 性 (absolute stability of one 
step methods) ” 常 微 分 方程 数值 解法 的 概念 . EE 
刻画 单 步 格 式 中 舍 和 人 误差 积累 性 态 的 一 种 基本 方 
A. 即 讨 论 当 步 长 hh 固定 时 ,在 单 步 法 计算 过 程 中 ， 
初始 与 含 人 误差 的 积累 可 和 否 控制 的 问题 . 将 单 步 法 
应 用 于 模型 微分 方程 y Ay à 为 常数 , 则 得 到 一 阶 
差分 方程 

Yn SRC) y, 
式 中 > 三 入 , 实 部 Re) «0. R(z) 称 为 单 步 法 的 稳 
XE PRICE XX ER GO E EE LX ER UT 
ER RG) A IA H RR FHA DL XE PEZT VR BP B] A 
f. E ROGO exp GO BS TR (8 38 3r. 若 对 某 z, 有 
LRGO | 过 1, 则 称 方法 在 点 x 是 绝对 稳定 的 . 复 平 面 
上 的 区 域 
Q-— (z|RGO|«Lz ABR) 

称 为 单 步 法 的 绝对 稳定 区 域 . 

单 步 法 的 稳定 函数 (Cstability function for one 
step methods) 见 “ 单 步 法 的 绝对 稳定 性 ” 

单 步 法 的 绝对 稳定 区 域 (regions of absolute 
stability of one step methods) 见 “ 单 步 法 的 绝对 
稳定 性 ”. 

Ek fr iE (Euler method) 
法 .计算 公式 由 

apicem c hf, 
AB f, = jz). 欧 拉 法 是 一 阶 显 式 方 法 ， 
且 是 收敛 的 . 其 稳定 函数 为 一 次 多 项 式 尺 (z) = 1 十 
z,z 为 复数 ,绝对 稳定 区 域 为 复 平面 上 以 (一 1,0) 为 
中 心 的 单位 圆 内 部 . 

i Be Fz iH Cinverse Euler method) 一 种 简单 
的 显 式 单 步 法 . 它 是 为 克服 欧 拉 法 绝对 稳定 区 域 太 
小 的 缺点 而 设计 的 一 种 单 步 法 . 它 是 对 单个 一 阶 方 
fe , 逆 欧 拉 法 的 计算 公式 为 


一 种 简单 的 显示 单 步 


2 


= Pi ae 
m= eae) SAO 2 


AA y, 一 hf, £ 0. 为 实现 算法 ,对 y GO. 应 施加 限 
制 : 
Cr) |e 3^ GE] 9503 36-05 
否则 公式 (1) 退化 为 Yni = v 本 方法 也 可 应 用 于 
微分 方程 组 ,这 时 只 需 对 每 个 分 量 应 用 公式 (1) 进 
行 计算 . 逆 欧 拉 法 的 稳定 函数 
R@) = 1/(1 — z), 

z 为 复数 , 故 为 A 及 工 稳 定 的 .方法 的 缺点 是 , 当 y, 
二 0 时 ,局 部 不 相 容 ,不 能 使 用 ; 当 y AO BE ER n] s 
用 ,但 误差 较 大 . 

隐 式 欧 拉 法 (implicit Euler method) 一 种 简 
单 的 隐 式 单 步 法 . 它 是 为 克服 欧 拉 法 绝对 稳定 性 能 
太 差 而 设计 的 ,并 由 计算 公式 


ey = Ms AT GOES 
KH. 隐 式 欧 拉 法 是 一 阶 方法 , 且 是 收敛 的 ,但 每 步 
计算 一 般 需 求解 非 线 性 方程 .方法 的 稳定 函数 
R(z)—1/(1—2a), 

z 为 复数 ,其 绝对 稳定 区 域 为 左 半 复 平面 ,日 为 工 稳 
XE RJ. 

泰勒 级 数 法 (Taylor series methods) — fh AA 
步 法 . 指 利用 初 值 问 题 真 解 的 截断 泰勒 级 数 作为 解 
的 近似 值 的 数值 解法 . 设 真 解 v(x) 具 有 9 十 1 阶 连 
续 导数 , 则 在 z= 二 zx, 处 ,有 泰勒 展开 式 


ya, +h) 9 y Ge) + DE y" (x, OQ". 
取 
vers = HCE) + STF Ey? (a), 


则 局 部 截断 误差 

yan th) = yn 50t). 
式 中 各 阶 导 数 y Geo BERI y = f(a) HB 
勒 级 数 的 计算 公式 为 


q E 
Yat = Yn T » yj. 


由 于 高 阶 导数 ”的 计算 量 非常 大 ,本 方法 不 常用 . 
梯形 法 (trapezoidal method) 一 种 常用 的 二 
MKATE. 其 计算 公式 为 
Yam» Uf Guy) fr 3.3. 
梯形 法 的 稳定 函数 为 
zl 
RO = |1 十 部 / 1-5. 


z 为 复数 , 故 为 4 稳定 的 ,但 不 是 工 稳定 的 .由 于 方 
法 是 隐 式 的 ,每 步 计 算 需 求解 非 线 性 方程 .在 实际 应 
用 中 ,对 梯形 法 常用 如 下 预测 -校正 格式 

PILLE mS TE 


ly, = 


| LS (a, Y f Cx, +194, c is 


式 中 beilo aciei aus yn M 为 根 
据 精 度 要 求 指定 的 迭代 次 数 . 

龙 格 - 库 塔 法 (Runge-Kutta methods) 简称 
RK 方法 .一 类 应 用 广泛 的 单 步 法 . 以 对 单个 方程 初 
值 问题 


x 


y =f(xyy), ylro)=Yo 
为 例 , 龙 格 - 库 塔 法 的 计算 公式 是 
ee Sek S AK: (n -—0.:152,)4 (1) 


i=] 


K; = A xr, 十 cih, ya + 379 2 
j=] 


a= 15257,5525 (2) 
这 里 ye IRSE y Go FE Z 一 Zn+l 处 的 近似 值 , 式 中 


第 微 分 方程 数值 解法 


TEER s RA RK 方法 的 级 ,c BO 0-—1,2., 3) 
RK FED ARES. A ERE 


p= = Me. 
RK 方法 可 用 如 下 系数 表 描述 
€i | Qj; jj °** d, 
Dit dz) 422 a» 
C Qi — a 
b, b, b 


如 果 4 是 主 对 角 元 素 均 为 零 的 下 三 角 阵 ,相应 的 公 
式 是 显 式 的 . 此 时 , 按 (2) 式 计算 K; 时 ,其 右 端 仅 包 
€ KiK, K 一 1， 如 果 A 是 主 对 角 元 素 非 零 的 下 
三 角 阵 ,相应 的 公式 称 为 半 隐 式 的 , 如 果 4 的 上 三 
角 部 分 至 少 有 一 个 非 零 元 素 , 相 应 的 公式 称 为 稳 式 
的 . 

为 了 建立 具体 的 公式 ,需要 确定 参数 向 量 c 及 
,参数 矩阵 A. 通常 有 两 种 方法 ,一 是 将 (2) 式 在 
(zy 点 展开 并 代 和 人 (1) 式 中 ,然后 与 真 解 y Gr t 
A) TE RA x, 处 的 泰勒 展开 式 相 比较 ,由 此 确定 上 述 参 
数 ; 二 是 将 微分 方程 化 成 等 价 的 积分 方程 ,用 数值 积 
分 法 求 得 y,+1 的 表达 式 , 将 它 与 (2) 式 的 展 式 代 进 
(1) 式 的 结果 相 比 较 , 以 确定 各 个 参数 . 

经 典 龙 格 - 库 塔 法 (classical Runge-Kutta 
method) 一 种 显 式 龙 格 - 库 塔 法 . 其 计算 公式 为 


h 
Ynti = yt eB AF 2R eR + Ky) 


K= f(r, 3352 s 


K, EMEN qe 


2 
K= f| sehe AE. 
K,— f Gt hy, - AK; ). 
这 个 方法 在 实 轴 上 的 绝对 稳定 区 间 为 (一 2. 78,0)， 
ALA Pu By Bc sx gn). 

龙 格 - 库 塔 法 的 稳定 函数 (stability functions 
for Runge-Kutta methods) 决定 龙 格 - 库 塔 法 绝对 
稳定 性 质 的 函数 . 如 果 把 一 般 级 RK 方法 应 用 于 
单个 试验 方程 

y SAY, 
式 中 4 为 复数 , 则 可 得 到 

y+1—=R(z)y,, z=hà. 
此 处 R(x) FES FHM BAN BA EB PR BK RK 
Fa ik B Fa XE PA : 

R(z)=1+6'zU—Az)'e, 

AP e- [1,1]. 及 4 分别 为 公式 的 权 系 数 与 
系数 和 矩阵. 显然 ,如 果 对 所 有 Re(2) <0, @ [RG) | 
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y Czo) = Yo» 
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委 1, 则 方法 是 4 稳定 的 . 稳定 水 数 R(z) 又 可 用 下 
式 计算 
det(I —z A--zeb! ) 
det (J —zA) 

多 步 法 (multiple-step methods) 一 类 具有 和 较 

高 精度 的 数值 方法 . 设 常 微分 方程 初 值 问题 为 
y —fG.y?, 

多 步 法 的 一 般 形 式 是 


R(z)-— 


yp) = Vis 


k 
Sant 一 PP (REI), 


其 中 aj(j—0,1, e DAKR A a =l; pA, X 
量 函 数 ,满足 条 件 
Qr, yis ttt yi h,0)m0, y: G—1,2, 7, E) 
为 任意 实数 . 用 这 种 方法 计算 w+ 时 ,一 般 要 用 到 已 
经 算出 的 Vnt+k—-19 Ynte FA T ARE AE. 这 类 方 
法 以 熟知 的 龙 格 - 库 塔 方法 与 线性 多 步 法 为 其 特例 . 
多 步 法 的 相 容 性 (consistency of multiple-step 
methods) 多 步 法 必须 具备 的 重要 性 质 之 一 . 设 
y(z) 为 初 值 问题 的 精确 解 , 多 步 法 的 局 部 截断 误差 
由 下 式 表 示 


k 
R(z,y,h) = ay + jh) 
j=0 
—hexrr,ylath) yr) sho J)o. 
Un SR AF TE PB 


c (A) :lim ny =o; 
fi [R Gr y 4D | ic UO A MMA ON rT, | y| <20 
成 立 , 则 称 多 步 法 是 相 容 的 . 相 容 性 的 意义 在 于 ,多 
步 法 的 计算 公式 应 是 微分 方程 的 一 个 合理 近似 . 

多 步 法 的 局 部 截断 误差 (local truncation error 
of multi-step methods) 常 微分 方程 数值 解法 概念 
之 一 它 是 表征 多 步 法 计算 公式 对 原 微分 方程 台 近 
程度 的 量 ( 参 见 “ 多 步 法 的 相 容 性 ”). 

多 步 法 的 收敛 性 (convergence of multiple-step 
methods) 多 步 法 必须 具备 的 基本 性 质 之 一 . 设 对 
k 步 法 已 给 出 k=l 个 附加 初 值 (出 发 值 )yiyyz，…， 
ye-1; 用 e, 二 yy 一 y(z;) 表 示 方 法 的 整体 截断 误差 . 如 
果 附 加 初 值 满 足 条 件 

le,| ug 0D G=0,1,°,k—-1), 
其 中 
lim 7(h) = 0, 
关系 式 


; X 
lim y,—y(z), h—— 
h--0 n 


对 所 有 ON eT 成 立 , 则 称 天 步 法 是 收敛 的 . 
线性 多 步 法 (linear multi-step methods) 一 -类 
重要 的 多 步 法 . 指 在 计算 公式 中 了 
以 线性 组 合格 式 出 现 . 记 & 次 多 项 式 
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pe) = Yee. o(&) = » 7 


其 中 a Æ 0, |a | 十 |Bo| Æ 0. 以 E 表示 移 位 算 子 ， 
Ey, = ya WARE K 步 法 的 计算 公式 为 

pCE) y, = ha lE) fns 
式 中 Sn = f (Ens Yn RE 


Sas, Tj = KD Afen 


PCE) Fl oC) 分 别称 为 线性 k 步 法 的 第 一 和 第 二 特 
征 多 项 式 . 当 友和 关 0 时 ,方法 为 隐 式 的 ; 当 肥 三 0 时 ， 
方法 为 显 式 的 . 

多 步 法 的 出 发 值 (starting values for multi-step 
methods) 常 微分 方程 数值 解法 术语 . 为 应 用 & 步 
法 ,必须 事先 给 出 k 个 初 值 30535 *"* s yr- BE ETT 
以 后 各 步 的 计算 ,这 和 个 值 称 为 & 步 法 的 出 发 值 . 通 
常 利 用 与 & 步 法 同 阶 的 单 步 法 给 出 出 发 值 . 

构造 线性 多 步 法 的 数值 积分 法 (method of nu- 
merical integration for constructing linear multi- 
step methods) 构造 线性 多 步 计算 公式 方法 之 一 . 
该 方法 是 :将 初 值 问 题 化 为 等 价 的 积分 方程 , 则 有 


Wer) — Ha) = | fiy Goods. 
用 等 距 节点 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
f Ge yr, GO 
近似 替代 上 式 中 的 被 积 图 数 , 式 中 {2Cz))} 为 插值 基 
函数 ,并 以 多 替代 y(x,), 则 可 得 到 线性 多 步 法 公式 
Yn+k 一 MYn—j T h 3 
式 中 B, 为 公式 的 系数 . 对 &,7 和 9 作 不 同 选择 ,可 得 
到 不 同类 型 的 具体 公式 . SACR — 1,7 = 0 时 ,得 到 
亚当 斯 显 式 法 ; 当 取 上 = 二 0,;7 = 1 时 ,得 到 亚当 斯 隐 
式 法 ; 当 取 — 1.9 = 1 时 ,得 到 尼斯 图 姆 显 式 公式 
Ynya = Yn- 十 2311 Wd ee 
XR k= 0,7 = 2 时 ,得 到 米 伦 隐 式 公式 
Yn+1 一 Yr- CERTA deed 
构造 线 性 多 步 法 的 待定 系数 法 (method of un- 


determined coefficients for constructing linear mul- 
ti-step methods) 构造 线性 多 步 计 算 公 式 的 方法 
之 一 . 它 是 一 种 适用 范围 更 广 的 一 种 多 步 法 . 其 基本 
提 法 如 下 TEE il 

DES i al } TS DA +j? 
算出 泰勒 展开 式 


k 
> Caja + jh) + AB,y' Gr + jh)] 


P(x) = 


V! (q) ( 
= Mey q Cah", 


g77 0 


于 是 可 得 到 ,与 &),B) 之 间 的 关系 式 


"7425-7 EEST se, 
(9 = 1,2,3,:). 
其 次 ,对 取 定 的 有 之 1, 选择 a; 和 pb,, 使 
C=C, Soh =e, = 0 
(一 般 cari Æ 0), HIEI 1B o5. P; 所 满足 的 齐 次 线性 
方程 组 ,以 其 任 一 非 零 解 为 系数 , 即 可 构成 一 个 线性 
多 步 方 法 . 称 量 
iy Re Och'**) 

为 方法 的 局 部 截断 误差 ,co y (re) 为 误差 主 
项 ,c++ 为 误差 常数 ,精度 阶 为 9, 所 构造 的 公式 称 为 
线性 & 步 9 阶 方法 . 

线性 多 步 法 的 根 条 件 (root condition for linear 
multi-step methods) 常 微分 方程 线性 多 步 法 第 一 
特征 多 项 式 之 根 应 满足 的 条 件 . 如 果 多 项 式 


pic) ` aE 


的 所 有 根 按 模 不 大 于 1, 且 模 等 于 1 的 根 是 单 重 的 ， 
则 称 线性 & 步 法 满足 根 条 件 . 

线性 多 步 法 的 零 稳 定性 (zero stability of linear 
multi-step methods) 和 常 微分 方程 数值 解法 概念 之 
一 . 指 刻 画 线性 多 步 法 计算 过 程 中 当 步 长 疡 充分 小 
时 误差 函数 的 性 质 . 如 果 根 条 件 成 立 , 则 称 线性 多 步 
法 为 零 稳定 的 . 这 种 稳定 性 对 数值 方法 收敛 性 质 的 
研究 有 重要 意义 . 如 果 方 法 是 零 稳 定 的 , 则 当初 始 误 
差 与 舍 和 人 误差 充分 小 时 ,整体 计算 误差 也 可 任意 小 . 
寺 别 地 ,在 零 稳 定 条 件 下 ,数值 解 连续 依赖 于 初 值 
(出 发 值 ). 

线性 多 步 法 的 相 容 性 条 件 (consistency condi- 
tion for linear multi-step methods) 党 微 分 方程 数 
值 解法 概念 之 一 . 指 判 断 线 性 多 步 法 相 容 性 的 代数 
准则 . 设 CE) 和 cc) 分别 为 线性 & 步 法 的 第 一 与 第 
二 特征 多 项 式 , 则 方法 是 相 容 的 , 当 且 仅 当 

Pl) = 0, p'(1)-— a1). 

上 述 条 件 称 为 相 容 性 条 件 . 此 时 ,线性 & 步 法 至 少 是 
— FER). 

线性 多 步 法 的 收敛 性 条 件 Cconvergence condi- 
tion for linear multi-step methods) 判断 线性 多 步 
法 收敛 性 的 代数 准则 . 线性 & 步 法 是 收敛 的 , 当 且 仅 
当 方 法 是 零 稳 定 的 和 相 容 的 . 这 些 条 件 可 以 通过 考 
察 方 法 的 第 一 与 第 二 特征 多 项 式 2() 与 cC) 的 代 
数 性 质 得 到 . 

线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 (absolute stability of 


常 微分 方程 数值 解法 


linear multi-step methods) 常 微分 方程 数值 解法 
概念 之 一 . 指 刻画 线性 多 步 法 计算 过 程 稳定 的 性 态 . 
对 以 固定 的 正 数 为 步 长 的 线性 多 步 法 ,考察 其 对 
初始 误差 与 舍 人 误差 的 敏感 性 ,对 模型 微分 方程 y 
二 Ay,4 为 常数 ,采用 线性 & 步 法 求解 , 吞 以 Fr y, 
分 别 表示 有 与 无 初始 误差 及 舍 入 误差 时 得 到 的 数值 
解 , 则 得 到 整体 计算 误差 e, =F, — y, 所 满足 的 差分 
方程 


> (a, TE haB ens; = $. 
它 的 特征 多 项 式 为 
T(E;z) = ae = zy BE. 


X rp z = AA. MRM TARE ce. EHATE) 的 所 
有 根 5, 均 满 足 
a L Saa 

则 称 线 性 & 步 法 关于 z 是 绝对 稳定 的 . AT EER 
区 间 (或 复 平面 内 某 区 域 ) 的 任意 z, 方 法 都 是 绝对 
稳定 的 , 则 称 此 区 间 ( 或 区 域 ) 为 绝对 稳定 区 间 ( 区 
域 ). nC :20 称 为 方法 的 稳定 多 项 式 . 

线性 多 步 法 的 稳定 多 项 式 (stability polynomial 
for linear multi-step methods) 一 种 特殊 的 多 项 
XX. 指 确定 线性 步 法 绝对 或 相对 稳定 性 质 的 多 项 
X (参见 “线性 多 步 法 的 绝对 稳定 性 ”). 稳定 多 项 式 
BIRME J z= Ah BY PRB PRA D BY Fa HE PA FP i 
为 

e£ix)4 03(20 y 66, e 2s 

其 中 4 为 模型 方程 中 的 系数 ,hh 为 固定 步 长 . 

线性 多 步 法 的 绝对 稳定 区 域 (regions of abso- 
lute stability for linear multi-step methods) 74 
分 方程 数值 解法 概念 之 一 . 是 一 个 数值 方法 实用 价 
值 大 小 的 重要 表征 (参见 “线性 多 步 法 的 绝对 稳定 
性 ”). 方 法 的 绝对 稳定 区 域 越 大 , 它 的 适用 性 越 广 , 

线性 多 步 法 的 相对 稳定 性 (relative stability of 
linear multi-step methods) 党 微分 方程 数值 解法 
概念 之 一 . 它 是 表征 线性 多 步 法 计算 过 程 稳定 的 性 
aS. 考虑 在 初 值 问 题 真 解 随 自 变 量 增长 的 情况 下 , 初 
台 误 差 与 会 人 误差 对 数值 解 精度 的 影响 . 对 p 阶 收 
NMR RIE. S =A, A 为 模型 方程 中 的 系数 ， 
hh 为 固定 步 长 . 设 稳定 多 项 式 

z(£;z) = p(z) — za) 
HR EnC) On = 1,2, 5.65 AER, 
& =e + O(z", 
HRH nOn = 2,3, 4) 为 寄生 根 . WRR lEn | 
« [6| Rm = 2.3, b. WI ERE TE k AK TEATRO 
稳定 的 . 
249 


it 算 数 学 


复 平 面 上 的 区 域 

= {z||&,€2)| < [6 (2)|,m = 2,3,-,&) 
称 为 相对 稳定 区 域 . 一 般 说 来 ,计算 误差 将 随 着 计算 
步 数 而 增长 ,但 只 要 方法 相对 稳定 且 收 敛 , 则 数值 解 
必然 随 着 真 解 的 增长 而 增长 , 且 计 算 误 差 的 增长 速 
度 远 低 于 数值 解 的 增长 速度 ,并 不 影响 数值 解 的 精 
度 ,所 得 结果 仍 具 有 实用 价值 . 

线性 多 步 法 的 相对 稳定 区 域 (regions of rela- 
tive stability for linear multi-step methods) J 
“线性 多 步 法 的 相对 稳定 性 ” 

亚当 斯 显 式 法 (Adams explicit methods) Jf 
称 亚当 斯 外 播 法 . 一 种 常用 的 显 式 线性 多 步 法 . 它 的 
一 般 形 式 为 


Yati m Nutk RES Ehud EA 
最 常用 的 是 = T 


Yat4— = Surat 94 C 59f iP arf we a) 


k arrest k&, 方 法 的 绝对 稳定 区 域 较 小 (与 
亚当 斯 隐 式 法 相 比 ), 且 随 着 步 数 & 的 增 大 而 减 小 . 
此 方法 是 收敛 的 , 且 计 算 过 程 简单 ,常用 作 预 测 - 校 
正 格 式 的 预测 式 . 亚当 斯 显 式 法 系数 及 绝对 稳定 区 
间 表 如 下 : 


(k=1~4) 


注 : 绝 对 稳定 区 间 记 为 (as ,0) 
亚当 斯 外 播 法 (Adams extrapolation method) 
即 “ 亚 当 斯 显 式 法 ”. 
亚当 斯 隐 式 法 (Adams implicit methods) Jf 
PW SAK. BR ARRAS SR. ER 
般 形 式 为 


Jack 77 .yn 一 1 "E h 2, Bf 

最 常用 的 是 = 的 情形 

uq Ynts tT 57 ji (fa 197, 18775J aus Js 
Xf kR=1,k PE MEME Hg k F1. 方法 的 绝对 稳定 
区 域 较 大 ,但 随 着 步 数 & 的 增 大 而 减 小 . 隐 式 欧 拉 法 
与 梯形 法 均 为 其 特例 . 此 方法 是 收敛 的 ,但 每 步 计算 
需要 解 一 个 非 线 性 方程 . 常用 作 预 测 -校正 格式 中 的 
校正 式 .亚当 斯 隐 式 法 系数 及 绝对 稳定 区 间 表 如 下 : 
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注 : 绝 对 稳定 区 间 记 为 (aj ,0) 
亚当 斯 内 插 法 (Adams interpolation method) 
即 “ 亚 当 斯 隐 式 法 ”. 

预测 -校正 格式 (predictor-corrector schemes ) 
常 微分 方程 的 一 种 数值 解法 . 指 求解 隐 式 方程 的 迭 
代 格 式 . 它 既 利 用 隐 式 公式 较 好 的 稳定 性 能 与 精度 ， 
又 利用 显 式 公 式 计算 的 简易 性 . 预测 -校正 格式 的 步 
又 是 : 先 用 同 阶 的 显 式 公式 确定 较 好 的 和 迭代 初 值 , 然 
后 按 隐 式 公式 迭代 一 两 次 达到 精度 要 求 . 例如 ,以 下 
是 亚当 斯 四 阶 预测 - i nc dl 
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另 一 类 是 带 修 正 算 式 的 预测 -校正 格式 (参见 " 哈 明 
预测 -校正 格式 ”). 这 类 格式 又 可 减少 计算 右 端 函数 
f 的 次 数 ,但 中 途 改 变 步 长 较 困难 ,格式 的 稳定 性 讨 
ie diis SEXE. 

哈 明 预测 -校正 格式 (Hamming predictor-cor- 
rector schemes) 一 种 常用 的 预测 -校正 格式 . 它 的 
预测 式 采 用 米 伦 公式 

Yn+4 一 Yn s A fas 
校正 式 采 用 哈 明 公式 
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上 述 格式 有 时 也 称 为 PMECME 模式 . 

步 长 的 自 适应 选取 人 (adaptive selection of step 
size) 常 微分 方程 数值 求解 过 程 中 步 长 选取 的 一 
种 技术 . 指 通过 对 步 长 大 小 的 改变 ,以 提高 解 的 精度 
或 减少 求解 过 程 的 计算 量 . 以 经 典 4 阶 龙 格 - 库 塔 法 
为 例 , 用 yw 和 PEE AU h 5j 2h 为 步 长 求 出 
的 zx 一 z 处 的 数值 解 , 则 方法 的 整体 截断 误差 有 近 
似 估计 

Yan Wurth ast) (1) 
设 e 为 容许 误差 , 则 最 佳 步 长 应 满足 
lona y 6n | xe, | Yasar — y Cz.) | ^e. (2) 
利用 (1) 式 ,可 对 每 步 计算 出 yu — y Go ,并 验证 佑 
计 (2) 成 立 与 否 . 当 
| 而 六 
时 ,应 取 2h 为 新 步 长 ; 当 
[o c CES] UE 
时 应 取 A/2 为 新 步 长 ,然后 重 计算 (1) 并 验证 (2). 单 
步 法 步 长 的 改变 是 简易 的 ,而 多 步 法 改变 步 长 则 比 
较 困 难 . 吉尔 (Gear,C. W. ) 给 出 了 利用 向 后 差分 法 
的 变 阶 变 步 长 技巧 ,最 大 限度 地 减少 计算 量 . 

外 推 法 (extrapolation methods) 一 种 数值 解 
法 . 它 是 利用 相同 的 公式 按 不 同步 长 算出 的 数值 解 
的 线性 组 合 得 到 较 高 阶 数值 解 的 方法 . 记 初 值 问题 

y = f(z,y), yO) = y 
HARA y). Ah AGRA ROR tB IPC f 
H y Gc JO. 设 整体 截断 误差 满足 关系 式 


yG,h) — ylz) = Daa", (1) 


a, = Br, PB 为 正 整 数 , 则 可 利用 多 项 式 外 推 或 有 理 外 
推 公 式 , 提 高 数值 解 的 精度 阶 . 此 时 , 外 推 表 (参见 
“ 理 查 森 外 推算 法 ”) 中 第 0 列 由 序列 
(y Cr, À,) Ir = 0,1,2,..} 
构成 ,其 中 步 长 序列 h. 是 严格 递减 的 ， 
fh, |ho = hsh, > hair = 0,1,2}. 

一 般 利用 低 阶 公式 生成 外 推 表 的 第 0 列 . 常用 的 公 
式 有 : 

1. 适 用 于 非 刚 性 问题 的 欧 拉 法 、 变 形 中 点 法 . 

2. 适用 于 刚性 问题 的 隐 式 欧 拉 法 、 梯 形 法 、 隐 式 
中 点 法 及 半 隐 式 中 点 法 . 这 些 方法 都 是 4 稳定 的 ,但 
对 梯形 法 要 实行 整体 外 推 , 以 保证 外 推 后 的 4 稳定 
性 质 . 


利 微 分 方程 数值 解法 


除 欧 拉 法 与 隐 式 欧 拉 法 的 整体 误差 展开 式 (1) 
中 B= 二 1 外 ,对 其 余 方法 ,相应 的 展开 式 (1) 中 B= 
2. 上 述 各 个 方法 计算 外 推 表 的 第 0 列 的 外 推 过 程 ， 
都 是 收敛 的 .采用 梯形 法 与 各 个 中 点 法 的 情形 ,收敛 
HERR A 同 阶 ). 
设 y, 是 已 知 满足 精度 要 求 的 近似 值 , 现 写 出 在 
D [8] Lx, r] 上 ,用 变形 中 点 法 与 半 隐 式 中 点 法 计 
算 外 推 表 第 0 列 的 步 又. 
变形 中 点 法 : 取 特 殊 的 步 长 序列 
(^, |h, — h/27  ,r — 0,1, M), 
M 为 最 大 允许 外 推 次 数 . 相应 地 有 整数 序列 
(N.| N, = h/h,sr = 0,1,°°,M} 
与 网 点 序列 
{ts 1t, = £, + sh,,s = 0,1,° ,NWN,)}. 
此 处 to = Taly, tl 步骤 如 下 : 
zi =Z F h, J (to sF%o)s zo yu: 
2,417Z, H 2h, f (tz) (5—1,2,** ,N,—1), 
y Gua AJ = Ln 十 zw thf (ty ,zn 2 ]/2 
(r=0,1,.,M). 
半 隐 式 中 点 法 : 设 刚性 方程 组 


iu _ af 


为 雅 可 比 矩 阵 . 令 f(y) = f(y) — Ty,2r 为 指定 整 
数 ,h, = h/Zr. 步 又 如 下 : 
7o — Yn» 
n —-—h,J) [yh fyn], 
Mai = Ih, J) UCI +h, Fm + 2h,F O0) ] 
(k=1,2,°°°,27r), 
72, 1 + Nort 
gr roe 


Sop = y (L, +h A.) = 


dr JÉ FA A ik (deformation mid - point method ) 
见 “ 外 推 法 ”. 

半 隐 式 中 点 法 (semi-implicit mid-point method) 
见 “ 外 推 法 ”. 

混合 法 (hybrid methods) 包含 非 整数 步 点 的 
多 步 方 法 .& 步 混合 法 的 计算 公式 为 


k k 
2 daos = h N as = had uw 
3-30 7 一 0 


HK Ha,=1,|a@| + |f)| > 0,» € (0,1, ,&j . AY fH 
仿 于 线性 多 步 法 来 讨论 混合 法 的 相 容 性 、 精 度 阶 与 
零 稳 定性 . 混合 法 的 优点 在 于 ,在 相同 步 数 的 情形 下 
可 达到 较 高 的 精度 阶 ,误差 常数 较 小 ,并 保持 零 稳 定 
性 .例如 ,对 2 步 混合 法 公式 

Yny 十 Ynti 十 Mn 

ad hL B. fuz T Bi ua us B. f, E B. 4 ues]; 

ED 

a =—16/(8+5 V 3), 

20] 


+r 算 数 学 


am 一 (8 一 5 vV 3 )/(8+5 V3), 

"一 1 十 1/V 3, 

B,—6 V3/(8+5 V3), 

B=(vV 3 +1)/8 +5 V3 )3—-V3), 

Bi=8 V3 /3(8+5 V3), 

B= CL 3 —1)/(4-5 V3 (7 V/ 3) 
时 ,方法 的 精度 阶 是 6, 误 差 常数 为 


8 3 1 sí 
— —— T eccL x — 0.183 X 10^*, 
84-53 977! 
且 为 零 稳 定 的 . 


刚性 初 值 问题 (stiff initial value problems? 
一 类 具有 特殊 性 质 的 常 微分 方程 初 值 问题 . 主要 特 
点 是 :问题 之 解 包含 快 变 分 量 与 慢 变 分 量 , 且 它们 的 
变化 速度 相差 非常 大 . 先 考虑 常 系数 线性 系统 

y GO-—AyGO, yX(OD-—y, (1) 
式 中 
yla) =y lr) y(r), ya Cr) 

为 m 4E [a] Be PR. A 为 m 阶 常数 矩阵 . 设 4 的 特征 
值 为 1 (j= 二 1,2,…,m). 34 Red;<0 AY, (— Rea) rf 
大 者 对 应 快 变 分 量 , 小 者 对 应 慢 变 分 量 . 如 果 和 矩阵 4 
满足 下 列 条 件 , 则 称 问题 (1) 为 刚性 的 . 

1. 矩阵 4 的 所 有 特征 值 的 实 部 不 是 很 大 的 正 
数值 . 


的 负数 . 

3. 问题 的 解 是 变化 缓慢 的 (相对 于 和 矩阵 4 的 具 
有 模 最 大 的 负 实 部 的 特征 值 而 言 ). 

对 于 非 线 性 系统 


Tr SO ys (2) 
设 y(z) 为 其 真 解 . 在 解 y(x) 的 邻 域 内 ,上 述 非 线 性 
方程 可 用 线性 摄 动 方程 

y —-JGOyT LfGsyG) —»G)2] 
来 近似 ,其 中 JJ(Cz) 是 在 点 (z,y(z)) 处 计算 的 f(z, 
y) 的 雅 可 比 和 矩阵 

Jf (x,y) 
dy 

的 值 . 如 果 7(z) 在 求解 区 间 上 变化 平稳 , 则 可 用 某 
个 固定 的 J(zo) 代 蔡 ,zo 为 求解 区 间 内 固定 点 . 当 
J(zo) 的 特征 值 具 有 人 负 实 部 且 局 部 刚性 比 远 大 于 1 
时 , 则 称 系 统 (2) 为 刚性 的 . 

在 刚性 问题 的 数值 解法 研究 中 , 常 考虑 如 下 的 
刚性 问题 类 : 右 端 函数 了 满足 单 侧 李 普 希 茨 条件， 
即 对 任意 6,6; ER”, 

(Flr, D — fGz, 6) ,£ — & sv | 6, —8, || ^, 
式 中 vv 为 常数 ,(。,。) 表 示 给 定 的 内 积 . 24 v—0 
时 ,上 述 不 等 式 称 为 压缩 性 条 件 . 常 以 符号 F, wE 
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2. AREE 4 至 少 有 一 个 特征 值 , 其 实 部 是 模 根 大 


述 问题 类 .刚性 问题 又 称 坏 条 件 问 题 或 病态 问题 . 具 
大 差别 时 间 常 数 问 题 或 具 大 李 普 希 次 常数 问题 . 这 
类 问题 在 控制 系统 .电子 网 络 . 生 物 学 .物理 学 及 化 
学 动力 学 中 经 常 遇 到 ,是 一 类 有 广泛 应 用 价值 的 问 
题 . 

刚性 初 值 问题 数值 解法 (numerical methods of 
stiff initial value problems) 刚性 问题 的 一 类 数值 
解法 . 它 是 针对 刚性 方程 的 特点 ,为 克服 传统 算法 上 
的 困难 而 建立 的 数值 方法 .刚性 性 质 为 数学 模型 本 
身 所 固有 , 非 数值 方法 所 能 消除 ,这 个 性 质 使 得 仅 具 
有 有 限 绝 对 稳定 区 域 的 数值 方法 遇 到 极 大 困难 . 为 
简单 起 见 ,考虑 常 系数 线性 系统 


y (x) 一 4y(z)， (1) 
WEP m MEKE A 是 可 对 角 化 的 ， 
A=SAS !, A-diag(Ai,À,*:,À,). 
S z<=Sy WA 
ZT)=—=Az (zr) (R=1525°%* sm). (2) 


对 具有 有 限 绝对 稳定 区 域 的 方法 ,1 | 越 大 ,选取 的 
步 长 应 越 小 . 当 求 刚性 方程 组 (1) 的 数值 解 时 ,近似 
解 中 包含 各 exp (Nz) 的 近似 ,它们 将 由 (2) 求 出 .对 
应 于 一 Re 大 的 方程 ,其 近似 暂 态 成 分 exp (hx) 将 
很 快 衰减 到 可 以 忽略 的 程度 , 即 认为 已 达到 对 应 方 
程 的 稳 态 解 . 往 后 的 求解 可 以 看 成 是 求 对 应 于 
— Read, 取 小 值 的 (2) 的 稳 态 解 . 此 时 (1) 的 数值 解 的 
量 值 将 由 稳 态 解 的 近似 及 对 应 于 一 Re 为 小 值 的 
方程 (2) 的 近似 来 确定 . 如 果 要 积分 到 稳 态 解 , 则 求 
解 区 间 长 度 的 量 级 应 为 


这 是 因为 无 论 每 个 暂 态 分 量 exp (wz) 的 近似 对 (1) 
的 近似 解 是 否 起 作用 ,对 (1) 进 行 数值 求解 的 同时 ， 
也 必须 看 成 是 对 (2) 中 每 个 方程 也 进行 求解 . 此 时 选 
取 的 步 长 h 应 使 所 有 的 AA (E 1,2, n md S TET 
法 的 绝对 稳定 区 域内 ,于 是 步 长 的 量 级 为 


总 的 求解 步 数 的 量 级 不 小 于 刚性 比 
max (一 ReA,) 


min( — ReA)' 


当 刚 性 比 很 大 时 ,用 具有 有 限 绝 对 稳定 区 域 的 算法 
求解 刚性 方程 的 花费 太 大 ,有 时 甚至 无 法 实现 . 实际 
上 ,上 述 步 长 的 选取 是 不 合理 的 , 即 步 长 选取 不 必要 
地 考虑 了 对 解 不 起 作用 的 成 分 . 正 是 为 了 克服 这 个 
不 合理 性 , 才 开 创 了 刚性 方程 数值 解法 的 研究 领域 . 

刚性 振荡 问题 (stiff oscillatory problems) 一 
类 坏 条 件 常 微分 方程 组 问题 . 考虑 初 值 问题 


y 一 zy)， y(0)= yo. 


Aa T mz n] pE AB [e 
y 9f Gy) 

dy 

的 特征 值 
A; 一 a4; + 5a = ¥—1) (7 = 1,2,°+,m), 
具有 如 下 性 质 ;a; 二 0, 刚 性 比 
max LU >l, 
red la;| 


BEHE jos la, |< |b, |, 则 称 此 问题 为 刚性 振荡 问 
题 . 车 仅 满 足 条 件 |a; | 之 16; |, 则 称 为 高 ( 频 ) 振 荡 
问题 . 这 两 类 问题 的 数值 求解 比 单纯 刚性 问题 更 为 
困难 , 即 更 难 建立 既 绝 对 稳定 又 收敛 的 算法 . 目前 对 
这 类 问题 数值 解 的 研究 还 是 初步 的 . 

高 频 振 荡 问 题 (high-frequency oscillatory pro- 
blems) ” 见 “ 刚 性 振荡 问题 ”. 

A 稳定 性 (4-stability) 数值 方法 的 一 种 线性 
稳定 性 质 . 对 于 求解 初 值 问题 的 某 一 数值 方法 ,如果 
其 绝对 稳定 区 域 包含 在 左 半 复 平 面 内 (不 包含 虚 轴 ) 
Re(GO «0, z 为 复数 , 则 称 之 为 4 稳定 的 . 这 个 概念 
是 达 赫 奎 斯 特 (Dahlquist,G. ) 于 1963 年 在 研究 刚 
性 问题 数值 解 时 首先 给 出 的 . 目前 已 成 为 这 类 问题 
研究 中 最 重要 的 概念 之 一 . 对 4 稳定 的 方法 而 言 ， 
PR h 可 任意 选取 ,而 不 影响 计算 过 程 的 稳定 性 ,这 
正 是 求解 刚性 方程 时 所 期 望 的 . 

达 赫 奎 斯 特 壁 垒 定理 (Dahlquist barrier theo- 
rem) 关于 4 稳定 方法 的 某 些 限制 性 结果 . 其 内 容 
为 : 显 式 线 性 多 步 法 与 显 式 龙 格 - 库 塔 法 不 可 能 是 4 
稳定 的 ;4 稳定 的 线性 多 步 法 的 精度 阶 不 大 于 2; 在 
所 有 4 稳定 的 2 阶 方法 中 ,以 梯形 法 的 局 部 截断 误 
差 为 最 小 ,误差 常数 为 一 1/12. 这 个 定理 对 刚性 问题 
数值 解法 的 进一步 探索 有 重大 影响 . 其 一 为 减弱 对 
绝对 稳定 区 域 的 要 求 , 只 要 它 包 含 左 半 复 平面 的 一 
个 无 穷 子 区 域 . 此 时 ,所 构造 的 方法 的 精度 阶 可 大 于 
2; 其 二 为 在 保持 对 绝对 稳定 区 域 要 求 的 前 提 下 , 构 
造 新 形式 的 方法 ,以 突破 壁垒 定理 的 限制 . 

了 稳定 性 (Z-stability) 表征 求解 刚性 方程 的 
数值 方法 稳定 性 的 概念 . 由 埃 尔 (Ehle,B. L.) 于 
1969 年 引入 .有些 方法 虽 是 4 稳定 的 ,但 可 能 出 现 
下 面 的 现象 , 当 


Re(z) 一 一 co 
时 (z 为 复数 ), 有 

Eyes Ne] > 1. 
这 种 现象 使 得 在 解析 解 中 一 些 极 快 衰减 到 零 的 分 
E ,在 数值 解 中 表现 为 缓慢 衰减 ,可 能 变 为 振荡 的 分 
量 .针对 上 述 现象 ,给 出 如 下 定义 : 若 数 值 方法 是 4 
稳定 的 ;并 以 定 步 长 疡 盖 0 应 用 于 模型 方程 y — y, 
得 到 的 序列 {y,), 具 有 递 推 关 系 式 

Ynti = QED Ins 


常 微分 方程 数值 解法 


IP z = Ah, 
Re(z) 一 一 oo 

A 可 接受 性 (4-acceptability) 指数 函数 有 理 
有 逼近 的 一 种 性 质 . 它 在 刚性 问题 单 步 方法 的 稳定 性 
研究 中 有 重要 应 用 . VE z 为 复数 ,R(z) 为 指数 函数 
exp(z) IUE HUB ir. 铬 对 所 有 满足 ReGO SOW z, 
有 [RGO| x 1, tlg ROGO 为 4 可 接受 的 .许多 隐 式 
龙 格 - 库 塔 法 ,其 稳定 函数 常 取 exp(z) BS DH (8 3B ur 
形式 
PUE) 

Q,G)' 

HPP.) 5 Q,GO RAIA RE 5j m IX EX. CAIE 
HH, CRA Ut R(z) 是 4 RSH, 4 BUM m 
—2< b xm. 

A(la) 稳 定性 (A(a)-stability) 放宽 A 稳定 性 
要 求 的 一 种 稳定 性 概念 . 一 个 数值 方法 称 为 是 A Ca) 
稳定 的 , a € (0,x/2) ,如果 方法 的 绝对 稳定 区 域 包 
含 复 平 面 上 的 集合 {z|z = Ah ARM, | arg(— z) < 
az 75 0,h 220). 如果 对 充分 小 的 a€ (0,7/2), HE 
是 A(a) 稳 定 的 , 则 称 该 方法 是 4(0) 稳 定 的 ;如 果 对 
所 有 a € (0,7/2), FHKE AQ) 稳定 的 , 则 称 之 为 
A(G/2) 稳定 的 .4(r/2) 稳定 性 就 是 4 稳定 的 . 这 种 
稳定 性 概念 是 由 威 德 隆 (Widlund ,O. B. ) 于 1967 年 
引进 的 . 

A, 稳定 性 (4-stability) 针对 只 具有 实 特 征 
值 刚 性 问题 的 一 种 稳定 性 概念 . 如 果 数 值 方法 的 绝 
对 稳定 区 域 包含 整个 负 实 轴 , 则 称 之 为 Ao 稳定 的 . 
显然 ,4 稳定 或 4(a) 稳 定 的 格式 必定 是 Ao 稳定 的 ， 
即 A, 稳定 的 格式 类 包含 4 稳定 与 4(a) 稳 定 的 格 
式 类 . 通过 研究 A. 稳定 的 格式 的 性 质 , 能 够 确定 适 
合 于 求解 刚性 方程 的 数值 方法 必须 具备 的 一 些 条 
f. Ay 稳定 性 是 由 克 瑞 尔 (Cryer,C. W. ) 于 1973 年 
引进 的 . 

刚性 稳定 性 (stiff stability) 一 种 考虑 了 方法 
精度 的 稳定 性 概念 .以 C 记 复数 集合 ,对 于 正 数 D, 
a 和 0, 定义 集合 

RI={zEC|Re(z) 达 一 D), 

R,—íz€C|—D«Re(z)«a,llm(z)|«90). 

如 果 数 值 方法 是 收 
MH, ARG RE 
含 在 该 方法 的 绝对 
稳定 区 域内 ,而 方法 
EKR R: 上 具有 高 
精度 与 绝对 或 相对 
稳定 性 , 则 称 之 为 刚 
性 稳定 的 . 


R(z) = 
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刚性 稳定 性 是 由 吉尔 (Gear,C. W. ) 于 1969 年 
引进 的 . 

无 限 稳定 性 (infinite stability) ”表征 求解 刚性 
方程 的 数值 方法 稳定 性 的 一 个 概念 . 同 工 稳定 性 的 
概念 一 样 ,这 个 概念 也 是 为 充分 反映 对 求解 刚性 方 
程 的 数值 方法 的 要 求 而 引进 的 . 如 果 存 在 实数 ww 二 
0, 使 得 数值 方法 以 定 步 长 h 二 0 应 用 于 y - Ay. B 
得 的 序列 (y,} 满 足 关系 式 
Yat) 

Yn 
则 称 此 方法 为 无 限 稳定 的 . 当 应 用 无 限 稳定 或 工 稳 
定 的 格式 于 刚性 方程 的 数值 求解 时 ,解析 解 中 极 快 
衰减 到 零 的 分 量 保持 其 原 有 性 质 . 

AN 稳定 性 (AN-stability) 4 稳定 性 概念 对 
于 变 系数 线性 非 自 治 方程 情形 的 推广 .考虑 模型 方 
程 


= ¢<. I, 


S 
Re(ha) «w 


y —g(x2)y, Reg(r)<0. 
将 其 应 用 于 * 级 龙 格 - 库 塔 法 , 则 有 
Yny = 14+ EU — AE) le), 
式 中 
F=diag($,,€..° 56), &i—hqG, the), 
35 cic; M.A 6,8; MRM ELAM £, AMRAN 
K(5)— 145 6ü—A£) e, | 
其 中 e 为 分 量 均 为 1 的 向 量 ,满足 | 天 (2)| 委 1, 则 称 
龙 格 - 库 塔 法 是 AN 稳定 的 .由 此 知 , 若 方法 AN f 
定 , 则 必 A 稳定 . 
非 线 性 稳定 性 Cnonlinear stability) 
程 取 为 非 线性 刚性 方程 时 所 引进 的 一 类 稳定 性 概 
念 . 此 时 模型 方程 取 为 非 自 治 系统 y =f (zy), H 
满足 压缩 性 条 件 
Ta) 0 
这 里 foy 及 z 均 为 同 维 数 的 函数 向 量 ,《。,。，) 表 
示 内 积 . 这 类 稳定 性 的 基本 要 求 仍 然 是 ,数值 方法 对 
计算 误差 是 不 敏感 的 ,在 计算 过 程 中 可 把 它 控制 在 
允许 范围 内 .目前 文献 中 出 现 的 B 稳 定性 ,BN 稳定 
性 及 代数 稳定 性 等 均 为 非 线 性 稳定 性 .而 4 稳定 
性 ,刚性 稳定 性 等 均 为 所 谓 线性 稳定 性 ,因为 讨论 时 
考虑 的 模型 微分 方程 为 线性 的 . 
B 稳定 性 (B-stability) 非 线 性 稳定 性 的 特例 . 
设 考虑 满足 压缩 性 条 件 的 自治 系统 y =f). 如 果 
从 不 同 的 初 值 出 发 ,由 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 求 出 的 数值 
fi FH 31] Cy.) Riz.) ,满足 关系 式 
| Yn 77 Za | < | Wt M IE 
Ep | + | 表示 向 量 范 数 , 则 称 方法 为 号 稳定 的 . 
这 个 概念 是 巴特 赫 尔 (Butcher,J. C. ) 于 1975 年 引 
进 的 ,并 给 出 了 一 系列 判别 条 件 . 显然 ,由 BB 稳定 性 
可 推出 4 稳定 性 ， | 
BN 稳定 性 (BN-stability) ” 非 线 性 稳定 性 的 特 
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当 模 型 方 


fl. B 稳定 性 概念 的 推广 , 设 所 考虑 的 非 自 治 系 统 满 
足 压 缩 性 条 件 . 如 果 从 不 同 的 初 值 出 发 ,由 s ER ERA 
龙 格 - 库 塔 法 算出 的 数值 解 序列 (y,} 和 (z,}) ,满足 关 
系 式 

| Yn 7 Za | < | Yn-1 ^ — €a-1 | , 
其 中 小 * 站 表示 向 量 范 数 , 则 称 方法 为 BN BEN. 
这 个 概念 是 由 巴特 赫 尔 (Butcher,J. C. ) 等 人 于 
1979 年 引进 的 ,并 给 出 了 代数 判别 准则 : 设 二 次 型 

QE Fr 8) = X met, 
其 中 mi; = bia; +a; — bb; Tfi] b; ER ai; JJ JE T8 -JEE 
法 计算 公式 中 的 系数 (参见 “ 龙 格 - 库 塔 法 ”), 则 当 

b ox) (í= 1,2,.…,s5), 

且 二 次 型 Q 非 负 定时 ,方法 是 BN 稳定 与 B 稳定 
Hy. 

代数 稳定 性 (algebraic stability) JER HERE 

性 的 特例 . 如 果 s 级 龙 格 - 库 塔 法 满足 条 件 : 权 系数 

b c0 (Q21,2595,8) 
及 二 次 型 

Q(£,,8,,-, 8) 

是 非 负 定 的 , 则 称 之 为 代数 稳定 的 . 其 中 , 二 次 型 
QC5,,6, 5) 的 表示 式 见 "BN 稳定 性 ” 这 个 概念 
Ei E REA ZK (Butcher ,J. C. ) 等 人 于 1979 年 引入 的 . 
显然 ,代数 稳定 的 方法 必定 是 BN 稳定 的 . 

各 种 稳定 性 质 间 的 关系 (relations between var- 
ious stability properties) % 4r D f BS bj H. 5 HU 
s 级 龙 格 - 库 塔 法 的 各 种 稳定 性 质 间 的 关系 :从 方法 
AN 稳定 性 推出 4 稳定 性 ,从 BN 稳定 性 推出 B 稳 
定性 . 方法 为 代数 稳定 的 , 当 且 仅 当 为 AN 稳定 的 ; 
方法 为 AN 稳定 的 , 当 且 仅 当 为 BN 稳定 的 . 上述 结 
果 有 重要 意义 ,因为 它 将 非 线 性 问题 的 稳定 性 质 与 
线性 问题 的 相应 性 质 建立 了 联系 ,并 用 一 定 的 代数 
准则 来 刻画 . 这 些 条 件 之 间 的 联结 与 所 考虑 的 模型 
方程 的 非 目 治 性 质 有 关 . 但 在 4 稳定 性 与 B 稳定 性 
之 间 尚 未 发 现存 在 类 似 的 充分 必要 条 件 . 

压缩 性 (contractivity) ”反映 数值 方法 对 计算 
误差 敏感 程度 的 性 质 . 它 保证 计算 误差 不 因 步 数 的 
增加 而 增长 . 知 对 给 定 的 刚性 问题 类 ,存在 与 问题 类 
刚性 无 关 的 实数 ho > 0 和 0<C 委 1, 使 得 对 任意 AE 
CO, h, ] ,方法 的 精确 数值 解 w+ 与 扰动 解 ( 即 实际 求 
出 的 带 有 计算 误差 的 数值 解 )z,+ ,满足 关系 式 

| Ynt+1 7 ®nt+1 | «0 | Ya 77 Zan | , 
则 称 方法 是 压缩 的 . 若 Cl ,方法 称 为 严格 压缩 的 . 
若 上 述 关系 式 对 任意 A0 成 立 ,方法 称 为 是 无 条 件 
压缩 的 . 显然 ,压缩 性 与 所 取 范 数 有 关 . 这 里 ,所 考虑 
的 刚性 问题 类 通常 满足 压缩 性 或 耗 散 性 条 件 : 对 任 
E y 及 zER”, 有 
Fery 0. 


C HETE (C stability) 数值 方法 应 具备 的 一 
种 重要 性 质 . 对 于 满足 压缩 性 条 件 的 刚性 问题 类 ( 参 
见 “ 压 缩 性 ”) ,存在 实数 hy 0 和 C6, 使 方法 的 精确 
数值 解 w+ 与 扰动 解 z,+1 之 差 , 对 任意 hE (Osho TS 
足 关 系 式 

| Muti — Zn+ı | = (1+ C) | Yn — Za | , 
则 称 方法 为 C 稳定 的 . 这 里 ,h。 K O 与 问题 类 的 刚 
性 无 关 . 

B 相 容 性 (B-consistency) 刚性 问题 数值 方法 
局 部 误差 应 满足 的 一 种 性 质 . 对 单 步 法 ,其 局 部 误差 
为 

Rumy a) as 
式 中 
Yny Ven) FAG Gr y Gn s Su OA, 
p HIN E eg 2C. 对 刚性 问题 类 57, A JR] BB VR 25 HE 
AE (0,hoj] 满 足 估计 式 
| Ra] DA", 

这 里 实数 DAA, 与 问题 类 SY, 的 刚性 无 关 , 则 称 单 
步 法 是 9 阶 B 相 容 的 . 

B ie mt tE (B-convergence) 刚性 问题 数值 方 
法 整体 误差 应 满足 的 一 种 性 质 . 对 刚性 问题 类 多， 
若 整体 误差 对 任意 AEO, A, ] ,满足 关系 式 

i3 Opa = Sa | < Ch, 

这 里 实数 C Mh, 与 问题 类 多 ,的 刚性 无 关 . 则 单 步 
法 称 为 是 7 Br B 收敛 的 ， 

BSI 稳定 性 (BSI-stability) 数值 方法 的 一 种 
内 部 稳定 性 质 . 该 性 质 在 龙 格 - 库 塔 法 B 收敛 理论 中 
有 重要 作用 . 用 龙 格 - 库 塔 法 计算 刚性 问题 在 x= 
Xn+1 处 数值 解 Ya WA 


yi yeh >) aif (a,+cjhsy)) Qsiscs), 


don =yeth >) bf Geh). 
但 由 于 计算 误差 的 影响 ,实际 算出 的 数值 解 zaai 
AE 2L 231 7j T€ 

nyc S a OOo Coe eto», 


Zn+41—Ia Th > bif Ct eh De 
式 中 6:(1 二 1 入 5s 十 1) 为 扰动 向 量 . 若 不 等 式 
>) (Sp — Z9) RU e CY (0;,0;) 
(hE (0,ho]), 
对 刚性 问题 类 F, — BMW KB A, RC 仅 依 赖 于 
单 侧 李 普 希 欧 和 常数, 则 称 龙 格 - 库 塔 法 在 F, 上 是 


BSI 稳定 的 . A ho C 与 vy 无 关 , 则 简称 方法 是 BSI 
稳定 的 . 


常 微分 方程 数值 解法 


BS 稳定 性 (BS-stability) 数值 方法 的 一 种 内 
部 稳定 性 质 . 主要 用 来 估计 内 部 扰动 的 影响 . 若 由 龙 
格 - 库 塔 法 求 出 的 数值 解 yi+1 与 扰动 方程 之 解 Zl 
之 差 ,对 任意 A € (0,hoj] 和 刚性 问题 类 97, — SIR T 
EDFA 


| .ya 二 1 — Za+ı | < C max | Ò; | 9 
IEEE 


则 称 方法 是 BS 稳定 的 , 式 中 人 6; 为 局 部 扰动 问题 ( 参 
见 “BSI 稳定 性 ”). BS 稳定 性 不 是 通常 意义 下 的 逐 
步 稳定 性 , 它 不 能 处 理 计算 过 程 中 误差 的 传播 问题 ， 
B Watt AY 7E y & 4 (sufficient conditions for 
B-convergence) 判断 求解 刚性 问题 的 龙 格 - 库 塔 
法 B 收敛 性 的 一 些 准 则 .、 
1. 如 果 方 法 在 问题 类 多, 上 是 代数 稳定 的 ,BSI 
稳定 及 BS 稳定 的 , 则 它 在 ,上 是 BS. 
2. 设 具 有 正 权 系数 的 龙 格 - 库 塔 法 是 代数 稳定 
的 ,又 存在 正 对 角 和 矩阵 
D —diag (d.d; d), 
以 使 wp(4) 六 0, 则 方法 在 A, LÆ B WX B eR 
A 是 ;级 方法 的 系数 阵 ， 
_ (ABE), 
a ee 


Ce): m" » d 62s 
j=1 


im ERER. 

利用 上 述 条 件 , 可 以 证 明 , 高 斯 方法 、 拉 道 1 A 
方法 、 拉 道 1A 方法 及 二 级 勒 贝 陶 耻 C 方法 都 是 B 
收敛 的 . 

隐 式 龙 格 - 库 塔 法 (implicit Runge-Kutta meth- 
ods) 解 刚 性 初 值 问题 的 一 类 重要 方法 (参见 “ 龙 格 
- 库 塔 法 ”). 这 类 方法 稳定 性 能 好 且 精 度 阶 高 ,但 求 
解 计算 量 很 大 . 

隐 式 龙 格 - 库 塔 法 的 4 稳定 性 (4-stability of 
implicit Runge-Kutta methods) ”描述 ;级 隐 式 龙 
格 - 库 塔 法 的 稳定 性 态 . 对 于 利用 高 斯 型 、 拉 道 及 勒 
贝 陶 型 求 积 公 式 构造 的 计算 公式 ,它们 的 稳定 函数 
R GO d TE CER exp(z) 的 对 角 帕 德 逼 近 或 第 一 、 二 
下 对 角 帕 德 台 近 , 即 其 分 母 为 ;次 多 项 式 , 分 子 为 s 
—d 次 多 项 式 ,4 = 二 0,1,2. WR Re(2)<0,M A 
LRGO | 1, BI ES XX JE 8 PEE I d 4 稳定 的 . 进而 ， 
当 d=1 或 2 时 ,R(z) 的 分 母 次 数 高 于 分 子 的 次 数 ， 
如 果 ReGO«0., HÄ Re(z) 一 一 2 时 ,有 |R(z)| 一 
0, 即 方法 是 工 稳 定 的 (参见 “ 龙 格 - 库 塔 法 的 稳定 隔 
数 ”). 

隐 式 龙 格 - 库 塔 法 的 实现 (implementation of 
implicit Runge-Kutta methods) ” 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 
的 实际 计算 问题 . 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 是 高 阶 的 4 稳定 
方法 ,但 奉 将 其 应 用 于 非 线 性 微分 方程 组 的 求解 ,一 
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般 存 在 很 大 困难 . 24 8 s 级 方法 求解 含 .m 个 方程 
的 一 阶 方程 组 时 ,每 积分 一 步 , 需 要 求解 sm 阶 非 线 
性 方程 组 . 如 果 用 牛顿 法 或 它 的 变形 来 求解 上 述 方 
程 组 , 则 每 迭代 一 步 所 需 乘 法 次 数 的 数量 级 为 * mm ， 
因而 方法 的 实用 性 受到 限制 . 为 克服 上 述 困难 ,迄今 
提出 的 主要 办 法 有 :等 效 代 换 和 迭代 法 , 即 构造 一 个 新 
的 微分 方程 组 代替 原 方程 组 ,进而 得 到 新 迭代 格式 ; 
修改 的 牛顿 法 ;基于 简化 原 龙 格 - 库 塔 法 算法 结构 而 
导出 的 半 隐 式 方 法 ,例如 对 角 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 以 及 
Y RME GIES. 
罗 森 布 罗 克 法 (Rosenbrok methods) 
隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 . 设 自治 系统 为 
; 2 ew hey OO) EO 
其 中 y 5 f EA m 维 向 量 . 它 的 计算 公式 为 


Yny = yh 25K; 
pes] 
Ki f Gy) - dihJ Gy Ki, 


一 类 半 


r—] 
K, Ex y, +h 2; a,K;| 


+d,hJ| y 44 2j eK | K, 
(r—2,*:,s), 
式 中 7 一 区 为 雅 可 比 导数 矩阵 这 类 公式 既 保持 隐 


式 龙 格 - 库 塔 方法 的 4 稳定 性 质 ,又 避免 对 非 线 性 方 
程 组 的 迭代 求解 . 它 是 隐 式 龙 格 - 库 塔 方法 具体 实现 
的 一 个 有 效 方 法 .实际 计算 时 ,天 , 可 从 相应 的 公式 
解 出 : 

Ki=[I—dihJ(y,)] S On), 


2 i 
K, =| 1—dhJ( y 44 > eK) | 
: f| y, +h > a,K;| (r—2,3,*,5), 


AB.d;G—1.2,7,e;R a,j(r-—25,3,*,55;]—1, 
2,… ,7 一 1) 均 为 给 定 系 数 . 例如 ,二 级 三 阶 公 式 的 系 


数 为 
a=1+~5, 
ee a AN 
6 
EN ces /6+V58+20 /6 } 
2] © 217 , 


(64-2 / 6) 
b = — 0. 41315432, 
b,=1. 41315432. 
二 级 二 阶 公式 的 系数 为 
d, = d, = 1 — V2 
2 
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é,= 0, 6b =90, &=1. 

对 角 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 (diagonally implicit 
Runge-Kutta methods) 一 类 特殊 的 半 隐 式 龙 格 - 
库 塔 法 .方法 的 系数 阵 4 是 下 三 角 阵 ,对 角 元 ai (i 
二 1,2,…,s) 非 零 且 互 等 . 常用 的 是 一 级 二 阶 公式 


Lx 
( 隐 式 中 点 公式 ) 212, 
X 
二 级 三 阶 公 式 
1 1 1 1 
一 十 一 十 
2. 9g 4» 3. 
1 


和 三 级 四 阶 公 式 . 它们 都 是 4 稳定 的 . 这 类 方法 适 
用 求解 高 频 振荡 问题 . 

单 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 (singly implicit Runge- 
Kutta methods) 一 类 具有 特殊 性 质 的 龙 格 - 库 塔 
法 . EX s 级 隐 式 方法 使 用 牛顿 迭代 中 , 雅 可 比 和 矩阵 
的 求 值 与 相应 线性 方程 组 的 处 理 花 费 了 主要 计算 时 
BL. «44g EE 4 只 有 实 特征 值 ,特别 是 恰 有 * 重 实 特 征 
值 的 情形 ,就 可 大 大 减少 机 时 .由 系数 表 


Cd 
b 


确定 的 方法 称 为 * 级 单 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 . 式 中 横 标 
C136 C. H5 b= (1,1/2,°%51/s)V.', 


1 C, - Ce 
NA E! C, C 

] E Cr 

0 0 s, Q Qa, 

1 0 0 a, 
Ac 172 ; 

0 0 1/(s—1) a, 

m EE s—k 5 (s—1)! s—k+] 

a= C-D MEL 


(k=1,2,..,s), 
7 为 非 零 实数 .方法 的 系数 阵 恰 有 s 重 实 特征 值 . 单 
隐 式 方法 的 精度 阶 一 般 为 *, 最 大 可 达到 s 十 1. 方法 
的 A 及 工 稳 定性 质 依赖 于 7 的 取 值 . 


向 后 差分 法 (backward difference methods) 
亦 称 吉尔 方法 . 一 种 多 步 法 . 指 由 公式 
k 
p E TAN x hd us 
4 j 


j- 


或 者 
n+ 一 EE Gu h B, f, +h 


给 出 的 线性 k 步 法 ， 其 中 防 表 示 向 后 差分 算 子 . 本 方 
法 的 精度 阶 是 ,并 在 无 穷 远 处 具有 好 的 稳定 性 质 ， 
即 刚性 稳定 性 . 在 计算 过 程 中 ,可 随时 改变 步 长 和 方 
法 的 阶 ,每 前 进 一 个 时 间 步 解 隐 式 方程 组 所 需要 的 
计算 量 较 小 . 人 们 对 求解 刚性 方程 的 许多 算法 进行 
比较 ,结果 表示 ,这 类 方法 是 效果 最 好 的 方法 之 一 . 
多 年 来 , 虽 已 建立 许多 有 效 算法 ,但 向 后 差分 法 仍然 
是 最 有 效 的 通用 算法 . 几 个 常用 的 吉尔 方法 公式 : 
Ynti = Ya Af eis 


Yu Eyt i»ad LIAE 


Yn o7 y, EN ati, Aes 
吉尔 方法 (Gear methods) J“ mM GHAR”. 
— Br $#$ (second derivative methods) 一 
种 亚当 斯 型 多 步 法 . TE RECS TU ARIA AIR REESE BE 
理 对 线性 多 步 方法 阶 的 限制 而 设计 的 , 适 于 求解 刚 


性 问题 . XY A Ya AR BEA UR en Da ad | 


Vntk Wntk— ith » By. QE. Y,y, DI 


通过 对 系数 9,0; — 0, 1X 7, 的 选取 ,可 使 方 
法 具有 比 向 后 差分 法 更 好 的 刚性 稳定 性 质 , 且 直至 
4 阶 方法 是 4 稳定 的 ,直至 9 阶 方法 是 AGO TAXE 
的 .& 步 方 法 的 精度 阶 为 十 2. 对 于 刚性 振荡 问题 ， 
它 的 效果 比 向 后 差分 法 好 . 上 述 计 算 公 式 作为 隐 式 
方程 ,常用 牛顿 迭代 法 及 其 变形 求解 . 两 个 最 简单 的 
二 阶 导数 法 公式 是 : 
ol = 二 Sota — hy , 
Ynt2 = Vat +h er a 
— LH yes 
指数 拟 合 法 (exponential fitting methods) fF 
刚性 初 值 问题 的 一 种 数值 方法 . 如 果 当 一 个 数值 方 
法 以 精确 的 初始 条 件 应 用 于 模型 方程 
y =Ay, y(0)=yo 
EF, ZE A— A, 处 将 得 到 一 个 精确 的 理论 解 , 则 称 该 方 
E CR BLA 处 是 指数 拟 合 的 . 按 上 述 意义 得 到 
的 数值 方法 称 为 指数 拟 合 法 . 例如 考虑 含 参数 y 的 
A PERDE F: 
ee Se: SP aa ee D 


常 微分 方程 数值 解法 


将 其 应 用 于 模型 方程 , 则 有 
Yny SFr Cz) yns 
其 中 | 
] 之 
Me) = TS ae 
模型 方程 的 真 解 y(t) =e y(t.) ARER Ap 应 使 
r(z) JBN 2E 


= 


€(z)—r(z)—e 
F A=Ay BP z=z= Ah 处 为 0;e(zo)= 二 0, 这 使 得 方 
WE F E A— A 处 得 到 的 数值 解 是 精确 的 . 从 eC = 
0, 对 zo 天 0, 可 确定 参数 
u——z, —e*(1—e*)^!zuG, 

BP F 4 uü-—uGOB E 250 处 是 指数 拟 合 的 . 

具有 可 变 系 数 线性 多 步 法 (linear multistep 
methods with variable coefficients) 线性 多 步 法 
的 一 种 . 指 为 克服 达 赫 尔 斯 特 壁垒 定理 的 限制 ,设计 
的 一 种 适用 于 刚性 方程 的 带 有 变 系数 的 多 步 法 . 对 
微分 方程 组 初 值 问 题 , 形 如 


> [ar + arn, ]». ay 


= =A) DUE: nw. jr (1) 


的 计算 公式 ， 称 为 具有 可 变 矩 阵 系数 的 & 步 方法 , 式 
中 Q, 是 依赖 于 BY SE A Pe. SC Bo V FERE Er RC f 


YER BSP BES dens] EE RT DUGROR Q, 


为 一 艺 在 此 区 间 内 某 种 近似 . 如果 iP -0 60; 
…,s) ,方法 (1) 称 为 线性 隐 式 的 . 对 这 类 方法 ,每 步 
只 需 解 一 个 以 


I db Sane, 


为 系数 阵 的 线性 方程 组 ， 对 方法 (1)， 可 用 与 常 系数 
线性 多 步 法 情形 相仿 的 办 法 ,讨论 它 的 精度 阶 与 稳 
定性 问题 等 .已 经 构造 出 一 批 线 性 隐 式 的 高 阶 方法 ， 
HBA 4 稳定 性 . fil Us =2,k=4 和 精度 阶 p=4 
89 Jr 1E rp B KAA 


Pan 0 Qs OO — 0, 
(0. Q0. 99 co __ — 99 ; o, 37 po 9 

EE D RT 247—345 24: 
du E <a. aa say, 99 9 240.34. a 
a, TUN — 94 42 ™ 94°41 T T94? 
BP =0 P =E P 2 BY = =, 

o l1 am. l1 wv 1 wv 1l «v». 

4 12°% mey e mU MAE um 12/4 =0 


单 支 多 步 法 (one-leg multistep methods) 用 
于 刚性 问题 数值 求解 的 一 类 多 步 法 .由 达 赫 奎 斯 特 
(Dahlquist,G. ) 于 1975 年 建立 ,其 计算 公式 为 
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it 算数 学 
2120» = hf | > tek 2,8] , 


AH 


2,8 = 1. 


这 类 方法 的 优越 之 处 在 于 ， BETTER ETE 
数值 需要 存 贮 (内 存量 小 ) ,对 变 系 数 线性 刚性 方程 
来 说 , 变 步 长 的 单 支 法 的 稳定 性 能 优 于 相应 的 线性 
多 步 法 . 它 还 可 以 较 方 便 地 应 用 于 微分 代数 方程 
FG,.y,y 220 的 求解 . 
组 合 方 法 (composite methods) 一 类 数值 解 
法 . 指 由 快慢 变化 不 同 的 子 组 所 构成 的 微分 方程 组 
的 数值 解法 , 对 维 数 较 高 的 微分 方程 组 ,根据 其 内 每 
个 子 组 快 变 慢 变 的 不 同情 形 ,分 别 采用 不 同 的 数值 
方法 . 设 已 给 初 值 问 题 
y = H(z,y) y0) = ys (1) 
AP y RAW m+n 维 向 量 ,可 分 解 为 两 个 子 方程 
组 问题 
ul = f(x,u,z),u(0) = uw, (2) 
z' = g(r,u,z), (0) = Zo, (3) 
式 中 以 与 为 m 维 向 量 ,z 与 g 为 n 维 向 量 .方程 组 
(2) 为 刚性 的 (3) 为 非 刚 性 的 (有 了 时 ,也 可 分 成 更 多 个 
数 的 子 方程 组 ). 由 于 整个 方程 组 (1) 是 刚性 的 ,需要 
采用 适 于 刚性 问题 的 数值 方法 求解 .但 在 许多 方程 
组 中 ,刚性 方程 组 (2) 仅 占 方程 组 (1) 的 很 少 一 部 分 


(mn), 且 右 端 函 数 相当 简单 . 整个 右 端 函 数 的 计 


算 量 主要 集中 在 非 刚性 方程 组 (3) 上 . PR 2C f 的 雅 
可 比 导数 矩阵 特征 值 之 模 要 比 函 数 g 的 大 得 多 . B 
个 方程 组 (1) 的 积分 步 长 户 的 上 界 又 由 方程 组 (2) 决 
定 , 需 要 很 小 的 4, 计算 量 很 大 . 故 对 整个 方程 组 采 
用 同一 个 数值 方法 求解 是 不 合理 的 .一 个 适宜 的 办 
法 是 ,分 别 对 方程 组 (2) 与 (3) 采 用 不 同 的 数值 方法 ， 
即 对 方程 组 (2) 采 用 刚性 问题 的 算法 ,而 对 方程 组 
(3) 采 用 通常 ( 显 式 ) 的 方法 ,其 中 右 端 函数 计算 中 用 
到 的 为 一 个 子 方程 组 的 解 值 通 过 插值 得 到 . 这 就 是 
所 谓 组 合 方法 . 

块 方法 (block methods) ”每 步 同 时 计算 出 一 
组 新 网 点 上 的 值 的 数值 方法 . 以 r 块 隐 式 单 步 法 为 
例 , 在 得 到 y, n mr 后 ( 为 正 整 数 ), 往 后 计算 一 
步 可 同时 得 到 r ^r fü Yn+19Yn+29°°° Mare E IJ HZ 
AX 


2, aij Yn+j; = €i ya thd fa th > bf ati 
j=l | 


(1=1,2,.… sr) 
来 计算 . 此 时 往往 需要 求解 非 线 性 方程 组 . Bic A= 
(ai) NLA A4= 了 的 情形 最 常用 . 4 稳定 的 块 方法 的 
精度 阶 可 超过 2, 例 如 由 公式 
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l l h h 
pn Em 9:7 PRAES re E gite , 


h h 
Yea = Int FE AA fee 


所 给 出 的 2 块 方法 是 四 阶 A 稳定 的 . 

育 异 初 值 问题 数值 解法 (numerical methods of 
singular initial value problems) 具有 奇异 性 的 初 
值 问 题 的 数值 解法 . 它 主 要 包括 两 类 初 值 问题 的 数 
值 处 理 : 一 是 真 解 本 身 在 求解 区 间 内 有 奇 点 (间断 点 
或 极点 ); 二 是 右 端 函数 f 及 其 某 些 导 数 有 有 限 间 
断 点 . 这 两 类 问题 都 有 广泛 的 实际 背景 .通常 间断 点 
的 位 置 是 未 知 的 . 这 类 问题 等 同 于 具有 无 界 李 普 希 
茨 常数 的 情形 ,不 满足 初 值 问 题解 的 存在 惟一 性 定 
理 的 条 件 , 基 于 多 项 式 插值 的 通常 数值 方法 失效 . H 
前 人 们 对 这 类 问题 提出 的 一 些 数值 处 理 技巧 有 : 开 
关 函 数 技巧 .扰动 多 项 式 技巧 .有理 函数 插值 特别 是 
逆 多 项 式 插 值 .外 推 过 程 、 局 部 误差 估 计 技 巧 等 . 

二 阶 微 分 方程 数值 解法 (numerical methods of 
second order differential equations) ”二 阶 微分 方 
程 初 值 问 题 的 数值 解法 . 对 通常 的 单个 二 阶 方程 问 
题 

y 一 Jrz yy )， y(0)= y, y O=y o> 
将 其 化 为 一 阶 方程 组 

y Hs g =f (syz) 
问题 ,应 用 一 阶 方程 组 的 各 类 方法 ( 单 步 法 或 多 步 
法 ) 求 解 . 这 种 方法 是 合理 的 , 既 不 损失 精度 ,也 没有 
花费 不 必要 的 计算 量 .但 对 特殊 形式 的 二 阶 方程 
y= Srey) 

如 果 不 需 要 一 阶 导 数 的 计算 , 则 人 为 地 把 它 化 为 一 
阶 方程 组 是 不 必要 的 . 这 类 方程 ,在 应 用 中 特别 是 天 
体力 学 中 常常 出 现 . 针对 上 述 方程 的 特点 ,建立 相应 
的 数值 方法 及 其 理论 分 析 是 二 阶 方程 数值 解 的 主要 
"4. 

— Br fk 47; EAM & 4 E (linear multistep 
methods for second order differential equations) 
二 阶 微分 方程 的 数值 解法 之 一 . 二 阶 微分 方程 初 值 
问题 

y= Say sy) = ap OS ye... ID 
有 形 如 


2 DM (2) 


的 求解 公式 ， EA Los l+ Ls 70, & 之 2. 称 由 求解 公 
式 (2) 求 解 的 方法 为 线性 & 步 法 . 为 使 这 类 方法 具有 
实用 价值 ,必须 具备 一 些 重要 性 质 : 记 


k 
PA) = X aji, 
j=0 


ao(à) = > BN, 


当 
o(1)=p'(1)=0, pp"(1)=20(1) 

时 ,该 方法 称 为 相 容 的 ,精度 阶 至 少 是 1; 如 果 多 项 
X 2(C) 的 所 有 根 按 模 不 大 于 1, 且 每 个 按 模 为 1 的 
根 的 重 数 不 大 于 2, 则 称 该 方法 是 零 稳 定 的 ;该 方法 
收敛 , 当 且 仅 当 它 是 相 容 的 与 零 稳 定 的 .由 于 问题 
(1) 的 解 前 具有 高 振荡 性 质 , 用 通 带 的 线性 多 步 法 求 
解 时 , 常 出 现 所 谓 轨 道 不 稳定 性 . 为 了 克服 这 种 不 稳 
定性 ,人 们 提出 了 对 称 线性 & 步 法 , 它 满足 下 列 条 
件 :& 为 偶数 ， 

a,—0,.;, Bj— By; Cj05 1, tt, R/2). 
同时 还 要 求 , 多 项 式 000 5 e O0 ER JE GRE 
的 与 零 稳 定 的 . 

P 稳定 性 (P-stability) ”党 微分 方程 数值 解法 
概念 之 一 . 是 为 克服 二 阶 方程 问题 求解 中 的 轨道 不 
稳定 性 而 提出 的 概念 . 设 将 线性 站 步 法 应 用 于 模型 
方程 

y+ y=0, 
RREA 


Se yee e 0,2 — 1AÀ ,1 = WEIT 9 (13) 
r=0 ^ 


REQ, (GO 是 2? 的 多 项 式 . 由 公式 (1) 确定 的 求解 
方法 称 为 具有 周期 性 区 间 (0,g,) ,如 果 对 所 有 
q = (Ah)! € (05q)> 

公式 (1) 的 特征 方程 之 根 uj YA IE OT RROD = 
e" ou, = er OC a Ed. j3,4,-,5), 当 周 期 
性 区 间 为 (0,co) 时 ,该 方法 称 为 P 稳 定 的 . EER = 
2,4,6 的 对 称 线性 多 步 法 有 非 零 周期 性 区 间 . 与 达 
赫 尔 斯 特 壁垒 定理 类 似 ,对 书 稳 定 方法 ,有 下 列 理论 
结果 :P 稳定 的 线性 多 步 法 必 是 隐 式 的 ,其 阶 不 能 超 
过 2, 且 精度 最 好 的 稳定 方法 的 公式 为 


1 | 
Yata 7 Ynti yummy Saget 2f at f. (2) 


单 支 法 也 可 用 于 二 阶 方程 的 情形 ,与 由 公式 42) 确定 
的 求解 方法 相对 应 的 单 文法 公式 为 


Vy = Aaa Es 
1 
— hif(ir is .yn 十 2 zs A zg 342 ° 


4 

P 稳定 方法 (P-stable methods) 提高 PP 稳定 
性 的 阶 的 方法 . 为 此 ,构造 其 他 类 型 (不 同 于 线性 多 
步 法 ) 的 书 稳 定 计算 公式 .这 常 借助 于 指数 函数 
exp(z) 的 帕 德 通 近 . 这 类 方法 主要 有 多 步 混合 法 、 单 
支 混 合法 及 多 阶 导数 法 等 .例如 ,四 阶 己 稳定 的 2 
步 混 合法 ( 仅 用 一 个 非 整 数 步 点 ) 的 计算 公式 为 


Mago Vas — Vn 


ee 
=F5 a CO frit FEY fus]: 


常 微 分 方程 数值 解法 


m h’ 
Yn T Ya] — ayy re far =F a 


AP Y250, (Ah) A112. 

两 点 边 值 问题 数值 解法 (numerical methods of 
two point boundary value problems) 党 微分 方程 
定 解 问题 数值 解法 的 重要 部 分 . 指 解 常 微分 方程 两 
点 边 值 问题 的 数值 方法 ,并 给 出 相应 的 理论 分 析 及 
算法 的 实现 .两 点 边 值 问题 有 广泛 的 实际 背景 ,在 其 
他 数学 分 文 的 理论 研究 中 也 有 重要 应 用 . 由 于 边 值 
问题 解 的 存在 惟一 性 比 初 值 问 题 复 杂 得 多 ,至今 没 
有 很 好 解决 ,因此 求解 边 值 问题 无 论 在 理论 上 或 数 
值 解法 上 都 比 初 值 问题 困难 ,成 果 较 少 .很 多 数值 方 
法 都 是 在 假设 边 值 问 题解 存在 的 前 提 下 讨论 的 .在 
数值 解法 研究 中 ,通常 考虑 一 阶 非 线 性 边 值 问题 

人 (rs 
g&(yla),y(b))=0. 
JG Ab. y. £g P3 m BE pay le] E FF E YR I8] 
有 孤立 解 .有 时 也 以 以 下 一 阶 线性 问题 为 研究 对 象 : 
a (Ata) ya) ST ea eb 
asd eee 
JW, Ab ACID. B; A B; 为 mxm Fe A Ges J (230. 
8B 为 m 维 向 量 . 有 了 时 也 考虑 单个 二 阶 方程 的 情形 : 
y'efGnyuy eR 
(a (a)-—a, 
Boy C) d- Bi y' (6) — B. 
对 两 点 边 值 问题 ,主要 有 以 下 几 类 数值 方法 : 

1. 转化 为 初 值 问 题 的 方法 ,以 打靶 法 为 主要 代 
表 ; 此 外 ,还 有 连续 法 与 不 变 般 入 法 ,它们 主要 是 解 
决 打 靶 中 对 初始 打 丢 点 要 求 太 茄 刻 的 困难 而 提出 
B. 

2. 差分 法 ,这 是 一 种 有 广泛 应 用 的 方法 . 

3. 加 权 余 量 法 ,包括 配置 法 TRA EEAS 
最 小 二 乘法 ,特别 是 伽 辽 金 有 限 元 法 .关于 和 矩 量 法 、 
最 小 二 乘法 请 参见 数值 分 析 其 他 部 分 的 有 关 条 目 . 
关于 有 上限 元 法 , 它 是 一 种 应 用 广泛 的 有 效 方 法 ,请 参 
见 偏 微分 方程 数值 解法 部 分 的 有 关 条 目 . 

打靶 法 (shooting method) 亦 称 试 射 法 .求解 
常 微分 方程 两 点 边 值 问题 的 一 种 有 效 方法 . 其 基本 
思路 是 ,通过 适当 选择 和 调整 初始 条 件 ,求解 一 系列 
初 值 问题 ,使 之 逼近 给 定 的 边界 条 件 . 如 果 将 两 点 边 
值 问 题 确 定 的 曲线 视 作 弹道 , 则 求解 过 程 即 为 不 断 
调整 试 射 条 件 使 之 达到 预定 的 靶子 .这 类 方法 的 关 
键 是 设计 选取 初 值 的 步骤 . 

试 射 法 (shooting method) Bl" TTE ". 

线性 问题 打靶 法 (shooting method for linear 
problems) 适用 于 线性 问题 的 打靶 法 . 指 打 靶 法 应 
用 于 线性 微分 方程 时 , 变 为 线性 组 合法 , 即 根据 常 微 
分 方程 理论 适当 选取 初 值 可 得 到 一 组 线性 无 关 解 ， 
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利用 它们 的 线性 组 合 导出 边 值 问 题 的 解 . 例如 ,对 具 
有 惟一 解 的 线性 边 值 问题 
Ly =— y" + ple) + qGD2y = r(x) 
(a 2 <0); 


ayla) — e y (a) = a, Me 
Boy b) + Biy' C5) = B. 
可 转化 为 两 个 初 值 问题 
于 庆生 人 和 
E —— ca, u' (a) —— coa (2) 
和 
lLo-0,a«rzb, 
o eda w la) = ux (3) 


3X FP sco Bc) 是 两 个 常数 ,但 应 满足 条 件 
C901— cia = l. 
BOM (B I8] i C20 FD BRA AIA u)v) , DU p 
yGoO-—uG 2) so) (4) 

确定 的 图 数 y(Cz) 满 足 (1) 中 方程 及 第 一 个 边界 条 

件 . 使 y(z) 满 足 第 二 个 边界 条 件 , 只 需 取 常数 ;为 

B— (Bou CO) d- Bu (b)) 

Pov C5) + Bio! Cb) 

利用 稳定 且 具 有 某 阶 精度 的 初 值 问 题 数值 解法 ,可 
rj—a-jh (J=0,1,2,.…,N) 

处 的 数值 解 u Bo h= (6—a)/ Ns BE CO BERE AR 

到 节点 c; 处 边 值 问 题 届 ) 的 数值 解 y. 

非 线 性 问题 打靶 法 (shooting method for non- 
linear problems) 适用 于 非 线性 问题 的 打靶 法 . 对 
于 非 线 性 问题 ,打靶 法 仍 为 一 个 有 效 解 法 : 设 考虑 有 具 
有 惟一 解 的 非 线 性 边 值 问题 

vd =f ue a= s 
ya) = a; y) = f. 
FA 3T SEE OR A. Soak 2A EE y (a) 之 值 ;, 然 后 求 出 
初 值 问题 


s= 


(1) 


o A i n 
yla) =a,y (a) = s 

的 惟一 解 y Goss. Æ y (055) = B. BI] y Cris) 为 边 值 
问题 (1) 之 惟一 解 .由 此 知 ,参数 * 的 理想 值 应 满足 

q(s) = y(5s) — B = 0. 

这 是 非 线 性 方程 ,通常 用 牛顿 迭代 法 解 之 ,得 到 壕 代 
序列 SooSi 95250? LA s, 替代 问题 (2) 中 的 s, 得 到 y(x; 
JP =| 


(2) 


BA en db: 
成 立时 ,以 y Goss 作为 边 值 问题 (1) 之 近似 解 . 对 
问题 (2) ,通常 总 是 化 为 一 阶 方程 组 初 值 问 题 , 然 后 
用 相应 的 数值 方法 求解 . 
并 行 打靶 法 (parallel shooting method) 亦 称 
多 重 打 闻 法 .一 类 打 闻 法 . 指 为 提高 计算 精度 ,并 避 
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免 因 求解 区 间 太 长 导致 计算 误差 增长 而 设计 的 一 种 


Ji ik. 设 给 定 一 阶 方程 组 两 点 边 值 问题 
Ye (1) 
Ayla) + Byb) =a, (2) 
式 中 WT M a 的 为 m #4 [E.A k Bm 阶 和 矩阵 . 
并 行 打靶 法 的 过 程 是 , 先 用 分 点 


2 一 X0< eUuury-—b 
将 区 间 [La ,oj 分 成 IN 个 子 区 间 
[和 
然后 在 每 个 子 区 间 [x,-.,x;jJ 上 求解 初 值 问题 
Vr GRIS DS) 
ylz) =T; (j=1,2,,N), 
HE r 为 待 选 m 维 参 数 问 量 . 设 上 述 初 值 问题 之 解 
为 
yGemxmipot) CF = 1,2," N). 
为 使 这 N ^P eR AE PY a JT E 2H 
y = fG,y) 
在 整个 区 间 [Le,2j 上 的 连续 解 ,在 点 
i dy et De a) 
处 必须 满足 连接 性 条 件 
yGrim.pof)etu(g2412.;".;N-—1). (3) 
r; 和 ry 的 选取 应 使 边界 条 件 (2) 成 立 , 即 满足 
Ar, + By(xy s yTy) =a. (4) 
peni E add 用 牛顿 迭代 法 解 之 ， 
以 得 到 近似 参数 向 量 序列 
D? 11 
多 重 打 靶 法 (multi-shooting method) 
行 打靶 法 ” 
微分 方程 组 打靶 法 (shooting method for sys- 
tems of differential equations) 适用 于 常 微 分 方程 
组 两 点 边 值 问题 的 打靶 法 . 对 于 一 阶 常 微 分 方程 组 
两 点 边 值 问题 
y; = f(r, ys yn) 


即 “ 并 


ad crx ES G = s]a (1) 


242,0) = c; Q= 1,2,,7), 


0H (b) — d; G — 1,2,,m—r). (2) 


Ri o RE, 先 把 它们 转化 为 z=a 为 初始 点 
的 初 值 问题 . 设 


yila) =s; A aaea 
引进 记号 
Qi; dj a, 
Ao, Ago a 
A= ; 
da da a 


[Gr mr +1 @rym—r +2 °t Arm 
必要 时 ,适当 调整 i25 777 5 Ym 之 次 序 ,以 使 矩阵 A; 
非 奇 异 . 则 由 (2) 中 第 一 组 条 件 , 有 
《为 
人 
y»Ca) 
式 中 C 王 [cc] 5S = [515529 ,5m_,」] ,于 是 构 
造 出 相应 的 初 值 问题 
yw =F CLV ost cv) i= 16250897) 
y;(a)—sj (j—1,2,*,m—r), 
Vive h@) 
NE) ee Ah E 
Ym (a) 
设 此 问题 之 解 为 (zis) ,参数 向 量 * 的 选取 应 满足 
问题 (2) 中 第 二 组 条 件 , 即 


g(s)= 25 by; Css) —d;—0 
j=l 
PIRR sm—r). 


这 是 非 线 性 方程 组 ,可 用 牛顿 迭代 法 解 之 . 

线性 微分 特征 值 问 题 数值 解法 (numerical 
methods of linear differential eigenvalue problems) 
一 类 近似 解 齐 次 边 值 问题 的 特征 值 及 相应 特征 了 滑 数 
(向 量 ) 的 一 类 数值 方法 . 对 给 定 的 齐 次 边 值 问 题 ( 即 
齐 次 线性 方程 (组 ) 及 齐 次 边界 条 件 ), 例 如 ,考虑 线 


性 微分 特征 问题 
y — AQG,0y (a«r«b, (1) 
y,(a) = 0 = Ty Rs 
xum iege (2) 


式 中 y 为 m 维 回 量 ,m = 2k,1 Oy se pe Nc Eg, 
<m, Alz, À) Am Bro e. 原则 上 ,两 点 边 值 问题 的 
数值 解法 都 适用 于 上 述 特 征 问 题 . 特别 地 , 当 采 用 差 
分 法 或 加 权 余 量 法 时 ,从 问题 (1),，(2) 得 到 代数 特 
征 问 题 B(4)z = 0, xx H BOO 是 依赖 于 4 的 矩阵 .在 
差分 法 的 情形 ,> 是 在 网 点 — c; MiB y Co 的 向 
量 ; 在 加 权 余 量 法 的 情形 ,z 是 y GO 的 展开 式 系数 
构成 的 向 量 . 如 果 
ACr,A) = C(x) + ADG», 
当 和 采用 适当 的 通 近 方式 时 ,有 
BA) =E+ APF, 

这 里 矩阵 上 及 了 与 4 无 关 . 一 般 地 ,对 差分 法 ,矩阵 
BOA) 的 阶 很 高 , 求 其 所 有 特征 值 是 困难 的 ,通常 用 
逆 和 迭代 法 或 子 空间 迭代 法 求 一 个 或 几 个 特征 值 . 当 


弟 微 分 方程 数值 解法 


E 当选 择 加 权 余 量 法 时 ,和 矩阵 BOA) 的 阶 较 小 ,可 求 
出 其 所 有 特征 值 . 当 对 特征 问题 采用 打靶 法 时 ,对 由 
边 值 问题 转化 得 到 的 初 值 问题 ,要 用 稳定 的 高 精度 
线性 边 值 问题 差分 法 (difference method of lin- 
ear boundary value problems) 解 线 性 常 微分 方程 
两 点 边 值 问题 的 基本 数值 方法 .考虑 线性 边 值 问题 
—y"+ play tqa(r)y=r(r) (arb), 
yla)=a, y(b)— f. 
在 等 距 网 点 
z; =a + jhh = F 
上 ,例如 可 建立 差分 方程 边 值 问题 
Vy ZV 9154 Viti Yj-ı 
HE ED EC ae 


《7 = Oslas N) 


T9;y;—r; 


(7=1,2,°-,N—1), 

yo, yy B. 
这 个 以 y;G—1,;2. 7, 和 一 1) 为 未 知 量 的 线性 方程 
组 惟一 可 解 ( 当 q(222020,x€ la.56 D. C EE Je 
三 对 角 的 ,可 采用 有 效 的 追赶 法 求解 之 .另外 ,已 经 
证 明 , 上 述 差分 方程 对 微分 方程 的 逼近 具有 二 阶 精 
E, H 5 h0 时 ,差分 方程 边 值 问题 之 解 y; 收敛 于 
微分 边 值 问题 之 解 y(zx) 于 x 二 zx; 处 之 值 . 

加 权 余 量 法 (method of weighted residues) 
解 微 分 方程 边 值 问题 的 一 种 有 效 方法 . 其 基本 特征 
是 ,把 近似 解 表示 成 某 基 函 数组 的 线性 组 合 , 并 代 进 
微分 方程 ,根据 所 得 余 量 的 极 小 化 来 确定 组 合 系数 . 
例如 ,考虑 线性 边 值 问题 

Iye- T =N = 7b) ( 

By(x)—g(r)-—0 (Æ r=a 及 x-—bHb). 
以 下 列 线性 组 合 形式 的 函数 


N 
yG;C) = eG) + Mog) (2) 
i=] 


作为 近似 解 ,其 中 C= lisca sen] 为 待定 的 展开 

系数 向 量 , SE Q9 9,» tt y TE £5 XE BJ Hk PPL o 

的 选取 应 满足 边界 条 件 ,而 9 ,pp，,… Gy 是 选 定 的 一 

组 线性 无 关 函 数 , 且 满足 对 应 的 齐 次 边界 条 件 
Bl(g)=0 (i=1,2,.",N), 

4 r=a K r=b 时 ,将 式 (2) 代 进 式 (1), 称 所 得 

R(z;C)=Lylx;C)— f 
为 微分 方程 的 余 量 . 为 使 余 量 极 小 化 , 常 取 定 一 组 权 
PR 3X 


1) 


wr) (R=1,2,°°,N), 
并 令 余 量 的 加 权 平 均 为 零 , 即 
(w; R) = [wR Odax = 0 
(j = 1524594); 
利用 此 式 确 定 c; Cj 1.2. NRD T RAIA 
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余 量 法 . 
两 点 边 值 问题 差分 法 (difference methods of 
two point boundary value problems) 解 两 点 边 值 
问题 的 基本 数值 方法 . 它 以 差 商 近似 蔡 代 微分 方程 
中 的 导数 .例如 ,考虑 问题 

y" = fG,y.,y) (a<r <b), 


1) 
y(a) = a, yb) 2m B. 
如 采取 等 距 网 点 
rysa um gh (J 一 0,1,*- N), 
b—a 
h= N^ 
则 可 构成 差分 边 值 问题 
SIA a aat Ier. 
i Um) ape 
(j=1,2,°°,N—1), ue 
yo, yy B. 


由 此 可 求 得 解 y(x) 于 x 二 x; 处 的 近似 值 
E E E 
如 同 初 值 问题 差分 法 中 的 讨论 ,可 以 定义 差分 法 的 
相 容 性 截断 误差 .精度 阶 与 收敛 性 ,并 根据 边 值 问 
题 的 特点 引进 稳定 性 概念 . 由 (2) 给 出 的 非 线 性 差分 
方程 组 ,采用 牛顿 迭代 法 求解 ,对 充分 小 的 h, 它 是 
平方 收敛 的 . 
对 于 一 阶 方程 组 两 点 边 值 问题 
MS (aec asc by 


2, ajya) -. >} buy) =a; 
Tel 479] 
(1 =] 2, m) » 


month (7 = 0,1,°°,NM — 1) 
上 建立 差分 方程 ,得 到 差分 边 值 问题 


Vitt Xu 
h 
= s| dine tin Au aas eee ni Xm 
2 2 
(J = Osl, N 二 1554 


4 


LR i 
P E DbY y =a, (1 = 1,2, m). 


仍 用 牛顿 迭代 法 求解 这 个 由 mmN 个 非 线性 方程 构 
成 的 方程 组 . 

配置 法 (collocation method) 一 种 对 应 特定 
权 函 数 的 加 权 余 量 法 . 设 在 所 给 两 点 边 值 问题 求解 
区 间 La,6j] 内 , 取 入 个 点 xz 作为 配置 点 , 取 6 函数 为 
TX ER C. BY 

wji(x)-—0(r—rzj) (.L2,.-,N). 
根据 关系 式 


RCGr 4C) = ES = a,)R(a;C)dx = 0 
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(j= 1,2,°,N) 
来 确定 近似 解 的 展开 系数 
c; (j= 1,2,°",N), 
其 中 RGO 为 微分 方程 的 余 量 ( 参 见 “ 加 权 余 量 
法 ”). 最 常用 的 是 样 条 配置 法 , 即 把 近似 解 表示 为 以 
配置 点 为 样 条 结 点 的 样 条 函数 ,然后 根据 配置 法 原 
理 确定 其 所 含 的 未 知 系数 . 
子 域 法 (subdomain method) 一 种 对 应 特定 
AX PR iC AY DM AR AR BEE. 把 两 点 边 值 问题 求解 区 间 
La 5 ]X 4 29. N 个 子 区 间 
[xti 19d] (go 1,2 y ND, 
FF BAN PRI BX 
Ll eG reist 
cuu Proc c 
然后 根据 关系 式 
[wR a; Oda = i R(x;C)dzxz = 0 


Ti ex 


(7 一 1525**44ND5 
来 确定 近似 解 的 展开 系数 
C19C29 *** Cw» 
其 中 RC) 为 微分 方程 的 余 量 (参见 “加权 余 量 
ue. 


偏 微分 方程 数值 解法 


偏 微 分 方程 数值 解法 (numerical methods for 
partial differential equations) ”现代 计算 数学 的 主 
要 分 文 . 指 解 偏 微分 方程 各 种 定 解 问题 的 数值 方法 . 
它 包 括 ( 双 曲 型 .抛物 型 ) 偏 微分 方程 初 值 问题 和 混 
合 初 边 值 问题 ,椭圆 型 偏 微 分 方程 边 值 问题 ,不 适 定 
问题 的 数值 解法 的 研究 和 应 用 等 

偏 微分 方程 的 数值 解法 主要 分 有 限 差分 方法 和 
有 限 元 方法 两 大 类 . 有 限 差 分 方法 的 离散 化 思想 非 
常 自然 ,将 偏 微 分 方程 中 的 偏 微 商用 差 商 来 替代 ,就 
得 到 相应 的 差分 方程 . 差分 方法 历史 悠久 ,可 以 追溯 
到 和 牛顿 (Newton,I.) 和 欧 拉 (Euler,L. ) 时 代 ,1928 
^F. , HE BA (Courant. R. 2, 2B E 4E E 5 3p (Friedrichs, 
K. O. 2 ALF fF (Lewy. H. ) 在 他 们 的 经 典 性 论文 中 
证 明了 三 大 典型 方程 的 典型 差分 格式 的 收敛 性 定 
理 , 开 现代 偏 微分 方程 差分 方法 理论 分 析 的 先河 . 差 
分 方法 算法 简单 ,有 高 度 的 通用 性 , 适 于 任何 类 型 方 
程 , 便 于 程序 化 ,易于 在 计算 机 上 实现 . 随 着 电子 计 
算 机 的 诞生 和 发 展 , 它 在 理论 分 析 上 和 应 用 上 都 得 
到 很 大 发 展 . 

有 限 元 方法 是 针对 椭圆 型 方程 边 值 问题 的 一 种 
离散 化 方法 , 它 是 古典 的 变 分 方法 与 分 片 多 项 式 插 
(ABTA re. CRA. fe JL ER 
活 适应 的 突出 优点 ,便于 在 计算 机 上 实现 ,因此 特别 


适合 于 解决 复杂 的 大 型 科学 工程 计算 问题 . 它 已 发 
展 成 为 求解 定常 问题 的 主导 方法 ,并 推广 应 用 于 非 
定常 问题 ,也 开辟 了 理论 人 研究 的 新 方向 ,理论 分 析 研 
究 和 应 用 研究 都 取得 了 重大 进展 . 

各 种 类 型 偏 微分 方程 .特别 是 非 线 性 方程 的 差 
分 格式 与 有 限 元 格式 的 构造 .快速 解法 、 稳 定性 和 收 
敛 性 理论 . 自 适 应 方法 、 多 重 网 格 方法 等 都 是 重要 的 
研究 方 问 . 

有 限 体积 方法 是 通过 把 积分 型 守恒 律 直接 离散 
来 求解 原 微分 守恒 律 的 一 类 求解 偏 微分 方程 的 数值 
方法 , 它 自 动 满足 离散 守恒 、 它 既 具 有 差分 方法 算法 
简单 ,又 具有 有 限 元 方法 在 几何 上 灵活 适应 的 优点 ， 
成 为 有 限 差 分 方法 和 有 限 元 法 之 外 的 求解 侦 微 分 方 
程 数值 解 的 第 三 类 主要 方法 ,至 20 世纪 末 ,该 方法 
得 到 很 大 发 展 , 被 广泛 应 用 . 

区 域 分 解法 是 将 复杂 区 域 上 的 大 型 偏 微分 方程 
问题 ,分解 为 简单 区 域 上 的 小 型 问题 来 求解 的 一 种 
数值 方法 ,从 而 达到 并 行 计算 的 目的 ,这 种 方法 随 着 
多 处 理 器 和 并 行 计算 机 的 发 展 ,在 理论 研究 上 和 应 
用 上 都 在 快速 发 展 中 . 

有 限 差分 法 (finite difference method) 简称 


差分 法 ,是 数值 解 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 和 积分 - 


微分 方程 的 一 种 主要 的 数值 方法 . 它 的 基本 思想 是 : 
把 自 变 量 连续 变化 的 定 解 区 域 用 由 有 限 个 离散 点 构 
成 的 网 格 来 代替 , 称 这 些 离散 点 为 网 格 的 结 ( 节 ) 点 ， 
或 简称 网 格 点 ;把 在 连续 定 解 区 域 上 定义 的 连续 变 
量 函 数 用 在 网 格 上 定义 的 离散 变量 函数 来 近似 ;用 
适当 的 数值 微分 公式 把 原 方程 和 定 解 条 件 中 的 导数 
换 成 差 商 ,用 积分 有 限 和 来 近似 积分 ,于 是 原 方 程 和 
定 解 条 件 就 近似 的 被 换 成 代数 方程 组 ; 解 此 代数 方 
程 组 就 得 到 原 方程 的 定 解 问题 的 近似 解 . 

有 限 差 分 方法 算法 简单 ` 有 高 度 的 通用 性 ,而 它 
的 计算 公式 又 是 程式 化 了 的 ,便于 程序 化 ,易于 在 计 
算 机 上 实现 ,因此 也 常 称 为 差分 格式 . 差分 法 的 主要 
人 研究 内 容 是 :如 何 根 据 定 解 问题 的 特点 将 求解 区 域 
剖 分 成 网 格 ; 如 何 将 竺 求解 的 方程 和 定 解 条 件 离散 
成 有 限 差分 方程 组 ;如 何 求解 这 个 差分 方程 组 ;为 保 
证 计算 过 程 可 行 及 结果 可 靠 , 人 研究 差分 方程 组 解 的 
存在 性 .惟一 性 ,解法 的 稳定 性 , 当 网 格 间 距 趋 于 零 
时 差分 解 对 原 问 题 真 解 的 收敛 性 . 差分 方法 因 方 程 
类 型 不 同 、 定 解 问题 提 法 不 同 而 有 各 自 的 特点 和 不 
同 的 内 容 ( 参 见 “ 椭 圆 型 偏 微 分 方程 边 值 问题 的 差分 
方法 ”和 “ 偏 微分 方程 初 值 问 题 的 差分 方法 ”). 

差分 格式 (difference schemes) ” 见 “ 有 限 差分 
i. 

Bid (mesh, grid) 剖 分 待 解 问题 的 连续 求解 
区 域 所 得 的 由 离散 点 构成 的 集合 . 例如 ,利用 有 限 差 
分 方法 求解 微分 方程 问题 时 ,首先 要 把 原 方 程 自 变 
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量 连续 变化 的 区 域 离散 化 , 即 用 某 一 离散 点 的 集合 
代替 这 一 区 域 ,这 一 步骤 称 为 网 格 剖 分 ,这 一 离散 点 
集 称 为 网 格 . 网 格 剖 分 最 常用 的 方法 是 以 一 定 间隔 
作 平 行 于 坐标 轴 的 直线 族 ,以 不 同族 直线 的 交点 为 
网 格 点 . 例如 考虑 抛物 型 扩散 方程 的 柯 西 问题 


2 
oT (92-0, — eoa coo 290), 
i Ox 


uCr,0)—9(x) (—oo«r« oo), 
或 双 曲 型 对 流 方 程 的 初 值 问题 
P a =o (—eo« re boo 0), 
ulr) =p) (o< rA eo), 
可 取 At, Ar >0,.4 
Z 一 Zi 一 JAz G=0,4E1,42,°), 
t=t,=nAt (n=0,1,2,.), 
为 网 格 直 线 , 此 时 对 每 一 整数 对 (j,n),(xj,t,) 均 为 
网 格 点 . 特别 是 n—0 的 格 点 称 网 格 内 点 ,n= 二 0 的 格 
点 称 边 界 格 点 ,所 有 边界 格 点 构成 网 格 边 界 . 本 例 中 
的 网 格 称 矩形 网 格 ;At,Az 称 网 格 间 距 , 或 依次 分 别 
称 为 时 间 步 长 与 空间 步 长 .上 例 中 在 整个 上 半 平 面 
At, Ax 为 常数 ,这 样 的 网 格 称 等 距 网 格 ; 网 格 间 距 可 
以 不 一 定 处 处 相等 ,特别 是 发 展 方程 数值 求解 过 程 
中 ,往往 允许 Az 随时 间 变 化 ,这 样 的 网 格 称 不 等 路 
网 格 . 
为 使 差分 近似 有 足够 的 精度 ,网 格 间 距 要 适当 
地 小 ;为 保证 计算 稳定 性 ,Az 与 Ar 之 间 还 必须 保持 
一 定 关 系 . 例如 对 前 述 扩散 方程 采用 四 点 显 式 格式 


a et o 7 28 5 7 a 
At d (Ar)? : 
必须 有 
SOA L 
4 Avs 2 
对 上 述 对 流 方 程 的 拉克 斯 格式 
n+ 1 n n 
zu Ini he AUN cer 
At á 2Ax E 
必须 有 r= la|At/Ar<K1. ÆA ERRIRE TF. 
_ gat _ la]A 
"= Ax mre Ax 


均 称 为 网 格 比 .对 于 实际 科学 与 工程 计算 问题 ,求解 
区 域 常 党 具有 复杂 的 几何 形态 , 解 的 性 态 随 空间 与 
时 间 坐 标的 变化 也 很 不 同 . 因此 往往 需要 用 不 同 的 
曲线 族 构 成 网 格 线 , 网 格 形式 是 不 规则 的 , 且 需 随时 
调整 . 在 求解 此 类 问题 时 ,网 格 的 自动 生成 是 一 项 专 
门 的 技术 . 
矩形 网 格 (rectangular net) 
$& RR PX) A (isometric net) 
Du 4& EE (ratio of mesh size) 
Do] 4& aA (mesh function) 


见 “ 网 格 ”. 
见 “ 网 格 ”. 
见 “ 网 格 ”. 
差分 方法 中 定义 在 
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网 格 点 上 的 离散 变量 函数 . 

椭圆 型 偏 微分 方程 边 值 问题 差分 法 (finite dif- 
ference methods for boundary-value problem of el- 
liptic partial differential equations) 一 种 求解 椭圆 
型 偏 微分 方程 边 值 问 题 的 数值 方法 . 其 基本 思想 是 : 
把 问题 的 求解 区 域 齐 分 成 网 格 ,待定 函数 用 网 格 郴 
数 奉 代 , 用 适当 的 数值 微分 公式 在 网 格 的 节点 上 把 
微分 问题 中 的 导数 换 成 差 商 ,从 而 把 微分 方程 和 边 
界 条 件 离散 成 相应 的 差分 格式 , 解 所 得 差分 格式 就 
得 到 原 问 题 的 近似 解 ( 参 见 “ 有限 差分 方法 ”). 从 偏 
微分 方程 边 值 问题 所 得 差分 方程 组 的 特点 是 ,系数 
和 矩阵 中 非 零 元 素 很 少 , 即 是 稀 芯 矩阵 ,此 类 差分 方程 
组 的 解法 主要 有 直接 法 和 和 迭代 法 . 直接 法 大 多 是 高 
斯 消去 法 的 变形 ,目的 是 采取 适当 的 消去 顺序 ,使 得 
在 不 影响 解 的 精度 的 前 提 下 , 尽 可 能 在 运算 量 、 存 储 
量 及 程序 复杂 性 等 方面 受益 或 达到 某 种 平衡 . 迭代 
法 用 逐次 逼近 方法 求 得 差分 方程 组 的 解 , 它 的 存储 
量 小 ,程序 简单 ,故常 用 于 椭圆 型 偏 微 分 方程 的 差分 
方程 组 的 求解 . 迭代 法 种 类 很 多 ,最 基本 的 有 三 种 : 

1. 简单 迭代 法 . 

2. A OTe BRIAR. 

3. 超 松 弛 法 . 

三 种 方法 中 超 松 弛 法 收敛 最 快 ,是 常用 的 方法 
之 一 . 
偏 微 分 方程 初 值 问题 差分 法 (finite difference 
methods for initial-value problem of partial differ- 
ential equations) 一 种 求解 偏 微 分 方程 初 值 问 题 
和 初 边 值 问题 的 主要 数值 方法 . 它 具 有 简单 .灵活 以 
及 通用 性 强 等 特点 ,容易 在 计算 机 上 实现 (参见 “有 
限 差分 方法 ”). 它 包含 下 列 步 骤 ; 对 问题 的 求解 区 域 
进行 网 格 剖 分 ;在 网 格 的 格子 点 上 用 适当 的 数值 微 
分 公式 把 问题 中 的 微 商 换 成 差 商 ,从 而 把 微分 问题 
离散 化 得 到 差分 格式 ;利用 该 差分 格式 按 步 进 方式 ， 
从 初始 层 开 始 逐 步 求 得 各 时 间 层 的 解 . 离散 化 所 得 
差分 格式 必需 和 原 微分 方程 是 相 容 的 (参见 “差分 格 
式 的 相 容 性 ”); 它 必需 是 稳定 的 (参见 “差分 格式 的 
稳定 性 ”): 当 网 格 步 长 趋 于 等 时 ,该 差分 格式 的 解 必 
需 收 僵 到 原 微分 问题 的 真 解 , 即 该 差分 格式 应 该 是 
收敛 的 (参见 “差分 格式 的 收敛 性 ”和 “拉克 斯 等 价 性 
EH”). 

偏 微分 方程 初 值 问 题 , 主 要 包括 双 曲 型 方程 和 
抛物 型 方程 的 初 值 问题 ,它们 的 差分 方法 又 各 有 其 
特点 (参见 “ 双 曲 型 方程 差分 法 ”和 “抛物 型 方程 差分 
法 "等 条 目 ). 

两 层 差 分 格式 (two-level difference schemes) 
差分 格式 的 一 种 . 指 仅 涉及 5t, 与 1 二 t,+1 两 个 相继 
时 间 层 格 点 的 差分 格式 . 例如 ,近似 一 维 扩 散 方 程 
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EE" 
3I | a 
的 差分 格式 
w) o Ua Duy 
A (Ar) 


是 两 层 格式 . 这样 的 格式 仅 需 利用 初 值 , 便 可 逐 层 求 
解 . 

多 层 差 分 格式 (multi-level difference schemes) 
差分 格式 的 一 种 . 指 联系 多 于 两 个 时 间 层 上 格 点 的 
解 值 的 差分 格式 . 例如 近似 一 维 扩散 方程 


"T 
Qt | ar 
的 差分 格式 
3 ntl — n l n— l 
7 u 2u;-- 2 u, N x s 
A (Ax) 


是 三 层 格式 . 为 使 用 这 一 格式 , 除 初 值 us 外 , 尚 需 由 
其 他 方法 ,例如 寡 级 数 展 开 等 ,计算 出 上 一 4 人 时刻 的 
格 点 函数 值 u 才能 开始 计算 . 多 层 格 式 一 般 具 有 较 
高 的 精确 度 . 

显 式 差分 格式 (explicit difference schemes) 
一 类 每 个 格 点 可 独立 求解 的 格式 . 指 利用 已 知 值 ,不 
必 求 解 代 数 方程 组 即 可 由 格式 逐 点 直接 计算 下 一 时 
刻 所 有 格 点 值 的 差分 格式 . 这 种 格式 计算 简便 ,但 为 
使 格式 稳定 一 般 对 时 间 步 长 限制 较 严 . 

隐 式 差分 格式 (implicit difference schemes) 
一 类 所 有 格 点 必须 联 立 求 解 的 格式 . 指 需 经 求解 联 
立 代数 方程 组 才能 从 已 知 值 计 算出 下 一 时 刻 所 有 格 
点 的 解 值 的 差分 格式 . 这 样 的 格式 一 般 有 较 好 的 稳 
定性 . 

拉克 斯 等 价 性 定理 (Lax equivalence theorem) 
揭示 差分 方程 相 容 性 、 稳 定性 与 收敛 性 三 者 之 间 关 
系 的 重要 定理 . 该 定理 表述 为 :对 于 适 定 的 线性 偏 微 
分 方程 组 初 值 问题 ,一 个 与 之 相 容 的 线性 差分 格式 
收敛 的 充分 必要 条 件 是 该 格式 是 稳定 的 . 该 定理 以 
美国 数学 家 拉克 斯 (Lax,P.D. ) 命 名 ,利用 这 一 定 
理 , 可 把 困难 的 收敛 性 研究 转化 成 对 相 容 性 与 稳定 
性 的 讨论 . 

差分 格式 局 部 截断 误差 (local truncation error 
of a finite difference scheme) 度量 微分 方程 的 光 
滑 解 对 一 个 差分 格式 近似 满足 程度 的 量 . 一般 地 , 微 
分 方程 的 解 不 精确 满足 用 以 近似 它 的 差分 方程 ,将 
微分 方程 的 充分 光滑 解 代入 一 个 差分 格式 ,并 将 差 
分 格式 中 所 有 的 项 在 适当 格 点 作 带 有 余 项 的 泰勒 展 
开 ,再 利用 微分 方程 将 展开 式 化 简 ,就 会 得 到 一 个 误 
差 项 ,这 个 误差 项 反映 了 微分 方程 的 解 满足 差分 格 
式 的 程度 , 称 为 局 部 截断 误差 . 简 言 之 ,局 部 截断 误 
差 是 在 各 网 格 点 上 ,用 差分 方程 代替 微分 方程 所 产 


生 的 误差 

差分 格式 相 容 性 (consistency of a finite differ- 
ence scheme) ” 偏 微 分 方程 数值 解法 概念 之 一 . d 
微分 方程 与 逼近 它 的 某 一 个 差分 方程 间 的 关系 . 把 
微分 方程 的 光滑 解 代入 所 考虑 的 差分 格式 , 记 格 点 
(j,n) 处 的 局 部 截断 误差 为 Rj. 对 一 般 的 二 层 差分 
Po ox o IER TRIER. Ar, At HFSW. R UE TTE ,就 
称 此 格式 与 原 微分 方程 是 相 容 的 ,或 者 说 此 格式 是 
原 微分 方程 的 一 个 相 容 近似 . 为 使 多 层 差分 格式 与 
原 微分 方程 相 容 , 除 局 部 截断 误差 趋 于 零 外 ,还 应 要 
求 该 格式 是 稳定 的 . 显然 ,只 可 以 使 用 相 容 的 差分 格 
式 来 代替 所 要 研究 的 微分 方程 . 

差分 格式 精确 度 阶 (order of accuracy of a fi- 
nite difference scheme) 偏 微分 方程 数值 解法 概念 
之 一 . 指 度量 差分 方程 与 微分 方程 近似 程度 的 量 . 对 
于 一 个 相 容 近似 ,局 部 截断 误差 一 般 形 式 为 

RSA FAN 156154570. 

为 满足 稳定 性 要 求 ,差分 格式 的 空间 步 长 Ar 与 时 
间 步 长 At 应 保持 一 定 关 系 , 因 此 R; 可 仅 由 At BRE 
次 来 表示 ,使 R;—OLCAO" Ei vr B9 CK IE SCC o 称 
为 局 部 截断 误差 的 阶 ,又 称 差 分 格式 精确 度 的 阶 . 对 
精确 度 更 为 准确 的 另 一 种 表述 是 ,分 别 指明 R; 中 
At 与 Ax AYER. 精确 度 的 阶 越 高 ,差分 格式 对 微分 
方程 的 近似 程度 也 越 高 , 它 的 解 收敛 到 微分 方程 解 
的 速度 也 越 快 . 

差分 格式 收敛 性 (convergence of a finte differ- 
ence scheme) ” 偏 微分 方程 数值 解法 概念 之 一 . 指 
差分 方程 解 与 其 所 近似 的 微分 方程 解 之 间 的 关系 . 
令 (x,t) 是 差分 方程 求解 区 域 中 的 一 个 定 太 ,u(x,t) 
表示 微分 方程 在 该 点 的 精确 解 .适当 选取 一 差分 网 
BG FE GA) REG (Gi — 1.2.0. f E BFR 
Bt, Az 及 At 趋 于 零 ; 相 应 选取 整数 序列 Un) ER 
Gn) ALA A pica ndum. VÀ uid 28 aH 
FETE FS A C Zur ni Art) E BINE A Aces Apt HFS 
BT ut ulr DEFE, MERE 28 oh Fax Xs ic 
的 ,或 者 说 ,此 格式 是 相应 微分 方程 的 一 个 收敛 近 
似 . 当 网 格 间距 足够 小 时 ,收敛 近似 的 解 可 以 作为 微 
分 方程 的 近似 解 . 

差分 格式 依赖 区 域 Cnumerical domain of de- 
pendence of a finite difference scheme) 初 值 线 上 
的 菜 一 点 集 . 用 一 差分 格式 求解 偏 微 分 方程 初 值 问 
题 时 ,在 求解 区 域内 坐标 为 (x,t) 的 网 格 点 处 ,数值 
解 由 初 值 线 上 某 一 格 点 集合 的 初始 函数 值 完 全 决 
定 ; 当 时 间 与 空间 步 长 按 某 种 确定 方式 趋 于 零 ,但 永 
远 保持 Cx,t) 为 网 格 点 时 ,影响 (x,t) 处 数值 解 的 初 
值 点 集 化 为 一 个 区 域 , 这 就 是 (r,t) 处 差分 格式 的 依 
赖 区 域 . 对 于 初 边 值 混合 问题 ,依赖 区 域 还 可 能 包括 
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边界 线 上 的 点 . 

差分 格式 稳定 性 (stability of a finite difference 
scheme) ” 偏 微 分 方程 数值 解法 概念 之 一 . 指 差 分 
格式 误差 传播 的 性 态 . 初 值 问 题 差 分 方法 的 计算 是 - 
按时 间 顺 序 , 以 步 进 方式 实现 的 , 即 利用 刀 及 以 前 
时 刻 的 已 知 表 数值 ,计算 i 时刻 的 格 点 函数 值 , 依 
UIS BU HEME. 在 这 一 推进 过 程 中 ,初始 误差 及 每 步 计 
算 引 入 的 舍 入 误差 均 会 向 以 后 时 刻 传播 . 这 一 积累 
误差 可 否 保 持 有 限 , 亦 或 按 步 数 RRAK, 
还 是 随时 间 增 加 以 指数 方式 恶性 放大 ,是 表征 差分 
格式 的 一 个 重要 性 质 , 这 一 性 质 就 是 差分 格式 的 稳 
定性 . 设 对 某 发 展 方程 有 差分 格式 

Tee OA (1) 
EH CCAD AA IR 28 4) fF. At 为 时 间 步 长 . 若 在 任 
意 确 定 的 有 限时 间 范 围 10o,7j 内 ,对 某 个 正 数 nU 
T£ TE FR a C00 ,使 得 满足 条 件 OL Ac TL 0<nAt 
«CT B) At Aln & 

| C"CAD || < const. (At)~* < const. z^ 

AP || + | 表示 某 种 适当 选 定 的 范 数 , 则 称 差分 格 
式 (1) 是 稳定 的 .看 a 二 0, 则 称 格式 (1) 是 强 稳 定 的 
或 者 是 在 拉克 斯 -里 希 特 迈 耶 意 义 下 稳定 ;而 在 aO 
时 , 则 称 差分 格式 (1) 是 弱 稳 定 的 或 者 是 在 福 赛 思 - 
FL XX (Forsythe-Wasow) & X. FT fa 4E. 显然 , 强 稳定 
格式 的 积累 误差 保持 有 界 , 弱 稳定 格式 的 积累 误差 
按 步 数 BYREDOE XOU. 而 不 稳定 格式 的 积累 误 
差 则 是 指数 增长 的 . 只 有 稳定 的 格式 才 有 实际 价值 ， 
当 以 不 稳定 格式 进行 计算 时 ,误差 会 很 快 掩盖 真 解 ， 
导致 计算 失败 . 

差分 格式 强 稳定 性 (strong stability of a finite 
difference scheme) 见 “ 差 分 格式 稳定 性 ” 

差分 格式 弱 稳 定性 (weak stability of a finite 
difference scheme) 见 “ 差 分 格式 稳定 性 ” 

克 赖 斯 弱 稳 定性 定理 (Kreiss theorem on weak 
stability) 判定 差分 格式 是 否 弱 稳定 的 一 个 定理 . 
55853 (Kreiss, H. O. ) F 1962 年 证 明了 :对 于 常 系 
数 线性 初 值 问题 ,如 果 差 分 格式 的 放大 和 矩阵 G 一 致 
有 噶 , 则 冯 ，。 诺 伊 曼 条 件 是 弱 稳 定 的 充分 必要 条 件 . 

不 稳定 性 (instability) 偏 微 分 方程 数值 解法 
的 基本 概念 之 一 . 指 利用 不 稳定 格式 进行 计算 时 ,或 
稳定 差分 格式 使 用 不 当时 所 产生 的 现象 .此 时 由 初 
值 不 准 或 伟人 等 原因 引入 的 偶然 误差 便 会 在 计算 过 
程 中 积累 .放大 ,并 在 不 多 的 步 数 后 增 大 到 不 能 容许 
的 程度 ,使 数值 解 完全 形 失 意义 . 这 种 现象 称 为 差分 
格式 的 不 稳定 性 . 

不 稳定 格式 (unstable scheme) 对 任何 实际 计 
算 允 许 的 时 间 步 长 与 空间 步 长 均 不 稳定 的 差分 格 
INe 

无 条 件 稳定 性 (unconditional stability) 4R foit 
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分 方程 数值 解法 的 基本 概念 之 一 .一 个 差分 格式 如 
采 对 于 任何 时 间 步 长 与 空间 步 长 都 是 稳定 的 , 则 称 
该 格式 具有 无 条 件 稳定 性 . 

稳定 性 条 件 (stability condition) 偏 微分 方程 
数值 解法 术语 . 指使 差分 格式 稳定 所 必需 满足 的 条 
件 . 为 保证 发 展 方程 差分 格式 的 数值 稳定 性 ,内 点 及 
边界 差分 格式 的 构造 方式 .数值 边界 条 件 的 给 定 、 网 
格 间距 及 可 能 出 现 的 其 他 参数 的 选取 等 诸多 因素 必 
须 满足 一 定 的 要 求 , 这 些 要 求 统称 稳定 性 条 件 . 

傅 里 时 方法 (Fourier method) 研究 发 展 方程 
的 纯 初 值 问 题 的 线性 常 系数 差分 格式 稳定 性 的 一 种 
方法 .该 方法 把 差分 方程 的 解 对 空间 变量 作 传 里 叶 
级 数 展开 ,利用 方程 的 线性 性 质 ,把 稳定 性 归结 为 级 
数 所 有 各 项 傅 里 叶 系 数 的 模 随 时 间 变 化 之 一 致 有 界 
TE. 这 种 方法 称 为 傅 里 叶 方 法 , 对 于 一 维 空间 的 单个 
差分 方程 ,这 一 方法 只 需 考 虑 所 有 形 为 w= 二 GlAt， 
kje” AYE LP Rk ARC 称 为 放大 系数 ,其 具 
体形 式 由 所 考虑 的 差分 格式 决定 .在 对 于 一 切 波 数 
k 和 一 切 适 合 0 二 At<r,0 委 mA 和 7 的 4 与 2 都 有 
[G | Co, Cs 为 一 常数, 则 可 知 差分 格式 是 ( 强 ) 稳 
定 的 ,否则 是 不 稳定 的 . 当 把 同样 的 方法 用 于 差分 方 
程 组 时 ,放大 系数 G 转化 成 一 个 矩阵 BRO BK E 
E ,稳定 性 归结 为 C RBA 4. 

ALK #2 BE (amplification matrix) 偏 微分 方程 
数值 解法 概念 之 一 . 指 差分 算 子 在 波 数 空 间 的 等 价 
RR. 设 常 系数 线性 差分 方程 组 形 为 zx (x0 — 
CCAD u’ Cr) u’ (x2 Jg — p IR] BW v" (Ch) RM 
u (7) 波 数 为 & 的 傅 里 叶 系 数 , 则 有 vw” SGA, 
k)v"(k) ,GC(At,&) 称 为 放大 矩阵 ,差分 方程 组 的 稳定 
性 归结 为 对 一 切 波 数 有 和 一 切 满足 条 件 OKAT 
及 0<nAt<T 的 At 与 n,G”"(At,&) 的 模 一 臻 有 界 性 
CBW" fe BT HR”). 

WA KR (amplification coefficient) ZR HK BK 
KAF. 偏 微分 方程 数值 解法 概念 之 一 . 指 近似 发 展 
方程 的 两 层 常 系数 线性 差分 格式 的 放大 和 矩阵 . 此 时 ， 
放大 和 矩阵 退化 为 一 个 数 , 故 称 为 放大 系数 (参见 “ 傅 
AT TIE”). 

放大 因子 (amplification factor) 
m. 

冯 ，。 诺 伊 曙 稳定 性 必要 条 件 (von Neumann 
necessary condition for stability) 近似 发 展 方 程 
的 常 系数 线性 差分 格式 稳定 的 一 个 必要 条 件 . 这 一 
条 件 的 具体 表述 是 :存在 常数 C 及 r>0, 使 得 对 一 
切 适 合 0< At< rz 的 时 间 步 长 A 与 任意 波 数 向 量 k， 
1 18] ER np 75 35 ES SU SUC AB E GC(At,k) 的 所 有 特 
AE TR Ey HAL ALKI HC * At. 24 GCAL k) BE E OR E 
Jin RAF ,例如 为 正规 矩阵 时 ,这 一 条 件 也 是 数值 稳定 
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即 “ 放 大 系 


的 充分 条 件 . 

克 赖 斯 矩阵 定理 (KKreiss matrix theorem) X 
展 方程 线性 常 系数 差分 格式 的 稳定 性 理论 中 的 一 个 
重要 定理 . REA EAR RARER RAB E 
4 $6 4r EAR AF FEB KBE G CALL IO i RF 

| (GCAt,k))" || <C 

(Oc At r.,0zznALT TERR ERO IR] E k), 

其 中 C 是 一 常数 ,不 妨 设 CH 1. 定义 矩阵 族 F: 


(e ^GCAL,kK)) (a = 元 InC)， 


则 该 差分 格式 稳定 的 一 个 充分 必要 条 件 是 矩阵 族 下 
满足 命题 (4). 

命题 (4): 对 于 任 一 矩阵 AC 及 一 切 正 整数 
LOB EA C, 存在 ,使 | A’ | «C, 0—1,2,3, °°) 
立 . 这 时 称 下 是 稳定 的 和 矩阵 族 . 于 是 把 差分 格式 的 
稳定 性 等 价 地 转化 为 矩阵 族 的 稳定 性 . 

克 赖 斯 (Kreiss,H.O. ) 于 1962 年 给 出 了 包含 
三 种 刻画 矩阵 族 稳定 性 命题 的 定理 一 一 克 赖 斯 矩阵 
定理 : 定义 矩阵 族 下 =(4) 的 稳 冠 性 的 命题 (4 ) 与 
命题 (R) ip RA CS) ci CHO B B dB e ffr. 

fg CROXI—9J AC F.—UJ eR zOz|D,. 
存在 常数 Cer ffi CA—zI) TFTE.H 

|| CA m ry] < IEEE 

命题 CS): 有 常数 Cs 及 Cs 存在 ,使 对 每 个 AC 
F 都 存在 非 奇 异 矩 阵 $ ,使 下 列 两 个 条 件 同时 成 立 : 

1. || SR S^! | «Cs. 

2. B= 二 SAS-! 为 上 三 角形 和 矩阵 


A, Bi v B, 
ae d B,, 
0 0 A; 


B 中 的 对 角 线 元 素 是 按 绝 对 值 大 小 排列 的 : 
ATS Alana Is 
H |B4| <C — lD G <j). 
MACH): AC FATE HB C> 及 正 
SE BR ZKOKTEOHermite) &g Pe H 4E Un F JERA: 
C's A = Cu AHAS H. 
布 加 南 稳定 性 判 据 (Buchanan stability criteri- 
on) 判断 差分 格式 稳定 性 的 一 个 矩阵 族 稳定 的 充 
分 必要 条 件 . 设 ky ,ks,*** TJ 是 一 个 复数 序列 ,如 果 
|k, — k| C K|k, — k,| QSr Ss Sm), 
则 称 该 复数 序列 构成 常数 为 天 aE. 由 此 , 布 加 
南 稳定 性 判 据 表 述 为 : 设 有 一 矩阵 族 YS ,其 元 素 4 
是 上 三 角 和 矩阵 ,其 全 部 特征 值 构成 常数 为 Ki 的 骸 
套 , 则 多 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 冯 “， 诺 伊 曼 条 件 满 
足 , 即 它 的 特征 值 |;| 志 1, 而 其 非 对 角 元 素 满 足 
| Ai; | < K,max(1 — |&;|,1 — [&jl.|&; — k;|)s 
其 中 天。 是 一 个 与 4 无 关 的 常数 . 


拉克 斯 - 温 德 洛 夫 条 件 (Lax-Wendroff condi- 
tion) 常 系数 线性 发 展 方程 差分 格式 稳定 的 一 个 
充分 条 件 . 这 一 条 件 表 述 为 :对 任何 向 量 Y, 如 果 放 
KM G i iASSEXXIV'GV | [1-0CAD ]IV l^, 
则 所 考虑 的 差分 格式 稳定 . 

tne 4&4 (Kato condition). 常 系数 线性 发 展 
方程 差分 格式 稳定 的 一 个 充分 条 件 . 以 GAK) 
差分 格式 的 放大 矩阵, 则 加 芯 条 件 表述 为 :假定 
| GCA, K) 一致 有 界 , 而 且 满 足 汉 。 诺 伊 曼 条 件 ; 
又 假定 ,对 每 一 个 C ,在 圆 | 外 委 民 内 ,可 引 一 条 闭 的 
可 求 长 的 曲线 TOLE R E G 的 谱 半 径 ) ,使 下 的 长 
度 一 致 有 界 , 而 且 械 与 G 的 谱 的 距离 一 致 地 有 不 为 
零 的 下 界 . X AIR TEXE— P$ 302000 与 人 和 天 
无 关 ) ,使 得 在 本 外 边 的 每 一 个 不 同 特征 值 C= 1, 
2,…,g) 的 指数 为 1, 而 且 满 足下 列 条 件 , 则 差分 格 
式 是 稳定 的 : 

1.4 与 所 有 其 他 特征 值 的 距离 大 于 ô. 

2. 对 于 不 满足 条 件 1 的 这 组 ,所 有 对 应 特征 
向 量 所 构成 的 格拉 姆 行列 式 值 为 4 , 且 ADO. 

弗 里 德里 希 斯 条 件 (Friedrichs condition) 线 
性 变 系 数 对 称 双 曲 型 方程 组 差分 格式 稳定 的 一 个 充 
分 和 条件, 条件 表述 为 :假定 At= Ar, Tou r)—uG 
BAr ) ,差分 格式 g = Cu" =[E pC” T la 有 
性 质 : 

1.C”(z) 是 埃 尔 米 特 矩阵 ,与 A 无 关 , 而 且 对 
变量 x 李 普 希 次 连续 . 

2.C”“(z) 非 负 , 则 此 差分 格式 稳定 . 

局 部 稳定 性 (local stability) 变 系 数 非 线性 差 
分 格式 稳定 性 的 一 个 概念 . 设 ua) 为 一 非 线性 差 
分 方程 的 解 , 令 w(x) = u(x,nAt) + v(e), AP 
ur nAt) 为 所 要 逼近 的 微分 方程 的 精确 解 ,v" C) 
视 为 一 阶 小 量 , 将 此 表达 式 代 人 所 讨论 的 差分 格式 ， 
经 过 适当 手续 得 到 以 v' Co) 为 未 知 数 的 一 阶 变 分 方 
程 , 这 一 方程 是 线性 的 ,其 系数 只 与 零 阶 量 u(x,t) 
有 关 . TERT Art) 将 变 分 方程 的 系数 视 为 常数 ， 
则 可 用 常 系数 线性 差分 方程 稳定 性 理论 讨论 其 稳定 
性 ,这 就 是 所 谓 的 局 部 稳定 性 . 一般 地 ,局 部 稳定 既 
不 是 一 个 变 系 数 问题 全 局 稳定 性 的 必要 条 件 , 也 不 
是 其 充分 条 件 . 

局 部 放大 和 矩阵 (local amplification matrix) Æ 
分 算 子 在 波 数 域 的 对 应 表示 . 指 对 于 系数 仅 依赖 于 
空间 变量 z 的 发 展 方程 的 一 种 差分 近似 . 例如, 考 
虑 对 称 双 曲 型 方程 组 的 差分 近似 w= COND, 
令 Ax, = At, CCAO 是 带 有 和 矩阵 系数 的 位 移 算 子 
的 有 限 和 , 即 

(CCADu) Gr) = > A + BAD, 
式 中 C(x,A1) 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 , 则 局 部 放大 矩阵 定 


偏 微 分 方程 数值 解法 


XLA Glir, At, E) =X aC lr, Ate t, RA E= At e 
k,k 为 波 数 问 量 . 
局 部 稳定 性 条 件 (local stability condition) 保 
证 变 系数 差分 格式 局 部 稳定 的 条 件 . 令 Ca ORE 
系数 线性 对 称 双 曲 型 方程 组 差分 格式 的 局 部 放大 和 气 
阵 , 则 局 部 稳定 条 件 表示 为 :对 一 切 x S. 
Foil ses > o e ^q S215 


AP | e | 为 某 种 范 数 ,C”“(z) 为 系数 矩阵 . 

能 量 法 (energy method) ”人 研究 差分 格式 稳定 
性 的 一 般 性 方法 . 它 可 用 于 变 系数 乃至 非 线性 方程 . 
该 方法 的 基本 步骤 是 :首先 对 差分 格式 的 解 向 量 设 
计 一 个 范 数 , 其 次 证 明 经 过 每 一 时 间 步 ,该 范 数 的 增 
长 不 超过 1 十 DCAbD) 倍 ,这 就 是 差分 格式 在 所 考虑 范 
数 下 的 稳定 性 .能 量 法 的 名 称 来 源 于 在 一 些 简 单 情 
况 下 ,所 使 用 的 范 数 恰 为 系统 的 物理 能 量 . 能 量 法 尚 
可 用 来 得 到 差分 格式 解 的 误差 增长 估计 或 收敛 速度 
估计 ,也 可 用 来 选择 数值 边界 条 件 和 恰当 的 非 线 性 
项 逼近 形式 . 

希 尔 特 方法 (Hirt method) 亦 称 启 发 式 稳定 
分 析 . 人 研究 差分 格式 稳定 性 的 一 种 实用 方法 . 这 一 方 
法 首先 假定 差分 方程 的 解 w(x,t) 对 变量 的 一 切 连 
续 值 有 意义 , 且 充 分 光滑 ;然后 将 格式 所 有 各 项 在 同 
一 点 (zt) 形 式 地 展开 成 泰勒 级 数 , 再 利用 这 一 展开 
式 的 形式 微分 ,逐次 消去 原 展 开 式 中 关于 时 间 变 量 
t 的 除 最 低 阶 导 数 外 的 高 阶 导数 与 混合 导数 ,由 此 
形式 上 得 到 一 包含 无 穷 多 项 的 微分 方程 ,这 一 方程 
称 为 原 格式 的 等 价 微分 方程 . 希 尔 特 方法 通过 讨论 
等 价 微分 方程 是 否 含有 随时 间 指 数 增长 的 解 ,给 出 
差分 格式 稳定 的 必要 条 件 . 这 样 的 条 件 称 为 启发 式 
稳定 性 条 件 . | 

希 尔 特 方法 由 希 尔 特 (Hirt,C. W. ) 于 1968 年 
提出 . 该 方法 在 数学 上 是 不 严密 的 ,但 往往 给 出 在 实 
用 上 有 意义 的 稳定 性 条 件 . 

启发 式 稳 定性 分 析 (heuristic stability analysis) 
即 “ 希 尔 特 方法 ” 

启发 式 稳 定性 条 件 (heuristic stability condi- 
tion) 见 “ 希 尔 特 方法 ”. 

微分 近似 方法 (method of differential approxi- 
mation) 研究 差分 格式 性 质 的 一 种 方法 . 它 是 以 等 
价 微分 方程 为 工具 来 分 析 差 分 格式 的 性 质 ,如 稳定 
性 的 方法 , 即 希 尔 特 方法 (参见 “ 希 尔 特 方法 ”). 

等 价 微 分 方程 (equivalent differential equation) 

亦 称 修正 微分 方程 . 分 析 差 分 格式 的 解 及 差分 格式 

本 身 性 质 的 一 种 工具 . 指 和 所 研究 差分 格式 等 价 的 

微分 方程 .通过 把 差分 格式 的 每 一 项 在 某 节点 

(JAz,zAl) 展 成 泰勒 展 式 , 并 消去 阶 数 高 于 原 偏 微 

分 方程 的 阶 数 的 时 间 导 数 项 ,所 得 微分 方程 就 是 该 
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差分 格式 的 等 价 微分 方程 . 例如 ,通过 研究 等 价 微分 
方程 的 定 解 问题 的 适 定 性 来 研究 该 差分 格式 的 稳定 
性 . 这 种 分 析 方 法 也 称 为 微分 近似 方法 , 即 希 尔 特 方 
法 . 设 微分 方程 是 


Ca 为 常数 ) 的 拉克 斯 格式 


atl l n n Oo n n 
H^ c pui 9? titi T ui) 


2 


的 等 价 微分 方程 是 
OF Go Jun EAE 10° uus n 

修正 微分 方程 (modified differential equation) 
即 “ 等 价 微分 方程 ” 

非 线 性 不 稳定 性 (nonlinear instabilities) 偏 
微分 方程 数值 解法 的 基本 概念 之 一 . 指 由 差分 格式 
的 线性 稳定 性 分 析 不 能 预示 的 不 稳定 性 . 例如 ,用 未 
加 额外 耗 散 项 的 拉克 斯 - 温 德 洛 夫 格式 (参见 “拉克 
斯- 温 德 洛 夫 方法 ”) 计 算 间断 解 可 能 产生 所 动 ,这 些 
摆动 就 引起 非 线 性 不 稳定 性 ,并 可 能 导致 收敛 到 非 
物理 解 . 

fa te T£ [S] (stability threshold) fj #4 Ty FER 
值 解法 术语 . 指使 非 线性 发 展 方程 差分 格式 的 解 保 
持 非 指数 增长 的 扰动 上 限 . 在 用 差分 方程 逼近 某 些 
非 线性 偏 微分 方程 初 值 问题 时 ,即使 原 问 题 的 解 充 
分 光滑 且 有 界 ,一 般 线 性 化 格式 稳定 与 收敛 的 要 求 
均 满足 ,但 只 要 初始 扰动 幅度 超过 一 极限 值 ,数值 解 
就 会 按 指数 增长 ,这 一 扰动 幅度 的 界限 即 是 稳定 性 
lg. 

CFL K &y f & fF (Courant-Friedrichs-Lewy 
convergence condition) TS ER FE BA 2 fr. 双 曲 型 偏 
微分 方程 差分 近似 收敛 的 一 个 必要 条 件 . 如 果 在 每 
个 网 格 结 点 上 ,差分 格式 的 数值 依赖 区 域 都 将 相应 
微分 方程 在 该 点 解 的 依赖 区 域 包含 在 内 , 则 称 这 一 
格式 满足 CFL RIF. 差分 方程 的 解 不 能 脱离 它 所 近 
似 的 微分 方程 的 定 解 条 件 ,因此 ,不 满足 CFL 条 件 
的 格式 是 不 可 能 收敛 的 .例如 双 曲 型 对 流 方程 初 值 
问题 


u,d-au,-— 


Ou du 
ae"? ae 


WOE sO) wr) || pee). 


= 0 (leha e o 0), 
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tit 4T 2j FETE FE f8] A CE 0 RE B5 EAR RE — at 
处 的 初 值 . 奉 考虑 差分 格式 
ee 
uj= 9(jAx,0), 
WW AS AR GED 二 GA ,nAt) 处 差分 方程 的 解 依赖 初 什 
线 上 [CG 一 n)Azx,(I 十 n)Azj] 中 的 格 点 值 . r—AU 
Ax 为 固定 常数 , 且 使 Ac 趋 于 零 , 则 可 得 差分 格式 在 
AX CE DB KORR CSS D —t/[r. X +t/r], ik CFL 条 
件 表示 为 


. i E "i 
TY c ; 
y r 
Bp 
At 
lar| — ia AQ 


XB ar=adAt/Ax, FR FER RX. 

EE BH 2& (E (Courant conditon) 
ER”. 

Æ BA & (Courant number) 
件 ” 

数值 耗 散 系数 (coefficient of numerical dissipa- 
tion) 差分 格式 的 等 价 向 分 方程 的 截断 误差 部 分 
中 的 最 低 偶 阶 导 数 项 的 系数 (参见 “等 价 微分 方程 ” 
和 “色散 ”). 

耗 散 项 (dissipative term) ” 偏 微 分 方程 数值 解 
法 术语 . 指 微分 方程 或 差分 格式 中 ,表达 相当 于 烙 
性 热传导 与 扩散 等 使 机 械 能 耗 散 的 项 . 对 于 一 个 不 
含 这 些 项 的 偏 微分 方程 , 耗 散 项 可 能 由 于 区 域 与 方 
程 的 离散 化 而 引入 差分 格式 , 它 使 得 数值 解 的 每 个 
传 里 叶 分 量 振幅 随时 间 衰 减 ,是 差分 格式 的 稳定 因 
5. 

$t HBL AY (dissipative effect) 偏 微 分 方程 数 
值 解法 的 概念 . 指 由 于 粘性 ME SR XX HOS S nd 
程 ,使 规则 运动 的 机 械 能 转化 为 分 子 运动 能 量 的 效 
应 . 这 一 效应 是 使 差分 格式 稳定 的 因素 . 

色散 (dispersion) 差分 格式 的 重要 属性 . A 
分 格式 求解 双 曲 型 方程 (组 ) 定 解 问题 时 ,通常 解 的 
不 同 波 数 成 分 以 不 同 的 速度 传播 ,因而 随 着 时 间 的 
增长 ,波形 就 被 破坏 ,这 就 是 差分 格式 的 色散 现象 . 


即 “CFL Wy ox 


见 “CFL 收敛 性 条 


以 简单 的 单 向 波 方程 

du , Ju 

or ay (1) 
为 例 来 说 明 色散 现象 . RIEK us Cx) = ue, W 


u(x,t) = ae BGo ttr) ; 


RAT EO o=C, FÈ 
u(r,t)-— ue Mt”, 

故 不 同 的 波 数 分 量 都 以 与 波 数 8 无 关 的 同一 速度 C 

传播 ,因而 在 传播 过 程 中 波形 不 变 . 对 差分 格式 ,如 


wu; =u" HCA lu u), (2) 


J 


其 中 = 人 /Ar,4 和 Az 分 别 是 时 间 和 空间 步 长 ,zi 
= uCjAx,nAD NM 


CamAr+ a 
u’, Sie” k (3) 


以 (3) 式 代入 (2) 式 ;得 

ee a ae an add 
其 中 o 是 该 格式 的 增长 系数 ,于 是 得 到 离散 色散 关 
Ao — w(B,At,Ax),w 是 和 PP 有 关 的 , 即 解 的 不 同 
波 数 (8) 成 分 将 以 不 同 速 度 传播 , 故 产生 色散 现象 . 
Td. o dé 8e LEA LE GB. 

通过 取 单 向 波 方程 (1) 的 任 一 9 阶 差分 格式 中 
的 等 价 微分 方程 的 截断 误差 部 分 的 最 低 奇 阶 导数 项 
和 偶 阶 导数 项 得 

g**!u 9***u 


Mac ete San uo ax (4) 


如 q--1 是 奇 ( 偶 ), 则 a. 是 数值 色 ( 耗 ) 散 系数 而 2 是 
数值 耗 散 (色散 ) 系 数 . 故 截断 误差 余 项 中 的 偶 阶 项 
产生 耗 散 或 扩散 ,而 截断 误差 余 项 中 的 奇 阶 项 产生 
色散 . 
离散 色散 关系 式 (discrete dispersion relation) 
一 种 代数 式 . 指 表征 差分 格式 色散 现象 的 离散 频率 
和 波 速 以 及 时 空 步 长 的 关系 式 :w 二 w(B,At,Ax). 式 
中 w 是 离散 频率 ,8 是 健 里 叶 分 量 的 波 数 ,At 和 Ax 
分 别 是 差分 格式 的 时 间 和 空间 步 长 (参见 “色散 ”). 
数值 色散 系数 (coefficient of numerical disper- 
sion) ”差分 格式 的 等 价 微分 方程 的 截断 误差 部 分 
中 的 最 低 奇 阶 导数 项 的 系数 (参见 “等 价 微分 方程 ” 
和 “色散 ”)， 
抛物 型 方程 差分 法 (finite difference methods 
of parabolic equations) “数值 求解 抛物 型 偏 微分 方 
程 初 值 问题 和 初 边 值 问 题 的 一 种 基本 方法 . 它 的 基 
本 步骤 和 研究 内 容 见 “ 偏 微 分 方程 初 值 问 题 差分 
E” “有限 差分 法 ”对 最 简单 的 抛物 型 方程 一 一 一 
维 热传导 方程 
T og oH, o= BR 0, 
常 采用 如 下 几 个 典型 的 差分 格式 : 
1. 显 式 格式 
mE (Ou); 
At 7 AH OC 
e = OCAD + Of CAx)! ]. 
Rr Ou) —u—2w tut 43 utkxJ mm E 
差分 .稳定 性 条 件 
EET E 
2. bh Yu - JE REA SF xx 
uw  —u, (Fu) + (Oui 


= 6 


At 24x? i 


偏 微分 方程 数值 解法 


e— OCA?) 43-O[ Az’ |. 
隐 式 格式 绝对 稳定 . 
3. 全 隐 格 式 
n+] n 2 13-1 
=e 2 g —OCAt) 3-O[ CAz)? ]. 
隐 式 格式 绝对 稳定 . 
4. 加 权 隐 式 格式 
uu  0(0uy^ +1—0 (6) 
A (Ary? i 
其 中 0= Ag K0], 


e=0| [0-5] atar |+0[ (429°). 
对 于 0x:6—1/2, M 


"JAY; 
(Ary? —HE 10 


时 稳定 ,对 于 1/2508 SEA AB XE ER AE. 
5. HARMA 
rae =u; BH MC 


2At dirae 


绝对 不 稳定 . 
6. 杜 福特 -弗兰克 尔格 式 
ne wu ou s 


2At (Ar) 


j= OLCAD -0L CA 10[ | 3 ik 


其 中 当 Ar, Aro 时 ,省 -0, 显 式 格式 绝对 稳定 . 其 


中 e 表示 截断 误差 . 

从 以 上 诸 格 式 可 见 , 差 分 格式 的 步 长 Ar, Ax 的 
选取 要 受到 截断 误差 和 稳定 性 两 方面 的 限制 . 显 式 
格式 的 稳定 性 条 件 是 At= 二 OCAx’), 即 时 间 步 长 At 
为 空间 步 长 Az 的 二 阶 小 量 , 这 是 相当 苛刻 的 条 件 . 
对 于 隐 式 格式 ,每 个 时 间 步 要 解 一 个 代数 方程 组 ,其 
系数 矩阵 是 三 对 角 线 带 状 阵 , 有 像 追赶 法 这 样 有 效 
的 解法 .如 把 以 上 诸 格式 推广 到 二 、 三 维 问题 , 隐 式 
格式 每 步 要 解 一 个 类 似 于 椭圆 型 的 差分 方程 ,其 系 
数 阵 不 再 是 三 对 角 线 带 状 阵 ,没有 像 追 赶 法 那样 简 
便 有 效 的 算法 ,计算 量 随 维 数 按 寡 方 增加 ,于 是 发 展 
了 交 和 蔡 方 回 隐 式 法 和 局 部 一 维 方法 等 高 效 的 经 济 差 
分 格式 . 

克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 (Crank-Nicholson sche- 
me) 一 种 二 阶 精度 ,无条件 稳 定 的 隐 式 差分 格式 . 
对 于 热传导 方程 


gu | au 
at” ax?’ 
5 是 正常 数 , 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 是 


utr oss n 
u; u; 


At 
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该 格式 的 截断 误差 e 二 OL(At)*] 十 OL(Ax) ]. ER 
55 25 35 (Crank, J. ) Al JE LR A (Nicholson, P. ) F 
1947 年 提出 的 . 


杜 福 特 - 弗 兰 克 尔格 式 (DuFort-Frankel sche- 


me) 一 种 绝对 稳定 的 显 式 三 层 差分 格式 . 对 于 热 
传导 方程 
mu pu 
dt ar!" 
其 中 o BIEM HM, EAA (Richardson,L. F. ) 曾 提 
出 一 个 显 式 中 心 差分 格式 一 一 理 查 森 格 式 
wj — uo Minn P; Ws 
HEC LS EU EE 
它 是 二 阶 精度 格式 ,但 它 是 绝对 不 稳定 的 . AREA 
森 格 式 中 的 中 心 结 点 值 u 用 平均 值 (wx ru; )/2 
来 代替 , 便 得 到 绝对 稳定 的 杜 福特 -弗兰克 尔格 式 
go — u ua ug — ae + us, 
A 
e = OLCAD'! ] + O[ (Ar)? ] + ol | zl ] 


该 格式 是 杜 福 特 (Du Fort, E. C. ) Al 38 25 m ZR 
(Frankel,S. P. )-F 1953 年 对 抛物 型 方程 提出 的 . 

理 查 森 格式 (Richardson scheme) 见 “ 杜 福特 - 
弗兰克 尔格 式 ” 

交替 方向 隐 式 法 (alternating direction implicit 
method) 一 种 计算 多 维 热传导 和 扩散 问题 的 分 步 
数值 方法 ,简称 ADI 法 . 它 使 用 时 间 分 裂 技 术 , 得 到 
只 需 对 三 对 角 和 矩阵 求 逆 的 一 种 多 维 隐 式 方法 ,从 而 
把 隐 式 的 无 条 件 稳 定性 和 一 维 问题 的 简单 性 结合 
来 . 对 于 二 维 热传导 方程 


ðu J'u 3u 


E ccm EC 1 
at ar’ Jy” d ( ) 
ADI 法 是 
MEUS. cx GAY| Syn? Ou, | 
hj o Uij— 5 E arate. 
a, (2) 
n-+ 1/2 2 n+] 
n- n+1/ OA tu. . ô u.. 
u cu ‘=> — SE > EI 
2 Ax Ay 


式 中 ACRI Ar, Ay 分 别 是 时 间 和 空间 步 长 ， 
WA 


oJ 
nt-1/2 
uj 


iAx,jAy, 


= u 


n+ |a]. 


6,(6,) 为 x(y) 方 向 二 阶 中 心 差分 算 子 . 从 (2) 可 见 ， 

该 方法 由 两 步 合成 一 个 循环 . 第 一 步 x 方向 取 隐 

式 ,y 方向 取 显 式 ; 第 二 步 则 相反 , 故 称 它 作 交 替 方 

向 隐 式 方法 .该 格式 是 相 容 且 无 条 件 稳 定 的 ,每 步 只 
240 


需 解 一 个 三 对 角 线 代数 方程 组 ,可 直接 利用 追赶 法 ， 
从 而 大 大 简化 了 计算 . 

这 种 形式 的 ADI 法 ,是 皮 斯 曼 (Peaceman,D. 
W. ) 和 拉 什 福 德 (Rachford,H. H. ) 以 及 道格拉斯 
(Douglas, J.) $$ A F 1955 年 发 展 起 来 的 ,也 称 
PRD 法 ,如 直接 推广 到 三 维 情况 将 损失 精度 上 且 也 不 
再 无 条 件 稳 定 了 . 道格拉斯 于 1962 FR PRA 
(Brian,P. L.T.) F 1961 年 各 自 独立 地 发 展 了 一 种 
三 维 ADI 法 , 它 是 一 个 三 步 方 法 ,在 一 个 时 间 步 长 
At 内 ,逐次 求 两 个 中 间 值 us Lus ,最 后 求 得 
uw， 也 称 它 为 道格拉斯 - 布 赖 恩 方法 . 对 于 三 维 热 
传导 方程 


du au u au 


m au ar e o 
此 种 差分 格式 是 
1/3 2 n,1/3 2 n 
Ujk 4 jak 10.5] Tu FLINT. 
o At 2 Ax’ Ay! 
Ou" i 
十 一 一 一 ， 
Az 
P Du jae 1 Ou s dog - 
oAt 2 Ax’ 
DO Gu he) Or ay 
2 Ay’ i Az’ SE 
n+ n n,1/: n 
ZA 1 ACORN E, 
OA Z Ax’ 
2 An.2/: n 
1S Qr uua 
2 Ay! 
n+ n 
BEACH LAT, 
2 Az’ 


式 中 一 些 差分 记号 类 似 于 二 维 情况 定义 .该 格式 由 
三 步 合 成 一 个 循环 ,第 一 步 x 方向 取 隐 式 ,y 和 z 方 
回 取 显 式 ; 第 二 步 y 方 向 取 隐 式 ,z 和 > 方向 取 显 
式 ; 第 三 步 z 方向 取 隐 式 ,z y 方向 取 显 式 , 每 步 
都 是 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 型 的 格式 ,只 需 解 一 个 三 对 角 
线 方程 组 ,可 直接 利用 追赶 法 ,大 大 节省 了 计算 工作 
量 . 该 格式 可 明显 地 推广 到 任意 多 个 空间 变量 情形 ， 
它 是 绝对 稳定 的 ， 

交替 方向 法 除 上 面 两 种 形式 外 ,还 有 其 他 各 种 
变形 格式 . 对 于 格式 中 出 现 的 辅助 未 知 量 , 如 格式 
(2) 中 的 wr“, 格 式 (4) 中 的 ww), 在 计算 中 
就 产生 了 如 何 给 定 边 界 条 件 的 问题 . 为 了 保持 精度 
和 稳定 性 ,边界 条 件 必 需 仔 细 处 理 .ADI 法 出 现 后 ， 
许多 人 进一步 发 展 了 各 种 形式 的 分 步 格式 (参见 “局 
部 一 维 方法 ”“ 分 步 法 >”“ 算 子 分 裂 法 ” ,这 些 方法 
构成 了 求解 偏 微 分 方程 计算 问题 的 一 大 类 经 济 格 
x. 


ADI i£ (ADI method) 
BR. 

道格拉斯 - 布 赖 恩 法 (Douglas-Brian method) 
见 “ 交 替 方 向 隐 式 法 ” 

局 部 一 维 法 (locally one dimensional methods) 
一 种 数值 求解 多 维 热传导 和 扩散 问题 的 分 步 法 , 它 
把 一 个 P 维 问题 ,在 时 间 变 量 i 的 每 个 子 区 间 上 ,化 
为 P 个 一 维 问 题 来 求解 ,简称 它 为 LOD 法 . 对 于 二 
维 热传导 方程 

du 


27 


交 蔡 方向 隐 式 法 的 简 


gu 3 u) 


ar 9y’ 


3 


LOD 格式 是 
CE 


ij Ui ; g 


At “Ar 


n+] n+1/2 


ge a m 
zr NOS ， oe 
AP At 和 Ax, Ay FP Hl) HE AT (Hl AO S AE KR su), = 
uli Ax, jAy,ndt) ;9; 0.) HLN Jr m = BY HB ap 2 4p 
算 子 . 该 格式 由 两 步 组 成 一 个 循环 ,显然 第 一 步 和 第 
二 步 分 别 是 x 方向 和 yy 方向 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 
(参见 “ 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 ”), 故 LOD 格式 可 看 
做 二 维 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 的 分 步 形式 . 因为 元 兰 
克 - 尼 科 尔 森 格式 是 绝对 稳定 的 , 故 LOD 格式 也 是 
绝对 稳定 的 . 又 因为 每 步 都 只 需 解 一 个 三 对 角 线 代 
数 方程 组 ,可 直接 利用 追赶 法 , 故 LOD 格式 比 二 维 
克 兰 克 - 尼 科 尔 森 格式 大 大 简化 了 计算 .利用 LOD 
法 ,要 处 理 好 中 间 量 w”*“ 的 边界 条 件 , 否则 会 降低 
精度 或 产生 不 稳定 性 . 

LOD 法 (LOD method) 
称 . 

算 子 分 裂 法 (method of splitting operators) 
一 类 偏 微分 方程 数值 解法 . 指 把 复杂 的 算 子 分 裂 成 
几 个 较 简 单 的 子 算 子 之 积 而 导出 的 数值 解法 . C 
适用 于 典型 的 双 曲 型 方程 和 抛物 型 方程 ,也 适用 于 
更 复 隶 方程 的 初 边 值 问题 之 求解 .例如 , 麦 科 马克 
(MacCormack , R. W. ) 把 多 维 麦 科 马 克 格 式 分 裂 成 
数 个 一 维 算 子 的 积 . 对 二 维 情况 , 麦 科 马克 格式 是 
ij m Lm Ll =a Dani] F is 
AF AG Ar, Ay 分 别 为 1 方向 ,z 方向 和 yy 方向 的 网 
格 步 长 ;wj 记 wGAx,jAy,nAt);L, Al Ly PHA x 
方向 和 yy 方向 的 一 维 麦 科 马 克 差 分 算 子 (参见 “ 麦 科 
马克 格式 ”). 显 见 ,通过 算 子 分 裂 简 化 了 格式 结 格 
减少 了 计算 工作 量 . | 

H 26 jk (method of fractional steps) Jp #K4> 
BIE. 一 类 偏 微分 方程 数值 解法 , 即 把 一 个 较 复 杂 的 
问题 的 每 个 时 间 步 分 裂 成 几 个 较 简 单 的 问题 ,用 差 


n+1/2 n 
8 u, ; ui 
vi 
| 2 


| $ 


局 部 一 维 方法 的 简 


偏 微 分 方程 数值 解法 


分 方法 解 这 些 较 简单 的 问题 ,以 便 能 得 到 原 问 题 的 
近似 解 , 而 且 节 省 工作 量 的 数值 解法 , 它 不 只 限于 典 
型 的 热传导 方程 和 双 曲 型 方程 ,而 且 对 其 他 许多 科 
学 计算 问题 都 有 应 用 . 例如 ADI 法 使 用 时 间 分 裂 来 
达到 只 需要 对 三 对 角 线 矩阵 求 道 的 多 维 隐 式 方法 ; 
LOD 法 把 一 个 P 维 问题 在 每 个 时 间 步 上 化 为 个 
一 维 问 题 来 求解 ; 算 子 分 裂 法 把 复杂 的 算 子 分 歼 成 
几 个 较 人 简单 的 子 算 子 之 积 来 求解 都 属 此 类 方法 ( 参 
WI," ADI” “LOD 法 "和 “ 算 子 分 裂 法 ”) ,它们 都 达 
到 了 结构 简单 ,使 用 方便 \ 计 算 量 节省 的 目的 . 对 这 


类 方法 来 说 ,由 于 每 个 时 间 步 被 分 解 成 几 个 中 间 步 ， 


故 也 称 为 时 间 分 裂 法 . 如 原 时 间 步 长 算 作 整数 步 长 ， 
则 中 间 步 就 用 分 数 时 间 步 长 , 故 也 把 它 称 为 分 数 步 
长 法 . 大 约 和 交替 方向 法 (ADI 法 ) 发 展 的 同时 , 苏 
联 数学 家 发 展 了 与 此 方法 关系 密切 的 分 步 法 (或 分 
裂 法 ) ,其 基本 思想 由 巴 格 里 诺 夫 斯 基 (Bagrinovski- 
i, K. A. ) 和 戈 杜 诺 夫 (Tonyaoa,C.kK. ) 于 1957 年 提 
出 , 亚 年 科 (Yanenko,N.N. )F 1964 年 作 了 更 广泛 
的 分 析 和 发 展 . 

分 裂 法 (splitting method) 即 “ 分 步 法 ” 

时 间 分 裂 法 (time-splitting method) 见 " 分 步 
法 ”. 

分 数 步 长 法 (fractional step method) 
步 法 ” 

双 曲 型 方程 差分 法 (finite difference methods 
of hyperbolic equation) ”数值 求解 双 曲 型 偏 微 分 方 
程 初 值 问 题 和 初 边 值 问题 的 主要 方法 . 它 的 基本 步 
又 和 研究 内 容 见 “ 偏 微分 方程 初 值 问 题 差分 法 ” “有 
限 差 分 法 ” 双 曲 型 方程 描写 波动 现 像 ,其 特征 理论 
反映 了 它 的 本 质 性 质 , 扰 动 恒 以 有 限 速 度 沿 特征 方 
问 传 播 ,依赖 域 和 影响 域 的 有 界 性 也 反映 了 波动 以 
有 限 速 度 传播 ,这 是 双 曲 型 方程 的 本 质 特 点 . 拟 线性 
及 非 线 性 双 曲 型 方程 和 方程 组 ,如 双 曲 型 守恒 律 方 
程 的 定 解 问题 ,即使 初 , 边 值 充分 光滑 ,一 般 也 只 能 
在 上 的 局 部 范围 内 得 到 光滑 解 ,而 在 有 限时 间 内 其 
解 可 能 产生 奇 性 ,如 在 气体 力学 问题 中 产生 激 波 等 - 
自然 现象 .因此 ,如 何 能 算 好 激 波 之 类 的 强 间 斯 解 是 
双 曲 型 方程 的 差分 方法 研究 的 中 心 课 题 . 激 波 捕捉 
(差分 ) 方 法 是 计算 双 曲 型 守恒 律 方程 间断 解 的 主导 
方法 ， 

20 世纪 50 年 代 , 发 展 了 人 工 粘性 法 ,以 及 迎风 
格式 、 拉 克 斯 格式 、 戈 杜 诺 夫 格式 为 代表 的 一 阶 激 波 
捕捉 格式 .人 工 粘 性 法 需要 人 为 调节 粘性 系数 ;一 阶 
格式 由 于 数值 (格式 ) 粘 性 效应 导致 激 波 过 渡 区 过 分 
拉平 . 

20 世纪 60 至 70 年 代 , 守 恒 型 差分 格式 理论 得 
到 很 大 发 展 , 出 现 了 拉克 斯 - 温 德 洛 夫 格式 和 麦 科 马 
克 格 式 为 代表 的 二 阶 格式 . 虽然 在 解 的 光滑 区 域 精 
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度 得 到 改善 ,间断 过 渡 陡 峭 ,但 由 于 色散 效应 ,在 间 
断 附近 数值 解 结果 产生 非 物理 振荡 ,有 时 导致 非 线 
性 不 稳定 性 . 

20 世纪 70 年 代 末 以 来 ,发 展 了 许多 现代 高 分 
辨 率 激 波 捕捉 格式 ,如 高 阶 戈 杜 诺 夫 方 法 .TVD 格 
式 等 ,它们 具有 如 下 特点 : 

l. 在 解 的 光滑 区 至 少 有 二 阶 精度 . 

2. 激 波 过 渡 陡 峭 , 不 产生 非 物 理 振 功 . 

3. 无 需 预 先 确 定 人 工 粘性 ,具有 自 适 应 耗 散 性 . 
目前 ,高 分 辨 率 差分 格式 的 研究 仍 是 热点 课题 . 

双 曲 型 方程 混合 初 边 值 问题 差分 法 的 稳定 性 
(stability of difference methods for mixed initial- 
boundary-value problems for hyperbolic equations) 
研究 双 曲 型 偏 微分 方程 (组 ) 混 合 初 边 值 问 题 的 差分 
格式 的 稳定 性 . 实际 要 求解 的 双 曲 型 方程 (组 ) 往 往 
提 为 初 边 值 问题 ,此 时 相应 差分 格式 的 稳定 性 问题 
变 得 更 为 复杂 . 对 于 规则 求解 区 域 、 等 距 规 则 网 格 情 
况 ,稳定 性 分 析 的 困难 来 自 于 : 

1. 必须 考虑 边界 条 件 的 离散 方式 ,各 对 边界 条 
件 采 用 不 恰当 的 数值 离散 格式 ,可 能 引起 计算 上 的 
不 稳定 . 

2. 由 于 内 点 差分 格式 计算 上 的 需要 ， 往往 需要 
人 为 地 补充 原 微分 方程 定 解 问题 所 没有 的 ,附加 的 
数值 边界 条 件 , 奇 这 ( 些 ) 条 件 选 用 不 当 也 会 引起 计 
算 精 度 降低 甚至 不 稳定 现象 . 

例如 ， 考虑 一 维 常 系数 双 曲 型 方程 组 


X ATE =0 (G2 0429 0), (1) 


Bt U=U(2,t)=(U,,U2,°°,U,)) f m 维 向 量 ， 
4 是 m AEE, CRA m 个 非 零 相 异 实 特 征 值 ; 
Ay Ay AO aA D D An. 由 于 求解 区 域 是 
第 一 象限 (z>0,t 盖 0) ,根据 双 曲 型 方程 的 特征 理 
论 ,为 使 原 方程 有 解 , 不 仅 需 要 初始 条 件 
U(x;0)— U(x) 0s c«-4- o9), (2) 
还 必须 在 左边 界 x 二 0,t 之 0 的 点 上 给 出 7 个 独立 的 
边界 条 件 ,使 该 初 边 值 问题 是 适 定 的 . 
利用 如 下 三 层 显 式 格 式 求解 上 述 初 边 值 问题 ， 
设 这 一 格式 在 前 面 两 层 上 都 利用 相 邻 三 个 网 格 点 ， 
记 为 
Vit = QV? + QV}, (3) 
其 中 V: 表示 在 网 格 点 (Ar,nAt) 上 U GAr, nát) 4 
近似 值 . 


= XT (k= 0,1), TV; = Via, (4) 


A 是 独立 于 网 格 步 长 的 党 省 数 矩 阵 , 当 使 用 格式 (3) 
进行 计算 时 ,除了 必须 有 两 层 初 始 值 之 外 ,还 必须 能 
够 逐 层 确定 边界 网 格 点 上 的 值 Vo, 妈 必须 给 出 左边 
界 条 件 , 设 它们 被 表示 为 
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Ve SS CVs haaa V esa V penes. ©) 
其 中 on 是 一 给 定 的 正 整 数 ,S 是 诸 变 元 的 线性 齐 次 
函数 . 因为 Yo 是 一 个 m ZEE p] EC CC SLE E ES 
m 个 线性 关系 式 , 比 原 微分 方程 定 解 问题 的 边界 条 
件数 7 多 mm 一 r 个 ,它们 来 自 于 需 补充 的 mx 一 r 个 数 
值 边界 条 件 . 

在 考虑 初 边 值 问题 的 差分 格式 的 稳定 性 时 , 自 
然 要 求 对 纯 初 值 问题 而 言 差 分 格式 (3) 是 稳定 的 , 即 

至 少 要 求 满 足 汉 “。 诺 伊 曼 条 件 .既然 引入 了 边界 格 
式 , 就 要 考虑 它 ( 们 ) 对 整个 稳定 性 的 影响 , 即 必 须 满 
足 初 边 值 问题 差分 格式 的 稳定 性 的 必要 条 件 X, 
杜 诺 夫 - 雅 宾 克 稳定 性 判 据 ( 阁 差分 格式 (3),(4)， 
(5) 是 稳定 的 , 则 它 不 允许 有 如 下 形式 的 解 :V’ = 
Z'o C 为 复数 ,gp 是 和 VV’ AANA Ee). AP 

IZ| 2 1.9 £0, 


|o = =» [p| Ar <+ co), 


以 及 其 他 附加 条 件 . 

数值 边界 条 件 (numerical boundary condi - 
tions) 偏 微 分 方程 数值 解法 术语 . 指 由 于 内 点 差 
分 格式 计算 的 需要 ,人 为 地 补充 的 微分 方程 定 解 问 
题 所 没有 的 ,附加 的 边界 条 件 . 例如 ,考虑 单 回 波 方 


程 初 边 值 问题 
du du 
urs) = f Ge) Xa 0x 


其 特征 线 为 x+ 十 :二 const, 沿 特征 线 ulr t DRE TR AC 
值 . IER CIO BAL ERE ue (ot =f (r+), it uO.) = 
f(t) ,因此 在 左边 界 c=0,t>0 上 不 需要 任何 边界 
条 件 . Æ H RE DER XX 
QU eg c er 2 (2) 
来 求解 , 式 中 r= At/Azx, 是 时 间 步 长 和 空间 步 长 的 
比值 . 表示 在 网 格 点 (Azx,nAt) 上 u CjAx nA WR 
近似 值 . 因 (2) 式 是 三 层 格 式 , 故 必须 在 上 一 0 A t= 
At 两 个 时 间 层 上 给 定 初 值 ,从 问题 (1) 已 知 中 二 大 
=f (Ax), 而 vi 可 以 用 适当 方式 被 定 出 ,例如 用 二 
层 显 式 格式 事先 求 出 vi. (2) 式 是 对 称 中 心 型 格式 ， 
故 在 左边 界 r=0,t>0 上 应 补充 一 个 数值 边界 条 
件 , 设 取 作 
Bw) 一 0， (3) 
其 中 B 为 边界 差分 算 子 ,如 以 微分 方程 定 解 问题 真 
解 xz(Czyi) 代 和 (3) 式 ,得 到 数值 边界 格式 的 截断 误 
3Ér(u— But. BM r— AU Ax-—const. AH RR 
FEF sR f i HH eG =O CAx^* D GB Az 一 0 时 ), 则 
称 此 数值 边界 格式 具有 p DERE GE 如 之 0, 则 称 它 
与 微分 方程 定 解 问题 相 容 . 显然 增补 的 数值 边界 条 
件 必须 和 微分 方程 定 解 问题 相 容 ,关于 数值 边界 条 
件 对 稳定 性 的 影响 (参见 “ 双 曲 型 方程 混合 初 边 值 问 


题 差分 法 的 稳定 性 ”). 

边界 产生 的 不 稳定 性 (instability generated 
from boundary) ” 偏 微 分 方程 数值 解法 术语 . 指 在 
用 差分 方法 求解 双 曲 型 方程 (组 ) 初 边 值 问题 时 ,由 
于 对 边界 条 件 采 用 不 恰当 的 数值 离散 格式 ,或 由 于 
采用 了 不 恰当 的 人 为 数值 边界 条 件 而 引起 的 计算 不 
稳定 性 现象 (参见 “ 双 上 曲 型 方程 混合 初 边 值 问题 差分 
法 的 稳定 性 ”). 

戈 杜 诺 夫 - 雅 宾 克 稳定 性 条 件 (Godunov- 
Ryabenkii condition) ” 亦 称 戈 杜 诺 夫 - 雅 宾 克 判 据 . 
初 边 值 问题 差分 格式 的 稳定 性 必要 条 件 ( 参 见 “ 双 曲 
型 方程 混合 初 边 值 问题 差分 法 的 稳定 性 ”). 

特征 线 方 法 (method of characteristics) 一 种 
双 曲 型 偏 微 分 方程 数值 解法 . 指 以 特征 理论 为 基础 ， 
求解 双 曲 型 偏 微 分 方程 的 近似 计算 方法 . 它 产生 于 
19 世纪 末 ,20 世纪 三 四 十 年 代 , 曾 应 用 此 算法 作 人 
工 计算 ,解决 了 一 些 问 题 ,电子 计算 机 出 现 之 后 ,得 
到 进一步 发 展 和 广泛 应 用 . 以 两 个 自 变量 两 个 未 知 
消 数 的 一 阶 拟 线 性 双 曲 型 方程 组 


ACen. 5 
ot Ox 


为 例 说 明 此 方法 , 式 中 


Ul 


Y co fi 
d u? 
2g — HE 8] t A 为 二 阶 方 阵 . 如 (1) 是 狭义 双 曲 型 的 ， 


则 存在 可 逆 和 矩阵 


F=| 


G=("" 2 
821 22 
和 实 对 角 阵 
$ d 
A= 
0 À 


使 A—G"' AG, rb A BL A AAD WHEE 4 的 实 
特征 值 . 特征 方向 


nS =A (1 = 1,2), (2) 


确定 方程 (1) 的 第 i 族 特征 线 , 沿 这 族 特 征 线 的 特征 
关系 是 


B51| 9r T Ox TE at "Dus Ax 
=g; Jit gS G=1,2), (3) 
或 
da dM 2.) pipe. 
| i. + gi dr y E Js € = 13225 (4) 
式 中 
| du; E M 
EJAZ = L2) 


AS PRL uj ter FEE 77 In] Ti 的 方向 导数 , 方 — giafi 
+ gia fa G — 1,220. 特征 线 方法 就 是 利用 特征 线 (2) 


偏 微分 方程 数值 解法 


上 的 特征 关系 4) 来 求 方程 (1) 的 近似 解 的 数值 方 
Wk. 设 在 两 个 邻近 的 点 Q(z AQ: C2 10) 
上 已 知 函 数值 相应 为 (x? ,wu ) 和 (wu ,us ), 则 可 
按 如 下 方法 近似 地 求 出 过 Qi 的 第 一 族 特征 线 与 过 
Q: 的 第 二 族 特征 线 的 交点 的 位 置 Qs(Cz OAR 
其 上 的 函数 值 (z su; 0. 对 i 二 1,2 差分 化 特征 线 
方程 (2) 得 


g Og Ou aD qoo, | 
es 3) 
对 i 二 1,2 差分 化 特征 关系 (4) 得 
[eii Ga — Hg Qu ui) 
eg Gai", 
(6) 


gi a a Oe (ur e 
=f; NCD ag 52 
式 中 上 标 ( 站 表示 在 Q; 点 上 求 值 .从 (5) 式 可 解 得 交 
点 Qs 的 坐标 的 近似 
ce 3 69: JA COD 
式 可 解 出 交点 Qs 上 
的 函数 的 近似 值 
ui 和 us 如果 (5) 
式 和 (6) 式 中 的 系数 
和 右 端 项 取 为 Q, 和 
Q: (Q: 和 Q:) 上 相应 


特征 线 网 格 示意 图 


量 的 平均 值 ,就 把 计 
算 结 果 从 一 阶 精度 


提高 到 二 阶 精度 . 利用 上 述 方法 逐 点 计算 可 得 到 特 
征 线 网 格 ( 见 示意 图 ) 及 其 上 各 网 格 点 的 解 . 

耗 散 型 差分 格式 (dissipative difference sche- 
mes ) 对 称 双 曲 型 方程 组 的 一 类 差分 格式 . 设 差 分 格 
式 的 局 部 放大 和 矩阵 为 CC(z,AiE), 式 中 和 一 Ark, VY 
A, W G 的 特征 值 . 如 果 存 在 一 个 常数 6 > 0, 使 得 对 
iii max,|$,| Sr MAAS PA r RIN FRET HK 
c2» 08] At, IA GEL AG 8) | ;1— 8|86|" sp 
|| RR € BS CE n] E LC on E ECC. MU PR IK HES} 
格式 为 2r 阶 耗 散 的 . 

克 赖 斯 耗 散 型 差分 格式 稳定 性 定理 (Kreiss 
Stability theorem for dissipative difference scheme) 
判定 耗 散 型 差分 格式 是 否 稳定 的 一 个 定理 . 对 于 双 
曲 型 方程 组 

aU aU 
a ALL) ax (1) 
EP USU, DÆ P EHE, AE P Bog e. 设 
其 差分 格式 是 
U= 5 g GO Ab Az)UG + BAx). (2) 


克 赖 斯 (Kreiss,H.O. ) F 1964 年 证 明了 如 下 定理 : 


假定 在 微分 方程 (1) 和 它 的 差分 格式 (2) 中 AGO 
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C* zlAz) 都 是 埃 尔 米 特 矩阵 ,一 致 有 界 且 关于 
7 一 致 李 普 希 兹 连续 ,如 对 某 个 正 整数 +, 差分 格式 
(2) 是 2r 阶 耗 散 的 ,而 且 具 有 2r—1 阶 精 确 度 , 则 差 
分 格式 (2) 是 稳定 的 . 

对 于 44z) 有 相 蜡 实 特征 值 , 即 方程 组 (1) 为 正 
则 双 曲 型 的 情况 , 帕 莱 特 (Parlett ,B.N. ) 于 1966 年 
证 明 2r— 2 阶 精 确 度 就 足以 保证 差分 格式 (2) 是 稳 
定 的 (参见 “ 耗 散 型 差分 格式 ”). 

£9 #5 ETE (pseudo-viscosity method) ” 亦 称 人 
工 粘 性 法 ,又 称 冯 “， 诺 伊 曼 - 里 希 特 迈 耶 伪 粘 性 法 . 
简称 V-R 法 . 一 种 差分 方法 . 它 是 通过 引进 显 式 人 
工 粘 性 项 计算 无 粘 流 激 波 间 断 解 的 差分 方法 , 它 不 
考虑 激 波 而 使 激 波 在 应 出 现 的 地 方 自动 呈现 或 被 捕 
$e. 此 方法 在 无 粘 非 定 常 流体 力学 方程 中 ,把 压力 项 
附加 上 VR 人 工 粘 性 (参见 “人 工 粘 性 ”) 项 ,用 差分 
法 解 所 有 修正 方程 , 即 把 原 方程 的 激 波 间断 解 代 之 
以 修正 方程 的 连续 过 渡 解 .一 维 平板 对 称 情况 ,在 附 
加 人 工 粘性 后 的 拉 格 朗 日 型 修正 方程 是 


X u, (D 
-—— 
= (qp, (3) 
v-l$. (4) 
e— F(p,p). (5) 


其 中 上 是 时 间 坐 标 ,z 是 拉 格 朗 日 坐标 ,o。 是 具有 密 
BE et AA) eX REO ^b ius poe V.so 分别 是 
速度 .压力 .内 能 . 比 容 和 密度 .9 是 VR ATHE 
项 ,方程 (5) 是 状态 方程 . VR 法 的 差分 格式 是 : 


n+] n 
X, X ed (6) 
A j oC 
n+l n n n n n 
yj d Ppin Pin Ran dis (uy 
At Po Ax : 
Vel n 1l Xii Xn 
il 0 Ar. C (8) 
ndi n 
n+] n P; + Pp, n 
JETER LOUL A 2 igi 
n+] n 
bd CV im V jig) Q; (9) 
n+l n1 n+] 
Pisin =F Gai Visio (10) 
Jri” | 
2b n r r ft 
一 一 一 一 一 一 一 (一 UN) (u;,—u;« 0), 
n n=] +1 +1 
aa Í | (11) 
0 butt om, 


式 中 6 为 无 量 纲 常 数 ,At,Az 分 别 是 时 间 和 拉 格 朗 

AZK. uw =u (jar nat), X =X Gar, (nt 

DA), X uj; SWE XL. 此 方法 算法 简单 .易于 
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在 计算 机 上 实现 , 它 对 于 求解 非 定 常 可 压缩 流体 力 
学 中 的 激 波 .接触 间断 计算 问题 是 相当 有 效 的 . 

伪 粘 性 法 是 美 籍 匈 牙 利 数学 家 冯 。， 诺 伊 曼 
(von Neumann, J. ) $1 HB 35 Fw Bb CRichtmyer, R. 
D. ) 8 68919500. 从 汉 。 诺 伊 曼 以 后 ,在 流体 力学 
方程 中 加 上 人 工业 性 项 以 处 理 间 断 解 已 成 为 一 项 普 
遍 采 用 的 技巧 ,只 是 在 不 同方 法 中 所 采用 的 人 工 粘 
性 项 的 形式 有 所 不 同 . 故此 类 凭借 引入 人 工 粘 性 项 
的 方法 也 可 统称 为 伪 粘 性 方法 . 它 的 原则 同样 适用 
于 一 般 双 曲 型 守恒 律 微分 方程 的 间断 解 计算 . 

人 工 粘 性 法 (artificial viscosity method) BẸ 
“ 伪 粘 性 方法 ” 

冯 。 诺 伊 曼 -里 希 特 返 耶 伪 粘性 法 (von Neu- 
mann-Richtmyer method) 即 “ 伪 粘性 方法 ” 

VR 法 (VR method) 伪 粘 性 方法 的 简称 . 

人 工 粘 性 (artificial viscosity) 亦 称 伪 粘性 或 
人 为 粘性 . 非 线 性 双 曲 型 偏 微 分 方程 间断 解数 值 解 
法 的 基本 概念 之 一 . 为 数值 计算 激 波 和 接触 间断 而 
在 流体 力学 方程 组 中 人 为 增加 的 一 项 的 名 称 , 在 一 
维 拉 格 朗 日 坐标 系 方程 中 引入 的 人 工 粘性 的 表达 式 
为 


m yOu du 
q= o(byAx) ES ar’ 


式 中 2 为 流体 密度 ,zx 为 速度 ,Az 为 空间 步 长 ,6 为 
可 调和 常数 . JG HB FRR OB Rosenbluth, M.) HE T 
改进 的 形式 


p(G,Ax) | 一 


du gu 
q == 
a 
0 a m0 
Ox 


对 于 压缩 情况 这 两 种 形式 完全 一 致 ,而 对 于 膨胀 情 
况 前 者 为 负 值 , 后 者 为 零 值 .对 于 大 多 数 问题 来 说 ， 
这 两 个 公式 都 是 令 人 满意 的 ,因为 除 激 波 区 外 ,9 总 
是 很 小 的 . 当 出 现 极度 膨胀 时 后 者 要 好 一 些 , 故 近年 
通用 后 者 ,一 般 就 称 它 为 汉 ， 诺 伊 曼 -里 硕 特 迈 耶 
人工) 粘性 ,简称 VR 粘性 . 

人 工 粘 性 概念 首先 由 匈牙利 -美国 数学 家 冯 ， 
aft (von Neumann,J. ) 于 1944 年 提出 ,并 由 他 
和 里 希 特 迈 耶 (Richtmyer,R.D. ) 于 1950 年 公开 发 
表 . 他 们 的 思想 概括 为 :在 动量 方程 和 能 量 方程 中 加 
入 人 工 粘 性 项 ,用 差分 法 解 所 得 方程 ,使 得 在 激 波 阵 
面 上 的 间断 解 变 成 一 个 光滑 过 渡 的 激 波 过 渡 区 ,这 
个 过 渡 区 的 宽度 应 与 计算 步 长 同一 量 级 、 而 与 激 波 
强度 .计算 时 间 步 数 无 关 , 该 项 仅 在 激 波 过 滤 区 起 作 
用 ,远离 过 渡 区 其 作用 可 以 忽略 . AS ere 
后 ,一些 学 者 发 展 了 若干 不 同形 式 的 人 工 粘性 项 , 当 
用 差分 法 解 流 体力 学 方程 组 时 ,在 方程 中 加 上 人 工 
粘性 项 以 处 理 间断 解 就 成 为 一 种 普遍 采用 的 技术 . 


4H #5 HE (pseudo viscosity) Bl“ A T ETE". 

冯 。 诺 伊 曼 -里 希 特 迈 耶 粘 性 (von Neumann- 
Richtmyer viscosity)” 见 “人 工 粘 性 ”. 

VR 粘性 (VR viscosity) 冯 。， 诺 伊 曼 -里 希 特 
迈 耶 粘性 的 简称 . 

E BH- 35 P ve 3& - ER Wr TE (Courant-Issacson-Rees 
method) 一 种 有 限 差 分 格式 . 指 以 拟 线 性 双 曲 型 
一 阶 偏 微 分 方程 的 特征 形式 为 基础 的 数值 解法 , 简 
称 CIR 格式 或 CIR( 差 分 ) 法 . 对 已 化 为 特征 型 的 拟 
线性 双 曲 型 方程 组 


Qu; gu; 

2,2 - 4 —q0—]52,9 
其 中 ai,joC; HI d; BA a yt 和 uus sUn B PS X. 建 
WHE Az 和 At AB oc HA € 77 I8] B5 PO 
格 步 长 , 令 At/Ar=r. dt Q Q A QE 3& H [8] Ez 
上 相 邻 三 个 结 点 ,而 己 是 在 Q 之 上 的 下 一 时 刻 的 结 
点 (如 图 ), 如 已 知 Q ,Q 和 QQ" 的 解 的 近似 值 4;(Q&')， 
uQ) Hu; (QI) 6G —1,2, 1D R u;(P) 的 差分 格 


x: 
5 ai Q uQ 


j=1 


n), (1) 


u, oO u;(Q) 


u;(Q)—u;CQ') 
zr 


+¢(Q,u(Q))— 


=d; (Q. uQ)) Cc (Qu (QQ) 20); 


u; zm u;(Q) (2) 


] 


» a;,;(Q,u(Q))[= 


j=l 


T Mem 


—d;(Q.u(QQ)) (¢:(Q,u(Q))<0) 
(t=1,2,.… sn). 

BN AR sh (20 d& HH A FE CD 
系数 在 点 Q 取 值 ,时 间 P 
差分 取 前 差 , 而 对 每 个 特 
征 方 程 , 按 相应 特征 线 斜 。 全 
率 的 符号 取 空 间 癌 前 差 
分 或 回 后 差分 而 构成 的 . Q' “Ar Q a 
它 实 质 上 是 迎风 格式 ( 参 
见 “ 迎 风格 式 ”), 它 的 稳定 性 条 件 是 ”|c' jx<1. 该 
格式 反映 了 双 曲 型 方程 的 特征 理论 的 本 质 , 在 它 之 
后 以 特征 理论 为 基础 的 各 种 迎风 格式 得 到 很 大 发 
Fe. 1X D d dé Fe BH (Courant, R. 2, & pE m 3& (Issac- 
son, E. ), E EK (Rees, M. ) 于 1952 年 提出 的 . 

CIR iE (CIR method) FEBA-X pe yg 3& - HB. m i; 
的 简称 . 

激 波 捕捉 法 (shock capture methods) JR ERE 
波 抹 平 法 .一 种 激 波 数值 处 理 方法 .它们 是 一 种 在 差 
分 格式 中 直接 或 间接 加 入 相当 于 粘性 的 项 使 间断 光 
滑 化 的 方法 , 它 不 考虑 激 波 ,在 光滑 区 和 间断 处 采用 


偏 微分 方程 数值 解法 


统一 格式 求解 ,使 激 波 在 应 出 现 的 地 方 自动 呈现 或 
被 捕 提 . 直接 加 入 VR 人 工 粘性 项 的 VR 伪 粘 性 法 ， 
通过 差分 格式 结构 间接 引入 粘性 项 的 拉克 斯 格式 、 
TVD 法 、 戈 杜 诺 夫 方法 等 都 属 此 类 . 自从 美 籍 匈 牙 
A AS BAS + WFS (von Neumann,J. ) 和 里 希 特 
i Hh (Richtmyer,R. D. ) F 1950 年 发 表 VR (Ape 
法 以 来 , 激 波 捕捉 法 得 到 很 大 发 展 , 它 们 算法 简单 、 
易于 在 计算 机 上 实现 ,是 现代 计算 流体 力学 的 主导 
Ak. 


激 波 抹 平 法 (shock smearing methods) 即 “ 激 
Ud EA. 
激 波 装配 法 (shock-patching method) — fh is 


波 数值 处 理 方法 . 它 把 激 波 当 做 未 知 的 运动 边界 , 按 
照 激 波 间断 条 件 一 一 兰 金 - 雨 贡 纽 激 波 关系 式 把 激 
波 分 离 出 来 ,准确 算出 激 波 位 置 , 在 光滑 区 用 近似 方 
法 求解 微分 方程 ,而 在 间断 处 用 兰 金 - 雨 贡 纽 关系 式 
求解 . 激 波 装 配 法 具有 精度 高 , 激 波 位 置 精确 ,物理 
图 象 清楚 等 优点 . 但 计算 十 分 繁复 ,因此 它 只 适用 于 
那些 激 波 运动 情况 较 简单 , 流 场 图 案 清 楚 的 流动 . 
迎风 格式 (upwind method) 亦 称 上 风格 式 . 
数值 求解 双 曲 型 偏 微分 方程 的 一 种 重要 的 差分 方 
法 . 指 在 对 空间 导数 进行 离散 时 ,该 格式 依据 特征 线 
的 不 同方 向 ( 风 同 ), 分 别 取 向 前 或 向 后 差分 ,以 保证 
在 计算 任何 一 点 的 数值 解 时 ,都 利用 了 沿 特征 线 传 
播 的 上 游 信息 . 例如 对 双 曲 型 对 流 方程 


n n n 


j ita E 


“一 0 (a0) 》 


:十 a -一 (a0). 
Ju i& a 取 何 值 , 格 式 精 度 均 为 OC(At 十 Ax). 在 
jaAt/Azi 委 1 时 ,格式 稳定 .收敛 .迎风 格式 的 一 个 
优点 是 , 它 能 保持 解 的 单调 性 质 . 
上 风格 式 (upwind method) ” 即 “ 迎 风格 式 ”. 
拉克 斯 - 弗 里 德里 希 斯 格式 (Lax-Friedrichs 
scheme) 解 双 曲 型 守恒 律 方 程 的 一 种 一 阶 守恒 型 
差分 格式 ,简称 拉克 斯 格式 . 对 于 守恒 型 方程 
w ao) 
at Ox 


=, 
拉 殉 斯 格式 为 
nal l n n AL 4 n = m 
ur. — atua) ALLE GIO FGL], 
AP Fo) AME, A Al Ax 分 别 为 时 间 和 空间 步 
Ku, =uGAr ndt),> 


ia eins 
SUF Cu; SARE a, ie = = a 十 1 —u;), 


ZED 


计 算 数 学 


则 拉克 斯 格式 成 为 


n+1 


n At 4H n 
U; 一 - ET: (e SGi Ji 


故 拉克 斯 格式 是 守恒 型 格式 (参见 “守恒 型 格式 ”). 
该 格式 的 特点 是 它 极 其 简单 ,但 其 分 辨 能 力 较 差 . C 
出 现在 拉克 斯 (Lax,P. D. ) 于 1954 年 发 表 的 关于 守 
恒 型 方程 的 基础 性 论文 中 . 

拉克 斯 格式 (Lax scheme) 
希 斯 格式 的 简称 . 

鲁 沙 诺 夫 格式 (Rusanov scheme) 解 非 定常 
流体 力学 方程 的 一 种 守恒 型 差分 格式 . 对 于 一 维 非 


拉克 斯 - 弗 里 德里 


定常 流体 力学 方程 组 
Jv , JF(v) |. 
at ar | ds 
鲁 沙 诺 夫 格式 是 


n 十 1 


n At n n 
U; Su; — hz Ciu Cia: 
式 中 
Gip =G U ua) SO UDHE u) 


1 n n n n Ax 
=e Faizi ) Ctt ae , 


Gin =G U D UO GL OF GD) 
1 " n n "n A4 
— GL aD GT t 
Ax 和 4 分 别 是 空间 和 时 间 步 长 ， 
ai 一 o Hoy! +c), 
w 是 可 调 参 数 ,v =v de nAt) PRE, cl = cGAx, 
nât) 是 当地 声速 . 该 格式 由 苏联 数学 家 和 鲁 沙 诺 夫 
(Rusanov,V. V. )F 1961 年 发 表 的 . 
正 系 数 有 限 差 分 法 (finite difference method 
with positive coefficients) 单个 双 曲 型 守恒 律 的 
一 类 差分 方法 . 以 单 向 波 方程 
du du 
gj vem 
(其 中 a 为 常数 ) 的 差分 格式 为 例 . 它 的 二 层 显 式 格 
式 可 写 为 


J 
n 十 1 EN n 
x CAU e 
k= — J 


HP ui =u Ax, (n+1) dt), At Al Ax 分 别 是 时 间 
和 空间 步 长 . 若 常 系数 0200 —0, 31. 20. 
称 此 类 格式 为 正 系 数 有 限 差分 法 ,简称 正 型 格式 . 迎 
风格 式 ,拉克 斯 格式 都 是 此 类 格式 . 它 的 相 容 性 条 件 
是 


J 


J 
Die = 1D) ke, =— i 


&——J 


正 型 格式 具有 -个 重要 性 质 , 即 它 保持 解 的 单 
调 性 . 正 型 格式 是 单调 格式 (参见 “单调 差分 法 ”). 可 
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以 证 明 它 的 截断 误差 只 能 是 一 阶 的 . 
单调 差分 法 (monotone difference methods) 
单个 双 曲 型 守恒 律 的 一 类 差分 方法 .有 限 差 分 法 
ul = Qu" = HC aen) 
称 为 是 单调 的 ,车 对 OH 的 2g--1 个 变量 中 的 每 一 个 
H 均 为 单调 非 减 函 数 , 即 


p= Zh EOCAaKio. 
H (Harten, A. 2, 1€ & (Hyman, J. M. ) 和 拉克 斯 
(Lax,P. D. ) 于 1976 年 证 明了 : 若 单个 守恒 律 的 守 
恒 型 差分 格式 是 单调 的 , 则 它 的 截断 误差 是 一 阶 的 . 
如 果 初 始 值 是 单调 的 ,可 证 单调 差分 方法 的 解 也 应 
保持 这 种 单调 性 ,具有 这 种 性 质 的 格式 称 为 保持 单 
调 性 的 . 对 线性 情况 , 艾 杜 诺 夫 (loryHoe,C. 上 人 ,. ) F 
1959 年 证 明 单 调 格式 和 保持 单调 性 格式 是 等 价 的 ， 
实际 上 对 线性 情况 , 戈 杜 诺 夫 就 直接 称 保持 单调 性 
的 格式 为 单调 格式 (参见 “ 正 系数 有 限 差分 法 ”); 但 
对 于 非 线 性 差分 格式 ,两 者 却 并 不 是 等 价 的 . 范 利 尔 
(Van leer,B. ) 于 1974 年 和 哈 坦 于 1978 年 等 都 构 
造 出 二 阶 的 保持 单调 性 格式 . 

保持 单调 性 的 差分 格式 (monotonicity preserv- 
ing difference schemes) 单个 双 曲 型 守恒 律 的 一 
类 差分 方法 . 如 果 初 始 值 是 单调 的 ,差分 格式 的 解 仍 
然 保 持 这 种 单调 性 , 则 称 具 有 此 种 性 质 的 格式 为 保 
持 单调 性 的 格式 .单调 差分 方法 就 是 保持 单调 性 的 
(参见 “单调 差分 法 ”);TVD 格式 也 是 保持 单调 性 的 
(参见 “有 界 变 差 非 增 格 式 ”). 

戈 杜 诺 夫 法 (Godunov method)  JZR$KX fb WE 
RAA. 它 是 以 黎 曼 问题 解 为 基础 的 求解 非 定常 可 
压缩 无 粘 流动 问题 的 一 种 守恒 型 差分 方法 , 它 同 样 
适用 于 一 般 双 曲 型 守恒 律 微 分 方程 . 设 待 解 双 曲 型 


守恒 律 微分 方程 为 
dv ,23JF(v) _ 


u, =u liâx, nât) E A, Ax A At 分别 是 空间 和 时 间 
步 长 ,该 法 考虑 x 的 分 段 常数 函数 
u"(x) =u; (EIP), (2) 
其 中 
I^ = [G — Ar, G + Ear], 


为 从 nát | Oi 3-10 At 求解 ,研究 由 (1) 和 (C2) 所 给 出 
的 初 值 问 题 ,在 每 个 区 间 Di [Am GT DAr]E3xX 
个 初 值 问题 确定 一 个 黎 曼 问题 , 故 初 值 问 题 (1) 和 
《2) 形 成 一 系列 黎 曼 问题 . 设 这 些 黎 曼 问 题 可 解 出 ， 
对 CFL 条 件 适 当 加 以 限制 使 这 些 黎 曼 问 题 的 解 互 
不 相交 ,于 是 初 值 问题 (1 ) 和 (2) 有 解 v(x ,1): 


EOD iuto rcf 


v (Tt)=R A 


XX HR RI; KARE [REL f. 从 而 得 到 wv 在 格子 
区 界面 Z 一 2i+l 上 的 解 值 RC M 4). 为 得 到 
uL ERE DP x (nde, (nn 十 1)At] 上 积分 (1), 利 用 
格林 公式 可 得 到 
d ul ELERO sul at 
—F(R(0,u;_,5u;)) | 
au EF FL]. (4) 

其 中 OF i jo =F Cui ye) tig yg = ROU; uu. BY 
地 可 确定 Fini uzi 

d LO SOE XdEPIE ENIA, CE t= 
nAt 的 数值 解 近 似 取 作 分 段 常数 函数 ,计算 下 一 时 
间 层 tua mtr Ac 的 数值 近似 分 两 步 进行 : 

1. 从 黎 曼 问题 求 出 格子 交界 面 上 的 函数 值 

2. 从 格式 (4) 求 出 时 间 层 t,41 的 数值 近似 x. 

戈 杜 诺 夫 法 是 守恒 型 格式 . 原始 的 苞 杜 诺 夫 格 
式 是 一 阶 格式 ,但 由 于 把 黎 曼 问题 的 解析 解 的 结果 
引 和 到 格式 的 构造 中 ,计算 激 波 之 类 间断 解 的 效果 
不 仅 胜 于 一 般 的 一 阶 格式 ,甚至 胜 于 拉克 斯 - 温 德 洛 


夫 之 类 的 经 典 二 阶 格式 .该 方法 是 由 苏联 数学 家 苹 


杜 诺 夫 (FromryHoB,C.k. ) 于 1959 年 提出 的 . 范 利 尔 
(Van leer,B. ) F 1979 年 提出 把 分 段 常 数 函 数 (2) 
以 分 段 线性 函数 代替 ,从 而 发 展 了 有 具 高 分 辨 率 的 二 
阶 戈 杜 诺 夫 方法 ,也 称 Musel 格式 . 

KILE HK $B xt (Godunov scheme) 
RTE”. 

随机 选取 法 (random choice method) ” 亦 称 格 
里 木 法 .求解 非 线 性 双 曲 型 守恒 律 方程 组 的 一 类 数 
值 方法 . 一 个 空间 变量 的 守恒 律 方程 组 形 为 

9& 十 9FCL) 一 0,2CZz, 0) 一 &o(CZz)， 

在 用 随机 选取 法 求解 时 ,与 差分 方法 相同 ,也 要 先 将 
求解 区 域 剖 分 成 网 格 , 按 离散 时 间 逐 层 求解 . 在 每 个 
时 间 步 ,随机 选取 法 包括 两 个 步骤 : 

1. 在 初始 时 刻 上 一刀 ,用 阶梯 天 数 近似 初 值 , 令 
TN DILE E. [it | 42). 
由 此 每 个 xj4y; 点 都 是 间断 点 . 在 每 个 间断 点 上 计算 
任意 间断 分 解 , 即 求解 如 下 形式 的 一 系列 黎 曼 问题 

Qu--2,F(u)-—0, 
ie (<0); 
uCr,0)—4. 
tin (x10). 

D UP PEPTIDE LO RHE ES Eb ESI 
的 初始 状态 . 

2. 在 t==t,+1, 利 用 随机 抽取 ,在 每 个 区 间 (xj， 
Xjt1) 上 确定 一 点 A qm m tus HEAT, SAP e 是 在 


BI ^ XE YE 


ü CT.) m u, 
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(一 1/2,1/2) 上 均匀 分 布 随机 变量 的 抽样 值 . 以 任意 
间 渐 分 解 在 点 (Zjtyzs,ts+1) 的 值 作 为 整个 区 间 上 的 
值 . 按照 上 述 步骤 ,计算 可 在 交错 网 格 上 持续 进行 . 
此 外 ,该 方法 还 有 另外 一 种 由 科 尔 拉 (Colella,P. ) 
提出 的 ,在 一 般 网 格 上 的 实现 方式 . 这 一 方法 是 无 条 
件 稳定 的 ,但 为 保证 从 相 邻 间断 点 上 出 发 的 波 不 交 ， 
CFL 条 件 必须 满足 . 

1965 年 , 格 里 木 (Glimm,J. ) 在 一 篇 讨论 非 线 
性 双 曲 型 方程 组 大 范围 解 存 在 性 的 论文 中 ,创造 性 
地 借助 于 随机 抽样 对 解 加 以 构造 ,1976 年 , 乔 里 恩 
(Chorin, A. J. ) 将 这 一 方法 稍 加 改造 ,使 之 成 为 独 
具 特 色 的 数值 方法 . 使 用 随机 选取 法 的 前 提 是 相应 
的 黎 曼 问题 可 解 . 但 求解 一 系列 黎 曼 问题 工作 量 极 
Kk. 为 克服 这 一 困难 , 哈 坦 (Harten,A.), 拉 克 斯 
(Lax,P. D. ) 和 罗 (Roe,P.L. ) 等 人 相继 提出 了 用 近 
似 解 代 蔡 黎 曼 问 题 精确 解 的 多 种 不 同方 法 . 

T& B 7K iE (Glimm method) 即 “ 随 机 选取 法 ” 

黎 曼 问题 (Riemann problem) X% gp Æ F [B fi 
方程 组 的 一 类 特定 初 值 问题 . 其 数学 形式 为 求解 初 
值 问题 : 


3u-39,F (u) —0, | (D 
ut Cue. 

ulx,0)= (2) 
ui (09 


其 中 方程 组 (1) 是 严格 双 曲 型 方程 组 ,x 与 1 分别 为 
空间 与 时 间 变 量 ,w”,u” FERT 中 的 两 个 常 向 量 . 

拉克 斯 (Lax,P. D. ) 于 1957 年 证 明了 , 当 方 程 
组 (1) 是 真正 非 线 性 时 , 则 存在 & ”的 一 个 邻 域 U， 
使 当 u“ EU 时 ,方程 组 (1),(2) 在 1 宇 0 有 人 解 ;这 个 
解 一 般 由 ”十 1 个 常数 区 域 及 nn 个 初等 波 构成 . 当 所 
有 中 间 状 态 均 限定 在 w” 的 一 个 邻 域 时 , 解 还 是 惟 

德国 数学 家 黎 曼 (Riemann ,(G.F. )B. ) 于 1860 
年 首先 研究 了 上 述 问题 的 一 个 特例 , 即 气体 力学 中 
的 激 波 管 问 题 A aR S&S 

线性 化 黎 曼 问题 (linearized Riemann problem) 
黎 曼 问题 的 线性 化 近似 . 一 般 双 曲 型 守恒 律 方程 组 
黎 曼 问题 为 求解 


gu +3 F(u)=0, (1) 
uy; (r«0) , 
ulzx,0)= (2) 
Up Cr220). 
ZH I REB DAR BALA BARS. , 即 用 
AutAlu,sUpd,u=0 (3) 


代替 , 式 中 A Cu, ax) 表示 对 F Cu) Zl OT EG IE [EE B9 
近似 , 则 称 由 方程 组 (3) 和 (2) 所 组 成 的 问题 为 原 问 
题 的 线性 化 黎 曼 问题 . 
黎 曼 解 算 器 (Riemann solver) ”和 歼 曼 问题 的 若 
干 特定 近似 解法 . 例如 罗 (Roe,P.L. ) 的 方法 ,其 实 
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质 是 计算 线性 化 黎 曼 问题 的 精确 解 ; 又 如 哈 坦 
(Harten, A. ) 和 海 曼 (Hyman,J. M. ) 的 方法 ,该 方 
法 对 罗 的 解 算 器 加 以 修改 ,目的 在 于 保证 所 得 到 的 
近似 解 在 物理 上 是 合理 的 . 除 上 述 二 者 外 , 尚 有 多 种 
不 同 的 解 算 器 构造 方式 . 

蛙 跳 格式 (leap frog scheme) 一 种 差分 格式 . 
指 求解 双 曲 型 方程 的 一 种 时 间 和 空间 都 用 中 心 差分 
的 显 式 三 层 二 阶 差分 格式 . 对 双 曲 型 方程 组 

ou p A Ho, 

XX FP AR Al PRK u die n HE T] EE A 为 2 阶 方 阵 . 蛙 跳 格 
式 是 


n+1 l 


uj; —u aa 

QAK Ae 08 
式 中 ”和 + 分别 为 上 和 工 方向 的 节点 编号 ,Az 和 Ax 
分 别 是 时 间 和 空间 步 长 ,zx —uGAz.KOv-1) AD, 
u 等 类 似 定义 . 若 已 知 (2 一 1) 和 (2 ) 层 的 差分 解 ， 


则 可 显 式 得 到 (n 十 1) 层 的 解 . 它 的 稳定 性 条 件 是 


a ee. 


Ay 
其 中 4 是 和 矩阵 A 的 谱 半 径 . hk Ede X RE h E BH 
(Courant, R. ) 等 人 于 1928 年 发 表 的 . 

欧 拉 差分 法 (Eulerian difference methods) 一 
类 偏 微分 方程 数值 解法 . RU FRE BC DEA b A A CI 
形式 流体 动力 学 方程 出 发 的 求解 流体 力学 问题 的 差 
分 方法 的 总 称 , 简 称 欧 拉 方 法 . 其 特征 是 在 固定 的 实 
验 室 参 考 坐 标 系 中 观察 流 场 的 变化 , 即 速度 分 量 和 
其 他 物理 量 都 是 欧 拉 空间 坐标 sy sz FUE [B] 2 KY BR 
BX. 欧 拉 方 法 是 适用 于 解 多 维 空间 中 流体 具 大 了 畸变 
的 流动 问题 的 数值 方法 ,但 对 多 物质 流动 问题 ,如 不 
加 特殊 处 理 , 由 于 不 同 物质 区 域 间 会 产生 严重 的 物 
质 扩散 使 界面 和 上 自由 面 的 位 置 难于 准确 确定 . 拉 格 
朗 日 方法 却 无 此 缺点 ,因此 ,综合 欧 拉 方 法 和 拉 格 肝 
日 方法 优点 的 一 些 数值 方法 得 到 发 展 ,例如 PIC 法 
以 及 任意 拉 格 朗 日 - 欧 拉 法 (ALE 法 ) 等 . 

拉 格 朗 日 差分 法 (Lagrangian difference meth- 
ods) 一 类 偏 微 分 方程 数值 解法 . 指 利 用 拉 格 朗 日 
坐标 ,从 拉 格 朗 日 形式 流体 力学 方程 出 发 求解 流体 
力学 问题 的 差分 方法 的 总 称 , 简 称 拉 格 朗 日 法 . 

拉 格 朗 日 坐标 建立 在 流体 质 团 上 ,跟踪 质 团 的 
运动 ,因此 , 拉 格 朗 日 法 就 是 数值 的 研究 固定 质 团 的 
位 置 、 速 度 和 其 他 力学 量 的 变化 的 差分 方法 .通常 取 
t=0 时 的 质点 坐标 (zo,yo,zo) 和 时 间 t f£ A dud BH 
日 坐标 , 即 质点 坐标 4z,y,z) 是 时 间 上 和 表示 质点 初 
T8 Dr EE BI] Cro» yos zo) H9 PR C. 一 维 问题 经 常 利 用 质 
E AS bn. 

拉 格 明日 法 有 许多 优点 :方程 形式 比较 简单 ,不 
出 现 输 运 项 ,因而 容易 建立 精度 高 而 又 稳定 的 格式 . 
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由 于 它 跟 躁 固定 的 质 团 ,能 够 精确 表示 界面 和 自由 
面 ,所 以 可 以 用 来 计算 包含 多 种 物质 的 系统 . 由 于 一 
维 流 体力 学 运动 中 的 质 团 是 有 序 的 ”, 因 此 拉 格 时 
日 方法 特别 适 于 计算 一 维 流动 问题 . 因 它 不 能 处 理 
大 畸变 和 不 同 物质 间 剪 切 间 断 的 滑 移 现 象 , 故 对 于 
一 些 复 杂 的 具 大 畸变 的 二 、 三 维 多 物 质 流动 问题 会 
遇 到 困难 ,但 借助 滑 移 面 技 术 和 再 分 区 技术 在 一 定 
程度 上 可 以 克服 这 些 困难 . 

任意 拉 格 朗 日 - 欧 拉 法 (arbitrary Lagrangian- 
Eulerian computing methods) 综合 拉 格 朗 日 法 和 
欧 拉 法 优点 ,而 避免 两 者 缺点 的 一 种 多 步 差分 法 , 简 
PK ALE 法 . 它 可 以 像 拉 格 朗 日 法 一 样 ,让 网 格 与 流 
体 成 一 体 和 流体 一 起 运动 ,或 像 欧 拉 法 一 样 让 网 格 
固定 在 空间 , 它 也 可 以 让 网 格 以 任意 方式 运动 ,因而 
有 一 种 连续 重 分 网 格 的 能 力 , 它 比 纯粹 的 拉 格 朗 日 
法 有 更 大 的 优点 , 因 它 可 以 处 理 较 大 了 畸变 的 流体 运 
动 ; 它 比 纯粹 的 欧 拉 法 能 提供 更 仔细 的 结果 . 如 果 把 
格式 取 成 隐 式 , 则 它 可 以 计算 从 低速 流 到 高 速 流 的 
任意 流速 的 运动 . 该 方法 是 希 尔 特 (Hirt,C. W. ), 阿 
姆 斯 丹 (Amsden,A. A.) 和 库 克 (Cook,J. L.) F 
1974 年 发 表 的 . 

贡献 网 格 法 (donor cell method) ” 亦 称 第 二 迎 
风 差 分 法 或 施主 格子 法 .一 种 差分 化 方法 . 指 对 流体 
力学 方程 中 的 输 运 项 按照 迎风 原则 作 差 分 离散 的 一 
种 差分 化 方法 , 如 对 一 维 质量 守恒 方程 


ap apu _ 


aot Ox 0 


中 的 对 流 项 <2x ,在 离散 化 时 各 种 物理 量 都 在 格子 中 


心 点 T= Ti 取 值 ,在 格子 左 、 右 边界 Lı = Li—1/2 F Tr 
= 2441/2. E. XE MEM ESF qp v E » 如 
Uj, 十 ui 


Wi SiS > S 


m | ui + uua 
U, = Uit = EC N 


按照 迎风 原则 确定 差分 化 时 用 那个 格子 的 密度 p 值 
opu zs (PU) 41/2 — Cui 
OX Ax : 
其 中 
Piz titi, Qipi < 0)， 
Pittig (Uliti > 0). 
FE fp Hh 98 E Cpu) Ar 是 空间 步 长 . 在 流体 网 格 
法 (参见 “流体 网 格 法 ”) 中 就 是 用 贡献 网 格 法 差分 化 
输 运 项 的 . 
第 二 迎风 差分 法 (second upwind differencing 
method) 即 “ 贡献 网 格 法 ” 
质点 网 格 法 (particle-in-cell method) 简称 
PIC 法 . 一 种 计算 非 定 常 可 压缩 理想 流动 问题 的 欧 
拉 - 拉 格 朗 日 混合 法 . 它 结合 了 欧 拉 法 和 拉 格 朗 日 法 


(PU) iti = 


的 优点 , 适 于 计算 二 维和 二 维 以 上 的 多 种 物质 和 大 
变形 流动 的 问题 . 此 方法 的 基本 要 点 是 ,把 含有 多 种 
物质 的 流动 区 域 分 成 有 限 个 欧 拉 网 格 , 每 个 网 格 中 
的 每 种 流体 用 一 组 特定 的 离散 化 拉 格 明日 质点 表 
ZR ,每 个 质点 具有 一 定 的 质量 .速度 和 能 量 , 根 据 流 
体 流 动 的 初始 状态 确定 每 个 网 格 内 的 质点 的 数目 和 
分 布 . 计算 开始 后 ,质点 在 欧 拉 网 格 间 迁移 ,模拟 流 
体 的 运动 . 在 每 个 时 间 步 内 ,计算 分 两 步 进 行 . 

1. 欧 拉 步 :忽略 输 运 效应 用 差分 法 计算 由 压力 
分 布 所 引起 的 欧 拉 网 格 上 速度 和 能 量 的 变化 . 

2. 拉 格 度 日 步 ; 根 据 第 一 步 的 结果 ,用 加 权 平 均 
方法 计算 出 每 个 质点 的 速度 ,从 而 确定 它们 在 一 个 
时 间 步 长 后 的 新 位 置 ,质点 在 运动 过 程 中 携带 着 其 
质量 及 相应 的 动量 和 能 量 . 

在 PIC 法 基础 上 ,又 发 展 出 FLIC iE AM MAC 
法 等 . PIC 法 以 及 由 它 演变 出 来 的 一 些 方法 都 具有 
物理 模拟 的 特点 , 受 数学 方程 的 约束 较 小 , 故 能 广泛 
用 于 流体 动力 学 的 各 个 领域 . PIC 法 的 缺点 在 于 它 
需要 占用 大 量 计算 机 存 贮 空 间 和 耗费 大 量 计 算 机 时 
间 . 此 外 ,由 于 采用 离散 质点 , 故 网 格 的 密度 和 压力 
计算 会 产生 跳动 . 

质点 网 格 法 是 美国 哈 洛 (Harlow,F. H. ) 等 人 
于 1955 年 提出 的 . 

PIC 法 (PIC method) 即 “ 质 点 网 格 法 ” 

流体 网 格 法 (fluid-in-cell method) 求解 非 定 
常 可 压缩 流动 问题 的 一 种 欧 拉 差分 法 .欧美 简称 它 
为 FLIC 法 ,苏联 称 它 为 大 粒子 法 . 它 和 PIC 法 不 同 
之 处 在 于 在 第 二 步 计算 中 不 计算 质点 的 迁移 ,而 计 
算 连 续 流体 的 迁移 , 即 先 算出 通过 网 格 边 界 的 质量 
输 运 量 , 从 而 得 到 每 个 网 格 的 新 密度 ,再 算出 通过 网 
格 的 质量 所 携带 的 动量 和 能 量 的 输 运 量 , 最 后 得 到 
每 个 网 格 的 新 速度 和 能 量 . 该 方法 的 突出 特点 是 对 
于 复杂 的 流动 问题 用 比较 适中 的 计算 机 时 间 就 可 得 
到 相当 准确 的 解 . 它 特 别 适 于 包含 大 流动 畸变 的 单 
种 物质 的 流动 问题 . 

流体 网 格 法 是 里 奇 (Rich,M. ) 于 1963 年 , 金 特 
里 (Gentry, R. A.) 3 T. (Martin, R. E.)、 戴 利 
(Daly, B. J.) F 1966 FU K 3| HR n] X Hp x 
(BeziouepkoBckit , O. M. ) 、 达 维 多 夫 CIoBayioB, IO. M. ) 
于 1971 年 在 哈 洛 的 质点 网 格 法 基础 上 将 单一 网 格 
元 看 做 一 个 大 粒子 而 发 展 起 来 的 . 

FLIC 法 (FLIC method) 即 “ 流 体 网 格 法 ” 

大 粒子 法 (large particle method) — Bf ^ii f pj 
格 法 ” 

标记 网 格 法 (marked-and-cell method) 简称 
MAC iX. 一 种 偏 微分 方程 数值 解法 . 它 是 用 差分 法 
和 标记 点 相 结 合 的 求解 不 可 压缩 自由 表面 流动 问题 
的 数值 方法 . 它 采 用 原始 变量 型 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
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程 ,把 压力 和 速度 作为 基本 未 知 量 ,将 计算 区 域 划分 
成 欧 拉 和 矩形 网 格 单元 ,压力 定义 在 格子 中 心 , 而 x 
方向 速度 分 量 沿 格 子 左 、 右 边界 中 点 定义 ,y 方向 速 
度 分 量 沿 格 子 上 、 下 边界 中 点 定义 ,用 差分 方法 由 动 
量 方程 和 泊 松 方程 分 别 计算 出 速度 和 压力 . 此 外 ,该 
方法 还 在 网 格 中 布置 适量 的 无 质量 的 标记 点 ,由 它 
们 来 确定 自由 表面 ,每 个 质点 的 位 置 由 拉 格 朗 日 坐 
标 来 表示 ,它们 不 直接 参加 计算 .使 用 双 变 量 线性 插 
值 计算 标记 点 的 速度 ,在 整个 计算 过 程 中 跟踪 每 个 
标记 点 ,从 而 可 确定 自由 表面 的 形状 、 位 置 及 其 演变 
情况 . 

标记 网 格 法 是 哈 洛 (Harlow,F. H. ) 和 韦 尔 奇 
(Welch,J. E. ) 在 质点 网 格 法 基础 上 提出 的 . 

MAC 法 (MAC method) ” 即 “ 标 记 网 格 法 ”. 

守恒 型 差分 格式 (conservative finite difference 
schemes) 数值 求解 双 曲 型 守恒 律 微分 方程 的 一 大 
类 差分 格式 .它们 在 离散 意义 下 和 原 方程 保持 同样 
的 守 便 性 质 , 可 以 说 它们 是 守恒 律 的 离散 形式 . 对 双 
曲 型 守恒 律 方程 

av aR) _ 
at OX 

其 中 wv 是 具 ntoeh cA HRA BH, 
Fo EME, CEREK v B] RRM. 若 方程 (1) 
的 差分 格式 


0, (1) 


ur =Q (u, THEE As S7 D (2) 
的 右 端 项 可 写 为 
QC; , Pu con , dips) 


W. WA ien n 
=U; — Az (Citi Gia? , 


AP Gri = GOL cqui coperta SE E 
G(u; oU qaas Uig) 一 uCiAr,ndt), At 和 
Ax 分 别 表示 时 间 和 空间 步 长 , 则 称 差 分 格式 (2) 为 
守恒 型 差分 格式 .向 量 函 数 C 被 称 为 数值 通 量 . 若 G 
WE GCv,v,…,v) = Flv) , 则 称 差分 格式 (2) 与 守 
恒 型 微分 方程 (1) 相 容 . 
守恒 型 差分 格式 是 由 拉克 斯 (Lax,P. D. ) 和 温 
德 洛 夫 CWendroff,B. ) 提 出 来 的 . 拉克 斯 格式 、 拉 克 
斯 - 温 德 洛 夫 格式 、 戈 杜 诺 夫 格 式 和 TVD 格式 等 著 
名 格式 都 属 此 类 格式 . 守恒 性 质 反 映 出 所 解 物理 问 
题 的 整体 性 质 , 可 用 它 来 检验 差分 格式 的 优 劣 ,对 于 
间断 解 问题 守恒 格式 特别 重要 . 从 守恒 律 或 积分 守 
恒 关 系 式 出 发 容易 得 到 守恒 型 差分 格式 ， 
拉克 斯 - 温 德 洛 夫 法 (Lax-Wendroff method) 
简称 LW 法 .求解 双 曲 型 方程 的 一 种 二 阶 守恒 型 差 
分 格式 . 它 在 双 曲 型 方程 的 差分 格式 发 展 历史 中 有 
很 重要 的 地 位 . 对 一 维 双 曲 型 守恒 律 方程 (组 ) 
9v ,9F(v) — 
at Ox 


0, 
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LW 格式 为 
nt] n At PF 1 At : 
: "o Ae 2 2\ Ax 

i Aa Faa 0 A ELO 


RP n ALi SPRUE LRL HA RS ACRI Ar 
分 别 是 网 格 时 间 和 空间 步 长 ,4 二 他, 当 原 方程 为 广 
程 组 时 4 是 通 量 R(o) 的 雅 可 比 矩阵 ， 

uj T- ua 


n 
Aj, 1/57 À 


等 其 他 量 类 似 定 义 . 为 避免 雅 可 比 和 矩阵 4 的 计算 ， 
减少 计算 时 间 , 里 希 特 迈 耶 (Richtmyer,R. D. ) 把 
LW 格式 加 以 改进 给 出 了 二 步 LW 格式 


j n i At 
D. = 5 (U; EU sc = IAL 


; d uA a A 


Py, 
Ur SU OE Eu. 

WARE BW F OO — Av 情况 ,一 步 LW 法 和 
二 步 LW 法 是 完全 等 价 的 . 在 多 维 情况 ,二 步 LW 
法 较 之 一 步 LW 法 优点 更 明显 . 该 方法 是 拉克 斯 
(Lax,P.D. ) 和 温 德 洛 夫 (Wendroff,B. ) 于 1960 年 
发 表 的 . 

LW 法 (Lax-Wendroff method) 
温 德 洛 夫 法 ” 

麦 科 马 克 格 式 (MacCormack scheme) 一 种 解 
可 压缩 流体 流动 问题 的 二 步 二 阶 差分 格式 . 它 可 看 
做 拉克 斯 - 温 德 洛 夫 格 式 的 预 估 -校正 形式 ,在 两 步 
中 交替 使 用 向 前 和 向 后 差分 . 对 一 阶 双 曲 型 偏 微 分 
方程 


即 “拉克 斯 - 


dv, orz) _ 
at Ox 


麦 科 马 克 格 式 为 
00a n E], 
Ax 


0, 


—1 


Jd -l (U;--U; -af 


式 中 At 和 Ax 4p at A zs A ZR RU; = 
U GAx,nAD F =F (U7), F =F), RE 
似 定 义 . 该 格式 中 第 一 步 用 向 前 差分 ,第 二 步 用 向 后 
差分 ;也 可 以 反 过 来 , 即 第 一 步 用 向 后 差分 ,第 二 步 
用 向 前 差分 . 对 于 二 维 问题 ,可 在 x 和 yy 方向 不 同 
地 用 向 前 -向 后 差分 , 且 在 二 个 或 四 个 完整 的 时 间 步 
上 循环 地 应 用 . 由 于 此 格式 简单 ,要 求 计算 机 内 存 
少 , 已 普遍 地 应 用 于 气动 问题 的 计算 .该 格式 是 麦 科 
马克 (MacCormack ,R. W. ) 于 1969 年 发 表 的 . 

伯 斯 坦 - 米 林 法 (Burstein-Mirin method) Jf 
称 鲁 沙 诺 夫 法 .求解 双 曲 型 方程 的 三 步 三 阶 显 式 差 
分 格式 .对 一 维 双 曲 型 方程 
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pte mp | 
Ar | i 


dv ,93F(v) _ 
at ar 


伯 斯 坦 - 米 林 格式 为 


0, 


uuum T Goa) EE F), 

u; = LEA FT FI. 

d mu A —2F ETE TTE FOF a) 
EU 


w n n n " 2 
g DA Mite M ja T 6u;—4u;., Tu; ,), 


AP iM nTa x 7I ISI £7; LES e Dm AL 
Al Ax 5} S22 FAR Bt TA] ALS A Ka = u (jAz， 
nât), F =F (u;).u;,,M FERT BW X. 

伯 斯 坦 - 米 林 法 是 由 和 鲁 沙 诺 夫 (Rusanov,V. 
V. ) 、 伯 斯 坦 (Burstein,S. Z. ) 和 米 林 (Mirin,A.A. ) 
于 1970 年 各 自 独立 发 展 的 . 

鲁 沙 诺 夫 法 (Rusanov method) 
林 法 ” 

沃 明 - 库 勒 - 洛 马 克 士 法 (Warming-Kutler-Lo- 
max method) 简称 WKL iX. 一 种 求解 双 曲 型 方 
程 的 三 步 三 阶 显 式 差 分 格式 . 对 于 一 维 双 曲 型 方程 

DIN 


即 “ 伯 斯 坦 - 米 


at OX us 
WKL 法 是 
EL (EA GS F>), 
uP = Flu tu SS PF) |, 
uy mu DT OF TF WTF FOF s] 
-SE qu FE 


@ n n n 7 中 
— 3240 027 Mj T 6u;—4u; , du; 4), 


AP i 和 分别 是 xz 方向 和 zt 方向 的 节点 编号 ,和 At 
和 Ax 分 别 为 网 格 时 间 和 空间 步 长 ,wj 二 wu (jAzx， 
nât), F =F u), F" lu; 等 可 类 似 定义 .显然 该 
格式 的 头 两 步 相当 于 取 2/34 TE. Ac 的 麦 科 马克 格 
XX (参见 “ 麦 科 马 克 格 式 ”), 而 第 三 步 和 和 鲁 沙 诺 夫 三 
阶 格 式 的 第 三 步 完 全 相同 (参见 “ 伯 斯 坦 - 米 林 法 ”). 
该 方法 消除 了 在 半点 上 量 的 计算 , 故 它 是 鲁 沙 诺 夫 
或 伯 斯 坦 - 米 林 三 阶 格式 的 改进 . 该 方法 是 沃 明 
(Warming. R. F. )、 库 勒 (Kutler,P.)、 洛 马克 士 
(Lomax,H. ) 于 1973 年 发 表 的 . 

WKL 法 (WKL method) 
Life d s 

高 分 辨 法 (high resolution methods) 


即 “ 沃 明 - 库 勒 - 洛 马 


一 种 差 


分 格式 . 指 用 于 计算 含 激 波 的 流体 力学 问题 时 , 激 波 
过 渡 区 限制 在 数目 很 少 (两 三 个 甚至 一 个 ) 网 格 内 的 
差分 方法 . WO HH (Harten, A. 0 (1983) 发展 的 二 阶 
TVD 格式 , 范 利 尔 (Van leer,B.)(1979) 发 展 的 
Muscl 格式 都 是 著名 的 高 分 辨 方法 ， 

高 分 辩 法 具有 如 下 特点 : 

1. 激 波 过 渡 区 陡峭 ,不 产生 非 物理 振荡 . 

2. 在 解 的 光滑 区 域 , 至 少 有 二 阶 精 度 . 

3. 无 需 预 先 确 定 人 工 精 性 ,具有 自 适 应 耗 散 性 . 
此 外 ,虽然 在 一 般 光 滑 解 区 差分 解 能 达到 二 阶 精度 ， 
但 在 光滑 区 的 局 部 极 值 附近 格式 退化 为 一 阶 格式 ， 
数值 解 中 会 削 去 局 部 极 值 的 峰值 ,造成 较 大 误差 ;在 
接触 间断 计算 中 ,接触 间断 的 宽度 也 仍 会 随时 间 的 
发 展 而 增加 . 因此 ,这 两 个 方面 是 该 类 计算 格式 中 需 
要 加 以 解决 的 问题 . 

BY HG Canti-diffusion method) 亦 称 通 量 
校正 传输 法 . 一 种 偏 微分 方程 数值 解法 . 指 计算 流体 
力学 中 通过 减少 扩散 来 提高 解 的 分 辩 能 力 的 一 种 数 
值 方法 , 它 同 样 适 用 于 一 般 双 曲 型 守恒 律 微 分 方程 ， 
En 双 曲 型 守恒 律 方程 组 

OF (v) 


- zm =0 (1) 
的 一 阶 有 限 差 分 格式 
u; -—Qu;,, (2) 
B 
ee) a At | a 
2 E = At IEEE (3) 


JA. ae aa i e ir, 
At / Ax) j& — IE RAIS TEE IE D BE 


OF (v) 
ard OX 
d At At 
=r + || 8 SUA roa) x (4) 
者 
At At 
p na ZEE 


则 扩散 方程 (4) 较 之 (3) 有 较 小 的 扩散 系数 , 故 可 由 
数值 解 (4) 来 代替 解 方程 组 (1). 设 方程 

dv g At | a 

ac PE Ar |a v | 
R53 BE A REE u = Du). 于 是 数值 解 扩散 方程 
(4) 的 两 步 格式 是 


u eu (5) 
e = Du", (6) 
其 中 第 二 步 (6) 就 是 反 扩 散步 .结合 两 步 得 到 
u! -—DQu. (7) 
如 果 原 格式 (2) 是 稳定 的 ,而 且 
B kj —r aed = 0% 


偏 微 分 方程 数值 解法 


则 格式 (7) 也 是 稳定 的 , 即 两 步 格式 (5) 和 (6) 是 稳定 
HJ. 反 扩 散 法 由 鲍 里 斯 (Boris,J.P. ) 和 布 克 (Book， 
D. L. ) 所 首创 . 从 1973 年 发 表 以 来 ,现在 已 发 展 成 
为 处 理 激流 和 其 他 具有 大 梯度 参量 问题 的 一 种 有 效 
的 数值 方法 . 

通 量 校正 传输 法 (flux correction transport 
method)” 即 “ 反 扩 散 法 ”. 

人 工 压缩 法 (artificial compression method) 
简称 AC 法 .一 种 数值 解 双 曲 型 守恒 律 方程 (组 ) 的 
数值 校正 技术 . 它 通过 修正 标准 差分 格式 ,以 防止 接 
触 间 断 的 过 分 拉 开 ,并 改善 激 波 的 分 辨 率 . 对 于 守恒 
型 方程 

a 

ot OX 
AC 法 在 通 量 项 中 附加 一 人 工 压缩 通 量 项 g Co 0) fl 
得 方程 (1) 的 激流 和 接触 间断 都 成 为 修正 方程 


àv AF W)+e(st)]_ 
att IX cM a 


的 激 波 ,并 使 激 波 宽 度 缩小 ,再 利用 通 量 向 量 分 裂 法 
参见“ 通 量 向 量 分 裂 法 ”数值 求解 修正 方程 . AC 
法 很 容易 和 各 种 单调 差分 格式 结合 使 用 ,并 取得 较 
RF BOR. 人 工 压缩 法 是 喻 坦 (Harten,A. ) 于 1977 年 
发 表 的 . 

AC 法 (AC method) 即 “ 人 工 压缩 法 ”. 

通 量 向 量 分 和 裂 法 (fluxwector splitting me - 
thods) 通过 通 量 分 裂 离散 化 双 曲 型 守恒 律 的 一 类 
差分 方法 .该 类 方法 把 双 曲 型 守恒 方程 组 的 通 量 分 
裂 成 两 部 分 ,一 部 分 相应 于 正 特 征 值 , 另 一 部 分 相应 
于 负 的 特征 值 ,对 第 一 部 分 用 问 后 差分 ,而 对 第 二 
部 分 用 向 前 差分 进行 离散 . 即 该 类 方法 把 守恒 型 方 
FÉ 


ðv , OF (v) 
at OX 


的 通 量 Fw) 4 BRAM SA: Fv) =F) + 
F (vu) ,其 差分 格式 为 


xx E FU cx )—F' Cu; 4) 


=0 


At Ax 
(OF (wn)—F (wu) 
Aa: i 

故 BIH EE: Sain FI aE 《wi41) 和 Jc 
= F* (uj) HE (ui), At, Ax 分 别 是 时 间 和 空间 步 
长 . 通 量 分 裂 的 方法 不 是 惟一 的 ,例如 可 根据 Fo) 
的 雅 可 比 的 特征 值 的 正 负 进 行 矩 阵 分 解 , 再 取 此 分 
解 矩 阵 的 对 应 分 裂 通 量 . 

Ha tA (Steger, J. L. 2, 3X B] Warming, R. F. ) 
以 及 范 利 尔 (Van leer, B. ) 分 别 对 完全 气体 的 欧 拉 
方程 发 展 了 不 同 的 通 量 向 量 分 裂 法 ,但 前 者 所 得 到 
的 分 裂 后 的 流通 回 量 在 驻 点 — O 处 和 声速 线 上 不 
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再 是 连续 可 微 的 ,从 而 导致 数值 解 的 振荡 ,而 后 者 所 
得 的 分 裂 后 的 流通 向 量 则 是 连续 可 微 的 . 因 这 类 方 
法 考虑 了 特征 方向 ,使 离散 化 时 所 用 网 格 节点 尽 可 
能 靠近 特征 线 , 所 以 实际 计算 效果 较 好 . 

总 变 差 不 增 格 式 (total variation diminishing 
schemes) ”简称 TVD 格式 .一 类 差分 格式 . 是 非 线 
性 双 曲 守恒 律 的 一 类 高 分 辨 差分 格式 . 对 于 网 格 函 
数 u= {u , 它 的 总 变 差 TV (ww) 定义 为 

TV) = > luj — ul. 


一 守恒 型 格式 w = Qui 是 总 变 差 非 增 的 或 
TVD AMMAR AAA BEE RM u= 
(uj? , BP TV (20 «09, TV (QUO CTV CuO RY. 

TVD 格式 的 概念 是 哈 坦 (CHarten,A. )F 1983 
年 提出 来 的 ,他 把 一 阶 TVD 格式 应 用 于 适当 修改 
了 通 量 的 方程 构造 出 二 阶 精 度 的 TVD 格式 .可 以 
证 明 单调 差分 格式 是 TVD 格式 ;TVD 格式 是 单调 
保持 的 . 从 1983 年 以 来 TVD 格式 成 为 重要 的 研究 
方向 ,发 展 了 不 少 新 的 TVD 格式 . TVD 格式 提高 
了 对 激 波 的 捕捉 能 力 , 其 不 足 之 处 是 在 局 部 极 值 点 
附近 格式 只 有 一 阶 逼 近 精 度 . 为 了 克服 这 一 不 足 , 哈 
坦 等 后 来 提出 了 一 种 称 之 为 基本 不 振荡 的 ENO 格 
xk (Essentially Nonoscillatory Scheme), È ft iT 25 
分 解 的 总 变 差 有 微小 增加 . 对 于 二 维 情 况 , 古 德 曼 
(Goodman,J. B. ) Ail Fill 4E 4 (Leveque, R. J. ) 于 1985 
年 证 明 :对 于 二 维 标量 守恒 方程 任何 TVD 格式 至 
多 是 一 阶 精度 的 . 

TVD 格式 (TVD schemes) 
rod 

ENO 格式 (ENO Schemes) 一 类 差分 格式 . 是 
能 达到 一 致 高 阶 精度 的 基本 不 振荡 格式 .ENO 格式 
5j TVD 格式 的 重要 区 别 是 它 允 许 差分 解 的 总 变 差 
有 微小 增加 ,从 而 取消 了 对 差分 格式 的 单调 性 限制 ， 
这 一 限制 是 TVD 格式 的 本 质 部 分 ,也 是 在 极 值 点 
附近 差分 格式 只 有 一 阶 有 逼近 精度 的 重要 原因 .ENO 
格式 的 另 一 个 特点 是 在 构造 插值 多 项 式 时 采取 了 自 
适应 选取 插值 节点 的 技术 ,从 而 避免 引入 振荡 . 

ENO 格式 是 哈 坦 (Harten,A. ) 等 人 于 1980 年 
至 1987 年 间 提 出 的 . 

有 限 体 积 法 (finite volume methods) 简称 
FV 法 .一 类 仿 微 分 方程 数值 解法 . 它 是 通过 在 物理 
空间 中 选 定 的 网 格 的 每 个 单元 上 ,把 积分 型 守恒 律 
直接 离散 来 求解 原 微分 守恒 律 的 数值 方法 . 下面 就 
二 维 标量 双 曲 型 守恒 律 来 简 述 有 限 体积 方法 的 基本 

二 维 标量 双 曲 型 守恒 律 为 

0 (1) 
其 中 一 u(t,x,y),fl(w) 和 glw) 是 通 量 昭 数 .方程 
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即 “ 总 变 差 非 增 格 


(1) 的 积分 型 形式 为 

m. 1 _ 

2g sar), Feo «nds — 0, (2) 
其 中 u = ra | dado. (3) 


Q 是 任意 以 20 KARAKE, A EKR OHA 
只 ,2 一 (zjy) 是 边界 38 mJ 8g Y le Bw E u 
TE Q EKEK; F G0 — CF GO. g (wu)). 设 求解 区 
RA D, 则 求解 方程 (1) 的 有 限 体积 法 的 基本 框架 如 
P: 

A ir EKR D ARAB BH) 
N, (j21,2,*,ND.D— U R2, Q; 7 QJ FA, DUI 
或 共 顶 点 或 共 边 界 , 对 每 个 单元 22; 求 出 解 w 的 平均 
值 厂 , 竺 求解 的 自由 度 就 是 各 单元 上 的 平均 值 us. 

空间 离散 ，; | 

l. 根据 各 单元 的 平均 值 去 ;, 求 出 u(x,z) 在 单元 
N: 的 边界 上 积分 点 上 的 近似 值 . 

2. 利用 适当 的 求 积 公式 ,通常 用 高 斯 型 公式 ， 
去 近似 (2) 中 在 单元 0; 的 边界 290; 上 的 积分 


| F « nds 

an, 

^ M IN| De FQ) * nGl,yD, (4) 
J k 


H P Cris yi) ed FA 20; ER fh ao o 是 积 
权 ,j 指 单元 A 的 第 7 个 边 , IN EATA 的 第 j 
边 的 边 长 . 
3. 利用 精确 或 近似 黎 曼 解 算 器 构成 数值 通 量 
H AWM OO P PSI HR OF Cup) * nCis yD F 
是 有 
FCug) * nCrhs yh) 
eu yy ou Gd syl 20s (5) 
其 中 a Gu syi ORRA OQ; 内 所 得 函数 在 点 《xh， 
y BEDAE m u(x# ,yi ) 表 示 从 与 2; 有 共同 边 
FE 382;; 的 相 邻 单元 内 所 得 在 同一 点 的 近似 . 
时 间 离 散 : 在 空间 离散 后 得 到 常 微分 方程 (组 )， 
用 适当 常 微分 方程 解 算 器 进行 时 间 离 散 . 
从 上 述 有 限 体积 法 的 离散 思想 , 显 见 它 自动 满 
足 离散 守恒 , 故 有 限 体 积 法 是 守恒 律 的 最 自然 的 离 
散 方 法 . 它 可 方便 地 利用 各 种 类 型 的 网 格 , 如 对 二 维 
平面 问题 可 利用 和 矩形 网 格 ,也 可 利用 任意 四 边 形 网 
格 或 三 角形 网 格 , 从 而 适 于 任意 复杂 的 几何 形状 的 
求解 区 域 . 它 综 合 了 有 限 差 分 法 和 有 限 元 法 的 优点 ， 
可 看 做 有 限 差 分 法 和 有 限 元 法 之 外 的 求解 偏 微分 方 
程 数值 解 的 第 三 类 主要 方法 , 近 20 余年 来 取得 很 大 
发 展 , 被 广泛 应 用 . 
FV 法 (finite volume method) 即 “ 有 限 体 积 
ik. 
积分 关系 法 (method of integral relations) — 


种 偏 微分 方程 数值 方法 . 指 用 积分 关系 式 代 替 微 分 
守恒 律 ,并 将 偏 微 分 方程 组 化 为 党 微分 方程 组 求解 
的 数值 解法 ,可 视 为 广义 直线 法 .古典 的 直线 法 直接 
求解 非 守 恒 型 偏 微分 方程 组 ,积分 关系 法 则 从 N 维 
散 度 型 方程 组 出 发 , 先 对 N 一 1 个 自 变 量 求 积 , 获 得 
一 组 积分 关系 式 , 再 用 合理 选取 的 内 揪 公 式 代 替 积 
分 关系 式 中 的 被 积 函 数 ,最 后 导出 近似 和 微分 方程 
组 . 积分 关系 法 由 苏联 著名 计算 力学 家 多 罗 德 尼 宅 
CHlopoaHunbiH, A. A.) F 1951 年 提出 的 . 该 法 与 直线 
法 相 比 有 以 下 不 同 特点 : 

1. 积分 关系 法 的 原始 方程 为 散 度 型 , 它 代表 某 
些 物理 守恒 律 ,通过 间断 面 也 是 正确 的 . 

2. 因 积 分 后 的 函数 比 起 被 积 函 数 更 光滑 , 当 被 
积 函数 有 第 一 类 间断 点 时 ,该 函数 的 积分 仍 连续 ,和 采 
用 少数 插值 基点 ,积分 关系 法 就 能 达到 较 高 的 精度 . 

3. 积分 关系 法 的 积分 区 域 是 由 曲线 ( 面 ) 划 分 
的 ,它们 的 形式 取决 于 积分 区 域 边界 的 形状 . 

1960 年 ,多 罗 德 尼 岑 进一步 提出 广义 积分 关系 
法 ,该 法 用 逐 段 连续 的 权 函 数 乘 原 方程 组 中 的 每 一 
个 方程 并 进行 积分 ,对 梯度 变化 较 大 的 被 积 函 数 , 可 
选取 适当 的 权 琐 数 加 以 平滑 ,结果 采用 低 阶 逼近 就 
能 获得 高 精度 的 数值 解 . 积分 关系 法 被 广泛 用 来 解 
流体 力学 中 的 亚 音 流 及 路 音 流 问题 . 

20 世 纪 50 年 代 初 期 , 别 洛 柴 可 夫 斯 基 (Eer- 
ouepkoBckurt , O. M. ) 利 用 积分 关系 法 计算 钝 头 体 超 
音速 绕 流 的 亚 . 蜂 音 流 场 首 获 成 功 , 受 到 国际 计算 流 
体力 学 界 的 高 度 评价 . 

直线 法 (method of lines) 将 偏 微分 方程 (组 ) 
化 为 常 微分 方程 组 求解 的 一 种 数值 解法 . 其 基本 做 
法 如 下 : 先 将 求解 区 域 用 一 族 直 线 分 割 成 知 干 条 带 ， 
保留 原 偏 微分 方程 (组 ) 中 沿 直线 方向 的 连续 偏 导 
数 ,其余 方 向 的 偏 导数 则 用 差 商 或 内 插 公 式 来 代替 ， 
把 偏 微分 方程 (组 ) 的 求解 问题 化 为 一 组 近似 常 微分 
方程 初 边 值 问题 . 由 于 党 微分 方程 组 的 数学 理论 及 
数值 解法 较为 成 熟 , 问 题 会 容易 解决 . 现 以 两 个 自 变 
量 的 热传导 方程 为 例 来 说 明 直 线 法 的 基本 思想 . 考 
虚 初 边 值 问题 

Ma), PROS (0<2<1,t20), 
a(r,0)7 (x) (0x rs.1), (1) 
u(0,t)— gi (t), u(Xl,t)—g; 0) (之 0)， 

其 中 z HS ll AB s B.2a07 Xx. f(x), 
g), g: GO AMR LIE RR. 设 用 直线 rihi 
—0,1,2,* nih — 1n YER DCIRI LO, 1] 5d S ER. = 
个 条 带 , 未 知 解 在 直线 x 二 zx; 上 的 值 记 为 u(t) = 
ulr t HEAR r=r 上 满足 方程 
du;(t) _ Aux; st) 
dr nde c um 


(2) 


偏 微分 方程 数值 解法 


假定 用 二 阶 差 商 代替 方程 (2) 右 端的 偏 导 数 , 则 问题 
(1) 近 似 地 变 成 下 列 和 党 微分 方程 组 的 初 边 值 问题 
dut) — ui;0)—2u;Q) Fu; Ct) 
"E I c 
u; (00 — f Gh), (3) 
Uot) =g), U, t) =g: Ct) 
(1—1,25**,n—1). 
XTE C30 n] Hj Fe pit Ar 23 E RUE 71 VR OK t ur DLE 
ui) (i 二 1,2,…,n 一 1), 它 代表 问题 (1) 的 解 ulr, 
1) 在 直线 rsr 上 的 近似 值 . 再 利用 内 插 公 式 便 可 
得 到 整个 区 间 [L0,1j 上 的 近似 解 . 直线 法 可 用 来 解 非 
线性 抛物 型 \ 双 曲 型 .椭圆 型 及 混合 型 偏 微 分 方程 ， 
在 各 种 数学 物理 问题 中 都 有 广泛 的 应 用 . 

时 间 相 关 法 (time-dependent methods) 将 偏 
微分 方程 (组 ) 边 值 问 题 化 为 初 边 值 问 题 求 解 的 一 种 
数值 解法 . 物理 学 中 大 多 数 定常 态 问题 ,数学 上 大 都 
表述 为 定常 偏 微 分 方程 (组 ) 的 边 值 问题 ;动态 问题 
则 用 非 定 常 偏 微分 方程 (组 ) 的 初 边 值 问题 来 描述 . 
看 时 间 无 限 增 大 时 , 非 定 凋 问 题 耕 有 稳 态 解 , 则 此 稳 
态 解 可 视 为 相应 定常 问题 的 解 , 这 就 是 时 间 相 关 法 
的 基本 思想 .在 这 种 意义 上 ,时 间 相 关 法 又 称 稳定 
法 .下 面 举 一 简单 例子 来 前 明 时 间 相 关 法 的 数学 描 
ik. 考虑 窍 形 区 域 G== 10 二 zx,y 二 zx) 上 的 拉 普 拉 斯 
方程 第 一 边 值 问题 


J'u J'u 
— + =0, 
E ay" (1) 


uCx,y) p= as 
其 中 了 为 区 域 G BIA. SC, y) H CA B3 f& BR 
数 . 对 问题 (1) 可 构造 一 个 热传导 方程 的 初 边 值 问题 
ED 
ot ax oy" 
CPN sf) Foro (2) 


uCx,y,00)—g(x,y), 
其 中 g(x,y) 为 任意 给 定 的 初始 函数 .假定 U(x,y) 
是 定常 问题 (1) 的 解 ,w(x,y,t) 是 非 定 常 问题 (2) 的 
fi. 可 以 证 明 ; 当 时 间 t->oo 时 ， 
| ulr, yst) —U(r,y) li — 0. 
在 一 般 的 非 线性 方程 情况 下 ,要 严格 证 明 解 的 收敛 
性 是 困难 的 .在 实际 问题 中 ,定常 偏 微分 方程 (组 ) 往 
往 是 非 线 性 、 混 合 型 的 ,直接 用 离散 方法 求 其 边 值 问 
题 的 数值 解 极 为 困难 ; 非 定 常 方程 (组 ) 虽 增加 一 个 
时 间 变 量 , 但 其 数学 类 型 单一 ,便于 构造 普遍 适应 的 
数值 解法 ,因而 问题 变 得 更 容易 解决 .时 间 相 关 法 的 
基本 思想 表明 ,数值 求解 过 程 完 全 对 应 于 真实 的 物 
理 过 程 . 由 于 此 法 有 明确 的 物理 意义 , 适 定 的 数学 提 
法 及 普 适 的 数值 解法 ,在 流体 力学 中 被 广泛 用 来 计 
算 跨 音 流 和 复杂 的 定常 流动 问题 . 
伪 非 定常 法 (pseudo-unsteady methods) 亦 称 
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预 处 理 法 . 一 种 偏 微分 方程 数值 解法 . 是 在 时 间 相 关 
法 中 ,用 人 工 构造 的 时 间 相 关 方 程 ( 组 ) 代 蔡 具 有 物 
理 意义 的 非 定常 方程 (组 ), 从 而 达到 加 速 收敛 到 稳 
态 解 的 一 种 迭代 方法 .由 于 时 间 相 关 法 沿 时 间 方 向 
步 进 的 数值 过 程 完全 对 应 于 真实 的 物理 过 程 ,通常 
从 动态 解 达到 稳 态 解 的 时 间 相 当 长 . 这 是 因为 有 些 
微分 方程 组 的 最 大 与 最 小 特征 速度 之 比值 ( 即 条 件 
数 ) 很 大 时 , 便 会 导致 时 间 步 进 法 的 收敛 速度 大 大 减 
慢 , 即 类 似 于 常 微分 方程 组 的 刚性 问题 . 为 了 避免 出 
现 上 述 情 况 ,可 以 在 原来 的 非 定 常 偏 微分 方程 组 中 
引进 一 些 人 为 的 时 间 导 数 项 ,使 新 方程 组 的 条 件数 
尽量 接近 1, 从 而 达到 使 动态 解 快速 收敛 到 稳 态 解 
的 目的 .例如 ,流体 力学 中 的 人 工 压缩 法 就 是 伪 非 定 
常 方法 的 一 个 典型 代表 . 人 工 构造 的 时 间 相 关 方 程 
本 身 虽 不 代表 真实 的 物理 变化 过 程 ,但 人 们 所 关心 
的 是 最 终 的 稳 态 解 , 伪 非 定常 方法 是 一 种 有 效 的 快 


预 处 理 法 (pre-processing methods) ” 即 “ 伪 非 
定常 方法 ”. 
格 气 自动 机 (lattice gas automata)” 亦 称 格 气 


模型 . 20 世纪 80 年 代 取 得 重大 进展 的 利用 计算 机 
模拟 流体 运动 的 一 类 新 方法 . 它 的 原理 完全 不 同 于 
对 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 进行 离散 处 理 的 传统 作法 ,而 
是 放弃 连续 介质 假设 ,建立 一 种 完全 离散 的 流体 模 
型 ,直接 模拟 粒子 在 具 一 定 几 何 结构 的 网 格 上 的 运 
动 ,单个 粒子 服从 简单 的 动力 学 规则 ,而 它们 的 集体 
行为 , 即 系统 状态 在 一 定 尺 度 范围 内 的 统计 平均 , 则 
给 出 可 压 或 不 可 压 流体 运动 所 产生 的 性 状 . 这 类 模 
型 的 共同 特点 是 : | 

1. 空间 离散 :模型 用 网 格 代替 流 场 ,网 格 可 以 有 
不 同 的 几何 结构 . 例如 模拟 二 维 流 场 的 正方 形 网 格 ， 
正三 角形 网 格 等 . 

2. 流体 离散 :将 流体 视 为 由 大 量 只 有 质量 不 具 
体积 的 粒子 所 组 成 . 粒子 只 能 存在 于 网 格 结 点 上 ,并 
在 单位 时 间 内 , 沿 网 格 连 线 方向 ,从 一 个 结 点 “跳跃 ” 
到 另 一 相 邻 结 点 . 

3. 时 间 离 散 : 粒 子 移动 与 彼此 相互 作用 是 在 离 
散 时 间 t 一 0,1,2,… 内 完成 的 . 任何 离散 时 刻 , 所 有 
粒子 的 移动 与 相互 作用 是 同步 进行 的 . 

4. 状态 离散 : 相 邻 格 点 的 联 线 方向 是 粒子 的 运 
动 方向 .任何 时 刻 在 任何 结 点 处 ,对 于 一 个 给 定 的 速 
度 方 向 最 多 只 允许 有 一 个 粒子 存在 . 这 一 要 求 使 得 
结 点 的 可 能 状态 有 限 ， 

5. 局 域 演化 规则 :在 任何 相继 时 刻 ,粒子 只 能 从 
一 个 格 点 移动 到 一 个 相 邻 格 点 ;同一 时 刻 来 到 同一 
格 点 但 具 不 同 速 度 方向 的 粒子 可 能 发 生 散 射 , 即 按 
照 一 组 保证 粒子 数 守 恒 动量 守恒 及 能 量 守 恒 , 但 又 
不 引入 虚假 守恒 律 的 规则 ,重新 安排 它们 的 速度 方 
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向 . 

上 述 规 定 使 得 格 点 状态 的 变化 规则 是 “局 域 ” 
的 , 即 只 取决 于 前 一 时 刻 所 有 相 邻 格 点 的 状态 . 从 粒 
子 某 种 适当 的 初始 分 布 ,或 称 初始 位 形 出 发 ,按照 给 
定 规则 模拟 粒子 位 形 的 演化 ,实际 上 即 达 到 了 模拟 
流体 运动 的 目的 . 此 类 模型 的 优点 是 : 

1. 内 部 格 点 状态 按 同 一 规则 变化 ,程序 实现 极 
为 简单 ,可 以 有 效 地 利用 存 贮 空间 ,而 且 可 实现 并 行 
iA. 

2. 边 条 件 易 于 引入 , 且 不 需要 额外 的 计算 量 . 

3. 无 舍 和 人 误差 ,因而 是 数值 稳定 的 . 

4. 物理 守恒 律 精确 满足 . 

格 气 模型 是 更 为 一 般 的 物理 模型 “元 胞 自动 机 ” 
的 一 种 .元 胞 自动 机 于 20 世纪 50 年 代 初 由 美国 数 
学 家 乌拉 姆 (Ulam,S. M. ) 和 美 籍 匈牙利 数学 家 
13 «WB E (von Neumann,J. ) 所 提出 , 它 为 今天 诸 
多 科学 领域 模拟 不 同 自然 现象 的 全 离散 模型 提供 了 
一 般 框 架 . 第 一 个 格 气 模型 于 20 世纪 70 年 代 初 由 
英国 数学 家 哈代 (Hardy,J. )、 庞 梅 奥 (Pomeau,Y. 
P. ) 和 迪 帕 齐 斯 (de Pazzis ,O. ) 所 提出 , 称 HPP 模 
型 ,但 此 模型 导出 的 流体 宏观 方程 不 具 各 加 同性 性 
质 . 1986 年 , 38 Ei (Frisch, U. )、 哈 斯 拉克 尔 (Has- 
slacher,B. ) 和 庞 梅 奥 提出 了 模拟 二 维 流体 运动 的 
正六 边 形 网 格 模 型 , 称 FHP 模型 . 理论 上 ,在 低速 流 
动 条 件 下 ,此 模型 导出 的 宏观 流动 方程 与 纳 维 -斯 托 
克 斯 方程 有 几乎 全 同 的 结构 . 实践 上 ,此 模型 成 功 地 
模拟 了 诸如 平板 绕 流 .圆柱 绕 流 、 槐 形 物 绕 流 以 及 开 
尔 文 - 雍 姆 霍 兹 不 稳定 性 等 一 系列 重要 流动 现象 . 此 
后 格 气 模 型 的 研究 进入 了 新 阶段 ,在 多 相 流 , 传 热 问 
题 , 磁 流体 模型 ,多 孔 介 质 流动 与 其 他 若干 领域 均 取 
得 进展 . 

格 气 模型 也 存在 若干 局 限 ,例如 仪 能 考虑 低速 
流动 ,为 克服 有 关 缺 陷 现在 已 提出 了 格 点 变量 取 连 
续 值 的 格 点 波 尔 效 曼 模型 ,加 之 对 碰撞 项 的 改进 ,有 
关 研 究 已 取得 重大 进展 ,至 今 仍 是 热门 课题 . 

格 气 模型 (lattice gas model) BI“ ^C H zjj 
pi". 

4 BR Jb E (finite element method) ”微分 方程 
的 一 类 主要 的 数值 解法 . 它 是 解 微分 方程 ,特别 是 椭 
圆 边 值 问题 的 一 种 现代 化 、 系 统 化 的 数值 解法 . ER 
有 通用 简便 ,适应 灵活 ,数学 基础 牢靠 等 多 方面 的 优 
点 ,特别 适合 于 解决 复杂 的 大 型 问题 ,并 便于 在 计算 
机 上 实现 . 

直至 20 世纪 末 , 有 限 元 法 是 在 求解 偏 微分 方程 
数值 解 方面 影响 最 大 、 发 展 最 快 的 计算 方法 之 一 ,是 
计算 数学 的 一 项 重大 成 就 ,已 有 逾 十 万 篇 文献 ,并 仍 
在 快速 发 展 .有 限 元 法 的 三 个 基本 要 素 是 : 

1. 问题 的 变 分 形式 . 


2. 区 域 的 剖 分 . 

3. 分 片 插值 . 

下 面 用 一 个 简单 例子 来 说 明 有 限 元 方法 的 基本 
点 . 设 OCR 是 平面 上 的 一 个 多 边 形 区 域 , 其 边界 
记 为 30. 考虑 泊 松 方程 齐 次 狄 利克 雷 问题 


te en (D 
u—0, (x,»)€240. 
与 上 述 微 分 方程 边 值 问题 等 价 的 变 分 问题 为 
» uE H,C2) ,使 得 D 
alu,v)=f w) (WEH,N)), 


其 中 双 线 性 泛 函 a (uv) H 
a(u,v) — | gradu . grad v dzdy， 
ZR TEIZ R OON 
f(v) = |/ * v dzdy, 


而 HOO) F BRE P XS al 


TT TOUS NS id TELM v0 在 3Q E 


ax’ 
4 7,4 0B —^4 TATE NI — f87E AT. H8 76 y — 
角形 , 记 为 r€ 7 ,满足 下 列 条 件 : 
1. 每 个 三 角形 单元 7 的 每 一 条 边 或 者 是 与 其 相 
邻 单元 的 一 条 边 ,或 者 是 90 的 一 部 分 . 
2.1% h.-=diam(r), Bl #70 c 的 直径 ， 


h — maxh,, 
T€ g 


Pp: 为 包含 在 + 中 的 最 大 圆 的 直径 ,满足 oh Lp... 
Vr€.7 ,其 中 o 是 与 hh 无关 的 常数 .有 时 对 于 剂 分 
,还 要 加 上 限制 条 件 , 即 所 谓 反 假设 :hh 才 vh， 
Vr€E ,其 中 vv 是 与 h 无关 的 常数 . 令 X 是 相应 于 
WAT ;的 分 片 线 性 连续 函数 空间 , 称 为 线性 有 限 
元 空间 , 而 令 V, = iv € Xiiv,—0 FE 30 EJ. 问题 
(20 BI ZX PE Fi c8 Xr oo F 

K u, € Vi, 使 得 

OY (Ov c Vix 
V, 2A RES JR] ESE TH Za BS PED D ER 
( 即 不 落 在 边界 32 上 的 顶点 ) 的 个 数 , 将 内 部 顶点 
编 序 为 Pi,P2,… Pn S play) EV ME o) 
=1, g (Pi) 二 0 (i 关门. 实际 上 ,9 (z,y) 只 在 以 了 P， 
为 顶点 的 三 角形 单元 上 非 零 , 余 者 缘 为 零 , 称 为 屋顶 
项 数 . 则 (2 ,2，…2v) 组 成 空间 V, 的 一 组 基 郴 数 . 
设 


(3) 


N 
"n 

Ur, = > uj, 
j=l 


令 U== (ww,… yun) , 则 问题 (3) 等 价 于 解 下 述 线 
性 代数 方程 组 
KU =F, (4) 


偏 微分 方程 数值 解法 


其 中 

K=[ alp sp) Jicijcn> 

F—GGDO.fXGD S Sf D. 
由 于 V, HERK p(xz,y) 只 在 以 了 ;为 项 点 的 三 角 
形 单元 上 非 零 , 即 o, 的 支 集 suppe, 等 于 以 了 ;为 顶 
点 的 三 角形 单元 之 和 ,因此 天 EMRE. ARR 
问题 2? 中 的 a Cu ,oo) 是 对 称 双 线性 泛 函 , 则 天 亦 是 
对 称 的 ;更 进一步 , 若 zc(zx,o) 是 强制 的 , 即 存在 常数 
a770 , fie 15. 

aC ,v)Za||v|| 5 (WEV), 

EP V 是 原始 问题 的 求解 函数 空间 ,对 于 (2),Y = 
HD, N) K EEEH. 

根据 索 伯 列 夫 空 间 中 的 插值 理论 ,可 以 证 明 , 当 
h 一 0 时 ,在 相应 范 数 的 意义 下 uu. 对 于 问题 (2)， 
(3) 的 解 ui Æ H^ (0) 范 数 的 意义 下 收 僵 于 (2) 的 解 
,同时 也 建立 了 相应 的 误差 估计 . 

有 限 元 法 在 中 国 与 西方 从 不 同 的 实践 背景 ,党 
者 不 同 的 学 术 道 路 ,各 目 独 立 平行 地 发 展 起 来 . 

在 西方 ,有 限 元 思想 是 库 朗 (Courant, R. ) 在 
1943 年 的 一 篇 论文 中 明确 地 提出 过 ,但 一 直 示 受到 
重视 . 20 世纪 50 年 代 中 期 ,欧美 工程 界 以 航空 工程 
为 背景 ,在 结构 分 析 和 矩阵 方法 基础 上 提出 了 结构 
有 限 元 的 雏形 . 20 世纪 60 年 代 初 期 ,引进 连续 体 的 
单元 训 分 ;20 世纪 60 年 代 中 期 ,逐渐 明确 有 限 元 方 
iA dE Ay EL SUNL A 2r 38 Xr PL LZ rH TR. 1966 
年 ,西方 数学 家 对 一 维 问题 ,1968 年 对 高 维 问题 的 
有 限 元 法 进行 数学 分 析 , 开 始 了 有 限 元 法 在 计算 数 
学 中 的 黄金 时 代 . 

在 中 国 ,20 世纪 50 FARRE 20 世纪 60 年 代 
初 ,中 国 数学 家 冯 康 领导 的 研究 集体 在 研究 解决 一 
系列 大 型 水 坝 建 设 的 应 力 分 析 计 算 问 题 的 基础 上 ， 
于 1964 年 系统 地 创造 了 现代 的 有 限 元 法 ,同时 早 于 
西方 葛 定 了 方法 的 数学 基础 . 它 本 质 上 是 变 分 原理 
Al B 4r UE A IEA HT UL SABE dg A BE T AERA 
原理 的 差分 方法 . 

线性 有 限 元 空间 (linear finite element space) 
见 “ 有限 元 法 ”. 

变 分 形式 (variational formulation) ”数学 物理 
问题 的 一 种 数学 表达 形式 . 它 常 借助 于 数学 物理 的 
某 种 变 分 原理 而 导出 ,常用 的 一 种 抽象 变 分 形式 如 
下 . 设 V 是 希 尔 伯 特 空间 ,a(，。,。) 是 定义 在 VXV 
上 的 连续 双 线 性 泛 阻 , 且 是 强制 的 ,AEV'(V 的 对 
偶 空 间 ), 则 变 分 问题 可 表述 为 

求 u€ V ,使 得 (1) 
a(u,v)—f(v) NX CV). 
n[ AGE BA COS PE i E aC. DMT A, BI 
a(u,v)-—aCv,u), Vou € V, C SE ffr PX 
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消极 小 问题 


J(u)=min J(v), <2? 
vEV 


其 中 


JG) a(,v)— Ff). 


称 (1) 为 数学 物理 问题 的 变 分 形式 (或 弱 形 式 , 伽 辽 
金 意义 的 变 分 形式 ) , 称 (2) 是 里 菊 意 义 的 变 分 形式 . 

H F WÉ (piecewise interpolation) 根据 单元 
插值 形成 总 体 插 值 的 方法 . 给 定 区 域 2 上 的 函数 ， 
及 区 域 2 的 一 个 剖 分 ,, 设 v 在 每 个 有 限 单元 +€ 
;上 的 插值 为 Uv, S Tv 定义 如 下 ILv|.—ILv, 
称 Iv 为 v ÆR EFA FRA ;的 分 片 插值 . 

有 限 元 空间 (finite element space) 一 种 线性 
A BR 2E eR CAS JB]. 定义 在 区 域 2 EH WA Ta 
的 分 片 多 项 式 ( 或 其 他 简单 函数 ) 空 间 Vs f BL 4 v 
EVi 时 ,vi 在 0 的 边界 9 上 的 值 应 根据 原始 变 分 
问题 的 求解 空间 V. 的 相应 边界 条 件 ,而 附加 限制 . 

A BR JC iB Wr (finite element approximation) 
变 分 形式 的 一 种 和 逼近 方式 . 指 原 始 变 分 问题 的 相应 
逼近 问题 , 即 

K uw, € 信使 得 

alun, V) =f (v) (Vo, € V,). 
当 有 限 元 空间 V 为 原始 变 分 问题 的 求解 空间 V. 的 
于 空间 时 , 称 为 协调 有 限 元 逼近 ,否则 称 为 非 协 调 有 
ES JCIE T. 

协调 有 限 元 (conforming finite elements) Jj 
“AR RE”. 

dE T Val A BR 7c (nonconforming finite elements) 
见 “ 有 限 元 通 近 ” 

有 限 元 法 的 收敛 性 (convergence of finite ele- 
ment methods) 有 限 元 法 的 基本 概念 之 一 . 指 对 于 
区 域 OB BAHT adio 2 h-—0 时 ,在 某 种 度量 
下 ,有 限 元 允 近 问题 的 解 us 收敛 到 原始 变 分 问题 的 
线性 泛 卫 a(，,，) 连 续 . 对 称 且 强制 时 ,a(v,v)' 
称 为 能 量 范 数 , 它 等 价 于 原始 变 分 问题 求解 空间 V 
上 的 范 数 . 称 a(u 一 ws,u 一 us) 为 能 量 范 数 误 差 . 也 
考虑 在 其 他 范 数 ( 比 如 对 二 阶 问 题 的 L^ - 范 数 , 对 四 
阶 问题 的 及 OE L - 范 数 ) 下 的 收敛 性 问题 ;特别 要 
考虑 一 致 范 数 下 的 收敛 性 , 即 


a—w | o .osuplu(z)— u(r)|. 
zen 


HA CM (superconvergence) 有限 元 法 的 一 种 
重要 性 质 . 误差 一 wi 在 区 域 2 的 某 些 部 分 ,特别 是 
某 些 点 处 的 收 钙 速度 呈现 出 高 于 在 0 上 作 整 体 估 
计时 所 具有 的 收 钙 速度 , 称 为 在 这 些 部 分 或 这 些 点 
处 呈现 超收 人 钱 . | 
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iR & B BR ICI (mixed finite element method) 
一 种 有 限 元 法 . 是 基于 混合 变 分 原理 的 有 限 元 方法 . 
在 混合 变 分 原理 中 ,未 知 冰 数 除 函 数值 本 身 外 还 有 
函数 的 导数 ,于 是 ,混合 有 限 元 方法 不 仅 要 计算 函数 
本 身 的 近似 值 ,同时 也 计算 导数 的 近似 值 . 因此 适 于 
需要 计算 函数 本 和 喘 及 导数 的 科学 与 工程 计算 问题 ， 
高 阶 方程 可 由 降 阶 以 后 再 化 为 混合 变 分 问题 求解 ， 
故 该 方法 适 于 高 阶 方程 求解 . 考虑 混合 变 分 问题 
求 oec W,A€ AM, 使 得 
seriei (WEW), (1) 
b(9,u) =g) (VuE M), 
其 中 WM 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 ,a( E xs ) 是 定义 
FEW XW 上 的 连续 双 线 性 泛 函 , 且 是 强制 的 ,56(。， 
“ ) 是 定义 在 WXM 上 的 连续 双 线 性 泛 函 ,了 EW 
(OW 的 对 偶 空 间 ),g € M'OM 的 对 偶 空 间 ). 设 Was 
Mi 分别 为 W,M 的 某 一 有 限 元 子 空 间 , 则 下 述 离散 
问题 称 为 (1) 的 混合 有 限 元 乙 近 
求 9, € W,,A,€ M,, (HR 
[PHA (V9, EW), (2) 
OCP, s 4) =8 (4) (Op, € Mi). 
ENIREZ K al, + EER ESRB B DRE 
PROC + , * EERW, FH. 


: bY,» tu) 
f -M ud. (3) 
FI up Ma a 


其 中 OB 是 正 的 常数 , 则 问题 (2) 存 在 惟一 解 (g ,4)， 
日 
| P— P, | wr | A—A, | M 
<C{ inf || e—49, lwt inf. || A— zs D ac 
$,€W, a, € M, 


条 件 (3) 称 为 LBB AH, ERA fr 08 [- CF AE 
CJlanbukkenekas ,O. A. 2 (19490 , Bg 4T -R (Babuška, 
I. (1971) & fg HF CBrezz , F. )(1974) 姓 名 的 第 一 
个 字母 ， 

LBB & ft (LBB-condition) 
法 ”. 

边界 元 法 (boundary element method)  #% [Bi] 
边 值 问题 的 一 种 数值 解法 . 是 将 椭圆 边 值 问题 归 化 
为 边界 上 的 积分 方程 ,然后 利用 有 限 元 离散 化 技术 
求 数值 解 的 方法 . 边界 元 法 的 主要 特点 是 将 所 处 理 
问题 的 空间 维 数 降低 一 维 , 即 对 区 域 的 边界 进行 单 
元 剖 分 , 求 出 边界 节点 上 解 函 数 的 数值 解 ,就 可 求 出 
区 域内 任意 点 的 解 水 数 的 数值 解 . 从 而 缩小 了 解 题 
规模 ,减少 了 计算 量 . 单纯 的 边界 元 法 的 局 限 在 于 ， 
它 不 适应 于 变 系数 , 非 线 性 问题 以 及 复杂 区 域 的 问 
题 . 对 上 述 最 后 一 种 局 限 性 ,可 通过 与 有 限 元 方法 的 
结合 而 得 以 克服 . 因此 , 它 对 于 无 界 区 域 上 的 问题 的 
数值 求解 特别 有 意义 . 

边界 归 化 的 思想 及 其 理论 在 19 世纪 就 已 出 现 ， 


见 “ 混 合 有 限 元 


但 将 此 应 用 于 数值 计算 并 为 此 目的 而 深入 研究 边界 
归 化 理论 则 始 于 20 世纪 60 年 代 , 并 且 以 边界 元 法 
命名 出 现 于 20 世纪 70 年 代 后 期 .从 此 , 它 被 计算 数 
学 家 和 工程 师 看 做 继 有 限 元 法 之 后 出 现 的 一 种 新 
的 、 重 要 的 数值 计算 方法 ,大 量 的 理论 和 应 用 研究 也 
随 之 开始 . 边界 归 化 有 很 多 途径 ,可 以 将 同一 个 边 值 
问题 归 化 成 多 种 不 同 的 边界 积分 方程 ,从 而 导致 不 
同 的 边界 元 法 . 

目前 ,国际 上 有 三 种 边界 元 法 . 第 一 种 为 间接 方 
法 , 即 从 基本 解 及 位 势 理 论 出 发 得 到 弗 雷 德 霍 姆 积 
分 方程 , 它 引 入 新 变量 ,然后 进行 离散 化 数值 求解 ; 
第 二 种 为 直接 方法 , 即 从 格林 公式 及 基本 解 出 发 得 
到 积分 方程 ,而 并 不 引入 新 变量 ,然后 进行 离散 化 数 
值 求解 . 上述 两 种 边界 元 法 起 源 于 西方 ,它们 都 不 能 
保持 原 边 值 问题 的 某 些 基本 特性 ,特别 是 自 伴 性 与 
椭圆 性 ;第 三 种 是 在 直接 方法 基础 上 发 展 起 来 的 ,从 
格林 函数 和 格林 公式 出 发 ,得 到 边界 上 的 强 奇异 积 
分 方程 ,然后 化 成 相应 的 变 分 形式 ,在 边界 上 离散 求 
解 的 数值 法 . 这 种 方法 由 中 国 数学 家 冯 康 于 20 世纪 
70 年 代 中 期 首创 ,并 称 之 为 自然 边界 元 方法 . 这 种 
方法 保持 能 量 不 变 , 从 而 保持 原 问 题 的 自 伴 性 、 椭 贺 
性 等 一 系列 特征 . 

Miz 43% (Galerkin method) 一 种 求解 变 分 
问题 的 近似 解法 . 对 于 一 般 椭 圆 方程 边 值 问题 Lu = 
fuCH eb LATER. 当 算 子 工 非 自 伴 时 ， 
则 不 存在 与 其 等 价 的 沁 函 极 小 问题 ,因此 里 区 方法 
不 适用 ,可 用 下 述 伽 辽 金 法 .考虑 与 上 述 边 值 问题 等 
价 的 变 分 问题 : 求 uE H R18 


il (Lu— f) * vdrdy=0, 对 一 切 v€ Hy, 
2 


HF H, 是 相应 于 H 的 具有 齐 次 边界 条 件 的 空间 . 
设 wy 是 H 的 一 组 完备 基 ,w' w^. à H, 
的 一 组 完备 基 . 求 上 述 变 分 问题 近似 解 的 伽 辽 金 法 
如 下 : 令 


"T 
使 得 , 
[u — PD + widedy = 0 G = 2e, 
a 
> ore = f; (= 1,2, n), 
stp o 


aij = |[ Lv, sur dada oum IE * vw';dxd y. 
f; fy 


34 LA B FERAE A TE, ALE A A E ARA E M 
一 的 . AE, MLE A A E RA BIS H i 
范围 比 里 次 法 广 . 


偏 微分 方程 数值 解法 


瑞 利 -里 茨 法 (Rayleigh-Ritz method) RY M 

极 小 问题 的 极 小 化 序列 的 一 种 直接 方法 . 设 J(w) 是 
定义 在 某 个 空间 H 上 的 泛 函 ,考虑 泛 图 极 小 问题 : 
J Cu) — min. 假定 

min J (u) =d, 

limJ(u,) = d. 
PK RUFT PI] xyzxz,… 称 为 泛 图 极 小 问题 的 极 小 化 序 
yj. FARIA UF : 设 Wy stern ttt fey AY AS [BY H 的 一 组 完 
备 基 , 因 此 极 小 化 序列 中 每 个 us 均 可 表示 为 


Un 一 Crtwi. 


从 而 确定 w 就 等 价 于 确定 系数 oco seus HOF 
BJ BIA 


MEE = 0 (i = 1,2, n). 


现 举 一 简单 例子 来 说 明 里 蒋 法 以 及 它 与 当代 有 限 元 
法 的 关系 . 仍 考 虑 有 限 元 法 中 的 问题 (1)( 参 见 “ 有限 
元 法 ”), 可 以 证 明 它 与 下 述 问 题 等 价 , 即 求 we 
HG) ,使 得 


Ju) -i[ grad u |^dxd y 
f; 


一 | * udxdy = min. 
按 里 次 法 ,由 线性 方程 组 
2456; Uu ry 


1 三 1 


其 中 
Qj; 一 |[ grad w;*gradw;dxdy, 
[7 
Jm | f+ wdady 
Q 
解 出 €15€3 »*** C45 则 | 


n 
Un = > ciwi. 


即 为 u 的 近似 解 . 因 此 问题 归结 为 如 何 确定 五 ,CO2) 
中 的 完备 基 . 当 区 域 2 是 典型 区 域 ( 如 正方 形 ), 则 
可 选取 代数 或 三 角 多 项 式 之 类 的 解析 函数 ,作为 空 
间 五 :(C2) 的 完备 基 , 这 就 是 经 典 的 里 茨 法 .但 当 区 
域 2 为 一 般 区 域 时 ,要 寻找 解析 函 数 作为 基 图 数 ， 
就 极其 困难 ,或 根本 不 可 能 . 此 时 有 限 元 法 却 可 行 . 
首先 构造 空间 H DKHA RETZE V.H e.g, 
… ,9 (对 线性 有 限 元 空间 , 即 为 屋顶 函数 ,参见 “有 
限 元 法 ”), 组 成 Vi AY — £8 JE PR Cn — diamV,,. 这 样 
以 2 代替 w 即 为 有 限 元 法 . 

瑞 利 -里 芯 法 是 由 瑞士 物理 学 家 、 数 学 家 里 区 
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(Ritz, W.) F 1911 年 提出 来 的 ,在 此 之 前 , 瑞 利 
(Rayleigh , L. ) 曾 成 功 地 运用 过 类 似 的 概念 , 故 称 瑞 
利 - 里 次 法 . 

区 域 分 解法 (domain decomposition method) 
数学 物理 问题 的 一 种 数值 求解 方法 . 指 将 复杂 区 域 
上 大 规模 的 数学 物理 问题 的 数值 求解 ,分 解 为 简单 
区 域 上 小 规模 问题 的 数值 求解 的 方法 ,从 而 达到 并 
行 计算 的 目的 . 这 是 一 种 从 思想 到 内 容 , 本 质 上 全 新 
的 并 行 计 算 方法 ,而 不 是 仅仅 将 现 有 计算 方法 的 并 
行 实现 . 

”最 早 的 区 域 分 解法 ,应 该 追溯 到 19 世纪 60 年 
代 , 法 国 数学 家 施 瓦 效 (Schwarz,H. A. ) 的 工作 , 称 
y Wits BU 2& AC ER XE (V Tr IR. 当时 是 作为 一 种 证 明 复 杂 
区 域 上 偏 微分 方程 边 值 问题 的 解 的 存在 性 的 数学 方 
法 . 当然 子 结构 和 块 和 迭代 方法 也 是 早期 区 域 分 解 方 
法 . 随 着 多 处 理 器 、 并 行 计算 机 的 出 现 , 刺 激 了 区 域 
分 解 方 法 在 应 用 上 ,从 而 也 在 理论 研究 上 的 快速 发 
m. 

自从 1987 年 1 月 在 法 国 巴 黎 召 开 第 一 届 国 际 
区 域 分 解法 学 术 讨 论 会 以 来 ,基本 上 每 年 一 次 地 在 
世界 各 地 连续 举行 .由 此 足见 区 域 分 解法 作为 求解 
数学 物理 问题 的 数值 方法 的 重要 性 ,并 且 其 发 展 非 
常 迅速 . 

We EL 2K 35 EE YE (V ik (Schwarz alternating itera- 
tive method) 见 “ 区 域 分 解 方法 ” 

多 重 网 格 法 (multi-grid method) 求解 偏 微分 
问题 离散 方程 的 一 种 快速 迭代 方法 . 是 求解 由 椭圆 
边 值 问题 离散 化 而 得 的 线性 代数 方程 组 的 非常 有 效 
的 快速 迭代 方法 .通常 的 迭代 方法 (比如 雅 可 比 迭 代 
法 ,高 斯 - 塞 德尔 迭代 法 以 及 SOR 法 等 ) 都 是 在 一 个 
固定 网 格 上 的 方程 组 的 迭代 方法 . 其 迭代 矩阵 的 谱 
半径 依赖 于 A, 且 当 A->0 时 , 谱 半 径 趋 于 1, 其 中 忆 
是 网 格 长 度 . 这 意味 着 网 格 越 细 ,和 迭代 收 依 越 慢 . 而 
多 重 网 格 法 ,是 在 多 层 网 格 上 求解 方程 组 的 一 种 迭 
代 方 法 ,其 迭代 和 矩阵 的 谱 半 径 和 压缩 因子 被 一 个 远 
小 于 1 的 正 数 一 致 地 界定 ,与 网 格 长 度 无 关 . 这 又 意 
味 着 迭代 的 有 效 性 不 因 网 格 长 度 减 小 而 下 降 . 多 重 
网 格 迭 代 的 构造 ,基于 下 述 观 察 . 通常 的 迭代 法 ( 比 
Ju $E AT EL 3 fO ,虽然 其 总 体 收 敛 得 很 慢 , 但 解 的 高 
频 分 量 却 是 快速 收敛 的 ,整体 的 缓慢 收敛 性 仅仅 是 
由 低频 分 量 引起 的 . 因此 ,方法 的 基本 结构 在 细 网 格 
上 和 迭代 ( 称 为 磨 光 ), 而 在 粗 网 格 上 校正 . 

20 世纪 60 年 代 初 ,苏联 数学 家 对 二 阶 椭圆 边 
值 问题 的 差分 格式 ,提出 了 多 重 网 格 法 ,并 进行 了 理 
论 分 析 . B 20 世纪 70 年 代 以 后 ,多 重 网 格 法 无 论 在 
理论 方面 ,还 是 应 用 方面 都 受到 了 计算 数学 界 及 工 
程 界 的 极 大 重视 ,并 有 了 飞速 发 展 ,现在 已 成 为 求解 
椭圆 边 值 问题 离散 方程 ,以 及 一 般 的 线性 代数 方程 
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组 的 最 有 效 的 迭代 方法 ,在 发 展 型 问题 数值 求解 的 
人 研究 中 也 开始 应 用 . 

谱 方 法 (spectral method) 寻求 微分 方程 级 数 
展开 形式 逼近 解 的 一 种 数值 方法 . 该 方法 首先 把 通 
近 解 表示 成 已 知 光 滑 泪 数 作 为 其 水 数 的 截断 级 数 ， 
A AOA A ARZA ERR, H HEE RETA A 
让 德 多 项 式 等 正 交 多 项 式 . 然后 选取 检验 函数 使 截 
断 级 数 在 某 种 意义 下 满足 微分 方程 . 随 检验 函数 的 
不 同 选取 , 谱 方 法 又 分 为 伽 辽 金 法 .t+ 方法 和 配置 
( 拟 谱 ) 法 . 伽 辽 金 法 选取 检验 函数 与 基 函 数 相同 , 它 
们 逐个 满足 微分 方程 的 边界 条 件 ,微分 方程 在 变 分 
形式 下 被 满足 .rz 方法 与 伽 辽 金 法 类 似 , 但 检验 函数 
不 需要 满足 边界 条 件 , 它 是 靠 补充 基 函数 的 个 数 ,使 
级 数 整体 满足 边界 条 件 的. 在 配置 法 中 ,检验 函数 选 
为 中 心 在 某 些 特殊 点 (配置 点 ) 上 的 8 函数 ,微分 方 
程 在 配置 点 上 被 满足 ,因而 它 具 有 实施 方便 ,计算 量 
小 等 优点 . 特别 对 于 非 线 性 问题 ,配置 法 比 男 两 种 方 
法 更 容易 处 理 非 线 性 项 , 故 在 实际 问题 的 计算 中 ,一 
般 都 采用 此 方法 . 

谱 方 法 与 差分 法 和 有 限 元 法 相 比 , 它 的 最 大 优 
点 是 精度 高 . (PR AE ER o P END 
计算 工作 量 大 大 减少 ,因此 , 谱 方 法 被 广泛 应 用 于 各 
种 实际 问题 的 计算 .例如 , 漠 流 的 数值 模拟 ,数值 天 
^ BUR ,海洋 问题 , 非 线 性 波 和 孤立 子 的 计算 和 研究 
等 . 谱 方法 现 已 成 为 计算 流体 力学 的 又 一 强 有 力 工 
H. 

不 适 定 问 题 数值 解法 (numerical methods for 
ill posed problems) 研究 解 各 种 不 适 定 问题 的 数 
值 方法 . 这 是 一 个 正在 鞍 台 发 展 中 的 理论 上 和 应 用 
上 都 很 重要 的 领域 . 

解 的 存在 性 、 惟 一 性 和 对 初 值 的 连续 依赖 性 的 
适 定性 要 求 ,一 直 支 配 着 古典 的 数学 物理 学 . 该 观点 
认为 ,各 种 物理 现象 总 可 以 由 其 初始 状态 ,环境 条 件 
和 历经 状态 所 惟一 地 .完全 地 、 稳 定 地 确定 . 法 国 数 
学 家 、 天 文学 家 拉 普 拉 斯 (Laplace,P. -S. ) 就 曾经 幻 
想 能 由 当前 的 全 部 资料 和 数据 推算 整个 宇宙 的 未 
来 .法 国 数学 家 阿达 马 (Hadamard J. CS. )) 也 曾 对 
椭圆 型 方程 举 出 过 解 不 稳定 的 反例 . 这 种 适 定性 要 
求 早已 被 无 数 的 客观 现实 问题 所 否定 . 目前, 许 许多 
多 的 不 适 定 问题 正 日 益 显 现 其 重要 性 和 迫切 性 . 

数学 物理 方程 反问 题 , 包 括 系 数 反 问题 .汇源 反 
问题 . 初 值 反 问题 \ 边 值 反 问题 . 解 域 几 何 形状 反问 
题 等 都 是 典型 的 不 适 定 问题 . 例如 波动 方程 系数 反 
问题 , 即 已 知 初 边 值 条 件 和 解 的 某 些 信息 , 求 其 方程 
未 知 系数 和 未 知 解 ,就 是 反问 题 . AER“ RE 
的 ”, 需 附加 条 件 才 能 保证 解 的 存在 和 惟一 性 ;又 因 
为 系数 反 演 的 强 非 线性 ,高 度 敏感 性 ,其 至 可 能 存在 
干扰 信号 或 噪声 ,给 反问 题 求 解 带 来 很 大 困难 . 尽管 


在 理论 上 ,在 某 些 附加 条 件 下 ,反问 题解 的 存在 和 惟 
一 性 可 以 证 明 , 但 它 的 解析 解 却 只 能 在 较 强 的 假定 
下 得 到 形式 上 的 表达 . 当前 惟一 可 行 的 途径 是 求 数 
值 近似 解 , 如 沿 特征 线 积分 的 差分 类 方法 ,以 及 
Bom 近似 和 频率 域 上 的 反 演 法 等 .设计 涡轮 叶片 
时 ,根据 气动 特性 要 求 ,决定 其 部 分 几何 特性 和 流 
场 ,这 种 几何 形状 反问 题 ,更 具有 实际 意义 和 挑战 
性 . 一 种 重要 的 数值 近似 解 方法 是 采用 泛 范 的 变 域 
变 分 工具 ,化 问题 为 变 域 变 分 极 值 问题 ,采用 有 限 元 
法 求解 . 

对 一 般 的 数学 物理 方程 反问 题 , 为 求 其 数值 解 ， 
首先 要 将 待 求 或 反 演 的 参数 作 分 片 或 分 段 和 常数、 多 
项 式 或 局 部 插值 形式 近似 ,然后 将 问题 根据 不 同 的 
物理 原理 或 数学 工具 ,转化 为 多 元 图 数 或 泛 困 的 条 
件 极 值 问题 ,或 最 佳 控制 问题 ,最 后 采用 逐次 通 近 的 
和 迭代 法 (牛顿 法 , 斜 量 法 ) ,数学 规划 法 (如 单纯 形 法 ， 
线性 规划 法 和 优选 法 等 ), 典 型 函数 近似 ,线性 化 和 
摄 动 方法 ,脉冲 谱 技 术 , 以 及 差分 法 ,有 限 元 法 ,和 谱 

特别 应 当 指 出 ,许多 数学 物理 方程 的 正 问 题 也 
常常 是 不 适 定 的 . 如 双 曲 型 守恒 律 方程 的 间断 解 ( 激 
波 等 ) 就 不 惟一 . 在 采用 差分 法 有 限 元 法 和 谐 方法 
求解 过 程 中 ,必须 引入 必要 的 数值 扩散 ( 耗 散 ?项 ,以 
保证 能 “捕捉 ”到 真正 的 惟一 的 物理 解 . 在 数值 求解 
过 程 中 要 保证 满足 ,或 近似 地 满足 粹 条 件 . 许多 高 分 
辩 率 方法 就 是 通过 引入 所 谓 的 限制 函数 或 控制 范 数 
的 方法 来 实现 的 . 此 外 ,活动 边界 问题 ,分 布 参数 系 
统 控 制 问 题 , 以 及 某 些 非 线性 发 展 方程 问题 ,也 有 解 
不 惟一 或 不 稳定 的 情况 . 相应 的 ,在 数值 解 时 也 要 作 
特别 的 处 理 . 

另 一 类 不 适 定 问题 是 代数 反问 题 ,典型 的 是 代 
数 特征 值 反 问题 , 即 根据 特征 值 和 特征 向 量 的 某 些 
信息 ,来 反 求 系数 矩阵 . 由 于 这 时 解 的 惟一 性 矛盾 更 
为 突出 ,所 以 要 附加 某 些 限制 和 约束 条 件 . 这 类 问题 
同样 要 首先 转化 为 优化 问题 ,最 佳 允 近 问 题 , 泛 函 极 
值 问 题 ; 然 后 采用 正 交 变换 、 迭 代 法 、 多 项 式 通 近 等 
熟知 的 数值 方法 求解 . 

反问 题 是 不 适 定 问题 的 主要 内 容 . 求 反 问题 的 
数值 解 ,必须 首先 要 熟悉 相应 正 问题 的 数值 解法 . 只 
有 在 后 者 的 理论 和 方法 都 得 到 了 比较 深入 的 研究 ， 
在 比较 成 熟 的 前 提 下 ,进行 反问 题 及 其 数值 解法 的 
研究 才 有 可 靠 的 把 握 和 成 功 的 希望 . 

积分 方程 数值 解法 (numerical methods for in- 
tegral equations) ”研究 求 积分 方程 近似 解 的 数值 
方法 . 积分 方程 数值 解 的 主要 求解 对 象 为 第 一 、 二 类 
弗 雷 德 霍 姆 型 和 伏 尔 泰 拉 型 积分 方程 以 及 相应 的 特 
征 值 问题 . 主要 求解 方法 有 伽 辽 金 法 ,配置 法 和 求 积 
法 .下 面 以 第 二 类 弗 雷 德 赴 姆 型 积分 方程 


偏 微 分 万 程 数 值 解法 


T 
y(t) 一 | K(t,s)y(s)ds = g(t) 


€ € 1; = [0,T)]) (1) 

CR FUR Lg GO LATER KGS ACA RBA 
例 ,介绍 上 述 三 种 数值 方法 : 

1. 伽 辽 金 法 .将 区 间 J=LO.T I RAF 

区 间 0 £z, «t «ST. Ed BIA AERE ERE 4) 


片 多 项 式 空 间 

V,—(v€L'G); XAR DEP» 0 二 1 二 nn 一 1}， 
其 中 Pi 为 不 超过 k 次 的 多 项 式 空 x Bl. (1) BS fd & 
法 为 : 求 y» € Vis E 


T T fT 
| suot des NI KG 3 E 


T 
= | g(t)v(t)dt, Vo€V,. (2) 
0 


2. 配置 法 . 如 前 所 述 建 立 7 王 L0, 太 的 剖 分 及 分 
片 多 项 式 空间 Vi ERNEK sti] E Akt 
个 配置 点 (z) pee sting] Gm90,1,7:,23—1). Jj 
程 (1) 的 配置 法 为 : 求 y, € V, 使 
yn (Zi,;) — i K (zi,j Syn (s)ds=gCz;,;) 
(1=0,1, ,nl1;]7=1,2,.… ,kk 十 1). (3) 
3. RAE. 同上 将 T= 上 50, 了 Tj] 分 成 个 小 区 间 ， 
将 方程 (1) 中 的 积分 项 在 每 个 小 区 间 上 作 数 值 积 分 ， 
得 到 


y) 一 35301 Kes) =e)» (D 


Am Gs ETT tar LER BUSY a, diae 应 的 数 
值 积分 系数 . AARP =s; G-0,1,*,2—1;j— 
1,2,…,m), 则 得 到 一 组 以 O T 
线性 代数 方程 组 .求解 此 方程 组 即 可 得 到 求 积 法 之 
近似 解 在 点 s;,; 的 值 y 

和 车 配 置 法 中 的 配置 点 {zi,;} 取 数值 积分 的 积分 
Fi» 目 (3) 式 中 的 积分 项 用 相应 的 数值 积分 代替 , 则 
此 法 与 求 积 法 等 价 . 

除 上 述 三 种 常见 的 积分 方程 数值 解法 外 ,还 有 
一 些 其 他 有 效 算 法 ,如 迭代 的 伽 辽 金 法 及 配置 法 , 伏 
尔 泰 拉线 性 多 步 法 或 龙 格 - 库 塔 法 ,求解 奇异 积分 方 
程 的 特殊 方法 等 . 

奇异 摄 动 法 (singular perturbation method) 
一 类 偏 微 分 方程 数值 解法 . 指 把 因 变 量 和 自 变量 同 
时 按 小 参数 作 渐 近 展 开 的 求解 非 线 性 数学 物理 问题 
的 方法 . 对 某 些 非 线性 数学 物理 问题 , 常 可 通过 量 纲 
分 析 找 出 问题 中 的 小 参数 而 把 因 变 量 按 小 参数 直接 
进行 渐 近 展开 . 这 种 线性 化 的 近似 解法 称 为 摄 动 法 . 
如 有 果 对 于 某 一 问题 能 在 定义 域 上 求 得 一 至 有效 的 渐 
近 展 开 解 , 则 称 该 问题 是 正则 摄 动 问题 ,否则 称 之 为 
奇异 摄 动 问题 .采用 正则 摄 动 法 求解 失效 的 原因 很 
多 ,或 因 展 开 式 中 出 现 长 期 项 ,或 因 展 开 式 在 部 分 边 
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界 不 满足 边界 条 件 , 或 因 方程 具有 转向 点 等 .已 经 发 
展 了 多 种 奇异 摄 动 的 求解 方法 ,最 早 是 变形 坐标 法 ， 
后 来 又 有 匹配 展开 法 、 多 重 尺度 法 .WKB 法 .平均 
化 法 等 . 因 使 用 正则 摄 动 法 而 出 现 长 期 项 导致 求解 
失效 的 问题 ,可 以 用 变形 坐标 法 ,关键 是 要 对 自 变量 
选用 适当 的 变换 来 消除 长 期 项 . 

变形 量 标 法 起 源 于 林 斯 泰 特 (Lindstidt ,A. ) 等 
A. 他 们 于 1882 年 关于 行星 轨道 摄 动 问题 的 研究 ， 
对 自 变 量 作 了 变换 ,利用 小 参数 s 作 震级 数 展 开 ,将 
B AERE 上 变换 到 新 变量 r*, 而 因 变 量 x 也 同时 作 的 
Fe RURE FF Bl 

网 
u(t) —uy(G)-- eu CO Heu CO +e, 
其 中 ww ,… 是 待定 的 常数 系数 ,在 变换 中 起 着 协 
调 的 作用 ,其 数值 的 选 定 以 使 各 高 阶 不 再 出 现 长 期 
项 为 原则 ,法国 数学 家 、 物 理学 家 庞 加 莱 (Poincare， 
(J.-H. ) 于 1886 年 证 明了 上 述 展 开 是 解 的 渐 近 级 
数 , 所 以 变形 坐标 法 也 称 LP 法 . 1949 4E ,莱特 希 尔 
(Lighthill, M.J. ) 又 采用 了 t 和 7 之 间 更 一 般 的 变 
1 一 rz 十 万 (r)e 十 户 (r)e te, 

RP 及 (7) ,f(T),… 是 待定 函数 ,根据 “高 阶 近似 
式 的 奇 性 不 高 于 第 一 项 的 奇 性 ”这 一 原则 来 确定 
f(T) Alu, (tT) (n= 1,259). BS, (7) Ro, ,那么 莱 
特 希 尔 法 恰好 便 是 LP 法 .1953 年 ,中 国学 者 郭 永 怀 
把 上 述 方法 应 用 于 大 雷诺 数 粘性 流动 问题 ,与 边界 
层 方法 相 结合 ,得 到 了 一 致 有 效 的 流 场 解 . 中国 科学 
家 钱学森 于 1956 年 将 其 命名 为 庞 加 莱 - 莱 特 希 尔 - 
郭 法 ( 郭 即 指 郭 永 怀 ). 

用 正则 摄 动 法 因 不 能 满足 某 一 部 分 边界 上 的 条 
件 使 求解 失效 的 问题 ,可 用 匹配 展开 法 和 多 重 尺度 
W. E M JE N A M T E HHE Prandtl, R. L.) F 
1905 年 关于 大 雷诺 数 流动 的 研究 ,他 把 流动 区 域 分 
成 两 个 区 域 , 即 壁面 附近 粘性 起 重要 作用 的 边界 薄 
层 区 和 边界 层 外 可 以 忽略 粘性 作用 的 外 部 热流 区 . 
在 外 部 区 可 用 简单 的 经 典 方法 求 出 无 粘性 势 流 解 ， 
而 边界 层 内 则 利用 其 厚度 小 的 特征 ,通过 伸展 变换 
将 方程 简化 而 求解 ,再 根据 两 个 区 的 解 应 在 交界 处 
衔接 的 匹配 原则 来 确定 内 外 两 区 的 解 中 所 含 的 待定 
常数 (或 函数 ). 多 重 尺度 法 利用 解 随 自 变量 的 变化 
在 不 同 区 域内 快慢 有 所 不 同 的 特点 ,引进 多 个 具有 
不 同 特征 尺度 的 自 变 量 来 代替 原来 的 自 变 量 , 自 变 
量 选 择 合适 可 以 避免 长 期 项 的 出 现 , 并 且 能 求 出 满 
足 全 部 区 域 上 的 定 解 条 件 的 解 式 . 

转向 性 问题 首先 是 在 量子 力学 中 提出 来 的 ,用 
一 般 的 近似 法 或 渐 近 解法 在 某 些 内 部 转向 点 的 邻 域 
EX id WAR CWentzel,G. ) ,瑞典 学 者 克拉 默 斯 
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(Kramers, H. A. ) 和 布 里 尤 安 (Brillouin ,M.L. ) F 
1926 年 提出 了 匹配 法 ,被 称 为 WKB 法 .方法 的 核 
心 是 在 转向 点 附近 的 区 域 做 适当 的 自 变 量变 换 , 求 
出 这 个 区 域 中 的 渐 近 展开 近似 解 , 然 后 再 和 区 域外 
用 一 般 解 法 求 得 的 外 部 解 连接 起 来 . 

正则 摄 动 问题 (regular perturbation problem) 
见 “ 奇 异 摄 动 法 ”. 

育 异 摄 动 问题 (singular perturbation problem) 
见 “ 奇 异 摄 动 法 ” 

HE An 3€ - 3€ $$ 38 OR - 8B j& (Poincaré-Lighthill- 
Kuo method) 简称 PLK 法 .一 种 偏 微分 方程 数值 
解法 . 指 用 渐 近 展开 法 求解 非 线 性 数理 问题 出 现 高 
阶 奇 性 增强 的 困难 时 ,把 自 变量 加 以 适当 变形 并 作 
展开 的 一 种 求解 方法 . 以 下 用 一 阶 常 微分 方程 模型 
问题 的 分 析 来 说 明 莱 特 希 尔 (Lighthill,M.J. ) 改 进 
的 变形 坐标 法 

Gc Fei) S +u=0, u(1)=1, 


其 中 是 x 的 函数 ,e 是 小 参数 .车 作 小 参数 的 直接 
展开 , 即 设 
1 


ug(1)—1,u;Cl0—u,(10—-:-:—0. 
结果 是 
ee Ed. p wd du 
“ zr ' 2\az 2 2 JE 


可 见解 在 z=0 处 有 奇 性 , 且 高 阶 项 的 奇 性 变 强 . 问 
题 的 精确 解 是 


wx 一 二 [一 z 十 Va 2e e], 
因此 , 当 e 1, u (O0 2e V2/e 虽 很 大 ,但 有 限 . 分 析 直 
接 展 开 解 不 能 一 致 有 效 的 原因 在 于 方程 在 直线 x 十 
ez 一 0 上 有 奇 性 ;然而 线性 近似 xzo(Cz) 王 1/z 却 将 奇 
性 转移 到 z=0 处 ,这 种 偏离 了 的 奇 性 在 高 阶 项 中 
变 得 更 强 . 运用 非 线 性 的 变形 坐标 法 可 以 消除 高 阶 
奇 性 , 即 把 自 变 量 x 用 非 线 性 变换 变 到 6, 而 w 也 变 
AE BS ek BX. BITE T TELS JST 
siiis ta, 
u—us(£)-- eu, (£) 3- &u, CE) 4- 

代入 方程 后 容易 求 出 uw (C 1/8. HE u CO B E E 
不 再 增强 ,可 选 

a= FE- t]. 
因而 u (50 — 0. 于 是 一 阶 近似 解 是 


uu um 
zc ote [E- 


即 有 


w= 二 [一 x 十 VX: 十 2e 二 e |, 


这 正 是 问题 的 精确 解 . 

PLK 法 的 突出 优点 是 简单 灵活 ,通常 只 需求 得 
零 阶 或 一 阶 解 , 即 可 达到 相当 高 的 准确 度 . PLK 法 
在 用 于 双 曲 型 方程 时 一 般 不 会 发 生 困 难 , 但 用 于 椭 
圆 型 或 抛物 型 方程 时 ,有 时 可 能 失效 . 

PLK 法 是 由 林 斯 泰 特 (Lindstidt,A. ) F 1882 
年 和 庞 加 菜 (Poincare, (J.-)H. ) 等 人 于 1886 年 始 
il). 他 们 在 寻求 非 线 性 常 微分 方程 组 的 周期 解 时 ,为 
了 消除 长 期 项 ,把 问题 中 的 频率 参数 加 以 变形 ,这 相 
当 于 将 自 变 量 ( 坐 标 ) 作 线性 变换 而 收 到 成 效 . 因此 
林 斯 泰 特 - 庞 加 莱 法 也 称 “ 变 形 坐标 法 ”. 使 用 上 述 方 
法 在 求解 某 些 问题 的 高 阶 近 似 时 可 能 出 现 强 奇 性 ， 
3€ Fe AS OR CLighthill, M. J.) F 1949 年 进一步 引进 
了 自 变 量 的 非 线 性 变换 , 求 得 了 一 系列 物理 问题 的 
— SUR XUL VERE. 中 国学 者 郭 永 怀 于 1953 年 ,1956 
年 把 变形 坐标 法 和 边界 层 方法 结合 起 来 ,解决 了 大 
雷诺 数 烙 性 流动 和 超声 速 边 界 层 等 难题 . 为 此 , 钱 学 
森 于 1956 年 撰文 总 结 了 上 述 方法 ,并 命名 为 庞 加 
菜 -莱特 希 尔 - 郭 法 ,其 中 的 郭 (Kuo) 指 郭 永 怀 . 

PLK (PLK method) 即 “ 庞 加 莱 - 菜 特 希 尔 - 

变形 坐标 法 (deformation coordinate method ) 


见 “ 庞 加 莱 - 莱 特 希 尔 - 郭 ” 
蒙特 卡 罗 法 


蒙特 卡 罗 法 (Monte Carlo method) ”以 概率 与 
统计 的 理论 .方法 为 基础 的 一 种 计算 方法 . 蒙特 卡 罗 
法 将 所 需求 解 的 问题 同 某 个 概率 模型 联系 在 一 起 ， 
在 电子 计算 机 上 进行 随机 模拟 ,以 获得 问题 的 近似 
解 .因此 ,蒙特 卡 罗 法 又 称 随机 模拟 法 或 统计 试验 
i. 

考虑 一 个 射击 运动 员 的 射击 成 绩 G, 用 7 表示 
弹 着 点 到 靶 心 的 距离 , g(r) 表示 得 分 ,f(r) 表示 > 
的 分 布 密度 , 则 


G= [g cof eod. 
ATi iBl ,者 该 运动 员 进 行 了 实弹 射击 , 弹 着 点 依次 
As Fay te ;rn， 则 平均 得 分 为 
Gy = TŽ EO 
很 明显 ,Gy 是 G 的 一 个 近似 估计 . 
蒙特 卡 罗 方 法 解 题 的 一 般 过 程 是 : 
1. 构成 一 个 概率 空间 . 
2. 在 该 概率 空间 中 确定 一 个 依赖 随机 变量 
ZX( 可 为 任意 维 ) 的 统计 量 g(x) ,其 数学 期 望 


蒙特 卡 罗 法 


E(g) = [edF a) 


正好 等 于 所 要 求 的 值 G, 其 中 (zr) H x B3 ^r fü PR 
ST. 

3. 产生 随机 变量 x 的 简单 子 样 ana emo. Xy) 用 
其 相应 统计 量 g (21) ug (xX),…,g(Xw) 的 算术 平均 

人 N 246 G2- 

作为 C 的 近似 估计 . 

对 于 某 些 情况 ,如 确定 数学 期 望 为 C 的 统计 量 
g GO 有 困难 ,或 为 其 他 目的 ,蒙特 卡 罗 法 有 时 也 用 
G 的 渐 近 无 偶 估 计 和 替代 一 般 过 程 中 的 无 偏 估计 量 
Cnw, 并 用 此 渐 近 无 偏 估计 作为 G 的 近似 估计 . 因此 
蒙特 卡 罗 法 的 基础 包括 构造 模拟 给 定 问 题 的 概率 统 
计 模 型 研究 以 及 产生 随机 变量 的 简单 子 样 , 即 产 生 
各 种 分 布 的 随机 变量 的 抽样 方法 研究 . 

蒙特 卡 罗 法 的 最 低 要 求 是 :能 确定 这 样 一 个 与 
计算 步 数 NM 有 关 的 统计 估计 量 Cu XE ERE RO e 
0 ,有 | 

lim P(|Gy —G|<e)=1, 

其 中 PC(。) 表 示 事 件 ，。 发 生 的 概率 . 

蒙特 卡 罗 法 的 最 大 优点 是 : 

1. 方法 的 误差 与 问题 的 维 数 无 关 . 

”2. 对 于 具有 统计 性 质问 题 可 以 直接 进行 解决 . 
3. 对 于 连续 性 的 问题 不 必 进 行 离散 化 处 理 . 
蒙特 卡 罗 法 的 缺点 则 是 : 

1. 对 于 确定 性 问题 需要 转化 成 随机 性 问题 ， 

2. 误差 是 概率 误差 . 

3. 通常 需要 较 多 的 计算 步 数 NN. 

蒙特 卡 罗 法 作为 一 种 计算 方法 ,是 由 美国 数学 
家 乌拉 姆 (Ulam,S. M. ) 与 美 籍 匈 牙 利 数学 家 汉 ， 
WRS (von Neumann,J. )Æ 20 世纪 40 年 代 中 叶 ， 
为 研制 核武 右 的 需要 而 首先 提出 来 的 . 实际 上 ,该 方 
法 的 基本 思想 早 就 被 统计 学 家 所 采用 了 . 例如 , 早 在 
17 世纪 ,人 们 就 知道 了 依 频 数 决定 概率 的 方法 . 

随机 模拟 法 (random simulation method) Bp 
“蒙特 卡 罗 法 ”. 

统计 试验 法 (statistical test method) 即 “ 蒙 特 
卡 罗 法 ”. 

蒙特 卡 罗 法 的 误差 error of Monte Carlo 
methods) 蒙特 卡 罗 法 的 重要 概念 .考虑 如 下 积分 
计算 问题 . 

G= Jg Go f Godz, 


其 中 g(Cz) 为 随机 变量 z 的 连续 函数 ,jz) D x BS 
度 盟 数 , 计 算 此 积分 的 一 般 蒙 特 卡 罗 法 是 用 


Ts 
G, = oe 
n=] 
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计 算 数 学 


作为 C 的 近似 估计 ,其 中 Liss ,Tw 为 随机 变量 xz 
的 简单 子 样 . Fl P CO 表示 事件 .发 生 的 概率 ,e 表示 
近似 估计 Gy 与 真 值 C 间 的 误差 ,1 一 “表示 置信 水 
平 , 则 只 要 统计 量 g(x) 的 二 阶 矩 存在 ,对 充分 大 的 
N ,f#@ P(IG—G| <e) =1— a, H 


1/2 


3 


1 A 

Tm | exp 
对 于 解 任意 问题 的 蒙特 卡 罗 法 ,只 要 所 确定 的 统计 
量 是 无 偏 的 ,二 阶 矩 有 界 , 随 机 抽样 满足 同 分 布 与 相 
互 独立 的 条 件 , 则 其 误差 情况 全 都 如 此 . 

Sit tt 44 iT TE (statistical estimation method) 

最 有 效 的 蒙特 卡 罗 技 巧 之 一 . 考虑 如 下 二 重 积 分 的 
蒙特 卡 罗 计 算 问 题 : 


c= lg f ,ydrdy, 
其 中 f(x,y) 为 随机 变量 x 与 y 的 分 布 密度 ,g (x,y) 
的 二 阶 矩 存在 ,用 EC 与 f.i) 依次 表示 f(x,y) 
的 边缘 分 布 与 条 件 分 布 , 则 上 述 二 重 积分 也 可 表示 
成 另 一 种 形式 

C 一 [eS adz, 

其 中 

gr) = [aCe fCrdy, 


计算 上 述 二 重 积 分 的 统计 估计 方法 是 ,用 下 式 作为 
其 近似 估计 | 
Gy = NEG): 

其 中 Ti.T2.*** s TN 是 母体 分 布 为 f(x) 的 简单 子 样 . 

统计 估计 法 的 方差 一 定 比 一 般 蒙特 卡 罗 法 的 方 
差 小 ,所 减 小 的 方差 恰好 等 于 后 者 对 随机 变量 采用 
抽样 办 法 时 所 引起 的 方差 的 平均 值 . 统计 估计 法 也 
称 期 望 估 计 法 或 半 解 析 法 , 它 的 一 般 原理 是 :对 于 问 
题 中 所 出 现 的 诸 随 机 变量 中 那些 能 够 确定 其 相应 数 
学 期 望 的 ,由 此 引起 的 计算 费用 增加 又 不 大 的 ,就 尽 
量 不 再 对 这 些 随机 变量 采用 随机 抽样 的 办 法 ,而 用 
相应 的 无 偏 统计 量 代替 一 般 蒙特 卡 罗 法 中 的 无 偏 统 
it. 

BA Æ f it 3& (expectation estimation method) 
见 "统计 估计 方法 ” 

重要 抽样 法 (importance sampling method) 
最 有 效 的 蒙特 卡 罗 技 巧 之 一 . 考虑 如 下 积分 的 蒙特 
卡 罗 计 算 问 题 


G = |g Cf Godz, (1) 


其 中 f(z) 为 随机 变量 r 的 分 布 密度 ,g (xz) 的 二 阶 
AB AF TE. 引入 新 的 分 布 密度 SO (024 f(a) AO 时 ， 
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三 (z) 和 关 0, 则 上 述 积分 也 可 以 表示 成 另 一 种 形式 
G — [e' Cof God, (2) 


AUBg'GO-—gGOfGO/f' GO. 计算 积分 (1) 的 重 
要 抽样 方法 是 ,确定 合适 的 广 (z), 用 下 式 作 为 其 近 
似 估 计 


N 
Gy = xig Ca), (3) 
n=] 


其 中 Lis Tzs”? 9 Tn 是 母体 分 布 为 f” (z) 的 简单 子 
样 .无 偏 统计 量 g" (xz) 的 方差 由 下 式 给 出 
2 T Ce) oo 
E (x) Pores G“. (4) 
则 使 此 方差 达到 最 小 的 f" (xz) 为 
[Cw |F (dz 


因此 ,对 S" (xz) 的 最 合适 的 选择 是 使 其 与 |g (zx)| 
fGO RAE EG. 重要 抽样 法 有 时 也 称 偏 倚 抽 样 法 , 它 
的 一 般 原 理 是 :选择 偏 倚 分 布 密度 ,使 得 所 确定 的 无 
偏 统 计量 尽量 与 其 中 的 随机 变量 的 取 值 关系 不 大 . 
只 要 抽样 分 布 与 无 偏 统计 量 的 变化 引起 的 计算 量 改 
变 不 大 , 便 可 用 此 偏 倚 分 布 与 相应 的 无 偏 统 计量 代 
蔡 原 分 布 与 相应 的 无 偏 统 计量 . 

偏 倚 抽 样 法 (bias sampling method) 
抽样 法 ”. 

相关 估计 法 《correlation estimate method) 最 
有 效 的 蒙特 卡 罗 技 巧 之 一 . 考虑 如 下 积分 的 蒙特 卡 
罗 计 算 问 题 


(5) 


见 “ 重 要 


G= [e@sa@dr, (1) 
其 中 f(r) 为 随机 变量 x 的 分 布 密度 ,g(x) 的 二 阶 
AB fF TE. 引入 一 个 新 的 积分 问题 . 

G. = |g (xr f Gode, (2) 
其 积分 值 G. E.A. eo) 的 二 阶 矩 存在 , 则 对 于 任意 
参数 a 也 可 将 积分 (1) 表示 成 另 一 种 形式 

G 一 [g^ Sadr, (3) 
其 中 g(x) = aG, + (g(x) 一 ag.(x)), A RRA 


(1) 的 相关 估计 法 是 ,确定 合适 的 g.(Cz) 与 ,用 下 式 
作为 其 近似 估计 
C= Ne (x,), (4) 
其 中 zi,zz, ,Xz 是 母体 分 布 为 (zx) 的 简单 子 样 . 
用 玫 与 ce 依次 表示 统计 量 g(z) 5 gi C 的 方差 ,po 
表示 g(x) 5 g. Go) 间 的 相关 系数 , 则 g Cx 的 方差 
由 下 式 给 出 
o! — 2apaoc, +a o.. (5) 
容易 确定 , 当 a=po/o. 时 ,上 述 方差 达到 最 小 ,等 于 


(1— p^c*. (6) 
因此 ,对 g.(7x) 与 a 的 最 合适 的 选择 是 g.(x) 与 g(x) 
相关 ,相关 系数 2 尽量 接近 1,a = po/o.. 相关 估计 法 
的 一 般 原 理 是 :寻找 一 个 数学 期 望 已 知 的 统计 量 ,使 
其 数学 期 望 的 “ 倍 对 所 求 量 的 修正 量 尽量 变 得 与 其 
中 的 随机 变量 取 值 无 关 . 由 于 无 偏 统 计量 的 计算 不 
同 而 引起 的 计算 量 改 变 也 不 大 , 故 可 用 已 知 数学 期 
望 的 a 信和 与 修正 量 的 和 代替 原 无 偏 统 计量 . 
对 偶 抽 样 法 (antithetic sampling method) — 
种 蒙特 卡 罗 技 巧 .虽然 它 不 像 统计 估计 法 .重要 抽样 
法 、 相 关 估 计 法 等 蒙特 卡 罗 技 巧 那样 有 效 , 但 由 于 它 
具有 灵活 与 方便 的 特点 ,同样 有 广泛 应 用 . 令 z 是 
HAB f GO rp di FERE BI. x = Cr) g(a) = 
gx x).g'G) = (GG) + g,G0)/2, WR galr) 
与 g(x) 有 相同 的 数学 期 望 , 则 有 


le CIJ adr = [ef dz. 


计算 积分 | CoS Godz 的 对 偶 抽 样 法 是 :确定 合 
的 变换 PCz) ,用 下 式 作 为 其 近似 估计 

Gy E WE Cr， 
其 中 X29 ** 4 TN 是 母体 分 布 为 f(x) 的 简单 子 样 . 
Flo 表示 统计 量 g(x) 的 方差 ,Pp 表示 g(x) 与 g.CO 


间 的 相关 系数 , 则 e (x) 的 方差 由 下 式 给 出 
Ld o? 
2 f 


因此 ,对 变换 g(x) 的 最 合适 的 选择 是 2 尽量 接近 
— 1. 对 偶 抽 样 法 也 称 对 偶 变 数 法 . 它 的 一 般 原 理 
是 :除了 原 无 编 统 计量 外 ,寻找 另 一 个 具有 相同 数学 
期 望 的 统计 量 ,使 它们 之 间 尽 量 是 负 相 关 的 , 且 与 原 
统计 量 比 较 其 运算 量 增加 也 不 大 ,然后 用 这 两 个 统 
计量 的 线性 组 合作 为 无 偏 统 计量 . 

xT 4B 2 WH Cantithetic variate method) Bp 
“对 偶 抽 样 方法 ”. 

分 裂 与 赌 法 (splitting and roulette method) 
最 有 效 的 蒙特 卡 罗 技 巧 之 一 . 由 于 它 具 有 很 强 的 普 
适 性 ,因此 ,已 被 广泛 地 编 入 许多 著名 的 通用 蒙特 卡 
罗 软 件 中 . 分 裂 与 赌 方法 的 缺点 是 ,需要 使 用 者 确定 
其 中 的 若干 参数 , 若 确定 得 不 好 , 反 会 出 现 事 倍 功 半 
的 现象 . 考虑 如 下 二 重 积 分 的 蒙特 卡 罗 计 算 问 题 


G = fey f Gr dad, 


其 中 f(z,y) 为 随机 变量 x 与 y 的 分 布 密度 ,g(x， 
y) B — Br 5B fr Te. 将 zx 的 积分 区 域 分 为 两 部 分 : 重 
要 区 域 $ 和 非 重 要 区 域 R, 则 

BE (TY VI uos? 


] N 
—M6) 2; glx,yn)y (TES) 


蒙特 卡 罗 法 


SEM (x€ R.E&PG», 


Pl 

同 g(x,y) 一 样 ,是 上 述 二 重 积 分 的 一 个 无 偏 统计 
量 , 其 中 Ma) 表示 以 随机 变量 z 为 自 变 量 的 整数 
函数 ;zx 与 y 服 从 分 布 SE, Yy); Yn 服从 条 件 分 布 
fy) On = 1,2,…),M(z);7(，) 为 条 件 ， 的 表征 
PR AC. SA AR PE - 成 立时 为 1 ,否则 为 零 ;P(z) 表示 概 
X: FLI] 上 均匀 分 布 . 分 裂 与 财 法 就 是 用 上 式 
作为 蒙特 卡 罗 估 计 的 无 偏 统 计量 , 式 中 前 一 部 分 与 
后 一 部 分 依次 为 分 裂 法 部 分 与 赌 法 部 分 . OWE 
法 常 是 成 双 成 对 出 现 的 , 它 的 一 般 原理 是 ;将 其 随机 
变量 的 区 域 分 为 两 部 分 , 原 无 偏 统计 量 均 方差 大 者 
为 重要 区 域 , 小 者 为 非 重 要 区 域 , 当 该 随机 变量 属于 
重要 区 域 时 ,对 其 他 随机 变量 进行 多 抽样 , 即 进行 分 
裂 ; 属 于 非 重要 区 域 时 ,对 其 他 随机 变量 是 否 抽样 进 
行 一 次 赌 , 赌 胜 时 抽样 ,否则 放弃 抽样 . 

条 件 蒙 特 卡 罗 法 (conditional Monte Carlo 
method) 计算 条 件 期 望 值 时 有 效 的 蒙特 卡 罗 技 
I5. 在 实际 问题 中 ,经 常会 遇 到 一 些 条 件 期 望 值 的 计 
算 问 题 . 以 二 重 积 分 计算 为 例 , 条 件 期 望 值 一 般 可 以 
表示 成 如 下 形式 


|| gla y) f (zr, ydrdy, (1) 


alr, y) =a, 


Hp alr, y) RS x 5 y EL aM. ARB. Ait 
算 上 述 条 件 期 望 值 ,用 一 般 蒙 特 卡 罗 法 直接 计算 的 
最 大 困难 是 ,由 分 布 1(x,y) 中 抽样 确定 x 与 x》 时 ， 
能 满足 条 件 (x,y) = Qo 的 几乎 没有 ,从 而 使 得 绝 大 
多 数 的 抽样 对 计算 无 实际 意义 . 条 件 蒙 特 卡 罗 法 正 
是 为 解决 这 一 特殊 问题 而 提出 来 的 . 进一步 假设 
ar, y) 几乎 处 处 不 为 零 ,并且 对 于 任意 4 满足 条 件 
alàx, ày) = àa lx, y). IA ÆR r = Ar y = ày’, H 
于 经 此 变换 后 的 上 述 积分 ,虽然 形式 上 与 +4 有关, 但 
实际 上 其 值 与 4 并 无 关系 ,因此 ,可 以 进一步 将 积分 
CO 表示 成 男 一 种 形式 如 下 


c= | 


zi 


Mx! ayy 
ax y) a Ey ar ow | 
Pd a, y! 
QC vy aen sa) 

a, dx'dy 
中 
H pa) A S BIA — ARE E E BR C. 这 样 条 件 期 
望 值 计算 问题 变 成 非 条 件 期 望 值 问题 . 条 件 蒙 特 卡 
罗 法 的 一 般 原 理 是 :将 条 件 期 望 值 计 算 问 题 转化 成 
非 条 件 期 望 值 计算 问题 ,利用 其 中 引入 的 归 一 郴 数 
的 任意 性 ,确定 合适 的 归 一 函数 ,用 计算 非 条 件 期 望 
值 的 一 般 蒙 特 卡 罗 法 实现 对 原 条 件 期 望 值 的 计算 . 

拟 蒙 特 卡 罗 法 (quasi-Monte Carlo method) 
亦 称 数论 法 . 蒙特 卡 罗 法 的 一 种 变形 . 它 可 改善 标准 
蒙特 卡 罗 法 的 收敛 速度 ,并 使 其 误差 不 再 是 概率 意 
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Qo | 
QT sy) 


oS o 学 
义 下 的 表示 形式 .下 面 通过 积分 计算 说 明 蒙 特 卡 罗 
法 与 拟 蒙 特 卡 罗 法 的 差别 . S 

ICf) Nu f GbaX ~ y2)/ ab. 


HET 是 一 个 s AM RX, eT EN 
Te HU BR. 在 标准 蒙特 卡 罗 法 中 , (X) EO 
自 均匀 分 布 的 随机 序列 (实际 计算 时 就 是 伪 随 机 数 
序列 ). 计算 误差 用 统计 学 中 标准 差 表 示 : 


[E | o5 一 A ) | T = o(f)N7?, (1) 


其 中 oA = [| ED- Ia], 
5C 门 与 N 无 关 , 也 与 维 数 ;无 关 . 因此 ,标准 蒙特 卡 
罗 法 的 误差 是 统计 意义 下 的 O(N 71). 

另 一 方面 ,对 于 任意 的 点 集 {X,) 都 有 著名 的 
Koksma-Hlawka 不 等 式 
| fQódx 一 sra. | 


e VOYDELCX, (2) 
A CBVCOOJ&BmTF/gMseaex:5NJIX 
Di CX, ) 称 为 均匀 性 偏差 ,并 且 


Di (p = sup | AC ED 
此 处 


— Vol(J)|, 


n?) = sup 
J 


J= [Lo (o c» € D 


是 关上 的 一 个 半 开 区 间 , HARRA VIJ; ACJ, 
PEU TU BIEULUDSUEJ E NUES 390 
在 下 内 的 各 处 都 较 均 匀 的 话 , 对 应 的 偏差 
(X, ) ) 值 的 水 平 也 较 低 . 根据 式 (2) ,此 时 的 积 
误差 也 较 小 . 若 N 趋向 无 穷 , (X ORALS EJ. 这 


AY 
lim Di ({X,}) = 0, 
WAH HE CX, VG — RA 若 
Dg (X,)) x c ogNYN"^!, (3) 


Wü Be CX.) 8 HIA BE E Y BR AD BBR. 上 式 右 端 
HJ c, 是 与 N 无 关 但 却 依赖 于 s 的 常数 . 

在 拟 蒙 特 卡 罗 法 中 ,用 于 计算 的 序列 {及 ,) 不 是 
基于 均匀 分 布 的 伪 随 机 数 序 列 , 而 是 基于 一 致 分 布 
的 拟 随机 数 序 列 . 其 实 , 拟 随机 数 序列 是 确定 性 的 序 
列 , 而 不 是 随机 序列 ,所 以 很 多 人 更 愿意 称 为 低 偏差 
序列 . 把 公式 (3) 代 入 (2) , 便 得 拟 蒙 特 卡 罗 法 的 误差 
上 界 


iB f(X)dX 一 5. ] 


«ceVODIogNYN . 
其 误差 界 是 OCGOOgNYNT70 245 s KIRKI , H EER 
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准 蒙特 卡 罗 法 对 应 的 OCN-z) 更 优 . 拟 蒙特 卡 罗 法 
的 核心 是 构造 低 偏 差 序列 ,已 被 使 用 的 几 个 低 偏差 
序列 的 偏差 都 有 OC((logN)*N |) BY BECA c TE 
高 维 时 可 有 很 大 的 差别 . 拟 蒙特 卡 罗 法 的 缺点 是 不 
像 标 准 蒙特 卡 罗 法 那样 灵活 , 且 产 生 的 低 偏差 序列 
也 比 伪 随 机 数 序列 麻烦 .但 是 它 特别 适用 于 高 维 积 
分 的 计算 ,在 数学 金融 的 超 高 维 积分 计算 中 已 获得 
显著 的 效果 . 

数论 法 (number-theoretical method ) 
Re ER BIR”. 

34. BG dL Bt PF 3 (quasirandom number sequen- 
ce) 见 “ 拟 蒙特 卡 罗 法 ”. 

IR ia £ FF ij Clow-discrepancy sequence) W 
“ 拟 蒙 特 卡 罗 法 ”. 

伴随 蒙特 卡 罗 法 (adjoint Monte Carlo method) 
一 种 特殊 的 蒙特 卡 罗 法 . 考虑 如 下 形式 积分 方程 解 
的 问题 : 

(Xx) = | gz dK rd (1) 
该 积分 方程 的 伴随 方程 如 下 
e (x)= | Kg (x dz! +S* (x). (2) 


很 明显 ,对 于 任意 的 S GO ,两 个 积分 方程 的 解 之 间 
有 如 下 关系 


| eG05* GOda— je (iS (ada: (3) 


因此 ,适当 地 选择 S (xz), 便 可 通过 解 伴随 积分 方程 
得 到 原 积分 方程 的 解 . 解 积 分 方程 (1) 的 伴随 蒙特 卡 
罗 方 法 ,是 通过 用 蒙特 卡 罗 法 解 伴随 积分 方程 (2) 和 
关系 式 (3), 得 到 原 积 分 方程 (1) 的 解 . 伴随 蒙特 卡 罗 
法 的 优点 是 用 蒙特 卡 罗 法 解 伴随 方程 常 比 解 原 方 程 
有 许多 好 处 ,缺点 是 实现 用 蒙特 卡 罗 法 解 伴随 方程 
常 比 解 原 方程 困难 得 多 . 当 方 程 为 自 伴 方程 时 ,伴随 
蒙特 卡 罗 法 也 称 倒 易 蒙 特 卡 罗 法 , 倒 易 蒙特 卡 罗 法 
常会 比 直 接 解 原 方 程 有 和 更 多 的 好 处 ,只 是 在 实际 问 
题 中 属于 自 伴 方程 的 情况 很 少 . 

倒 易 蒙特 卡 罗 法 (reciprocity Monte Carlo 
method) 见 “ 伴 随 蒙 特 卡 罗 法 ”. 

伪 随 机 数 (pseudo-random number) 在 计算 
机 上 用 数学 方法 产生 的 随机 数 . 由 具有 [L0,14 上 均匀 
分 布 的 总 体 中 产生 的 简单 子 样 Xis X25, Xy 简称 
随机 数 序列 ,其 中 的 每 一 个 体 称 为 随机 数 . 产生 随机 
数 的 方法 主要 有 ;借助 随机 数 表 产生 方法 ,物理 方法 
和 数学 方法 . 一般 情况 下 ,产生 随机 数 的 数学 方法 是 
对 于 给 定 的 初 值 义 ,, 义 ,,…,X, 用 如 下 递 推 公式 实 
I Xn ST (Xn Xe XI) 712,772. 此 
式 常 取 同 余 形式 ,T 可 以 是 线性 或 非 线 性 函数 . GELS 
k— 1,2 依次 称 为 一 阶 、 二 阶 方法 . 


即 “ 拟 


用 数学 方法 产生 的 随机 数 存 在 两 大 问题 : 

1. 递 推 公式 与 初 值 确定 后 ,整个 随机 数 序 列 便 
被 惟一 地 确定 ,不 满足 随机 数 相互 独立 的 要 求 . 

2. 电子 计算 机 上 所 能 表示 的 数 总 是 有 限 多 的 ， 
因此 ,用 递 推 公式 所 确定 的 随机 数 序 列 必然 会 出 现 
周期 性 的 重复 现象 . 

正 是 由 于 存在 这 两 个 原因 , 常 称 用 数学 方法 产 
生 的 随机 数 为 伪 随 机 数 . 产 生 伪 随机 数 的 方法 主要 
有 平方 取 中 法 、 移 位 加 法 、 线 性 同 余 法 (包括 加 同 余 
法 、 乘 同 余 法 .混合 同 余 法 )、 非 线性 同 余 法 (包括 逆 
同 余 法 )、 移 位 寄存 器 法 、 进 位 加 法 \ 借 位 减法 和 组 合 
法 等 ,其 中 被 广泛 采用 的 有 线性 同 余 法 . 移 位 寄存 着 
法 和 组 合法 . 

随机 数 序 列 (random number sequence) Ji, 
“ 伪 随 机 数 " 

随机 数 (random number) 见 “ 伪 随机 数 ” 

产生 伪 随 机 数 的 线性 同 余 法 (linear congruen- 
tial method for generating pseudo-random 
numbers) ”产生 伪 随 机 数 的 一 种 常用 方法 . 其 一 般 
形式 是 ,对 于 任意 的 初 值 X1, 用 如 下 递 推 公 式 确定 : 


X 
X,,, = AX, + C(mod M), 2,4, = M 


其 中 的 4,C 与 M 均 为 常数 . 由 于 线性 同 余 法 在 电 
子 计算 机 上 很 容易 实现 ,而 且 产 生 速 度 快 ,因此 , 直 
到 现在 仍 被 广泛 使 用 . 为 使 线性 同 余 法 所 产生 的 伪 
随机 数 具有 更 好 的 性 质 , 一 般 情况 下 , 常 取 M 王 2 ， 
其 中 S 是 计算 机 中 二 进 制 整数 的 最 大 可 能 位 数 ;4 
CM” ,而 且 A=1(mod 4);C 与 M 互 素 ;Xi 与 M 
ER. 

线性 同 余 法 有 两 个 特例 : 当 递 推 式 中 的 常数 4 
— ] 时 , 称 为 加 同 余 法 ; 当 C=0 亦 称 乘 同 余 法 . 在 一 
般 情形 下 (4 天 1,C 天 0) 称 为 乘 加 同 余 法 或 混合 同 余 
i. 

产生 伪 随 机 数 的 混合 同 余 法 (mixed congruen- 
tial method for generating pseudo-random 
numbers)” 见 “产生 伪 随 机 数 的 线性 同 余 法 ”. 

产生 伪 随 机 数 的 乘 加 同 余 法 (multiplicative ad- 
ditional congruential method for generating pseu- 


见 “ 产 生 伪 随机 数 的 线性 同 


do-random numbers) 
BIR”. 

产生 伪 随 机 数 的 乘 同 余 法 (multiplicative con- 
gruential method for generating pseudo-random 
numbers) 产生 伪 随 机 数 的 一 种 常用 方法 . 乘 同 余 
法 的 一 般 形 式 是 ,对 任意 初 值 X,, 用 如 下 递 推 公 式 
确定 : 


Xa = AX, (mod M») 9 Xn-1 = Xni 


M’ 
其 中 的 ASM BR. 为 使 乘 同 余 法 所 产生 的 


蒙特 卡 罗 法 


伪 随 机 数 具 有 更 好 的 性 质 ,一 般 情况 下 ,党 取 MS 
2 PS 是 计算 机 中 二 进 制 整数 的 最 大 可 能 位 数 ; 
ACOM"'" ,而 且 A=3 gk 5(mod 8);X, 与 MER. 
M 也 可 以 是 小 于 2 的 素数 ,例如 M=2"—1;A 
为 M 的 一 个 本 原 根 , 即 对 MM 一 1 的 任 一 素 因 子 q, 都 
有 AU "^2 1 (mod M);Xi 为 任意 非 零 整 数 . 这 时 
所 得 随机 数 序列 的 周期 可 达 M 一 1. 
产生 伪 随 机 数 的 移 位 寄存 器 法 (shift register 
method for generating pseudo-random numbers) 
产生 伪 随 机 数 的 一 种 方法 .用 F 表示 只 含 0 和 1 的 
二 元 有 限 域 ,其 中 的 加 法 定义 为 
ML nd 
0 十 1 二 1 十 0 二 1， 
选 定 不 全 为 零 的 参数 wE F. RIS CF. G=1, 
2 ,… ,1), 今 


(1) 


I 


b, = S 8s (kh=1I4+1,74+2,+), (2) 


WN AY 45 HE ACT), yy +> E Py BE ALAR AB E. 
存 器 法 是 用 如 下 公式 构成 伪 随 机 数 


L 
XI, = pb oC (3) 
i=] 


其 中 d 表示 构成 伪 随 机 数 时 所 用 基本 列 的 间距 ;x 
表示 对 初始 值 的 随机 选取 ; 工 表示 构成 伪 随 机 数 的 
二 进 制 数 的 位 数 . 这 个 方法 产生 的 伪 随 机 数 序 列 的 
周期 取决 于 基本 列 的 周期 . 由 式 (2) 看 出 ,基本 列 的 
最 大 可 能 周期 为 2 一 1. 基本 列 达 到 最 大 可 能 周期 的 
充分 必要 条 件 是 ,其 关联 多 项 式 


I 
ID) Si Dae 


为 本 原 多 项 式 . 在 实际 应 用 中 , 常 选 /(z) 为 本 原 三 
项 式 ,因为 这 样 可 以 提高 代数 法 产生 伪 随 机 数 的 速 
BE. 产生 伪 随 机 数 的 代数 法 ,由 于 它 的 周期 几乎 可 以 
任意 大 ,因此 , 移 位 寄存 器 方法 也 是 常用 方法 之 一 . 
它 所 产生 的 随机 数 序列 常 称 为 陶 斯 沃 芯 序列 . 

H Er zX zx Fe 31 (Tausworthe sequence) 
生 伪 随机 数 的 移 位 寄存 器 法 ”. 

产生 伪 随 机 数 的 组 合法 (combined method for 
generating pseudo-random numbers) 产生 伪 随 机 
数 的 一 种 常用 方法 . 它 是 用 两 个 或 两 个 以 上 的 伪 随 
机 数列 或 确定 数列 进行 组 合 来 产生 新 的 伪 随 机 数列 
方法 的 统称 . 令 y (i 二 1,2,… ,1) 表 示 某 伪 随 机 数 
序列 ,7 为 其 周期 .早期 常见 的 组 合法 有 : 

1.4 aj G=1,2., JALOIIES y 序列 不 
存在 函数 关系 的 任意 序列 ,周期 为 /. 把 与 y 两 序 
列 相 加 产生 新 的 伪 随 机 数 序列 
T= yoni T oro no 

(n = 1,2,."), 
} 表 示 取 数 。， 的 小 数 部 分 . 


UL “P= 


Hie 
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2.48) G=1,20 DAR y 序列 不 存在 函数 
关系 的 任意 整数 序列 ,周期 为 7. 把 8 与 y 两 序列 相 
乘 产生 新 的 伪 随 机 数 序列 

Za = yup X Ynoe-pinnda! 
(n = 1,2,°,N), 
上 面 两 个 新 序列 的 周期 都 是 7,7 的 最 小 公 倍 数 . 

近期 的 组 合 方法 多 数 是 基于 几 个 乘 同 余 发 生 器 
的 线性 组 合 . 这 里 把 产生 伪 随 机 数 的 乘 同 余 方 法 简 
称 乘 同 余 发 生 器 . 设 有 m HER ACH A 

AG = AX,” mod M?) 
(n-]1,2.7:5;j— b,2,t,.m), 
其 中 MP ARM, A MVM? GAL) Sc? 5c, 
c7 为 m 个 任意 非 零 正 整 数 , 则 可 定义 如 下 两 个 
HARER: 
m CD C) 
U,— 23 — 
u,— U,(mod 1) (n = 1,2,.…), 
V, 一 32 126 (mod M®), 


2-5] 


(n = 1 ,2,，… )， 


pecia 

n M? 
nf LA UE BA, ZH A Ac A ng IH] Je] I E RH LULA AE 
器 的 周期 的 最 小 公 倍 数 . 理论 上 可 以 证 明 , 几 个 独立 
且 在 L0,1j 上 近似 均匀 的 随机 变量 相 加 ,对 1 取 模 
后 , 仍 是 一 个 近似 均匀 的 随机 变量 , 且 其 分 布 比 组 成 
它 的 任 一 单个 变量 更 接近 [0,1j 均 匀 分 布 . Bid 


M)? —2 
vm (mod M?) 


(=l, 2 ,… ,772 ) ， 
My CD 
A= > A n M (mod M). 


OM? 
还 可 以 证 明 上 述 xz 两 个 组 合 发 生 器 分 别 等 价 和 近 
似 等 价 如 下 的 一 个 关联 乘 同 余 发 生 咒 : 


Z, EI = AZ, , (mod M), 
m a (n = 1,2,:). 


en ee oe biete 
论 和 技术 业已 被 充分 探讨 . 近 几 年 又 发 现 了 关联 
再 借助 某 些 寻 优 技术 ,完全 可 以 
主动 地 构造 出 周期 极 长 ,而 且 统计 特性 优异 的 组 合 
A^. 
产生 伪 随 机 数 的 进位 加 法 (add-with-carry 
methods for generating pseudo-random numbers) 
20 世纪 90 年 代 提 出 的 产生 伪 随 机 数 序 列 的 一 种 新 
TE. WK bs prog HERZ. IEA b RAH, p> 称 为 
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延迟 ,进位 加 法 ( 简 记 为 AWC) 的 递 推 式 是 
Ed 
(7 一 户 , 轧 十 1，…)， 
1 (X, FX, +C,- 2b), 
人 
式 中 C, 称 为 进位 . 
20 世纪 90 年 代 提 出 的 产生 伪 随 机 数 序列 的 另 
一 种 方法 是 借 位 减法 ( 简 记 为 SWB), 其 递 推 式 是 
d mA acp Aap Casi mod OD 
(n= ps ptls), 
©. (> UI 
a O WE. 
RP C, 称 为 借 位 . 
上 述 两 种 方法 的 递 推 初 值 均 由 CX。, Xen 
XX,_1) 和 C1 构成 . 为 得 到 [0,1j] 上 的 伪 随 机 数 序 
JJ, A E Exp 个 相继 的 X. 去 产生 一 个 随机 数 


k 
Xn 一 = P CPE 


对 于 所 需 精度 而 言 , 若 2 已 足够 大 , 则 可 取 & 王 1, 这 
时 2,=X,/b. > 

be +b —1 对 于 进位 煌 法 ， 

刀 一 多 十 1 对 于 借 位 减法 ， 
若 M 是 素数 , 且 2 是 M 的 一 个 本 原 根 , 即 对 于 M 一 
1 的 任 一 素 因子 a, A 07 7" 21nod M), M X 
序列 有 最 大 的 周期 M — 1.4; R 5 M—1 83 LUI x 
与 X 两 序列 有 相同 的 周期 . 进位 加 与 借 位 减 两 种 方 
法 运算 简单 ,其 产生 速度 甚至 比 传统 的 线性 同 余 法 
还 快 ,因为 这 时 的 模 运 算 mod b 可 简化 为 一 个 减法 
或 加 法 ,而且 所 得 序列 的 周期 极 长 ,例如 62227 ,zs 
20, 则 周期 近似 2°°°. 

产生 伪 随 机 数 的 借 位 减法 (subtract-with-bor- 
row methods for generating pseudo-random num- 
bers)” 见 “产生 伪 随 机 数 的 进位 加 法 ”. 

F^ ^k £s BS LAS B 3 [8] SRK Cinversive congruent 
method for generating pseudo-random number) 
产生 伪 随 机 数 的 非 线 性 类 方法 中 最 常见 的 一 种 . 记 
Zu 二 (0,1,2,…,M 一 1) ,这 是 个 有 限 域 . MIF cE Zam 
(MARR) EM CC Zu eir ifi CC=1(mod M), 
WE C 是 C 关于 模 M 的 乘法 逆 ( 苦 C==0, 定 义 C= 
0). 逆 同 余 法 中 最 常见 的 一 个 递 推 式 为 

X., = AX, + B(mod M), 
X umm i (n = 1,2,.), 
式 中 常数 4,BE Zu. 逆 同 余 法 在 构造 高 维 随 机 数列 
时 ,有 很 好 的 高 维 均匀 性 ,这 是 线性 同 余 类 所 不 及 
的 .但 其 周期 不 比 线性 同 余 类 长 , 且 实 际 产 生 随 机 数 
的 速度 比 线性 类 慢 许 多 . 
直接 抽样 法 (direct sampling technique) 一 种 


M 一 


抽样 方法 . 对 于 任意 给 定 的 分 布 函数 下 (z), 产 生 其 
样本 的 一 种 方法 . 它 的 一 般 形 式 为 


x= inf t, 
FEDEZ 
其 中 《为 在 L0,1j 上 均匀 分 布 的 随机 数 . 24 F GN 
离散 型 分 布 时 
Fa@y= DD 


rl 


直接 抽样 方法 是 x==x, ,其 中 


2o p = O 
另外 , 当 玉 (x) 为 连续 型 分 布 时 ,直接 抽样 方法 是 x 
—F (6). 对 于 离散 型 分 布 ,直接 抽样 方法 的 优点 
是 简单 明了 ,易于 实现 ,缺点 是 当 离散 点 数 多 时 , 抽 
样 速度 慢 . 对 于 连续 型 分 布 ,当天 (6) 容 易 计 算 ,而 
且 运 算 量 又 不 大 时 , 直接 抽样 方法 是 最 理想 的 . 不 
过 ,在 实际 问题 中 具有 这 样 性 质 的 情况 很 少 . 

S Yt FH FE GK (acceptance rejection sampling 
method) 一 种 抽样 方法 . 它 是 产生 具有 如 下 积分 
形式 分 布 的 样本 的 一 种 方法 . 设 有 分 布 

A a e, 
| az| Solr, ydy 
其 中 广 (xz 人 为 任意 二 维 分 布 的 密度 函数 ,又 设 其 
样本 为 x/, 合 选 抽样 方法 为 


yp SH lap)? s 
1 三 
TITTA? 
其 中 r5 y 是 由 分 布 fol, y) "P Bl FE E B9. fü 
E= | dz METEO 


在 实际 问题 中 常见 的 一 种 连续 分 布 如 下 : 
fG)2HGOfiG», 
对 此 分 布 的 舍 选 抽样 法 是 


MESH(G,00 ~ 
V< 
Zr 一 Zr ， 
其 中 AM 为 五 (z) 的 上 界 , 和 为 在 10,1] 上 的 均匀 分 布 
的 随机 数 ,抽样 效率 为 1/M. 舍 选 抽样 方法 的 优点 
是 ,不 像 直 接 抽样 方法 那样 需要 计算 分 布 函数 的 反 
PR C. 缺点 是 , 当 瓦 (Cz) 确 定 得 不 合适 时 ,抽样 效率 
会 变 得 很 低 ,抽样 速度 变 慢 ， 
复合 抽样 法 (composition sampling technique) 
一 种 抽样 方法 . 它 是 专门 为 解决 复合 分 布 抽样 问题 
而 设计 的 一 种 方法 . 复合 分 布 的 一 般 形式 为 


蒙特 卡 罗 法 


f(x) = |f. GibodF on. 


其 中 f(zx|y) 表示 与 参数 y SB TE AR 3S RE PR 
数 ,Fi(y) 表示 分 布 图 数 . 对 此 分 布 的 复合 抽样 法 
是 :首先 由 分 布 FOOD 中 抽样 确定 y, 然 后 ,对 于 确 
定 的 y 由 分 布 亡 (zly) 中 抽样 确定 z, 此 过 即 为 服从 
分 布 f(x) 的 随机 数 . 最 常见 的 复合 分 布 有 加 分 布 


N 
Nc enc DN 


其 中 PQOOQME RAE SP, = 1. H E RRIS 
在 [0,1] 上 的 随机 数 ,x, 表示 是 从 分 布 LP GO rdi 
样 确定 的 , 当 


SA EC > 
时 ， 对 此 分 布 的 复合 抽样 法 如 下 : 


Xf En. 
男 外 ,也 有 一 些 分 布 形 式 上 虽然 不 是 复合 分 布 ， 
但 实际 上 也 可 以 表示 成 复合 分 布 形式 ,如 拉 普 拉 斯 
分 布 就 是 如 此 


f(x) =Fexp(— xD (S682 quos). 


AA Jt ot fü n] DA a AE X 3E C— 09,00 5 (0,092 E 
的 两 个 分 布 之 和 . 

复合 舍 选 抽样 法 (composition rejection sam- 
pling technique) 一 种 特殊 的 复合 抽样 方法 . 作为 
复合 分 布 的 一 种 推广 形式 是 


(ean [Ha filzl dF), 


KH HG,)2z0.f Gl 为 与 参数 > 有关 的 条 件 
4 Fi CO 为 分 布 函数 . 复合 舍 选 抽样 法 是 专门 为 
解决 由 此 分 布 中 的 抽样 问题 而 设计 的 ,其 一 般 过 程 
如 下 : 

1. 由 分 布 Fio) 中 抽样 确定 yi. 

2. 由 分 布 1;(x|1y1) 中 抽样 确定 x. 

3. 当 条 件 M(y)E < H (x, TP 不 满足 时 , 转 至 
步骤 (1); 否 则 进入 下 一 步骤 . 

A. Xr = X3. 
其 中 MO) XN HG.) 的 上 界 , 为 均匀 分 布 在 
[0,1] 上 的 随机 数 ， P od 


在 实际 问题 中 经 常 mr 
ia) arm: 


属于 上 述 复合 分 布 的 推广 形式 ,对 此 分 布 复合 合 选 
抽样 方法 曾 很 好 地 解决 了 许多 复杂 分 布 抽样 的 难 
A. 
别名 抽样 法 (alias sampling technique) 一 种 
抽样 方法 . 它 是 专门 为 解决 离散 型 分 布 抽样 问题 而 
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提出 来 的 一 种 方法 . 用 xi rose x, 表示 离散 型 随 
机 变量 r 的 跳跃 点 ,P,P,，… P, 表示 相应 的 概率 . 
对 离散 型 分 布 的 别名 抽样 方法 的 一 般 原理 是 ,对 于 
随机 变量 x BYURER— SEEK zx;, 都 确定 这 样 一 个 别名 
Zi 和 取 这 一 别名 的 概率 g,,;, 满 足 条 件 


n 


> dui = P; C7 = 1,2,:-,2). 
i=] 
然后 用 如 下 办 法 实现 抽样 : 


i= [n6 | 
V 
eq; ;? 

<} F 

Lp= TZ; 
其 中 1 与 6 均 为 均匀 分 布 在 L0,1j 上 的 随机 数 ， 
Le j 表 示 取 数 x 的 整数 部 分 . 别名 抽样 方法 的 最 大 
优点 是 ,其 抽样 速度 与 离散 型 分 布 跳 牙 点 的 个 数 无 
关 , 比 离散 型 分 布 的 其 他 所 有 抽样 方法 的 速度 都 快 ， 
跳 贱 点 数 越 多 越 是 如 此 .缺点 是 ,必须 事先 计算 确定 
别名 概率 . 

近似 抽样 法 (approaching sampling technique) 

一 种 抽样 方法 . 它 是 当 从 已 知 分 布 中 抽样 困难 时 ,用 
近似 办 法 解决 抽样 问题 的 方法 .用 了 (x) 表示 已 知 分 
布 的 密度 函数 ,ECz) 为 其 分 布 函数 ,对 此 分 布 的 直 
接 抽 样 法 是 zxr =~ (6), 其 中 为 均匀 分 布 在 
L0,1j 上 的 随机 数 . 近似 抽样 法 的 一 种 最 常见 的 形 
式 是 , 当 计 算 FOOD 困难 时 ,用 近似 方法 进行 计算 . 
近似 抽样 法 的 男 一 种 常见 的 形式 是 : 设 

Jo USO FOIS 
用 对 分 布 f(z) 的 抽样 替代 对 分 布 1(zx) 的 抽样 , 确 
RE f, Cr) 的 一 种 最 好 方法 是 采用 线性 近似 的 办 法 . 
用 Lostis Tn 表示 TAT Soo Si oct s 为 相应 
H3 95 BE PR RUE Fos Piet Fn 为 相应 的 分 布 函数 值 ， 
线性 近似 的 抽样 方法 如 下 

& — F;S;0&6,— Fi, 


" 
& FOIT fi fie 
< 4 > 


T= Ti H Cri ri) A— &) 


xp aint rir) 
今 


则 对 于 任意 的 f(x) 有 | 
S@=H GO fiio tmf), 
其 中 HW GO So, Aa) 为 任意 分 布 密度 函数 . 当 
F(x) 近似 f(x) 比较 差 时 ,可 以 根据 上 式 ,利用 复 
合 舍 选 抽样 方法 予以 修正 , 即 可 用 近似 -修正 抽样 方 
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法 解决 f. GO 近似 So) 差 的 问题 . 
科学 计算 与 并 行 算法 


科学 计算 (scientific computing) ”科学 与 工程 
计算 的 简称 . 指 以 计算 机 为 计算 工具 ,用 计算 方法 解 
决 科 学 工程 中 的 数学 问题 所 进行 的 数值 计算 . 它 是 
一 门 工 具 性 ,方法 性 .边缘 交叉 性 很 强 的 新 学 科 . 从 
20 世纪 40 年 代 末 以 来 的 50 余年 里 , 随 着 计算 机 与 
计算 方法 的 迅速 发 展 ,计算 已 成 为 与 理论 .实验 相 并 
列 的 第 三 种 科学 方法 , 它 广泛 应 用 于 科学 人 研究 与 工 
程 科 学 的 各 个 领域 ,许多 计算 性 新 学 科 , 如 计算 物 
H .计算 力学 .计算 化 学 等 纷纷 兴起 ,计算 数学 则 是 
它们 的 纽带 和 共性 基础 . 描述 科学 基本 规律 的 数学 
模型 主要 是 微分 方程 ,因此 ,科学 计算 主要 课题 就 是 
求解 微分 方程 ,特别 是 解决 现代 科学 、 工 程 中 的 大 规 
模 . 非 线 性 . 非 均 习性 和 几何 非 规则 性 的 大 型 问题 . 
科学 计算 可 以 理解 为 一 个 完整 的 解 题 过 程 , 即 从 给 
定 的 科技 计算 问题 出 发 ,进行 分 析 研 究 ,建立 其 数学 
模型 ;研究 高 效率 的 计算 方法 ;研制 算法 程序 并 在 计 
算 机 上 实施 计算 ;最 后 检验 计算 结果 的 实际 效果 .如 
果 结 果 不 合 要 求 , 整 个 过 程 需 要 反复 进行 ,重新 研究 
修改 数学 模型 ,设计 新 的 计算 方案 等 直至 算出 符合 
要 求 的 结果 . 

科学 工程 计算 (scientific engineering comput- 
ing) 即 “科学 计算 ” 

计算 物理 学 (computational physics) ”研究 计 
算 机 和 计算 数学 在 物理 学 中 应 用 的 计算 性 学 科 分 
xX. 它 是 以 电子 计算 机 为 工具 ,应 用 各 种 数值 计算 方 
法 ,解决 物理 学 问题 的 一 门 新 兴 边 缘 学 科 . CED 
Hg .数学 和 计算 机 三 者 相 结 合 的 产物 . 在 第 二 次 世界 
大 战 期 间 ,美国 在 核武 占 研 制 过 程 中 涉及 很 复 森 的 
非 线 性 微分 方程 组 求解 问题 ,对 此 用 传统 的 分 析 方 
法 求解 是 根本 不 可 能 的 , 求 数值 解 又 涉及 大 量 复杂 
的 计算 ,这 就 促使 电子 计算 机 的 出 现 和 发 展 , 而 计算 
机 的 发 展 又 促进 了 可 用 于 电子 计算 机 的 数值 方法 和 
技巧 的 发 展 . 计算 物理 学 正 是 在 这 种 形势 下 应 运 而 
生 的 . 从 20 世纪 50 年 代 以 来 ,计算 物理 学 得 到 了 飞 
速 的 发 展 ,在 科学 工程 技术 和 国防 科研 中 发 挥 了 很 
大 的 作用 . 

计算 化 学 (computational chemistry) 研究 计 
算 机 和 计算 数学 在 化 学 中 应 用 的 计算 性 学 科 分 支 . 
它 是 以 电子 计算 机 为 工具 ,应 用 各 种 计算 数学 方法 ， 
解决 化 学 问题 的 一 门 新 兴 边 缘 学 科 . 这 是 化 学 .计算 
数学 和 电子 计算 机 三 者 相 结 合 的 产物 . 在 化 学 学 科 
中 有 许多 领域 ,例如 ,量子 化 学 、 结 构 化 学 、 非 平衡 态 
的 统计 计算 等 ,涉及 很 复杂 的 数学 问题 .由 于 电子 计 
算 机 以 及 与 之 相应 计算 数学 的 发 展 , 使 得 这 些 数 学 


问题 的 求解 成 为 可 能 . 例如 ,在 量子 化 学 中 ,用 数值 
方法 在 计算 机 上 求解 复杂 的 薛 定 雇 方 程 来 计算 分 子 
中 电子 运动 的 规律 ,从 而 说 明 分 子 结构 ,解释 分 子 的 
化 学 性 质 和 各 种 化 学 现象 . 美国 化 学 家 豪 普 特 曼 
(Hauptman, H. A. ) 和 卡尔 勒 (Karle,J. ) 因 提出 使 
用 计算 机 有 效 地 确定 分 子 结构 的 方法 而 获得 1985 
年 的 诺 贝尔 化 学 奖 , 他 们 的 研究 成 果 对 探索 生物 过 
程 和 制药 有 重要 作用 . 计算 化 学 正 随 着 计算 机 的 飞 
速 发 展 而 发 展 ,在 化 学 学 科 发 展 中 和 在 各 种 应 用 上 
发 挥 着 重要 作用 . 

计算 力学 (computational mechanics) 研究 计 
算 机 和 计算 数学 在 力学 中 应 用 的 计算 性 学 科 分 支 . 
它 是 以 计算 数学 方法 ,并 借助 现代 电子 计算 机 解决 
力学 中 的 各 类 实际 问题 的 一 门 新 兴学 科 . 第 二 次 世 
界 大 战 后 ,电子 计算 机 出 现 并 得 到 迅速 发 展 ,这 种 强 
大 的 计算 工具 的 出 现 使 复杂 的 数字 计算 不 再 成 为 不 
可 逾越 的 障碍 ,为 计算 力学 的 形成 葛 定 了 物质 基础 ， 
与 此 同时 ,适用 于 电子 计算 机 的 各 种 计算 方法 也 得 
到 相应 的 发 展 . 

20 thd 60 年 代 以 来 所 发 展 的 有 限 元 法 和 计算 
机 相 结合 ,使 过 去 无 法 进行 的 一 些 大 型 复杂 结构 的 
静 力 分 析 成 为 常规 计算 .有 限 差 分 法 的 发 展 ,使 得 一 
些 困难 的 流体 力学 问题 ,利用 计算 机 作 数 值 模拟 而 
得 到 解决 ,例如 , 美 籍 匈 牙 利 学 者 卡门 (Kirman , 工 . 
von jas. 计算 力学 正 是 在 高 速 电子 计算 机 的 产生 
以 及 随 之 发 展 起 来 的 新 计算 方法 的 基础 上 形成 的 . 
它 的 应 用 范围 已 扩大 到 固体 力学 、 岩 土 力学 、 流 体力 
学 .生物 力学 等 领域 . 计算 流体 力学 .计算 结构 力学 
是 计算 力学 的 两 个 重要 研究 分 支 . 

并 行 算法 (parallel algorithm) 计算 数学 的 重 
要 研究 方向 . 研究 适合 于 并 行 计算 机 可 同时 执行 多 
个 运算 的 算法 .一 个 求解 问题 的 并 行 算法 是 由 多 个 
进程 组 成 的 有 限 集合 ,这 些 进 程 间 有 信息 相 联 系 , 而 
上 是 可 以 同时 执行 并 协同 地 完成 该 问题 的 求解 . 所 请 
进程 是 能 用 指令 序列 表述 的 若干 顺序 处 理 步 骤 . 计 
算 机 传统 结构 的 显著 特征 是 单 指令 单数 据 , 即 每 一 
时 刻 按 一 条 指令 处 理 一 个 数据 ,传统 算法 适合 此 种 
特征 , 称 为 串 行 算法 .由 于 对 超 高 性 能 计算 的 需求 层 
出 不 穷 , 而 发 展 含 大 量 处 理 机 (一 台 处 理 机 可 简单 到 
只 包含 算术 逻辑 部 件 , 也 可 复杂 至 本 身 就 是 完整 的 
计算 机 ) 的 并 行 计算 机 是 获取 永 无 止境 超 高 性 能 的 
惟一 途径 ,因此 ,在 20 世纪 70 年代 初 , 首 台 并 行 机 
[8] tir. 

并 行 机 就 其 控制 方式 分 为 单 指令 多 数据 (Sin- 
gle-Instruction-Multiple-Data 缩写 为 SIMD) Al & 
指令 多 数据 (MIMD ) 两 大 类 ,每 一 时 刻 分 别 按 一 条 
和 多 条 指令 处 理 多 个 数据 ;就 主 存储 器 设置 方式 又 
BY 4r y dE EE fp i A FO} p TE TE d AY KE, dE og 
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型 集中 设置 存储 器 为 各 处 理 机 公用 ,分 布 型 则 将 存 
储 右 附设 于 各 处 理 机 . 迄今 ,大 多 并 行 机 是 MIMD 
机 ,它们 有 单程 序 多 数据 (Single-Program-Multi- 
ple-Data 缩写 为 SPMD) 和 多 程序 多 数据 (MPMD) 
两 种 计算 模式 ,各 处 理 机 分 别 执行 同一 和 不 同 程序 
处 理 各 自 的 数据 集 . 针对 不 同类 型 及 计算 模式 的 并 
行 机 和 需 设 计 不 同类 型 的 算法 ,好 的 算法 应 考虑 到 并 
行 机 的 处 理 机 之 间 的 通信 方式 与 能 力 这 一 影响 效率 
的 重要 因素 . 
并 行 算法 可 以 分 成 三 大 类 : 
1. SIMD 算法 . 
2. 同步 MIMD 算法 ,同步 指 算法 中 有 些 进程 的 
某 些 步骤 必须 在 完成 其 他 进程 的 一 些 步骤 之 后 方 可 
执行 . 
3. 异步 算法 ,其 各 进程 之 间 不 需 同 步 , 基 本 上 是 
混乱 迭代 法 .问题 是 算法 怎样 设计 与 分 析 . 
并 行 计算 依赖 于 一 个 简单 事实 :独立 的 计算 可 
以 同时 执行 ,所 谓 独 立 计算 是 指 其 每 个 结果 元 只 出 
现 一 次 的 计算 . 由 此 产生 “分 而 治之 ”和 “重新 排序 ” 
两 种 非常 基本 的 并 行 算法 设计 思想 ,而 且 从 根本 上 
说 这 两 种 思想 是 相通 的 . 举 一 个 简单 的 例子 :计算 
Ag = a; t+ a; t 4 ag. 
品行 算法 乃 从 w 至 as 依 序 相 加 ,用 7 步 加 法 . 因 A 
的 7 个 加 法 不 能 同时 执行 , 故 无 法 用 1 步 加 法 并 行 
完成 ,但 可 反复 将 每 一 计算 分 裂 成 具有 同等 复杂 : 
的 两 个 独立 部 分 ,得 到 如 下 3 组 计算 : 
1. Ca; atastar)+ Cagd- ag d- art as). 
2. (a, ta2)+ Cas d- a4) , Cas Fas) + Cas a4). 
3. dj 十 Cryas 十 Ca 十 aiyC7 十 as， 
顺 着 看 ,(1) 一 (2) 一 (3) 是 分 而 治之 ,相对 串 行 方式 
也 是 一 种 重新 排序 ; 反 过 来 ,\3) 一 (2) 一 (1) 是 有 序 
的 三 个 独立 计算 组 ,是 一 个 并 行 算法 ,用 3 步 加 法 . 
易 见 , 依 此 并 行 计算 
4N 一 ai 十 ar 十 … 十 CN (N=2") 
Hs n ZEE. 并行 算 法 设计 还 有 物理 模拟 等 其 他 
思想 和 方法 . 值得 重视 的 是 ,从 数学 模型 乃至 物理 问 
题 进行 高 层次 的 并 行 性 研究 ,将 给 并 行 算法 设计 带 
来 大 的 突破 . 
关于 并 行 算法 分 析 , 一 是 理论 分 析 , 除 了 如 同 串 
行 计算 需 作 误差 .数值 稳定 性 、 迭 代 法 (尤其 是 异步 
算法 ) 收 敛 性 等 分 析 外 ,还 有 因 超 大 规模 计算 引出 的 
种 种 新 的 数值 现象 等 问题 ;二 是 计算 复杂 性 ,包括 处 
理 机 台数 请 (空间 复杂 性 ) 和 执行 时 间 T, OTE R 
性 ). 实际 使 用 的 计算 复杂 性 量度 还 有 加 速 S。 和 效 
X EQ, 
T S 
$m 
RPT, 是 最 快 串 行 算法 执行 时 间 . E H, S, = p 
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BB 五 , 王 1, 但 一 般 S, 二 p; 相 对 p 来 说 S, 很 小 或 p 
增加 时 S, 增加 很 缓慢 的 并 行 算法 不 是 好 算法 . 有 一 
个 著名 的 Amdahl( 或 Ware) 定 律 :如 果 一 个 并 行 算 
法 中 有 百分率 为 a 的 时 间 只 使 用 1 Ab BEL CE R 
行 计算 ), 而 其 余 百 分 率 为 1 一 a 的 时 间 均 使 用 p 台 
处 理 机 ( 作 并 行 计算 ) ,那么 
(P= 
s= [er | 
Hil, p=100,e=1% (BFA R A 1% 时 间 ) 时 S, 
~50( MERA p H—-F);a=50GN TI p BK, 


ee 

Sr. 

此 定律 意义 在 于 说 明 设 计 一 个 高 效 的 并 行 算法 并 非 
易 事 . 并 行 算 法 研究 已 有 20 余年 ,已 经 或 正在 解决 
众多 重要 课题 . 但 并 行 算法 与 串 行 算法 存在 的 固有 
差别 , 却 一 直 严 重 滞后 并 行 机 的 发 展 ， 

串 行 算法 (serial algorithm) W HITRA” 

并 行 算法 分 析 (parallel algorithm analysis) 
见 “ 并 行 算法 ” 

tt A EZ tt (computational complexity) Ji, 
“并 行 算 法 ” 

超级 计算 (supercomputing) 计算 数学 的 重要 
概念 . 指 超级 计算 机 及 有 效应 用 的 总 称 . 而 超级 计算 
机 或 称 巨型 机 (supercomputer) 指 能 解决 复杂 计算 
的 大 型 .非常 快速 .价格 昂贵 的 计算 机 ,通常 这 类 机 
锋 还 具有 流水 线 部 件 和 执行 向 量 运 算 指 令 等 功能 . 
IDC (国际 数据 集团 公司 ) 关 于 超级 计算 与 超级 计算 
机 之 间 差 别 的 说 法 是 :超级 计算 是 用 计算 机 去 研究 、 
设计 产品 及 支持 复杂 的 决策 ;而 超级 计算 机 则 是 解 
决 上 述 问 题 的 计算 机 . 因此 ,超级 计算 不 能 混同 于 起 
级 计算 机 ,其 内 涵 除 了 属于 最 领先 的 计算 硬件 系统 
外 ,还 应 包括 着 软件 系统 和 测试 工具 、 解 决 复杂 计算 
的 算法 、 应 用 软件 与 通用 库 等 . 

高 性 能 计算 ( 取 英 文 的 第 一 个 字母 ,缩写 为 
HPC ), 指 高 性 能 计算 机 连同 有 效应 用 . 而 高 性 能 计 
算 机 指 传统 超 高 速 计算 机 和 多 个 CPU 组 成 的 并 行 
计算 机 . 

因此 ,可 以 说 高 性 能 计算 蕴涵 着 超级 计算 而 旦 
比 超级 计算 词义 更 为 广泛 . 然而 在 实际 使 用 上 一 般 
似乎 不 大 区 分 这 两 个 词 . 这 里 指出 ,人 们 可 以 相仿 地 
表述 并 行 计算 ,以 及 并 行 计算 与 并 行 计算 机 之 间 的 
差别 . 

值得 强调 的 是 ,上 述说 法 中 把 高 性 能 (或 超级 ) 
计算 机 和 有 效应 用 两 件 事 摆 在 同样 重要 的 位 置 . 一 
方面 ,如 果 没 有 高 性 能 计算 机 的 迫切 的 非 它 不 可 的 
应 用 需求 ,发 展 高 性 能 计算 机 就 会 没有 依据 和 市 场 . 
美国 政府 1991 年 制定 “高 性 能 计算 与 通信 
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(HPCC) ”计划 的 核心 正 是 确认 和 研究 一 组 “重大 挑 
战 ” 应 用 课题 ,这 类 课题 涉及 气候 与 气象 污染、 材 
料 、 分 子 与 原子 .流体 .燃烧 等 难以 一 一 列举 ,它们 需 
要 每 秒 万 亿 次 的 计算 机 ,解决 难度 很 大 . 日 本 政府 也 
于 1992 年 颁布 “真实 世界 计算 (RWC)? 计 划 8 TE 
模仿 人 类 赁 直 党 判断 问题 的 方式 ,处 理 真 实 世界 中 
那些 模糊 的 .复杂 的 、 不 确定 的 信息 ,形成 信息 处 理 
新 风范 ,目标 包括 含 100 万 个 处 理 机 的 并 行 计算 机 
和 有 100 万 个 单元 的 神经 网 络 系 统 . 另 一 方面 ,即便 
有 了 高 性 能 计算 机 和 重大 课题 ,也 未 必 就 能 用 好 计 
算 机 有 效 解决 课题 . 事实 上 多 数 高 性 能 计算 机 好 造 
不 好 用 (或 没 用 好 ) 而 匆匆 被 载 人 史册 . 因此 ,为 发 发 
展 高 性 能 计算 ,不 能 重 硬 ( 机 器 ) 轻 软 ( 应 用 ) ,必须 给 
应 用 投资 ,检验 其 水 平 最 终 也 应 看 解决 了 哪些 重大 
课题 . 

超级 计算 概念 随 20 世纪 70 年 代 初 出 现 第 一 代 
向 量 计 算 机 而 提出 ,高 性 能 计算 也 可 从 1972 年 有 开 
创 性 意义 的 并 行 计算 机 ILLIACN 问世 算 起 . 这 一 
领域 发 展 异 常 迅 速 .算法 的 研究 发 掘 是 实现 高 性 能 
计算 的 基础 和 前 提 之 一 (参见 “并 行 算法 ”). 

高 性 能 计算 (high performance computing) 
见 “ 超 级 计算 ” 
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概率 论 (probability theory) 从 数量 侧面 研究 
随机 现象 规律 性 的 数学 学 科 . 它 的 目的 是 构造 所 人 研 
究 的 随机 现象 的 数学 模型 ,进而 透 过 大 量 表 面 的 侦 
然 性 去 发 现 内 部 隐藏 着 的 规律 . 

概率 论 的 系统 研究 开始 于 17 世纪 中 叶 , 本 来 是 
由 保险 事业 的 发 展 而 产生 的 ,但 是 来 自 赌博 者 的 请 
求 , 却 是 数学 家 们 思考 概率 论 的 一 些 特殊 问题 的 源 
R. 早 在 1654 年 , 赌 徒 梅 雷 (Mere,A.G.C.de) 提 出 
的 一 些 问 题 使 得 法 国 数学 家 帆 斯 卡 (Pascal,B. ) 和 
费 马 (Fermat,P. de) 进 行 研究 并 交换 信件 ,在 这 些 
通信 中 首次 陈述 了 概率 论 的 基本 原则 . 1657 Æ, f 
兰 数学 家 .物理 学 家 惠 更 斯 (Huygens,C. ) 在 人 研究 这 
些 通信 的 基础 上 ,企图 自己 解决 这 些 问题 ,写成 了 
《 论 机 会 游戏 的 计算 ;一 书 , 这 就 是 概率 论 最 早 的 著 
作 . 由 于 他 们 的 工作 ,逐步 建立 了 像 概率 和 数学 期 望 
等 重要 概念 , 找 出 了 它们 的 基本 性 质 和 演算 方法 . 

18 世纪 ,概率 论 得 到 了 迅速 发 展 . 这 一 时 期 做 
出 主要 贡献 的 是 瑞士 数学 家 雅 各 布 第 一 。 伯 努 利 
(Bernoulli,Jacob I ) 和 英 籍 法 裔 数学 家 棣 莫 弗 (De 
Moivre, A. ). 1812 年 ,法 国 数学 家 .天 文学 家 拉 普 
拉 斯 (Laplace,P.-S. ) 的 著作 《分 析 概 率 论 》 出 版 ,这 
是 对 18 世纪 概率 论 研 究 成 末 的 总 结 . 内 容 包 括 几何 
概率 、 伯 努 利 定 理 、 最 小 二 乘法 等 , 书 中 给 出 了 概率 
的 古典 定义 ,证 明了 中 心 极 限定 理 的 棣 莫 弗 一 拉 普 
拉 斯 形式 ,发 展 了 概率 论 在 观察 和 测量 误差 方面 的 
应 用 . 应 该 指出 ,最 小 二 乘法 是 高 斯 (Gauss,C.F. ) 
大 约 在 1794 年 最 先 使 用 的 ,并 且 他 在 人 研究 误差 理论 
时 重新 导出 被 后 人 称 之 为 高 斯 分 布 的 正 态 分 布 . 人 
口 统计 保险 统计 数学 、 统 计 力学 等 都 是 19 世纪 概 
率 的 一 些 重要 应 用 的 例子 ,概率 论 的 迅速 发 展 与 整 
个 社会 的 生产 和 科学 的 发 展 紧密 地 联系 着 . 继 拉 普 
拉 斯 之 后 ,对 概率 论 做 出 重要 贡献 的 数学 家 是 切 比 
BFK (Uesumess I JI. 24 SAR AY XA CMapkon, A. A. )、 
| « HK YEH (von Mises, R. ) A FA ZR 3€ BPI X 
(INouMoropobBs A. H. ). 

如 何 严 格 地 定义 概率 ,一 直 是 概率 理论 发 展 的 
困难 所 在 ,这 一 方面 的 探索 延续 了 三 个 世纪 ,有 过 许 
多 争论 ,直到 1933 年 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 提出 了 概率 论 
公理 化 结构 ,问题 才 得 以 解决 .他 的 公理 化 方法 是 现 
代 概 率 论 的 基础 . 从 此 ,概率 论 成 为 严 间 的 数学 分 
支 , 并 对 近 几 十 年 来 概率 论 的 迅速 发 展 起 了 决定 性 
作用 . 

目前 ,概率 论 的 理论 与 方法 已 广泛 地 应 用 于 自 
然 科学 、 技 术科 学 、 社 会 科学 与 人 文科 学 的 各 个 方 
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面 . 20 世纪 末期 , 随 着 科学 技术 的 迅速 发 展 , 它 在 经 
济 管理 .工程 技术 .物理 .气象 .海洋 .地 质 等 领域 中 
的 作用 愈加 显著 . 随 春 计算 机 的 发 展 与 普及 ,概率 论 
及 数理 统计 已 成 为 处 理 信息 .进行 决策 的 重要 理论 
与 方法 . 在 理论 联系 实际 方面 ,概率 论 是 数学 最 活路 
ia Sos 

当代 科学 技术 发 展 的 特征 之 一 是 概率 论 的 理论 
和 方法 门 各 个 领域 渗透 ,由 此 产生 了 许多 新 的 分 支 
和 边缘 学 科 , 如 生物 统计 、 统 计 物 理 、 数 学 地 质 和 教 
育 统计 等 .许多 新 的 重要 学 科 , 如 信息 论 .控制 论 、 排 
队 论 、 预 测 论 、 可 靠 性 理论 和 人 工 乱 能 等 都 以 概率 论 
为 理论 基础 . 概率 论 作为 一 个 理论 严谨 .应 用 广泛 、 
发 展 迅速 的 数学 分 支 , 正 日 益 受 到 人 们 的 重视 并 发 
挥 着 巨大 的 作用 . 


概率 论 的 基本 概念 


决定 性 现象 (deterministic phenomenon) 概 
率 论 的 基本 概念 之 一 . LAKES BRAG 
到 的 现象 . 其 特点 是 在 一 定 的 条 件 下 必然 出 现 ( 或 必 
XE ^h ti BID. 例如 ,在 一 个 标准 大 气压 下 , 纯 水 加 热 到 
100C 一 定 沸腾 ;同性 电荷 一 定 互 斥 ; 在 恒 力作 用 下 
的 质点 作 等 加 速 运动 等 . 

随机 现象 (random phenomenon) 概率 论 的 基 
本 概念 之 一 . 是 人 们 通常 说 的 偶然 现象 . 其 特点 是 ， 
在 相同 的 条 件 下 重复 观察 时 ,可 能 出 现 这 样 的 结果 ， 
也 可 能 出 现 那样 的 结果 ,预先 不 能 断言 将 出 现 哪 种 
结果 . 例如 , 投 撕 一 枚 五 分 人 硬币 ,可 能 “国徽 "向 上 ,也 
可 能 “ 伍 分 ”向 上 ;从 含有 5 件 次 品 的 一 批 产品 中 任 
意 取 出 3 件 , 取 到 次 品 的 件数 可 能 是 0,1,2 或 3. 

随机 试验 (random experiment) ”概率 论 的 基 
本 概念 之 一 . 其 结果 具有 偶然 性 的 试验 . 人 们 通过 它 
来 观察 随机 现象 . 随机 试验 具有 如 下 特性 : 

1. 试验 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 进行 . 

2. 试验 的 所 有 可 能 结果 是 明确 知道 的 ,并 且 不 
Jb es 

3. 每 次 试验 总 是 恰好 出 现 这 些 可 能 结果 中 的 一 
个 ,但 在 一 次 试验 之 前 却 不 能 肯定 这 次 试验 会 出 现 
哪 一 个 结 

例如 , 投 所 一 枚 硬币 ,观察 哪 一 面向 上 就 是 一 个 
随机 试验 . 在 概率 论 中 ,随机 试验 常 简称 试验 . 

基本 事件 空间 (space of elementary events) 
亦 称 样本 空间 . 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 是 概率 论 研 
究 的 出 发 点 . 随机 试验 的 每 一 个 单一 的 结果 称 为 一 
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个 基本 事件 . 全体 基 本 事件 的 集合 称 为 基本 事件 空 
间 . 一 般 以 ww 表示 基本 事件 ,以 2 表示 基本 事件 空 
间 . 基本 事件 空间 又 常 称 为 样本 空间 ,此 时 ,基本 事 
件 称 为 样本 点 .只 含有 有 限 个 基本 事件 (样本 点 ) 的 
基本 事件 空间 称 为 有 限 基 本 事件 空间 (有 限 样 本 空 
le) > ;含有 可 数 个 基本 事件 (样本 点 ) 的 基本 事件 空间 
称 为 离散 基本 事件 空间 (离散 样本 空间 ). 如 果 抛 开 
基本 事件 的 具体 定义 , 则 可 以 把 0 看 成 一 个 抽象 点 
集 ,每 一 个 基本 事件 w 就 是 2 中 的 一 个 点 . 基本 事 
件 空间 可 以 根据 随机 试验 的 内 容 ( 试 验 条 件 与 观察 
的 目的 ?来 决定 . 例如 ,从 标 有 1,2,3,4,5,6 号 码 的 
六 张 卡片 (其 中 4 张 红 色 ,2 张 白 色 ) 中 任 取 一 张 , 观 
察 所 抽 得 的 号 码 , 则 基本 事件 空间 为 2 = (01.2.3, 
6}; 若 观察 所 抽 得 的 卡片 颜色 ,基本 事件 空间 为 

二 {红色 ,白色 }. 

样本 空间 (sample space) 
[B] ". 

基本 事件 (elementary event) 
jg] ". 

样本 点 (sample point) ” 见 “ 基 本 事件 空间 ”. 

有 限 基 本 事件 空间 (space of finite elementary 
events) ” 见 “ 基 本 事件 空间 ”. 

有 限 样 本 空间 (finite sample space) 见 “ 基 本 
事件 空间 ”. 

离散 基本 事件 空间 (space of discrete elemen- 
tary events) 见 “ 基 本 事件 空间 ” 

离散 样本 空间 (discrete sample space) 
本 事件 空间 ” 

事件 (event) 亦 称 随机 事件 . 概率 论 的 基本 概 
念 之 一 .是 随机 现象 的 表现 ,是 由 某 些 基本 事件 构成 
的 集合 .事件 一 般 用 大 写字 母 4,B,C,… 表 示 . 称 事 
ft 4 发 生 , 当 且 仅 当 4 中 所 含 的 某 一 基本 事件 发 
生 . 在 每 次 随机 试验 中 一 定 会 出 现 的 事件 称 为 必然 
事件 ,用 2 表示 .在 任何 一 次 试验 中 都 不 会 出 现 的 
事件 称 为 不 可 能 事件 ,用 名 表示 .例如 ,投掷 一 枚 般 
子 ,观察 所 出 现 的 点 数 . AL" SEIB ROR”, Be“ h 
的 点 数 小 于 3? 都 是 事件 ;而 “ 掷 出 的 点 数 小 于 7? 是 
必然 事件 ;“ 撕 出 的 点 数 大 于 6” 是 不 可 能 事件 . 如 果 
事件 A 的 发 生 必然 导致 事件 B 的 发 生 , 或 者 组 成 事 
件 4 的 样本 点 都 是 组 成 事件 B 的 样本 点 , 则 称 事件 
B 包含 事件 4, 记 为 ACB KR BO A. SÉAAH (OCA 
CQ. WR ACB 5 BCA 同时 成 立 , 则 称 事件 4 与 
B 相等 或 等 价 , 记 为 ASB. 


即 “ 基 本 事件 空 


见 “ 基 本 事件 空 


见 “ 基 


随机 事件 (random event) 即 “ 事 件 ”. 
必然 事件 (certain event) “Ble”, 


不 可 能 事件 (impossible event) 见 “ 事 件 ”. 
事件 的 运算 (operations between events) 概 
率 论 最 基本 的 运算 .事件 之 间 有 以 下 几 种 运算 : 
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1. 事 件 4 与 已 的 并 4UB. 它 发 生 , 表 示 事 件 4 
5 B 中 至 少 有 一 个 发 生 . 类 似 地 ,由 “事件 A Ar 
中 至 少 有 一 个 发 生 ” 所 构成 的 事件 称 为 Al,A,,… 的 
并 , 记 为 UA 

2. 事件 AS B INE GXED AC) BOX, AB). ER 
A Rm A 5j B [B] E AA. 类 似 地 ,由 “事件 A), Ap, 
… 同 时 发 生 ” 所 构成 的 事件 称 为 Ais BOE BK 
iW A An 

3. 事件 4 的 余 4. 它 发 生 , 当 且 仅 当 4 不 发 生 . 
亦 称 4 为 4 的 对 立 事件 或 逆 事 件 或 余 事件 . 

4. 事件 A SBN ANB. EC RIEN A RE 
而 BE. 

5. 事件 A 5 B 的 对 称 差 AANB. ERE RMA 
或 B 有 一 个 发 生 而 二 者 不 同时 发 生 . 

AAB — CANB)UCBNA). 
事件 的 运算 满足 以 下 规则 : 
1. 交换 律 : AUB=BUA,AB=BA. 
2. 结合 律 ; CAU B)UC- AUCGBUCD, 
CAB)C— ACBC). 
3. 4 BC: CAU DD f'1]C— ACUBC, 
(ANBYUC=(AUC)N (BUCO). 
4. 德 。 摩 根 定理 (对 偶 原 则 ) : 
UA. -flA. na, -UA. 


43 ASB 的 交 为 不 可 能 事件 ( 即 ABS 
OM, KABA RE, RE AAA). 当 事 件 
A,B 不 交 时 ,4 与 B 的 并 也 称 为 A 与 B 的 和 , 记 为 
AT BON AUB); 4t Ais Ass t BRA 26 BY , FF 


UA, 也 称 为 和 , 记 为 DA. 当 事件 BCA 时 ,4 S 


B HŽ ANB 称 为 真 差 , 记 为 A-B A\B). 事 
件 的 运算 与 集合 论 中 集合 的 运算 是 一 致 的 . 

对 立 事 件 (opposite event) 见 “ 事 件 的 运算 ” 

逆 事 件 (inverse event) 见 “ 事 件 的 运算 ” 

余 事件 (complementary event) 见 “ 事 件 的 运 
&". 

事件 对 称 差 (symmetric difference of events) 
见 “ 事 件 的 运算 ”. 

互 不 相 容 事件 (mutually exclusive events) Jf 
Pr a SE. 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 知事 件 4 与 
B 不 能 同时 发 生 , 即 4B== 多 , 则 称 事件 4 与 B 互 不 
相 容 或 互 斥 , 称 该 二 事件 为 互 不 相 容 事件 或 互 斥 事 
AF. 

BF SS ¢ (disjoint events) 
件 ” 

事件 序列 的 极限 (limit of event sequence) 3 
件 序列 的 一 种 运算 . 如 果 A A2 ttt AS, … 是 一 个 事 


即 “ 互 不 相 容 事 


件 序列 , 记 
limA, = UA.. 

JU f lim A, 为 事件 序列 {4,} 的 上 极限 或 上 极限 事 

件 , 它 表示 有 无 穷 多 个 A, 发 生 . 记 


则 称 lim A, 为 事件 序列 {4,} 的 下 极限 或 下 极限 事 
件 , 它 表 示 至 多 只 有 有 限 个 A BREF 
limA, = limA,, 
则 记 
limA, = limA, = limA,, 

并 称 lim A, 为 事件 序列 {4,} 的 极限 或 极限 事件 . 如 
果 4C4:C…C4.C…, 则 称 事件 序列 (4,} 是 上 升 
(递增 ) 序 列 ; 如 果 ADADDA, D, MEKA)? 


是 下 降 ( 递 减 ) 序 列 . 上 升序 列 和 下 降序 列 统称 为 单 
调 事 件 列 . 这 时 ,事件 序列 的 极限 必 存 在 , 且 


UA, AJ) Es. 
limA, =<" 


DA. B(A) FE 


上 极限 事件 (upper limit event) 见 “ 事 件 序列 
的 极限 ”. 

下 极限 事件 (lower limit event) 
的 极限 ”. 

极限 事件 (limit event) 
限 ”. 

上 升 事 件 序列 (increasing sequence of events) 
见 “ 事 件 序列 的 极限 ”. 

下 降 事 件 序列 (decreasing sequence of events) 
见 “ 事 件 序 列 的 极限 ”. 

单调 事件 列 (monotone sequence of events) 
见 “ 事 件 序列 的 极限 ”. 

事件 c 域 (o-field of events) IRER o 代数 . 概率 
论 研 究 的 一 类 集合 . 是 由 基本 事件 空间 2 的 一 些 子 
集 构成 的 集 类 多. GER AE ARTE 

LQEF; 

2.4 ACF ,H ACF; 


见 “ 事 件 序列 


见 “ 事 件 序列 的 极 


LE AEF (h=1,25) LU MEF; 
则 称 57 为 o 域 . 如 果 将 条 件 3, 代 之 以 8 

YH ACF G-15220BÜAEZ; 
MEZ SEI ONE. BY 为 c 域 , 则 对 
于 ACF (一 1,2,…), 有 NA, EF. ECHA 


的 一 子 集 类 , 则 包含 E B3 o BUD TETE. 包含 E 的 一 
H o 域 之 交 仍 为 c 域 , 称 为 包含 V 的 最 小 o 域 或 由 


E ERR o XX in oC). 

oR BR (o-algebra) — BI" SE fF o d". 

事件 域 (field of events) — DL RAH o R”. 

ERY (algebra of sets) — BI" 3i fed". 

波 莱 尔 域 (Borel field) 拓扑 空间 上 的 一 种 重 
要 Bj 4E 25. ip R'— (— o, 43-09), Y= (C—09,x]: 
一 ceo<z 所 十 co}. 称 由 集 类 多 生成 的 c 域 ( 亦 即 包 
* € MAEe3058,—6o(9) 7g — E UR E ZR 36, SF, 
中 的 元 素 称 为 一 维 波 莱 尔 集 . 易 见 ,对 于 任意 实数 a 
<b, Æ Wla, b], Cab), Lab], Lab), (— œa), a, 
+00), (a, 十 0) 的 集合 及 单 点 集 {a} 都 是 波 莱 尔 集 ， 
R 上 的 开 集 、 闭 集 也 是 波 莱 尔 集 . 自然 ,上 述 集 合 经 
至 多 可 列 次 集合 运算 后 所 得 到 的 集合 也 是 波 莱 尔 
集 . VAR" 记 ? 维 欧 几 里 得 空间 ,可 以 类 似 和 定义 7 
HE YE SER I B, ER HW n 维 长 方 体 所 生成 的 o 
mM. B, 中 的 元 素 称 为 n HSER. AH 是 拓扑 
空间 , 则 由 AO 的 一 切 开 集 构 成 的 类 所 生成 的 c 域 
BA A 上 的 波 莱 尔 域 £0.20 中 的 元 素 称 为 A 上 
的 波 莱 尔 集 . 


ECR HE (Borel set) MZR R”. 
rr 系 (r-system) 具有 某 些 特殊 性 质 的 集 类 . 


若 基本 事件 空间 2 的 子 集 类 对 有 限 交 运算 封闭 , 则 
称 之 为 x 系 . 

à R Q-system) 具有 某 些 特殊 性 质 的 集 类 . 基 
本 事件 空间 2 的 子 集 类 4, 若 满足 : 

1.0€ A; 

2. 对 真 差 封闭 : 即 对 于 ABC A, AC B, B— 
ACA; 

3. 对 上 升序 列 的 并 封闭 : 即 对 于 


(A, :n€ NICA, A, ^ ,有 UA, € A; 
n=] 


WRAHAR. BOWFRES BEDA ARM x 
AMY SW o 代数 . 

集 半 代数 (semi-algebra of sets) 具有 某 些 特 
殊 性 质 的 集 类 . 由 基本 事件 空间 2 的 一 些 子 集 构 成 
NEES SEMA: 

10€; 

2. X A, BES, H A()BC $3 

3. XJ A,A ES, ACA, FFE (Az, Ast, A, } 
CY ,使 A532, ***.À, 两 两 不 交 , 且 使 

A=U Ass 

则 称 SY 为 2 的 集 半 代数 . 

单调 类 定理 (monotone class theorem) 测度 
论 和 概率 论 的 理论 研究 中 的 一 个 重要 工具 . 该 定理 
断言 : 设 0 的 子 集 类 2 Br KR AYRES 的 
最 小 4 系 ,a(C2 BI 9 的 最 小 5 代数 , 则 ACH) 
一 5(C25 ). 因 而 任何 包含 Z HARARE s. 
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函数 形式 单调 类 定理 (monotone class theorem 
function form) 测度 论 与 概率 论 的 理论 研究 中 的 
一 个 重要 工具 . 设 Z EEE R 上 的 扩充 实 值 函 
WA HERE: ASEH MAS FS 的 正 部 与 负 
BEBO € SH. WII RA LAE PRAY MAS 
系 : 

Ice. 

2. 亏 中 有 限 个 函数 的 线性 组 合 如 果 有 意义 , 则 
RF L. 

3E f,EL nENOSS AS, fRARM SE 
LM SEL. 

PR I XX BS BR EMA AE: AS AL 
包含 x 系 2 中 任 一 集 的 指示 函数 (特征 项 数 ), 则 艺 
包含 一 切 属于 s Ho“) AM wR IB o KYW 
包含 2 的 最 小 o 代数 . 

函数 形式 的 单调 类 定理 的 典型 用 法 是 :要 想 证 
明 某 一 函数 族 下 具有 某 种 性 质 A。, 引 和 人 一 个 函数 族 
c B L= RKR S RATE 4。} 为 一 到 系 , 再 引 
和 一 个 x 系 和 ,使 区 中 的 cc( 安 ) 可 测 郴 数 类 包含 
,于 是 只 要 证 明 对 一 切 4E 生 ,4 的 指示 图 数 14€ 
LT. 这 种 方法 称 为 X 系 方法 . 

L f&(£Z-system) 见 " 图 数 形式 单调 类 定 
H”. 

ME (frequency) 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 表 
示 事 件 出 现 的 频繁 程度 . 将 随机 试验 重复 二 次 ,者 事 
件 A E n 次 试验 中 出 现 n4 次 , 则 称 比 值 


fA) = “4 
为 事件 4 TE n XU P BLY AC. 
频率 有 如 下 性 质 : 


1. 对 于 任何 事件 4, 有 OSS, (ADSI. 

2. 对 于 必然 事件 2, 有 fasl. 

3. FF Ai Ass As BARE. WA 

Toa Dres sss T 2 
= fal A) + f(A) + + fF, CAR). 
事件 发 生 的 频率 具有 某 种 稳定 性 ,频率 的 大 小 与 事 
件 发 生 的 可 能 性 大 小 有 密切 关系 ,因而 可 以 通过 频 
率 去 认识 概率 . 

H Æ (probability) 概率 论 的 基本 概念 之 一 . 
是 随机 事件 出 现 的 可 能 性 的 量度 . 见 “ 概 率 的 统计 定 
义 ” 和 “概率 的 公理 化 定义 ”. 

概率 的 统计 定义 (statistical definition of prob- 
ability) 早期 应 用 比较 广泛 但 不 太 严 格 的 一 种 概 
率 定 义 .将 随机 试验 重复 n 次 ,如 果 当 nn 逐渐 增 大 
时 ,事件 4 出 现 的 频率 f£ CAD Snan 稳定 地 在 某 个 
数值 p 的 附近 摆动 ;而 且 , 一 般 地 , 随 着 试验 次 数 n 
的 增 大 ,摆动 的 幅度 愈 来 愈 小 . 则 称 p 为 事件 4 出 
AHER, wA PCA) =p. ERE LR HRR 
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计 定 义 . 只 要 试验 次 数 足 够 多 ,就 可 以 近似 地 认为 
f(A) 二 Pp, 从 而 可 以 近似 地 确定 事件 4 的 概率 . 

概率 的 公理 化 定义 (axiomatic definition of 
probability) 建立 在 严格 的 逻辑 基础 上 的 一 种 概 
REX. N) 是 给 定 的 基本 事件 空间 ,多 是 8 中 的 一 
个 事件 c 域 . 定义 在 有 上 的 实 值 集 晒 数 PCA CAE 
F) EWE FIR: 

1. 非 负 性 :对 每 个 ACF ,P(4) 之 0; 

2. 规范 性 :P(GQ) 王 1; 

3. 完全 可 加 性 ;和 敬 4;E (i 二 1,2,…) 两 两 不 
相 容 ( 即 4;A; 二 多 ,i 了 关 站 ,有 


P| DJA) = XPA); 

WIE 3c fé S eS P AR, F) Ef — 7 EE U RE , 
简称 概率 , 值 P(A4) 称 为 事件 4 的 概率 . 

概率 的 公理 化 定义 是 俄国 数学 家 柯 尔 莫 哥 党 夫 
(Konmoropos, A. H. ) F 1933 年 提出 的 , 它 概 括 了 概 
率 这 一 概念 的 本 质 特征 ,而 克服 了 概率 的 古典 定义 、 
统计 定义 及 几何 概率 的 局 限 性 ,在 概率 论 的 发 展 中 
占有 重要 地 位 . 

1. 不 可 能 事件 的 概率 为 0, 即 PCO) =O. 

2. ABR AY PE: 4 4A;,4;,… A, 两 两 互 不 相 容 
( 即 ALA;— (2 Az) MM 


i=1 io 


3. 对 任 一 事件 4, 有 
P(A)=1—P(A). 
4.4 A4CB, 则 PCAD<P(B)A 
P(B—A)=P(B)—P(A). 
5. 加 法 公式 :对 任何 两 个 事件 ALB 
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AB); 
对 任意 n 个 事件 A15 As tn sAn A 


PCU Ape 2 PUD = 24 PCAs AL) 
k=] k=] 1k EI 


1^2 


POT A Ay ee 


1<h Lk Ch Sn 
* PCA, A; An). 
6. 半 可 加 性 :对 任意 的 n, 


P( UA) 293129 
成 立 .一 般 地 ;有 
P( UA)< TPCA). 
概率 空间 (probability space) 描述 随机 现象 
的 数学 模型 . Q 是 基本 事件 空间 ,.F EO 中 的 事件 


5 RP AE MEQ.) ERR BME. = AS 
KA CQ, . PN MESS S TB). 给 出 一 个 具体 的 随机 


i 数学 上 就 可 以 把 它 抽象 成 一 个 概率 空 
多 ,已 ), 概 率 空 间 是 概率 论 研究 的 主要 对 象 . 
概率 的 连续 性 (continuity of probability) 概 

率 的 一 个 重要 性 质 . P CO. P) HERZ E. A, E 
F (n 二 1,2,…), 是 任 一 单调 事件 列 ， 

A = limA,, 


la] CQ, 


那么 
limP(A,) = P(limA,) = P(A), 

称 为 概率 的 连续 性 . 特别 地 ,大 Ay Ao SA; 
vee, Mil] 

limP(A,) = P(limA,) = P(N A 

n— oo n oo n=l 
称 为 概率 的 上 连续 性 . a A,CA,CA,C CAG 
see Wl 


limP (A, )= PlimA, y= PCU A, ) 


称 为 概率 的 下 连续 性 . 下 面 的 定理 给 出 了 完全 可 加 
FERS a PRS 上 满足 PC(Q) 王 1 的 非 负 
集 郴 数 , 则 它 具 有 完全 可 加 性 的 充 要 条 件 为 : 

1. 它 是 有 限 可 加 的 . 

2. 它 是 下 连续 的 (或 上 连续 的 ). 

概率 的 上 连续 性 (upper continuity of proba- 
bility) WREE”. 

概率 的 下 连续 性 (lower continuity of proba - 
bility) MARERE”. 

古典 概 型 (classical probability model) 概率 
可 以 直接 计算 出 来 的 一 类 随机 现象 的 数学 模型 . 一 
个 随机 试验 如 果 具 有 如 下 特征 : 

1. 基本 事件 空间 02 中 只 含有 有 限 个 基本 事件 . 

2. 各 个 基本 事件 的 发 生 或 出 现 是 等 可 能 的 . 
则 称 这 种 随机 试验 为 古典 型 随机 试验 . 这 种 等 可 能 
的 模型 曾经 是 概率 论 发 展 初期 的 主要 研究 对 象 ,一 
般 把 这 类 随机 现象 的 数学 模型 称 为 古典 概 型 , 它 在 
概率 论 中 占有 重要 地 位 . 

古典 型 随机 试验 (classical random experiment) 
见 “ 古 典 概 型 ”. 

概率 的 古典 定义 (classical definition of proba- 
bility) 最 早 引 进 的 一 种 概率 定义 .对 于 上 古典 概 型 ， 
若 基 本 事件 空间 2 中 含有 个 基本 事件 ,事件 4 中 
SA k 个 基本 事件 (&<”) , 则 定义 事件 4 的 概率 为 


k _ APSA AEA STE RL 
基本 事件 总 数 0C 


上 述 定 义 是 拉 普 拉 斯 (Laplace,P. -S. ) 于 1812 年 提 
出 的 ,因为 它 只 适用 于 古典 概 型 场合 ,通常 称 之 为 概 
率 的 古典 定义 或 古典 概率 . 也 有 人 把 它 看 成 是 计算 
概率 的 一 种 方法 . 

分 配 问 题 (assignment problem) 一 类 古典 概 
型 问题 . 即 古典 概 型 计算 中 的 分 房 问题 . 假设 有 N 


PCA) — 


概率 论 的 基本 概念 


个 盒子 ,分 别 标 有 号 码 1,2,…, Ni 此 外 有 ?7 个 质 
点 .所 谓 分 配 问 题 ,就 是 如 何 将 质点 分 配 到 各 个 合 
里 去 ,其 中 nN. 假设 每 个 质点 分 配 到 各 个 盒 中 是 
等 可 能 的 ,其 分 配方 式 和 各 种 分 法 的 总 数 如 下 表 : 


每 盒 可 以 容 
纳 任意 多 个 


例如 ,计算 下 列 两 事件 的 概率 : 

l.A— { 某 指 定 的 个 盒子 中 各 有 一 个 质点 }. 
2. B= 二 ( 恰 有 个 盒子 中 各 有 一 个 质点 }. 

四 种 分 配方 式 按 上 表 顺 序 编号 : 

1. 第 一 种 分 配方 式 ( 又 称 麦克 斯 韦 - 玻 耳 效 曼 统 
:每 盒 可 以 容纳 任意 个 质点 且 质 点 可 辨 ,有 


PA= 


每 盒 可 以 容 
纳 至 多 一 个 


He > 2 BY 


计 


Na” 


n! 
NU 
NON — 1): ON —n + 1) 
P N” | 
2. 第 二 种 分 配方 式 ( 又 称 为 鲍 泽 - 爱 因 斯 坦 统 
:每 盒 可 以 容纳 任意 个 质点 且 质 点 不 可 准 , 有 
n! — ! 
NE DI 
Cw NI (N—D! 
CE. N=)! N Fna 
3. 第 三 种 分 配方 式 :每 盒 至 多 可 以 容纳 一 个 质 
点 且 质 点 可 辨 ,有 


P(A)= 


P(B) = 


it 


Nae 


P(B)= 


n! 
NON—1)*-O—-a24 1) 
Cuen! u 
PSBUT NOI-DeO-ED A 
4. 第 四 种 分 配方 式 ( 又 称 费 米 - 狄 喇 克 统计 ): 每 
mE 个 质点 但 质点 不 可 辨 , 有 
Ad GNE M: 


P(A)= Ni 


P(B)=— 


配对 d. e problems) 一 个 著名 的 概 
率 问题 .问题 原意 为 : 某 人 写 了 nn 封 信和 ,将 其 放 入 信 
封 中 ,并 在 每 一 信封 上 随意 分 别 写 上 个 收 信人 的 
地 址 中 的 一 个 (不 重复 ) ,那么 : 

1. 没有 一 个 信封 上 的 地 址 正确 的 概率 为 
> ( " l 
2. 恰 有 > 个 信封 上 所 写 的 地 址 正确 的 概率 为 
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配对 问题 于 1708 4E Jg Se BPR Montmort, P. 
R. de) 所 解决 ,后 由 拉 普 拉 斯 (Laplace,P. -S. 2 A 
推广 . 

巴 拿 赫 火柴 问题 (Banach?s match problem) 
一 个 古典 概率 问题 , 波兰 数学 家 巴 拿 赫 (Banach， 
S. ) 随 身 带 着 两 盒 火柴 ,每 一 盒 有 交 根 火 荣 ,任何 时 


候 他 需要 一 根 时 ,随机 地 取 一 盒 , 并 从 中 抽 一 根 . 屠 
The 
C L eh — Yes AER AUN RM 
率 为 C (Ft) 

2. 在 第 一 次 用 完 一 盒 (不 是 取 到 空 使) 时 另 一 合 
恰 剩 根 的 概率 为 C2 | 于 | 。 

空 盒 问 题 (empty box problem) 一 个 典型 的 


古典 概率 问题 . 把 ”个 不 同 的 质点 随机 地 放 和 人 N 个 
盒子 ,假设 每 个 质点 落 入 各 盒子 的 概率 相等 , 则 事件 
A, — UB SUB m 个 空 盒 } 的 概率 为 

PCA,) = EN 
其 中 max{(0,N — n) xim xi N — 1. 

捕 鱼 问题 (fishing problem) 一 个 典型 的 统计 
估 值 问题 . 设 湖 中 有 鱼 N ALN 未知 ,是 要 估计 的 . 
现 捕 出 r 条 ,做 了 红色 记号 之 后 再 放 回 湖 中 ( 设 记 号 
不 消失 ), 经 过 适当 时 间 后 ,再 从 湖 中 捕 出 
Sr) FPA ROK MAA Bids. RHE LA 
息 ,利用 统计 分 析 方 法 可 得 湖 中 鱼 数 的 估计 为 N= 
[Lrs/t], 其 中 [rs/ij] 表 示 数 rs/t 的 整数 部 分 .有 一 些 
问题 ,例如 ,估计 一 个 城市 的 人 口 总 数 ,也 可 以 采用 
同样 的 方法 . 

几何 概率 (geometric probability) 可 以 用 几 
何方 法 求 得 的 概率 . 向 某 一 可 度量 的 区 域 2 内 投 一 
质点 ,如 果 所 投 的 点 落 在 OQ 中 任意 区 域 g 内 的 可 能 
性 大 小 与 g 的 度量 成 正比 ,而 与 g 的 位 置 和 形状 无 
关 , 则 称 这 个 随机 试验 为 几何 型 随机 试验 或 几何 概 
型 . 此 处 的 度量 就 是 测度 ,一 维 指 长 度 , 二 维 指 面积 ， 
三 维 指 体 积 等 . 对 于 几何 概 型 ,车 记 A=“ E 
区 域 g 内 ”这 一 事件 , 则 其 概率 定义 为 
LG) 
LQ)’ 
FOP L(g) LODAAMA g AO 的 度量 .这 一 类 概率 
通常 称 为 几何 概率 . 几何 概率 是 概率 古典 定义 的 推 
广 , 它 保留 了 等 可 能 性 ,但 将 有 限 个 基本 事件 推广 到 
了 无 限 . 

布 丰 投 针 问题 (Buffon’s needle problem) 一 
个 几何 概率 实例 . 是 法 国学 者 布 丰 (Buffon,G.-L.. 
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I ON ame 


P(A) = 


s 条 ( 设 s 


L. de) 于 1777 年 给 出 的 第 一 个 几何 概率 的 例子 :用 
3c 0$ TT da Yr r 值 的 著名 的 “ 投 针 间 题 ”. OE TÉ E iB 
有 等 距离 为 a(a 之 0) 的 一 些 平行 线 , 癌 平面 任意 投 
一 长 为 CC<a) 的 针 , 针 与 平行 线 之 一 相交 的 概率 为 
2L/za. 利用 这 一 结果 可 近似 计算 < 的 值 , 其 方法 是 
投 针 次 ,记录 针 与 线 相 交 的 次 数 m, VA m/n 作为 
上 述 概 率 的 近似 值 , 即 得 mo 2n /am. 这 里 采用 的 方 
法 概括 起 来 是 :建立 一 个 概率 模型 , 它 与 某 些 人 们 感 


兴趣 的 量 ( 这 里 是 常数 x) 有 关 , 然 后 设计 适当 的 随 
机 试验 ,并 通过 这 个 试验 的 结果 来 确定 这 些 量 . 在 找 
矿 中 ,“ 投 针 间 题 "是 一 个 重要 概 型 . 随 着 电子 计算 机 
的 发 展 ,已 按 上 述 
特 卡 洛 方法 . 
投 针 试验 的 历史 资料 (把 a 折算 为 D 


术 思 想 建立 起 一 类 新 的 方法 , 称 为 壹 


约会 问题 (appointment problem) 一 个 有 和 名 
的 几何 概率 问题 .车 二 人 约定 于 0 到 工时 间 间 隔 内 
在 某 地 见面 , 先 到 者 等 t AIST GBA. MOA 
能 会 见 的 概率 为 


Tl 4 BA BP ie (Bertrand’s paradox) 一 个 几何 
概率 名 题 . 在 一 半径 为 r 的 圆 C 内 “任意 ” 作 一 弦 , 试 


求 此 弦 长 度 ! 大 于 圆 内 接 等 边 三 角形 的 边 长 V 3r 
的 概率 p. 其 解法 分 别 如 下 面 三 种 情形 : 

1. 以 r/2 为 半径 作 圆 C 的 同心 圆 C. (图 1), 可 
以 证 明 , 弦 AB 的 中 点 M AARC 内 的 充分 必要 


RIEK I> Y 3r. 故 由 几何 概率 公式 知 , 所 求 概率 p 
等 于 二 贺 面 积 之 比 , 即 


2 


NC XS 1 
P? = mr? 4° 
2.19% AB 的 一 端 4 固定 于 圆周 上 ,于 是 , 弦 
的 另 一 端 B 是 “任意 ”的 . 考虑 等 边 三 角形 八 ADE 
(图 20.429 V/ 3r 的 充 要 条 件 为 B YR T fü EAD 所 
IIDE E. H 


_ DE MK _ 1 
BUE 3" 


3. sk AB 垂直 于 直径 EF. AB 的 中 点 M 落 
在 线段 GH (图 3) 上 的 充分 必要 条 件 为 /二 v 3 ~, 因 


_ GH 之 长 度 _ I 
”EF 之 长 度 — 


图 1 E 
这 里 ,对 “任意 ”《 即 几何 概率 定义 中 所 要 求 的 “均匀 
性 ”) 的 三 种 不 同 解 释 , 得 出 了 三 个 不 同 的 结果 . 问题 
在 于 “任意 作 弦 ”的 提 法 不 明确 . 

条 件 概率 (conditional probability) 一 事件 依 
赖 于 其 他 事件 发 生 的 概率 . RF PAG BS 
l].A,BC-7 B PGOD 0. EFF BERENRE 
下 事件 4 发 生 的 概率 称 为 4 在 B 发 生 的 条 件 下 的 
条 件 概 率 , 记 为 PC(41B), 其 定义 为 


P(A|B) = 22 


对 于 固定 的 BC .PCGDD0,PCG [BEN 4 的 集 
函数 ,是 Z 上 的 概率 测度 , 即 : 

1. HEN AEF ,P(A|B)ZO. 

2. PCQ| B) — 1. 

3.4: ACF G=1,2,°" 


P| A.B] = S1P(A,|B). 
在 近代 概率 论 中 还 定义 了 一 种 给 定 o 域 下 的 条 
件 概率 . 设 4 人 2 ,多 PARE LC AF NF o 


代数 ,对 任意 的 ACT RE PRA E 可 测 
PX S A AERE oO RS PIBZRTERUS : 


[rwar = PCNA) WCE). 


id f 为 PAJE). 

概率 乘法 公式 (multiplicative formula of prob- 
ability) “ 亦 称 乘法 定理 . 关于 事件 积 的 概率 的 重要 
定理 . 若 P(A)>0,P(B)>0, Ml 

P(A()B)=P(A)P(B|A)=P(B)P(A|B). 
一 般 地 , 若 PCALA;- A, 0770, B] 
P(A,A4;::** A,) 

= P(ADOPCA; | AD: P(A, |A Apt A,_ 1). 
乘法 公式 在 概率 的 计算 中 起 着 重要 的 作用 . 

H ERE (multiplicative theorem of prob- 


ability) 即 “ 概 率 的 乘法 公式 ” 
完备 事件 组 (complete event system) 基本 事 
件 空 间 2 的 分 割 . 事件 组 A, Ars dr ,如 果 满 足 


), 且 两 两 互 不 相 容 ; 则 


概率 论 的 基本 概念 


As, 
i=] 


H A;A; — £f Gs). 则 称 {Ais Aas en] 
组 . 也 称 为 的 分 割 、 分 划 或 划分 . 
全 概率 公式 (total probability formula) 关于 
条 件 概率 的 重要 公式 . A (B:k=1,2,)} H F E 
7A BR TB FY BP SE 5 EATS Woe SA BUB, 
=N H BB = GAj), X. PCB) 20, Wü] ERE SE 
fr AC, 
P(A) = 


为 完备 事件 


> POP [B 
k 


A&TIFUB,—0 也 可 改 为 P(UB)=1 或 AC-UB.. 


全 概率 公 \ 式 在 概率 的 计算 中 起 着 重要 作用 ， 其 
直观 意义 是 将 求 较 复 杂 的 事件 4 的 概率 ,分 解 成 求 
较 简 单 的 事件 的 概率 P(A4B;)= 二 PC(B;)P(A4|B,) 再 
把 它们 “总 和 ”起 来 .“ 全 ”就 是 “总 和 ”的 意思 . 

贝 叶 斯 公式 (Bayes’ formula) Jp HRW HEA 
或 后 验 概率 公式 . 条 件 概率 的 重要 公式 . 设 BB, 
… 为 有 穷 或 可 列 个 互 不 相 容 的 事件 ,满足 

UB — OG P(UB)=1), 

B(\B;=9 GAP, P(B)>0 (=1,2,.%), 
则 对 任 一 事件 A,PCAY 08 

P(B)P(A|B,) 
SO P(BJP AJB) 


上 式 称 为 贝 叶 斯 公式 ,其 中 P(B;) 称 为 先 验 概 
率 . 显然 ,后 验 概率 P(B;|4) 的 计算 以 先 验 概率 
P(B,) 为 基础 . 两 者 往往 比较 接近 ,但 后 验 概率 是 在 
试验 之 后 事件 4 确 已 发 生 的 情况 下 ,来 分 析 各 种 假 
设 ( 即 B; 发生) 的 概率 . 因而 一 般 地 ,有 利于 4 发 生 
的 那些 假设 的 概率 就 会 增 大 ,不 利于 4 发 生 的 那些 
。 dechip dioi 贝 叶 斯 公式 发 表 于 1763 年 ， 

今 它 在 许多 领域 ,特别 是 在 决策 理论 方面 有 广泛 
Oe ee 

wt HE ZS x Cinverse probability formula) RẸ 
“ 贝 叶 斯 公式 ” 

后 验 概率 公式 (posterior probability formula) 
BBS Dl oP Ask”. 

波 利 亚 坛子 模型 (Polya’s urn scheme) 一 -个 
著名 的 概率 模型 . 假设 坛子 中 装 有 N 个 球 , 其 中 有 
N: 个 黑 球 、N; PARN 十 N = 一 N). 任 意 取出 一 
个 , 记 下 其 颜色 ,并 且 在 下 次 取 球 之 前 把 该 球 连 同 另 
外 > 个 与 它 同 色 的 球 一 起 放 人 坛 中 ， NOTOS 

一 个 球 ,如 此 以 往 . ABZ : 

1. 任何 一 次 取得 黑 球 的 概率 为 Wi/CN 十 Na)， 
任何 一 次 取得 白 球 的 概率 为 N/N +N). 

2. 第 m 次 与 第 nn 次 (mx 二 n) 取 出 的 都 是 黑 球 的 
概率 是 NjCNi 十 7)/(Ni 十 N2) ON EN n). 
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P(B;IA)= (j=1,2,.…). 


WX K it 


3. 在 前 次 取 球 中 ,正好 取得 n FBR ons 个 
HEU ROPA 


37l 


Los + io Tav. + ir) 


Loy TONS yr) 


这 个 概 再 在 医学 上 常用 来 模拟 疾病 的 传染 

事件 的 独立 性 (independence of events) 概率 
论 中 十 分 重要 且 具 有 特色 的 概念 . 两 个 事件 的 独立 
性 : 若 P(C4mB)=PC4)P(CB), 则 称 事件 4 与 已 是 
相互 独立 的 . 若 PCA, MN A,B fr SEE T PB 
I4) — PCB) ,'E 3& BH — 1 SY NBA ZA F 
件 发 生 ” 这 个 条 件 的 影响 . 多 个 事件 的 独立 性 : Al， 
Arstt An 是 n 个 事件 , 若 对 任意 ]xzmszzn (EB 1< 
by < he mn 都 有 


PCNA, = [IP J; 


则 称 4 ,4:，…,4， 是 相互 独立 的 . Xr Ay,» Az, A, 
相互 独立 , 则 它们 之 中 任意 m O1 m sn 3 PE 
一 定 相 互 独立 . 特别 地 ,如果 A15, A5, *** 4 À, 相互 独 
立 , 则 它们 之 中 任意 两 个 事件 都 相互 独立 ( 即 两 两 独 
AES RIGG 41,45, ***. A, 两 两 独立 ,未 必 有 A, sA, 
A, 相互 独立 .一 般 地 , 设 了 是 非 空 指标 集 ,(4,, 
ETIE s ? PY SESS, ENT 的 任意 有 限 子 集 
Uy sto tts 
P(A, NA, NN AO 
= P(A, )PCA, )- P(A, ), 


则 称 A, CET) WAAAY. 

SESS BAR KY, COT RE 多 PHS 
件 类 , 若 对 任意 的 (mm 一 2,3,…), 选 取 广 ET CAE 
多 ,1«ljsm KM or; 互 不 相同 ), 有 

P(A A; An) = PCA))PCA,):- 
则 称 事件 类 Z, (ET) 相互 独立 . 

事件 类 的 独立 性 (independence of event class- 
es) 见 “ 事 件 的 独立 性 ” 

(8 Sz iUe (Bernoulli experiment) 亦 称 伯 努 
利 概 型 .一 种 应 用 很 广泛 的 数学 模型 . 一 重 伯 努 利 试 
验 ; 只 有 两 个 可 能 结果 (C4( 成 功 ) 与 AMHR 
验 称 为 一 重 伯 努 利 试验 . 例如 ,在 产品 抽样 检查 中 抽 
到 废品 或 正品 ; 掷 硬 币 出 现 正 面 或 反面 都 是 一 重 伯 
努 利 试验 . 对 一 重 伯 努 利 试验 ,事件 域 可 取 为 

F={O,A,A,0}. 

n 重 伯 努 利 试验 ;把 一 重 伯 努 利 试 验 独 立地 重 
nik We n 重 伯 努 利 试验 . 若 在 每 次 试验 中 成 功 
的 概率 为 P(A4A)==p, 则 在 BSAA AHH 
k 次 或 成 功 了 上 次 的 概率 为 

P,(G) =C p O—2)"* (k=0,1,2,.,n). 
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PCA,), 


伯 努 利 概 型 是 概率 论 中 最 早 研 究 的 模型 之 一 ， 
它 是 “在 同样 条 件 下 进行 重复 试验 或 观察 ”的 一 种 模 
型 ,在 理论 上 、 应 用 上 都 有 重要 意义 . 

伯 努 利 概 型 (Bernoulli probability model) — HJ 
“ 伯 努 利 试验 ”. 


MPLS RAS A k 


随机 变量 (random variable) ” 亦 称 随机 变数 ， 
概率 论 的 基本 概念 之 一 ,是 取 值 具有 随机 性 ,能 表示 
随机 现象 各 种 结果 的 变量 .许多 随机 试验 的 结果 本 
THERES Wor PHARM, RF Re 
等 . 有 些 随机 试验 的 结果 虽然 只 是 定性 的 , 非 数 量 
的 ,但 人 们 可 以 做 出 对 应 ,使 其 结果 用 数字 表示 . 例 
如 , 掷 一 枚 硬币 ,可 以 用 1 表示 “出 现 正 面 ", 用 0 表 
示 “ 出现 反面 ”. 一般 地 ,定义 在 基本 事件 空间 02 上 
的 单 值 实 函 数 6(w) 就 称 为 随机 变量 . 自然 ,为 了 能 
对 这 种 函数 作 概 率 描 述 ,还 应 当 对 它们 作 某 些 限 制 . 

随机 变量 的 严格 定义 如 下 :C0, 多 ,了 P) 为 概率 
zi RI. E= Ew) WE DEE LEO bMS PR 
数 , 若 对 于 任 一 实数 z,w 的 集合 {w : £Co0 xx) É— 
随机 事件 , 亦 即 ol E Con xcix) ECF WR £Co) 23 B8 
机 变量 . Rol ENSKT EF 也 可 改 为 对 于 直线 
上 的 任 一 波 莱 尔 点 集 BEA, A iwISGCDOCBI€ 
F. 

实质 上 ,随机 变量 就 是 概率 空间 (4, 多 ,已 ) 上 
的 多 可 测 函 数 . 随机 变量 的 引进 和 研究 是 概率 论 
发 展 中 的 重大 事件 . 由 于 随机 变量 是 取 数 值 的 ,因此 
可 以 对 它 进行 各 种 数学 运算 ,这 给 概率 论 的 研究 带 
来 了 极 大 的 方便 . 

随机 变数 (random variable) ” 即 “ 随 机 变量 ”. 

复 随 机 变量 (complex random variable) RR 
数值 的 随机 变量 . 5.5, 是 定义 在 概率 空间 
(2,5 ,P) E RS SC RT aR aS 

E(w) = (9) T i£; (9) Co€ D, 

Wi] 5 就 是 定义 在 (Q2,. 多 ,P) 上 的 复 随机 变量 .概率 论 
中 的 特征 函数 就 是 由 复 随 机 变量 取 期 望 而 定 义 的 . 
即 实 随 机 变量 E 的 特征 消 数 9g 定 义 为 

olt) = Ee" = E cos (£t) +iE sin (£t) 

(= eos poo), 

随机 元 (random element) 由 概率 空间 到 一 个 
可 测 空 间 的 映射 . 设 (2, 多 ,已 ) 为 概率 空间 , CE 4) 
为 一 可 测 空间 ,映射 SNE 满足 ;对 一 "Bee, 


48 lwl flw) EBE C.N f ACQ,F, P) Bl 
CE,S) B3 BS SL7C. 

指示 函数 (indicator function) 用 来 表征 随机 
事件 的 函数 . 设 (0,. 多 ,P) 是 概率 空间 ,A 是 随机 事 


件 , 即 ACF £k OQ ERU 


0 (wg A) 
为 事件 4 的 指示 函数 . 自然, 它 是 随机 变量 . 
概率 分 布 (probability distribution) 能 完全 描 
述 随 机 变量 概率 规律 性 的 集 葡 数 . CO. 07, POE 
率 空 间 , 为 其 上 的 随机 变量 ,对 任意 的 波 莱 尔 集 4 


1 (w € A) 
Ilw) = 


M P.CA)—P {w : Êlw)E A) =P(EE A). ff 
由 上 式 定 义 的 Z, ERR PACEA) 
机 变量 的 概率 分 布 (简称 分 布 ). 


容易 证 明 ,P:(4)(4E 多 1) 是 Z 上 的 概率 测 
BE. 这 样 一 来 ,从 原 概 率 空间 (2, 多 POW KR, AE 
义 在 它 上 面 的 随机 变量 可 诱导 出 一 个 新 的 概率 空 
lA] (R', A, , Pe) (简称 导出 概率 空间 ). 两 个 概率 空间 
描述 了 同一 随机 现象 ,但 由 于 导出 概率 空间 (R'， 
名 1,P;) 全 由 实数 组 成 ,从 而 能 使 某 些 概 念 更 简明 地 
表达 出 来 ,而 且 打 开 了 数学 计算 的 大 门 ,给 研究 带 来 
了 很 大 方便 . 

H h A (distribution function) 能 完全 地 描 
述 概率 分 布 的 点 函数 . 其 定义 如 下 :和 是 定义 在 (2， 
多 ,PP) 上 的 随机 变量 , 称 实 函 数 下 (z) 一 已 CCc<z)， 
(一 co<z 必 十 ce) 为 二 的 概率 分 布 函数 ,简称 分 布 函 
XX. 函数 下 (z) 王 已 (上 6 委 z) 是 一 个 普通 的 一 元 函数 ， 
它 的 定义 域 是 (一 ce ,十 co) ,函数 值 是 通过 计算 概率 
值 P(e 委 zx) 来 确定 的 ,也 称 为 累积 分 布 图 数 . 也 有 通 
过 f(x) 二 P(E 过 zx) 来 定义 的 . 

分 布 函数 下 (zx) 具 有 如 下 性 质 

1. 单调 不 减 性 : 若 ab. Ml) FCad<F OD»). 

2. 右 连续 性 :对 于 任 一 点 r, F (2 +0) =F Cx) 
HENX F(x) =PE<x) Ml FORE) 

3. (一 co) 一 lim FG) —0, 

F(+)= lim Fr) —1. 

由 分 布 函数 的 定义 可 以 知道 : 
Pla<é<6b)=F(0)— F(a); 
P(£—a)-—F(a)—F(a—0); 
P(E<a)=F(a— 0); 

P(E>a)=1—F (a) 

AY LAWE BH , PE ULZ E E HE E Op Tn AA T8 R AL 
有 一 一 对 应 关系 .由 于 分 布 函数 是 点 图 数 , 而 点 函数 
在 古典 分 析 中 已 有 了 大 量 的 研究 , 它 便 于 计算 ,因此 
分 布 函 数 在 概率 论 中 有 着 重要 的 理论 意义 及 实际 意 
Pe 

离散 型 随机 变量 (discrete random variable) 
一 类 重要 的 随机 变量 . 如 果 随 机 变量 只 取 有 限 个 
或 可 列 个 数值 Lijs Tzs?" 9 Hp ?* ,就 称 3 为 离散 型 随机 
变量 . Bid p,—P(6—2x)0-—1,2,:-:,.WJ E SUB BS 
概率 分 布 由 {pi) 完 全 确定 , 称 {pi}) 为 的 概率 分 布 
列 . 直观 上 常用 下 列 形 式 表 示 : 


随机 变量 及 其 分 布 函数 


显然 概率 分 布 列 {pi} 具 有 下 列 性 质 : 
l. pio (b—1,2,:). 


Zi Sp, = ]. 
知道 了 离散 型 随机 变量 的 分 布 列 , 便 可 知道 它 
在 任意 范围 内 取 值 的 概率 . 即 若 万 为 实数 轴 上 任 一 
可 测 集 , 则 
= J pe 


z,€D 
特别 地 ,离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 可 以 利用 它 
的 分 布 列 得 出 : 
Pipe ues Ee SP CERES DEZ 


这 时 ,在 zx; ABRE EK BE pp = FG — F Go, — 005; mE 
AR Gn) HARKE E SF Go RA. 如 果 任 何 
AA XI La.5 128 Z BuU BRA x WU AB D A f BR 
Tk F 为 阶梯 函数 . 

概率 分 布 列 (probability distribution row) W 
“离散 型 随机 变量 ”. 

连续 型 随机 变量 (absolutely continuous ran- 
dom variable) 一 类 重要 的 随机 变量 . 如 果 对 于 随 
机 变量 £O B yf PROOF (aO E TE dE fA REOR PRI 
z(z), 使 对 于 任何 实数 r, A 


foa = | pdt, 


则 称 为 连续 型 随机 变量 ,p(x) 称 为 的 概率 分 布 
机 变量 在 非 离散 型 随机 变量 中 占 主要 地 位 . 由 定义 
可 知 其 分 布 函数 是 绝对 连续 的 (自然 也 连续 ) ,而 且 
可 以 得 出 ,对 于 任 一 实数 re  PCE=2) = 0. 

分 布 密度 p(x) 具 有 如 下 的 性 质 : 

1. ple) 20,r€ C— 0o, +20). 


十 co 
2; Nu pG2dx-—1. 
3. 对 p(x) 的 连续 点 ,有 FG). 
4. P(EE A)= | plr)dr, AE B.. 

A 


概率 密度 函数 (probability density function) 
见 “ 连 续 型 随机 变量 ”. 
FW A (singular distribution) 一 类 理论 
上 很 有 价值 但 在 实际 中 很 少 出 现 的 分 布 . 如果 分 布 
图 数 FGz) 连 续 , 但 它 的 导 函 数 几 乎 处 处 (关于 勒 贝 
格 测度 而 言 ) 等 于 0, 则 称 分 布 范 数 FOr)(— oor 
到 十 ce) 为 奇异 型 的 . 如 果 随 机 变量 的 分 布 函 数 是 
奇异 型 的 , 则 称 该 随机 变量 及 其 概率 分 布 PEE A) 
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P{é€ € D) 


概 xo d 


(AEB) A p REPE. 

分 布 函 数 的 勒 贝 格 分 解 (Lebesgue decomposi- 
tion of distribution function) 关于 分 布 函数 的 一 
个 重要 结论 . 设 Fi GOES EICSI WA n ERG F(x) 
是 连续 型 的 分 布 函 数 ,F(zx) 是 奇异 型 的 分 布 函 数 ， 


如 果 a 宇 0 G=1,2,3)H »;« — 1. 那么 


F(x) = a Flr) + oF, (7) + asF (7) 
解 为 上 述 形 式 , 其 中 F;xr),a; G@=1,2,3) W f ER 
条 件 . 

随机 变量 函数 的 分 布 (distribution of function 
of random variable) 一 类 随机 变量 的 分 布 . ix 
flzx) 是 定义 在 随机 变量 的 一 切 可 能 值 的 集合 上 
MK) pw, SEB ER r 时 ,随机 变量 7 就 取 值 y= 
f(x), WRK 7 为 随机 变量 的 函数 , 记 为 7 二 了 了 (人). 
特别 地 ,和 是 随机 变量 ,那么 af 十 bla,b ERRO, E, 
El sing 等 都 是 随机 变量 .一般 地 , 吞 IER IR 
函数 , 则 7==f(6) 是 随机 变量 . 设 随机 变量 的 分 布 
函数 为 F(z), 则 w= 二 fC) 的 分 布 落 数 GO) A 

G) = PO x y)-— | dF (xz). 
ESES 

LE 是 离散 型 : 设 其 可 能 取 的 值 为 X19 Ts”? s Tk 

H P (£21) = pi. M 
GCy) = bs Pe. 
b f Ge y 


2. 和 5 是 连续 型 : 设 它 的 分 布 密度 为 pa), M y= 
SOBIT RRO 


G(y) = | pGodzx. 


foy 

特别 地 |: 

1. dy fc) RPM AR aR f (zx) 有 连续 
导 函 数 , 则 w= 二 f(6) 是 具有 分 布 密度 为 

ey) = pf UO ILA TCO | 

的 连续 型 随机 变量 (在 使 广 〈y) 无 意义 处 ,g(y) 王 
0). 比如 ,as 二 2 的 分 布 密度 为 
l gx 
lai? a 

Le B f GO EAR E B® I EXE [R] Lsls EZR 
严格 单调 ,其 反 函 数 分 别 是 方 O ,fi 《y),…, 而 
LA WTA (y)],… 均 为 连续 函数 ,那么 7= 
f(6) 是 连续 型 随机 变量 ,其 密度 函数 为 

sy = Melt MIL Cp 


(在 使 反 函 数 无 意义 处 ,g(y) 一 0). 例如 如 的 分 布 密 
度 为 ， 


l 
ro | (704 


0 Cyxz0). 


gly) = 
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随机 向 量 (random vector) 由 多 个 随机 变量 
组 成 的 向 量 . 车 随机 变量 0,6... 6, 定义 在 同一 概 
率 空间 (0Q,. 久 ,P) 上 , 则 称 它 们 所 形成 的 整体 
E(w) = (E Clw), E Co), ECU) (o € Q) 
An ERGO] BR n 维 随机 变量 ,而 称 6; 为 随机 回 
E 的 第 i 个 分 量 ( 或 坐标 ). 上 述 定义 和 如 下 描述 
完全 等 价 : 定 义 在 (2, 多 ,PP) 上 的 2 个 单 值 实 函 数 
E Cw), E (0) , eee y E Co) FY FL] [8] E F (Cw) = (6, Con, 
£9) E, (90) Co € DER EERW n HE UE 
莱 尔 集 BEB, A (£0 € B) € E Mm E=CE,, 
£t 5009 n 维 随机 向 量 . feri wlw) € BY ALE 
€ B). fk PG — PCÉ€ B) (BE 名,) 为 随机 向 量 E 
的 概率 分 布 ,或 称 为 ,6;,… 的 联合 分 布 . 可 以 
由 原 概 率 空 间 (2, 多 ,已 ) 出 发 ,通过 定义 在 它 上 面 
的 随机 向 量 可 诱导 出 一 个 新 的 概率 空间 
(R",28,, P). 
引进 随机 向 量 的 原因 是 ,有 许多 随机 现象 每 次 
试验 的 结果 不 能 只 用 一 个 数 来 描述 , 而 要 同时 用 n 
个 数 ( 即 一 个 回 量 ) 来 描述 ,这 就 需要 将 一 维 随机 变 
量 扩 展 为 随机 回 量 . 对 于 随机 向 量 , 不 但 能 研究 各 个 
分 量 的 性 质 , 而 且 还 可 以 考察 它们 之 间 的 联系 ,这 给 
研究 和 应 用 带 来 了 广阔 的 前 景 . 
$e HE ph Hl E Bt (multidimensional random vari- 
able) ” 即 “ 随 机 向 量 ”. 
K&S (joint distribution) 见 “ 随 机 向 量 ” 
B& dL (5) EE 4 p cR I (distribution function of 
random vector) 能 完全 描述 随机 向 量 概率 分 布 的 
Be gu PRA. 设 ES (51,6,,…,6,) 是 定义 在 概率 空间 
C2, ,P) ERESI E Lp 维 实 数 空间 R^ E RS 
任意 一 点 (ZisFo 0°" 今 
Pirnazar Pe srs 25 
称 以 上 定义 的 多 元 函数 F Geist ,Xx,) 为 随机 向 
E E 的 分 布 函数 ,或 随机 变量 61 ,6,,… ,6 的 联合 分 
布 函数 . BA BL [al E AY OP AH PRK F Cr cost cr AA 
如 下 性 质 : 
1. 对 任 一 x; 是 不 减 的 . 
2. 对 任 一 x; 是 右 连 续 的 . 
3. X T EE EI OL), 
Prud. 99 Epitt yD 


= limits 52 = 0s 
Gp. — oO 
t 


下 


lim FCCr 5," up js]. 


XI 十 ow 十 oo 


4. ix x; yi (—10.,2,:7 n) » J] 


F(yi5yo5*** Yn) — DE "pr fs zs 
:二 1 S 


1x ejm 


p» BRacpeepo1I Gps; 


其 中 B ug Zi S Lis Zj Tj OT 而 其 余 zı Vi 
时 FCeiszzs 228](&8. 可 以 证 明 , 随 机 向 量 ES = 
(5,,6,,-,£0 BAR ERE F Cx st ,ZX,) 和 其 概率 
分 布 Pe(B) (BE &,)—— Xt i. 

联合 分 布 函 数 (joint distribution function) 即 
“随机 向 量 分 布 函 数 ” 

离散 型 随机 向 量 (discrete random vector) 一 
类 重要 的 随机 向 量 . 如 果 n HERA ULIS) ER $= (5,6, 
…,6,) 最 多 只 能 取 有 穷 或 可 数 个 不 同 值 c; = CST 
Los Lan) C=1,2,), FAD EB y 

DS (ee Imam. Fs 
则 称 该 随机 问 量 为 离散 的 . 它 满足 : 

1. #20 GG 二 1,2,…)( 非 负 性 ). 

2. 2,p;- 1UH — PED. 
"- A T, M 

Di poc 

Wy $—(5,&, EO RI AER AL. S PAS BAL I] BS = 
CHa SS ere Tei PST 
2 和 ,2 都 是 离散 型 随机 变量 . 对 于 二 维 随 机 癌 量 
(6,7), 若 所 有 可 能 取 值 为 (ziyyi) G,j—1,2,».H 
p; P E=2, N=) (1,，j 二 1,2,…), 这 里 p; BANTS 
满足 p> DE p= 1. 则 其 分 布 列 可 用 表格 表示 ， 


连续 型 随机 向 量 (absolutly continuous random 
vector) ”一 类 重要 的 随机 回 量 . WR n 维 随机 向 量 
E= (Ê sfr, En) RIIT AR R FC 2908 tn) HEMT 
连续 , 即 存在 非 负 可 积 函 数 p(xzi,xs，… ,Xx,), 使 对 
— PY (xp sto 2n) A 


Pr, Tos A ds) 
Ti T9 Ta 
-一 Í | f puisto, auu)dudu,du,, 
一 Do — (x3 一 oo 


则 称 该 随机 向 量 为 连续 型 的 . p Gn mtt ,Zz,) 称 为 
随机 向 量 &£— (和 ,和 6) 的 概率 分 布 密度 或 随机 
变量 5,66, 的 联合 分 布 密度 . 分 布 密度 pn, 
22,7 tA U F TER : 

lo $prisrste.4m220,Vrix:ym2€RK. 


BG UL SS Se ke 5} th UA 


十 ce poo +00 
2. | | zl Pirusc 5r, dedz edz, 
= |. 


3. 若 PCE 909°" ,XTX,) 在 (Xi1,Xs，"… 9 Ln) TEE 

grita.) 
IL ALt OL, 

4. 对 任意 的 波 莱 尔 集 BE 2, 
PIG S£) € BJ 


= T [ocn op , TdT dr, dz,. 
B 


随机 向 量 分 布 密度 (distribution density of ran- 
dom vector)” 见 “连续 型 随机 问 量 . 

联合 分 布 密度 (joint distribution density) W, 
“连续 型 随机 向 量 ” 

边缘 分 布 (marginal distribution) ” 亦 称 边际 分 
布 . 随机 向 量 的 一 种 分 布 . 指 由 随机 疝 量 的 分 布 得 出 
的 它 的 任何 一 部 分 分 量 的 分 布 . 若 F Ox x2 ttn) 
是 随机 向 量 和 =(6, 和 和) 的 分 布 范 数 ,任意 保 
留 &C( 委 4 委 2) 个 zz， 例如 zz，… UR 
x; 都 趋 回 于 十 co , 即 

F (x12; ,***z4, 十 co 十 co) 


Pu 9 之 2 9 eo, 9 


则 


= PACF yo" ye 


则 元 分 布 函数 下 (zi xs ttt xa d 99 FOO) 
为 下 (zi xen) RII SEE. BT RG 
<h<n) WERE, DIL. HE PEEL E E B OP A PR C 
F (x doo cr HEA ClH-CE M +C1 1 = 2"—2 个 
WRG} dp PK BL. a F(zi;X2，"" ,Xi) 是 连续 型 的 ,其 
分 布 密度 为 PEEL) W k 维 边 缘分 布 密度 
之 一 十 


g Gn xtti) 
eo 十 ce 
一 一 | eee pn dos equ. Od o sac 


EEA 2” 一 2 个 边缘 分 布 密度 . 类似 地 ,也 可 研究 离 
散 型 情况 . 以 二 维 随机 疝 量 为 例 . 一 般 情形 :( 和 ,7) 的 
分 布 图 数 为 下 (zy), 其 边缘 分 布 函数 为 
F(x) = F(z, + œ), 
F,Cy) = F(+ œ,y). 
连续 型 : (和 ,7) 的 分 布 密度 为 p(x,y), 其 边缘 分 


+00 
PAZ) = | p(a,y)dy, 


4+ co 
p,m =| PG,y)dz. 


离散 型 : CE.) AY BUA GG S y2lij-m102.) 
相应 的 概率 为 {2 一 已 (和 一 已 ,7 一 轨 ) li j=1,2, 
et). 其 边缘 分 布 为 
WD 
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bp. = PO = 2,5. 
以 分 布 列表 表示 更 为 一 目 了 然 : 


边际 分 布 (marginal distribution) 
布 ”. 

边缘 分 布 密度 (marginal distribution density) 
见 “ 边 缘分 布 ”. 

条 件 分 布 (conditional distribution) 一 随机 的 
变量 依赖 于 其 他 随机 变量 的 概率 分 布 . 某 一 条 件 已 
经 发 生 情 况 下 的 随机 变量 的 分 布 . 以 二 维 情形 为 例 ， 
REE: CEPR KRA FC, y), £ T EI 
限 存在 , 则 称 

FOl =s = PQs YE = 

= Fa poy) 1 Ge ay) 
april (By o9) P Or —,- 199) 
为 在 条 件 E=2 下 7 WARE TS ERE PCE BD) 
0 (BEB), $R 


BU 边缘 分 


F(y|£ € B= PO? xi y| € B) 
| PAS y, EC B) 
P(E € B) 
为 在 条 件 6€ BPH 7 HY ARE 2 RR. 
类 似 地 tH nf RE X. E 的 条 件 分 布 函数 . 
连续 型 : (6,7) 的 分 布 密度 为 pry), ER 


pla) = 下 人 


p(z, y)dy 


为 在 条 件 E=2 下 的 7 的 条 件 分 布 密度 ，; 


plx|y) = fe 


p(z, y)dz 


为 在 条 件 N= y 下 的 § 的 条 件 分 布 密度 . 在 以 上 定义 

中 ,车 在 某 些 点 处 分 母 为 零 , 则 定义 相应 的 条 件 密度 

HE. 当 上 述 诸 式 中 分 母 不 为 零 时 ,条 件 分 布 图 数 与 
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条 件 分 布 密度 具有 一 般 分 布 函数 与 分 布 密度 的 一 切 
性 质 . 
离散 型 ; CE,m) Wat tp A p= PE =2:59=y) 
G,j71,2, 0 RADHA 
P(E=2;,94=y;) Pij Pij 


PS PEE CES 
P(E€=2;:,0=y;)_ Pij Pij 
P =; — j cs Gc e — . 
(F=2(9=y)) Py) p.; Sp, 
其 中 P-r020,PGO-—y020.1 EXE MAREE 
广 到 多 维 情形 . 


& 44 4> dh SB EB (conditional distribution den - 
sity) I." FA dg". 

随机 变量 和 、 差 、 积 、 商 的 分 布 (distributions of 
sum, difference, product and quotient of random 
variables) 随机 向 量 的 一 些 重 要 而 简单 的 函数 的 
分 布 . 具体 分 布 如 下 : 

1. 和 的 分 布 :各 (5 50 B 4p TR ES CF (Cry) 
£115 a RR AF C), ERa BR BOA Cy) , BU] 7 

Gz) = dF(r,y). 


rd oyxiz 


zr; 6,,£, 相互 独立 , 则 有 
| dF,GOdF,Cy) 


I 十 yz 


十 co 
= | F(z — x)dF, (x) 


十 co 
= | toos ary): 


这 时 称 分 布 函数 CCz) 为 分 布 函数 F Ca) K F(z) 
的 卷 积 或 裙 积 ,通常 记 为 G=F,* FSF * Fp. 如果 
《5 6) 为 连续 型 的 ,联合 分 布 密度 为 pray): S: 
的 密度 分 别 为 plx), plx). W 9=8, tHE 的 分 布 密 
度 g(z) 为 


g(z)= 


Toc 
plz,z — x)dx 


= | plz — yw dy. 
若 和 ,和 独立 , 则 有 
十 ce 
g(z) = | bin pG — x)dz 


十 ce 
= | pie — yp dy. 


EPR g 是 pis P 的 卷 积 , 记 为 gpi* pops* hy. 
An AR Ce, £0 JE RESCUE RH EL ABR RSE f HE 
BUA. PCE, =k) =a. P(E, =k)=b, (k—0,1,2,72, 
则 7— 8, +E: 的 取 值 也 是 非 负 整数 且 

POy—r)-—a,-d-ajib, ,4- baby (Cr 一 0, 1 2，…)， 


上 式 称 为 离散 卷 积 ( 袜 积 ) 公 式 . 

Zs ERDA: A EoD BY Od A BB EON play), 
£146. BS EAE bi C2 py) 2 6i E 的 分 布 
密度 为 

+o 
Py =| ple yondy. 
PE i 相互 独立 , 则 
十 co 
Py) =| pile + y poly dy. 


3. TR B 43i sa CE 60 PLA A REA br. y). 
&,€, 的 密度 分 别 为 bi CD s p:a), W 2— 6; * & 的 
分 布 密度 为 


十 ce 
Pa Gm | p[ x. 
十 ce 
本 
zr E 独立 , 则 有 
m 1 
Pee (2)= fe p(x) pel = | 


[ET 


$ 
=| [5 2O 4, DF 


4. RAR 2r Ai: (61.8) a A BEA ply), 
E i P998 BEAT BI pi Cr) > py), W a= E/E: 的 分 
布 密度 为 


十 co 
Pee 2 = 上 pzy, y) |y |dy. 
# ê ê: 独立 , 则 有 
十 co 
Pe 4, C) = | biz2pbC2 |yldy. 


4y dh cf A BY 28 $8 (convolution of distribution 
functions) ” 见 “ 随 机 变量 和 、 差 . 积 、 商 的 分 布 ”, 或 
UL" 4} Afi Ev BY ER”. 
B i & #8 Z xt (discrete convolution formula) 
JL" BOL SE ERU 25 TR LE IL AT TR. 
随机 变量 的 独立 性 (independence of random 
variables) ”概率 论 中 最 重要 也 最 具 特 色 的 概念 之 
E 设 er 为 n 个 随机 变量 ,者 对 于 任意 的 
X13 29""" s Tan 有 
PẸ, < 21565 < 之 29 < wo) 
= PC (< 
则 称 £,5;,--,8, 是 相互 独立 的 .实际 上 ,上 了 式 为 
下 (Ze = FX)F, C£) En (rn) 
其 中 (zi,zz，… ,Xs) 是 (61,6,，… 50mm a s K 
WF (xc) Fe & Bg 4r fü eS XC. 随机 变量 ,6,,… En 
相互 独立 的 充 要 条 件 是 ,对 一 切 一 维 波 莱 尔 点 集 
Bi,B,,"* Bas 
Pcé, € Bi,é, € Bry 
= P(é, € BPC, € B,). 


Se B,) 
PG. C) 


ME WL Se sg E th es BY 


成 立 . 可 以 证 明 , 若 gt 5, 是 相互 独立 的 随机 
变量 , 则 ACE) fo CED oF COO E TH B LINT, 
这 里 f; G=1,2.- WEE RH — 7G CR AR A. 
离散 型 随机 变量 £5.5,.-.5, 相互 独立 的 充分 必要 
条 件 是 ,对 于 任何 一 组 可 能 取 值 Cziy,zz，… 
PCC SS e qu eL ep) 
es pO = 2) PC P(E =a) 
成 立 . 对 于 连续 型 随机 变量 和 6, 和, … ,和 ,它们 相互 
独立 的 充分 必要 条 件 是 ,对 于 任意 一 组 实数 《xi ,x;， 
» Tn) = pe Gri) pe, x5) pe Can) 
其 中 PG L299 9 Tn) FEE E. ,6,) 的 联合 分 布 密 
BE. pe (xi) FEF: 的 分 布 密度 . 各 8158250075, 相互 独 
立 , 则 其 中 的 任意 ~(2 委 rr 委 2) 个 随机 变量 也 相互 独 
立 . 对 于 随机 变量 族 {6,zET) ,如果 它 的 任何 有 限 
子 族 都 相互 独立 , 则 称 {G,zET) 是 相互 独立 的 ， 
分 布 函 数 的 卷 积 (convolution of distribution 
functions) 概率 分 布 函 数 类 中 的 一 个 二 元 算 子 . X 
F, Al F, 是 两 个 概率 分 布 函数 , 称 如 下 定义 的 概率 
TRR F K Fi 与 ;的 卷 积 ( 裙 积 ): 


十 ce 
F(x) = | F(z — y)dF,Cy) 


d) 


ui ee 0 PE PLLL 


(E E (= 09, T o); 
简 记 为 = 二 Fi x F,. 卷 积 运算 满足 交换 律 和 结合 律 . 
因而 对 任意 个 分 布 函 数 Fi Foste FL 可 以 定义 
Fix Fi že x Fn URES So, 分 别 具 有 分 
Afi PR AC Fy 和 F,H Ci 5 e 相互 独立 , 则 & +, 的 
分 布 图 数 Fe re, (2) 一 CF, * F) (xz), xE (—oo 
-Foo), Bp & 4-6; 具有 分 布 函数 F x Fo. 
žb ir BEAL o E (independent random vectors) 
一 类 重要 的 随机 向 量 . 指 随机 向 量 相 互 之 间 具 有 独 
立 性 . 设 ES (5,5. En) N= Mho Nest Ma) tE 
=(6,,0.,°° C E, Z , P) ERBE HLE E, An SRI 
于 任意 ACS, BEZ, CEB A 
P(E E A,7 €E Bye ,€ EC) 
= P(E € A)P(Q € B»--P(£ € CO), 
则 称 $.2.-.0 是 相互 独立 的 随机 向 量 . 
随机 向 量 函 数 的 分 布 (distribution of function 
of random vector) 由 随机 向 量 的 知 干 个 函数 生成 
的 随机 向 量 的 分 布 .由 于 随机 向 量 的 波 莱 尔 函数 仍 
是 随机 变量 ,自然 可 以 研究 它 的 概率 分 布 . 问题 的 一 
般 提 法 如 下 : E= (8,6, £0 BJ Ar Tn PROC Fe (ays 
2, sx. LIB m PBS BM yes Gn sess 
Tl 52 9) oS WU r= 
2, m)oR V= M s Nost s Nm) 8953 78 PRR FCs 
Yoo yu 于 是 有 
FGyis yas tts Ym) 
=P KY Ey s Sys) 
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概 率 论 


=P (u (Ge, o En) yi U2 (B, ba 9 8 E) 
KPa Un CE, er) Sm) 
E E= (E15 5. 0B A Ep Cais rr, 
en) M ERA 
FE Oiya Ia) = P(E ys S Ya) 


— [l PCL 9 Ts Tdridr, dx,. 
| 


uy CX rT ESY ym 


车 函数 (i 二 1,2,…,n) 具 有 一 些 好 的 分 析 性 质 ， 
则 有 如 下 重要 定理 : 若 == (6 ,6,,…,é,) 的 分 布 密 
BE piri metn BENE yi ui Gn s29" s £n) Ci 
=1,2,° n) W E U F RAF: 

1. ££ XE TE — Iz PR 

Li = hi(yis Yost? n0 G = 1,2, 7n). 

2. uj Cri xa tt ns hi yis ys，" ,yy;) 都 连续 . 

3. 存在 连续 偏 导数 


Jh; ðu; 
其 雅 可 比 行 列 式 为 
My E? 
AY, W: IYn 
dh, dh, dh, 


J= |, ay, Onl, 


Jh, dh, Jh, 
Jy; d: ~ IYn 
则 2— 0n Doo ttt 20 P qw lE EEn) G— 
1,2, n) BY AE Ap BE puis ys t NI 
Pii yos ys) 
| o ast ya) stt hu yi yos ttt y) | J | , 


di Gu ost 0 BT a usus 的 值 域 ; 
0 ”其 他 ). 
如 果 反 函数 不 惟一 ,有 多 个 解 O Sh Core yon tes 
y (二 1,2,…), 则 可 将 函数 的 定义 域 即 Cni sms. 
… ,Xa) 的 取 值 空间 分 成 寿 干 部 分 ,使 之 成 为 一 一 对 
应 . 对 每 个 反 函 数 运 用 上 述 定理 , 青 相 加 ,这 样 7 一 
Ch 7; 7 2 AY) BE RE 9S A 
By yos tt s) 

S pP Guys Yn hP Gu ya y 


ES oe hP yy ys t y,2 |J? |, 
di Gi ost 0 BC uus ,us 的 值 域 ; 
o 其 他 . 
如 果 只 给 定 m C0 T Xe E RK 
ui(xis2,5tmr,) G—1,2,t sm), 
则 可 补充 定义 
UCL Lost" Ln) =z; (=m 二 +1l, m2 ,n), 
仍 可 利用 上 述 定 理 得 到 (7,7,,…,7,) 的 分 布 密度 ， 
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其 中 
7, = u lE EE), 
(ss 
J (eus mte 
Ima = Enyi? 
In = &. 
这 时 ,再 求 出 (7 02 0, PLZ Sd AG BH PE BY BT. 当 
(5 和 6) 是 离散 型 时 , 求 其 函数 的 分 布 列 比较 
直接 ,没有 什么 本 质 困 难 . 

极 值 分 布 (extreme-value distributions) 一 类 
顺序 统计 量 的 分 布 .最 简单 的 表述 如 下 :6 52e e. 
相互 独立 且 同 分 布 ,其 分 布 函 数 均 为 F(z). 令 

$35 Tl 
Fy = max($,,6,*,6,]. 


则 “的 分 布 函数 为 

PSP Cee) SS | ee 

£o, H3 PAB PRA 
Hr)-—FG.ysa)e—LEGO]. 

极 值 分 布 在 水 文 ` 气象 .地 震 预 报 等 方面 有 重要 
作用 ,并 广泛 应 用 于 系统 可 靠 性 及 空气 污染 水 平 的 
评价 中 . 

He FA HE SB SS fe] (product probability space) W 
度 论 中 乘积 测度 空间 的 特例 . 可 用 它 构造 独立 随机 
变量 . R R, FZP) G — 1,2) 是 两 个 概率 空间 ， 


& 


2, X Q, = {(@,,@,):@ € Qi = 1,2}; 
Vat X F, = oA XAA € Ait = 132/23 
a 


1 


P, (dw, )P, (dæ) 
) 


(w 


1 


或 = | | P,(do)P,(do,) CA € FIX Fo); 
2, Aw) 


其 中 AC) = {a,:(w,,0 CASBAH ey FRR 
4 WU ER CQ X Q7 UX E SVUPUX PD3NOQ E SP 
G=1,2) A) FRA 43 [8]. 类 似 地 ,可 以 定义 有 限 维 
乘积 概率 空间 . 若 纪 是 (02:, 丈 ,,P) 上 的 随机 变量 ， 


今 


E (90,0) = E Cw): (Ww) € A,X QD), 

E (90,0) = E Cw); (ww) € Ra X ;, 
WEGE HAX U, FXF P1 XP) EB Y 
EIEE HEZ 5 6 t G—1,.2). 

无 穷 乘积 概率 空间 (infinite product probabili- 


ty space) ”概率 论 特有 的 由 无 穷 多 个 概率 空间 构造 
无 穷 维 概率 空间 的 方法 . 设 (02,,. 多 ,,P,) (nEN) 是 


可 数 个 概率 空间 , 令 
Dy = {(a,,@ 5°) (a E RQ, EN}, 
Fy = oA, x Qu, s CN 


为 有 限 集 ,4，E |,))， 


SOT] FF, QC 77) 的 有 限 维 乘积 。 代数 
MEN, ZF EFEK Ps 满足 


Pa| [An X Qu) = | 1P, A,), 


med ¢ me€l, 
VI,;CN 有 限 , A, EC 6 ,,mC€Iy;. 称 PN 为 P, (n EN) 
的 无 穷 乘积 概率 , 记 为 Pu TP, 又 记 
Qy = IIQ, FN x [| F. 
n€EN n€ N 
WK (Ons Fs Pw) 29 CQ, F n Pn) CEN) 的 无 穷 乘 
积 概率 空间 . 
WE En EN) HN, Z P) EARNE EJ, 


HAE, Z Pt) bE. QC ND ,其 中 


pveqbE e 
)) = &,(9,) Co, € Q,n € N). 


FRE, (EN) 为 (2 EI 7.P'T) E KAk vr Be 
机 变量 列 , 且 对 一 切 n=1,F 5 6, 同 分 布 . 
WER, B) Eh RRR Fn EN), a A 
ERT, B” ,PN) ,使 得 
Pu Ins. 
其 中 pp 是 由 F, 决定 的 概率 测度 
bj A 


E (wv $0» ,*** 


,对 一 切 区 间 (ds 


pr CCa ,b ]) = F,(b) — F,Ca) 
(— coo qu E 
在 其 上 构造 随机 变量 序列 £, Cr im — no n€N, 
WW £, RANKAR F H E (CEN) 相 互 独立 . 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 相 容 性 定理 (Kolmogorov consis- 
tency theorem) ”在 无 穷 维 空间 上 构造 概率 测度 的 
定理 . 如 果 一 个 概率 分 布 函 数 族 
{Fla Eizo DER 一 1 2 
是 相 容 的 , 即 对 一 切 nl, 


NEN E sT? gota (25) 


,n,nEN) 


= lim F,,.. 
— + Co 


T 


x 
(Yr; E Rr—:1;2,9,4) 

成 立 , 则 在 CR Ao) E d£ E BESE UI RE 了, 使 得 在 

(R^ ,227,P) EMP REAL SE 各, 和 6, 的 分 布 图 

数 与 F, ，. ,相同 . 即 若 


axi »T25*** sap] ) ? 


随机 变量 的 数字 特征 


exi 2, =z, (R=152,°°°) VCT Tse) ER”, 
则 对 一 切 ne ls 


Pie eG, 
(V (2,,2X5,*** 


S qu F Lass tta tds 
40:2 CR 
成 立 . 
坐标 随机 变量 (coordinate random variables) 
亦 称 样本 随机 变量 ,在 样本 空 z 间 上 定义 的 随机 变量 , 
在 CR“ ,有 否 ',P) 上 如 下 定义 的 随机 变量 FE, Ê 
(zi 一 2 (Gn €R;b1.,7,2). 
当 人 们 着 眼 于 研究 (2, 丈 ,P) 上 ?7 维 随机 变量 E, 
£i, £, 的 分 布 规律 时 ,往往 将 它 转化 到 样本 空间 
(RY BPs ..: ) 上 研究 坐标 随机 变量 全 ,名 ，… ,各 
这 时 (61,6,，…,6,) 与 (61,6,,… ,6,) 具 有 同样 的 分 布 
规律 , 称 (61,6,，,… ,6;) 为 (61,6,,…,&,) 的 坐标 随机 
变量 . 进而 ,在 随机 过 程 论 EC 中 有 坐标 表示 过 程 iX, 
— (X, t ET] BEXEN, F, P) EW LIE. 
是 任意 给 定 的 指标 集 . 令 
Rr = {zr |zX, € R,t c T), 


Br=o U Z"), 
T/CT 为 有 限 集 


其 中 BUH A Re 中 以 Rr 的 波 莱 尔 集 为 底 的 柱 集 
类 , 则 Xr 的 分 布 为 (Rr, 有 rz) 上 的 概率 分 布 Pr. A 
A> X (ap) =2Varr€E Rr R tET. M Rr, Zr, Pr) 
上 的 过 程 Xr= (X:;t€T)H Xr 同 分 布 , 称 X; 为 
Xr 的 坐标 表示 过 程 . 

一 般 地 EAE (Rr Br) EY a A Py ay 
如 上 定义 过 程 Xr E Rr Gs SLAB DP 
的 随机 过 程 , 亦 称 (Rr, 多 1) 上 概率 分 布 P 的 坐标 表 
milf. 

样本 随机 变量 (sample random variables) Bp 
“坐标 随机 变量 ”. 
坐标 表示 过 程 (coordinate representation pro- 

见 “ 坐 标 随机 变量 ”. 

完全 概率 空间 (complete probability space) 
一 种 概率 空间 . SD AR HESS 8I CO PO BS E 
概率 集 的 子 集 均 属于 多 ,就 称 (02,. ,PP) 为 一 完全 
概率 空间 . SEE — BERE SS IBI (OO P) ERI H(A 
AB: AC F,BCN,NEF H P(N)=0};P(A 
M LUE AEF, BCN, NEF H P(N)=0, 


WOQF ,PP) 为 一 完全 概率 空间 , 称 其 为 概率 空 
(2, 宏 ,P) 的 完全 化 . 


随机 变量 的 数字 特征 


Si RAE (expectation) 简称 期 望 或 均值 ,是 
随机 变量 最 重要 的 数字 特征 . 它 表 征 随机 变量 取 值 
的 平均 值 . 设 随机 变量 6 BIARRA Fa), A 
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cess) 


MEETS st pee, 
Nie v. EKHAR 
Eé = [ zara. 


特别 地 ， 
1. 当 《为 离散 型 随机 变量 时 ， 


FD |n. | p 00 5 Ml 
ES = = 2,nPG — XQ) = = Dj TPs 


2. 34 € 为 连续 型 随机 变量 ,p(x) 是 其 分 布 密度 
时 ,车 


十 oo 
| E ERA 
则 
oo 
EE =| rp(r)dzr. 


一 般 地 , (2,7 , 己 ) 为 概率 空间 , 为 其 上 的 随 
机 变量 而 且 可 积 , 则 & 的 数学 期 望 为 


E¢ = | £o Pde), 
AY AWER x F OW ERRA, EE 存在 时 ， 
he = | £coP (de) = | 2dF cx). 
一 步 ,对 任 一 可 测 函 数 z， 
Eg(6) = | gCOP Go) = | gmar Go. 


数学 期 望 有 如 下 性质 

l.i c 为 常数 , 则 Ec=c. 

2. 看 < 为 常数 ,为 随机 变量 , 则 ECCE) —cEE. 

3.4 6.9 Ag BÉ LAE SE LEE Ev 存在 , 则 

E(E + 3) = EÈ + Ey. 

一 般 地 , 若 EE (i 二 1,2,…,n) 存 在 , 则 

ECE, +E, +e 4-£,) — EC," - EC, 3-EE,. 

4. Xi BE BLA EE € 55 2 JH Br LESE 存在 , 则 

E(é9) = EEN. 

4 Z (variance) 随机 变量 重要 的 数字 特征 , EC 
描述 随机 变量 取 值 的 集中 (或 分 散 ) 程 度 . 其 定义 是 : 
对 随机 变量 E, A EEEE BE MEM 6 897r 25 
为 DE=ECE—ES)’. 由 期 望 的 性 质 知 

DE = E(é — EẸY = EË — (E&)’, 
方差 具有 下 如 下 人 性质 : 

1c ABM. De=0; 反 之 , 若 DE=0, ME 
在 常数 c, 使 P(E=c)=1. 
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2.38 c HEROE 为 随机 变量 , 则 
D(c&) = CDE DE + c) = DE. 

3. Æ 6,9 相互 独立 , 则 DCE +7) =DE+ Dy. 

4. 对 于 任意 常数 cDESE(E—c)’. 

标准 差 (standard deviation) 亦 称 均 方 差 . 随 
机 变量 的 数字 特征 . 它 是 方差 DE 的 正方 根 , 记 为 
ol) — VDE. oC) tH fl ve BE BLA E E 取 值 的 离散 程 
度 , 而 且 它 与 《有 相同 的 量 纲 ,给 实际 应 用 带 来 了 方 
便 ,o(§) 也 可 简 记 为 c. 

HŽ (mean square deviation) BM RREZ”. 

标准 化 随机 变量 (standardized random vari- 


able) 经 过 处 理 , 从 而 具有 一 些 较 好 性 质 的 随机 变 
量 . 设 为 随机 变量 , 称 
ed EE 
Vv Dé 


为 标准 化 随机 变量 . 这 时 £7 二 0, D7 二 1. 由 于 经 标 
准 化 后 的 随机 变量 的 数学 期 望 为 0、 方差 为 1, 从 而 
使 在 许多 问题 中 易于 处 理 . 

原点 矩 (moment) 一 类 常用 的 数字 特征 . 对 正 
MAR ES ABLES EW A RASS IE 
实数 7, 称 E1561" 为 随机 变量 & 的 + GRA RTCA 
要 它们 存在 ). 数学 期 望 ES 就 是 一 阶 原点 甜 . 


A AiE (absolute moment) JL“JR ASB”. 
中 心 矩 (central moment) 一 类 常用 的 数字 特 


征 . Xt TE BM RH EE(E 一 EE)* 存在, 则 称 ECE— 
EEY ARGS EA BAUD FERS >, 若 
E\&—E&|' 存在 , 则 称 EIJ£— EEV HED r Be PY 
H XY KB. Fy 22 DE RFE — BY P-L FE. AU RB SR 
可 以 互相 换算 

= > CiE(€ = Ee) UOS, 


EE — EY = S)Ci(— EO) EG, 
FH af 24 xj 4B (central absolute moment) 
Fp”. 
RB (mode) 随机 变量 的 数字 特征 . 指 随机 变 
量 一 系列 可 能 取 的 值 中 出 现 可 能 性 最 大 的 数值 . 若 
é# 是 离散 型 随机 变量 , 则 & 的 最 大 可 能 取 值 为 众 数 . 
GE 是 连续 型 随机 变量 ,其 分 布 密 度 为 pa), UE 
Plz) 达到 最 大 值 的 点 为 众 数 . 众 数 不 一 定 存 在 ,也 
不 一 定 惟 一 . 
中 位 数 (median) 随机 变量 的 数字 特征 . 指 随 
机 变量 居中 心 位 置 的 数值 . 对 任意 随机 变量 ,满足 
PEÉXDRIZSPÉRBÓOLl 
的 c EROS FAR A me (SK xi. 中 位 数 一 定 
存在 但 不 一 定 惟一 . 中 位 数 是 随机 变量 的 一 个 重要 


见 “ 中 


数字 特征 ,特别 在 随机 变量 的 数学 期 望 不 存在 的 情 
Bi P SEU. 

分 位 数 Cquantile) 一 种 位 置 参数 . 一 个 数 x 如 
果 满 足 


PCES) Zp, PESxadSl—p O<p<)), 
则 称 z 为 随机 变量 的 p 分 位 数 ( 或 100p 百 分 位 
数 ) ,通常 记 为 re WIESE ALE BS, AE p PR 
BUM FGO.p 分 位 数 就 是 方程 F(x) 二 pp 的 一 
解 . 如 果 F 是 严格 递增 的 ,方程 有 惟一 解 ;否则 ,可 
以 有 很 多 (甚至 不 可 数 ) 解 .这 时 ,这 些 解 中 的 每 一 


都 称 为 p 分 位 数 . 

f RE (skewness) JS PK MAS HR. 是 描述 随机 
变量 不 对 称 程度 的 数字 特征 . 其 定义 是 : 若 随机 变量 
EA BA = Bob BR: pe = 0? = DE, un = ECE— 
EE)’ , Wu fg S,7 p/o" 为 随机 变量 8 的 偏 度 . 

fe AS X E (coefficient of skewness) 即 “ 偏 


E”. 

li Æ (kurtosis) 亦 称 峰 态 系数 . 是 描述 随机 变 
量 陡 组 程度 的 数字 特征 ,可 用 来 度量 一 个 分 布 的 峰 
的 状态 (“顶部 的 平滑 性 ”). 其 定义 是 : 若 随机 变量 《 
具有 四 阶 中 心 矩 uu = ECE— EE) ,0 = DE, MH 


E, 4-3 
为 随机 变量 的 峰 度 . FESS Nu), E= 


0. 所 以 ,可 以 正 态 曲线 为 标准 进行 比较 . 通常 , 峰 度 
越 小 ,密度 曲线 的 顶部 “ 越 平 ”, 反 之 则 “ 越 尖 ”. 


UE AS HH (coefficient of kurtosis) BPE”. 
a & RR (coefficient of variation) 亦 称 变 差 


系数 . 描述 随机 变量 分 散 程 度 的 数字 特征 . 其 定义 如 
下 :标准 差 与 数学 期 望 的 比值 称 为 变异 系数 , 记 为 
v, Bl v 二 o/p4, 其 中 Os Hi 分 别 是 随机 变量 的 标准 差 
和 数学 期 望 . 当 数 学 期 望 为 1 时 ,变异 系数 即 等 于 标 
准 差 . 换言之 ,变异 系数 就 是 以 数学 期 望 为 单位 的 一 


种 计量 分 散 程 度 的 数字 特征 ， 

a = xd (coefficient of variation) 即 “ 变 异 
系数 ” 

fA # (covariance) JKR 2E AB. 随机 向 量 重 


要 的 数字 特征 . 它 描述 随机 变量 之 间 线 性 相依 的 程 
BE. E CX Y) AZEMI EX EX EX) OY- 
EY ) f£ dE , MEK 
LOV(X Y) — EOX — EX)(Y — EY) 
为 随机 变量 X.Y 的 协 方差 , 由 期 望 的 性 质 可 知 
Cov(X,Y)= EXY — EXEY. 
协 方差 有 如 下 性 质 : 
1. Cov CX ,Y) =Cov(Y,X). 
2. Cov (aX ,bY ) — abCov CX ,Y). 
3. Cov CX + Y,Z)=Cov(xX ,Z)0 -- Cov(C(OY ,Z). 


4. |CovCX, YO | x v DX * / DY. 


随机 变量 的 数字 特征 


HX 4 (correlation moment) ”有 即 “ 协 方差 ”. 

th A 5B BH (covariance matrix) 亦 称 相关 
ALIAS. ic o;;=Cov(§;,&))5 o; =o, = DE, , MARR 
阵 


0; O Oin 
- 2 
21 92 0» 
5 ? 
nl O a2 On 


60 WDD EEE. 它 是 一 个 
,7 ) ,有 


Jy BEAL fal E CELL ves 
对 称 矩 阵 . DIOE XEERESOR GG 1.2, 


2; Ds ut dr 0. 


所 以 ， 它 也 是 非 负 定 的 ， H F n 维 随机 变量 的 分 布 比 
较 复 杂 ,数学 上 不 易 处 理 , 在 实际 应 用 中 协 方差 矩阵 
就 显得 比较 重要 . 

1H 2X Be (correlation matrix) 
[d ". 

H X HK AW (correlation coefficient) 描述 随机 
变量 间 线 性 相依 关系 的 重要 的 数字 特征 . 设 (X,Y) 
为 随机 向 量 , 若 DX 250, DY 2-0 则 称 

|. Cov(X,Y) 

~ ADX 4 DY 
为 随机 变量 X,Y 的 相关 系数 . 实质 上 ,相关 系数 是 
标准 化 的 协 方差 . 相关 系数 7 有 如 下 性 质 ， 

l. |r}<1. 

2. Æ X.Y 相互 独立 , 则 -一 0. 

3. 当 ” 王 1 时 , 当 且 仅 当 


Bil “Bb 7; 25 Fe 


(=== A SEK. X= BY |= 
joe pe a 
当 > 王 一 1 时 , 当 且 仅 当 
KLX YAEY 
P| /DX ~ JVDY |- 


UE SH OS R RGR E B5 CE P A pE VL E E k HE 
相依 的 程度 . 当 = 一 0 时 ,它们 不 线性 相关 , 当 7r= 土 1 
时 ,它们 几乎 在 一 条 直线 上 . 故 7 实际 为 线性 相关 系 


数 . 
不 相关 随机 变量 (uncorrelated random vari- 
ables) 一 类 随机 变量 . 是 相互 间 没 有 线性 关系 的 


随机 变量 . 如 果 随 机 变量 &,w 的 相关 系数 r= 二 0, 则 称 
E) 不 相关 . 显然 , 如果,w 相互 独立 , 则 必定 不 相 
关 . 且 下 述 事 实 等 价 : 

1.5, 7 不 相关 , 即 r=0. 

2. cov (£,2) —0. 

3. EE) = EEEN. 

4. D(E+9) = DE + Dy. 

— Jf Bb a oy 不 相关 ,它们 未 必 相 互 独立 . 但 
当 (&€,7) 是 二 维 正 态 分 布 时 ,独立 与 不 相关 等 价 . 
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概 ES 论 


随机 向 量 的 矩 (moment of random vector) Efi 
机 向 量 的 数字 特征 . 以 二 维 为 例 , 注 意 到 


十 co poo 
EgQGY) = | | PSP. 


AB For, y) CEDAR BRL. ER ECX'YOOS k 
+1 阶 混合 矩 ; 称 ECX—EX)*(Y—EY) ®Wk+l 阶 
中 心 混合 矩 (其 中 kl 是 正 整数 ). 4 k=1=1 时 ,1 
+1 阶 中 心 混合 矩 就 是 X,Y 的 协 方差 . A 《= (61， 
T P n 维 随机 变量 , 则 称 E= (E, ES, 5°, 
EEN E 的 数学 期 望 .§ 的 协 方差 矩阵 


DE, Cov) Cov (EG) 
Cov(6,,8,) Dé, Cove 6.) 
Cov(£,,£,) Cov(£,,6,) + Dé, 
也 可 表 为 DE= ECE— EE) (E— EE), Bi tl, np HB ER E 
的 方差 . ((E— ES)" AFT inl CE— EDD BE BO. GE 
= (Es Ezt o En) 0 = Mh hem 

Cov (§,,9,)  Cov(4,,7,) Cov (£,,7,) 

Cov(5,,7,)  Cov(6,,7,) Cov (82 5%n) 

Cov(é€,,7) Cov(é,,7,) Cov( 49.) 
为 随机 向 量 $,7 的 互 协 方差 阵 . 

混合 矩 (mixed moment) — JL," BB ELI] E HJAB 

FH ty jG XB (central mixed moment) J“ B& fl 
(di. 

E th = (crosscovariance matrix) Jl,“ E 
Lr] E BY FB”. 

a TF 3 38 (conditional iode 概率 论 的 


重要 概念 之 一 . 分 两 种 情形 : 
1. (0,7 , PO RBS lA] X.Y 是 随机 变量 ,B 
€ X ,P(B)>0, W FG |B)Xxm X XT B 的 条 件 
4S} fs eR C. 如 果 
[lzldr alB) TM 
则 及 关于 B 的 条 件 期 望 定 义 为 
BOB | zaFcelB)， 
$4 FGOIX-— 
AB PRB , n FR 
| lyldrcyIx E ee 
WY 关于 {了 =z} 的 条 件 期 望 定义 为 
Bees | saroi = ey. 
如 果 ulr) =E |X=z2) ERIK BRM. Z= 
u(X)=E(Y |X) Æ MIER. 4 X — NC EW |X 
Buc 称 Z=EY|XOAY XT X WARS. 
给 定 c 臣下 的 条 件 期 望 ， EN, F , PO 
BE ORF HT o RX 00,7 ,P) ERUBÉ 
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DORRY RF(X=azc)\ WAH 


WER, H EX 存在 . mR: 
1) E(X| 多 ) 是 多 可 测 函 数 ，; 
2) 对 任意 AC S 


| ECX|@aP = | XdP; 
A A 


则 称 随机 变量 EXI DNA XRF S WARS. 
AR PP RA EXIDE a. s. TE TETE— BJ. HRA 
如 下 人 性质 : 
.对 任意 常数 CC; EX, ,EX, 存在 , 则 
EC XC XAG) 
= GEX IA) + C,E(X,|@),a.s.. 
E X20, W ECX|P)S0,a.s.. 
|JECX|F)|<EC|X||M),a.s.. 
JDEOS X. T X, E|X|«-4oo uj 
E(X, |G) ^ ECX |) ,a.s.. 
d OX,—X,|X,|xY,EY «oo , lij 
E(X, (A > ECGX |) ,a.s.. 
.EYOXNgcmugm,E|XY|--roo,E|X|«— 
+oo, Ml] ECXY |) 2YECX |) ,a.s.. 
EXHE TWD ECX|D—=X,as.. 
URE, CY,CF , Ml 
ELECX|FY)|F,]J 
=E(X|Y¥)=E[LE|X|Y,) |G |,a. s.. 
9. 若 和 与 多 相互 独立 , 则 ELX|G)=EX,a. 
s. .对 于 AEF, HEM PCGCA|SD—ELIAMYZ] NN S 
XE € RA 的 条 件 概 率 . 
正则 条 件 概 率 (regular conditional probability) 
亦 称 条 件 概率 测度 .一 类 条 件 概 率 . 定义 如 下 : 设 
(OQ, ,P) AR BS la). EF 的 子 o 域 ,定义 在 
QXF 上 的 函数 满足 如 下 条 件 : 
1. 对 每 个 固定 的 wE Q. SE PUE P Coo, 
上 的 概率 测度 ; 
2. 对 每 个 固定 的 4E A RC PC 
il p RC ; 
3. Aj ACF .PC* 
概率 , 即 对 一 切 BEY 
| zeo,aaz = P(A N B); 


则 称 函 数 PP 为 给 定 多 下 的 正则 条 件 概率 ,引进 正则 
条 件 概 率 的 一 个 好 处 是 ,条 件 期 望 可 看 做 相对 于 条 
件 概率 测度 的 通常 的 期 望 . 即 若 P Co, AD JE E VF 
的 正则 条 件 概率 ,X 为 随机 变量 , 且 EX 存在 , 则 对 
几乎 所 有 的 w, A 


E(X|Y)(w) = | X (o )P (vw , do ). 
N 


— 


` 


— 


TN 


oO 


c» 


o N 


So ed 
AE Y nf 


,4) 是 4 在 多 下 的 条 件 


其 中 
| X (v IPlw, dw') 
Q 


表示 给 定 w 时 ,X 对 概率 Pw, * OBS TAA. 

sk (4 BE XE WU RE (conditional probability mea - 
sure)” 即 “正则 条 件 概 率 ”. 

正则 条 件 分 布 (Cregularconditional distribut - 
ion) 一 类 条 件 分 布 . 指 在 o 域 多 下 的 条 件 分 布 . 定 
义 如 下 : 设 (Q2,. ,也 ) 为 概率 空间 ,多 为 多 的 子 o 
RX AQ 上 的 随机 变量 .定义 在 NXZ 上 的 函数 
Py 满足 如 下 条 件 : 

l. 对 每 个 固定 的 CO, ELE A, ERIS P 
数 Pxr(w, * FEA, 上 的 概率 测度 ; 

2. 对 每 个 固定 的 B LE, ,函数 Êx BÆR 
ER & np eR EI ; 

3. 对 一 切 BC Z,,PxC* BEX (DEG F 
关于 了 的 条 件 概率 , 即 对 任意 的 EE 人 多， 

| RON SPEA BIN 
则 称 P. ABE SY TFH X 的 正则 条 件 分 布 . 而 称 

FxG |) - PxC* ,(—o00,7)) G€RD 
为 给 定 RBS X 的 条 件 分 布 函数 . AT ERA. E g 
为 波 莱 尔 函 数 ,下 1g(z)| 志 十 co,Px BEBE 多 下 
的 X 的 正则 条 件 分 布 , 则 
E{g(X)|9} = [eP xoda) a, s. 


特征 函数 与 概率 不 等 式 


FE xx AE ER X (probability generating function) 
Ut FE RE OLE E 4) dp GE RS —]- REB 4E PT LR. We 
是 只 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 , 它 的 概率 分 布 由 
P{E= k} = p, (k-—0,1,2,7)2, 
给 出 , 则 称 随机 变量 函数 E 的 均值 E 为 与 随机 变 
量 的 概率 分 布 对 应 的 母 函 数 . 简称 上 的 母 图 数 . 它 
是 实 变数 9 的 函数 , 记 为 p(9), 即 


p(0) = EF = 3:29 
由 于 
> Ps =], 
则 由 寡 级 数 的 收敛 性 知道 ,2) 至 少 在 12| 科 1 — 3X 
收敛 且 绝 对 收 钱 .因此 , 母 隐 数 对 任何 整 值 随机 变量 
都 存在 ,而 且 概 率 分 布 与 母 孙 数 是 一 一 对 应 的 . 8E PR 
数 的 应 用 之 一 是 利用 它 能 容易 求 得 概率 分 布 的 数字 
特征 . 当 数 学 期 望 
25b 
存在 时 ， 


POSS) a ES 
k=] 


特征 函数 与 概率 不 等 式 


又 当 方 差 存在 时 ,因为 
E[£ — D] = Sk — Dp = 9" (OD, 


故 D6—EE&—(E£)Y'—p" OO p'CODO—L2' CD fl. ta 
Qn , JL fn] t BY) SE PR CON 


TENE. 
BO) = DT 
故 
/ P 1 
E = 请 ”一 -一 一- 一 一 = -一 ， 
£ P (1) (1 =e Og)’ Pw Pp 
又 因为 
"(iy  2P9 _ 29 
P (1) (1 — (py p 
所 以 


2q 1 DI q 
pe No il [1s 
pt p p 


BE eR CS] 55 — 7S REPE IRL dL AH EC sr RJ 
JE ff 38 f&i LL AE Ek AY) SE PLC: xo LE fic 
的 母 函 数 的 乘积 . 这 一 结果 可 推广 到 个 独立 非 负 
整 值 随机 变量 之 和 的 场合 . 这 样 , 在 研究 独立 随机 变 
量 和 的 问题 时 , 母 函数 很 适用 .但 母 消 数 只 对 非 负 整 
值 随机 变量 适用 ,因而 是 有 局 限 性 的 . 

kE BEER E (moment generating function) ”研究 
随机 变量 分 布 律 的 一 个 重要 的 分 析 工 具 . 设 上 是 定 
LEN, F, P) EEEIEE, WE Ee ER RAE 
个 邻 域内 存在 , 则 函数 M CO = Ee* 称 为 随机 变量 E 
的 矩 母 函数 . 称 M GO DJ BOGE PRG ET ERRA 
ig 可 通过 M (bo 的 导数 来 表示 . LA MOMFE 
(toto) PAN c FEE GX B 1670) , WW EE =M” (0). 

XE RE PR CR 23 — 38:3 PE J. 4E Th vr AS BL 
变量 之 和 的 和 矩 母 函数 是 各 个 随机 变量 和 矩 母 函数 的 乘 
积 . 这 一 性 质 为 研究 独立 随机 变量 的 和 带 来 了 方便 . 
可 以 证 明 , 矩 母 函数 惟一 地 确定 了 分 布 函数 . 由 于 有 
矩 母 孙 数 不 存在 的 随机 变量 ,使 得 矩 母 函数 的 效用 
受到 了 限制 . 

对 于 随机 癌 量 ,也 可 类 似 定 义 其 矩 母 孔 数 . 以 二 
维 为 例 , 设 (X,Y) 是 一 个 二 维 随机 变量 ,如 果 对 于 
EZ m. | tz | xA. 其 中 h, T4 h; 是 正 实 数 ， 
Ee" ^") fg dg, MY BR MG t0 = EC ) 为 二 维 
随机 变量 (X,Y) 的 矩 母 函数 . M(z1,t;) 具 有 如 下 性 
质 : 

1. M(ti,t;) 惟 一 地 确定 了 CX,Y) 的 联合 分 布 . 

2. X X Y BU B BE e RM 23 Bid A Mx (t), 
My (tz), Wi] 

M(t,,0)=Ee*=Myx(t,), 
M(0,t.) = Ee?! = My (15). 

3. WR M(t, tA TE WY CX YO B B. BB 

存在 , 且 有 
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概 ” 率 ” i 


m+n 
a M Mists) = ECXY Y, 
dt, dt, (120 
4. XY 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 ,对 所 有 的 
实数 11,t,, 有 


M (t, .t.)=MG,,0)MO,t.) — My ti) My (t,). 
特征 函数 (characteristic function) 研究 概率 
人 的 一 种 重要 的 分 析 工 具 . d 6 是 定义 在 
a FP) EMILE , FOE E NS RRR 
PR 3X 


十 co 
olt) = Ee = | e“dF (lx), 


(一 œ <t <+ œ, i= /—1) 
为 随机 变量 BRA) A PRR FGONNMHSHEPKAC ndm 
是 离散 型 随机 变量 ,P(E 二 xz) 二 p(k 二 1,2,…)， 
则 其 特征 函数 
Qt) = Ee" = ep, 


Un 6 24 SEL RB. Rd EA 


十 oo 
gt) = E = | e" p(x)dx. 


A. gO pio) he E ad. 

RA BL AE A RE E BRL S. e FE E BJ» TELE UJ t 
有 定义, 一般 是 实 变量 的 复 值 函数 

特征 函数 具有 如 下 性 质 . 

1. ARE: | p(t) | t0 91 C—ooct« oo). 

2. 一 致 连续 性 :Pt) 在 整个 实 轴 上 一 致 连续 . 

3. 非 负 定 性 :对 于 任意 n 1 ERR tot, 
…,t, 和 任意 复数 z1 220 2A 


» Ye, 一 t)gg > 


4. E 
5. jt 2—a€-E b. HF a,b 为 任意 实数 , 则 
pa) = e" qat). 
6. 设 和 7 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 
Pert) = BO) ° GO). 
— fH. 6,8, 6, 相互 独立 , 则 
P yte, E) = R Oep (OD. 
7. WR EA n WIE M) E KI RFE PEK o 
4 n 阶 导 数 ; 并 且 pE OSEE (GG —1.2. 77.20). 
反之 ,车 O° (0) 存 在 , 则 具有 2n 阶 原点 矩 . 
”8. 车 实 随机 变量 的 特征 函数 p(t) 具 有 适 级 数 展 
JF X 


gt) = > —r<t<r), 
称 2 是 > 解析 的 . 记 其 相应 的 分 布 函数 为 下 , 则 下 述 
诸 条 件 等 价 : 
1.9 是 7 解析 的 . 
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十 ce 
PO J I Cy 
a 
其 中 a; = | r'dF(x). 
n : 
3. Xa t ODI < 十 ce (O<t<r). 
j=0 


n [eta FG) <+ 0 (i-e pec. 


当 特 征 函 数 > 解 析 时 (r 盖 0), 其 分 布 函数 由 其 
和 矩 序列 惟一 决定 . 如 果 特 征 函 数 Vi) 与 母 图 数 p CP) 
AB BE RA MORFE METATZ: 

M(t) = Ee* = ple); 
g(t) = Ee = ple"); 
e(t) = Me™ = Mtt). 

46 [a] (moment problem) 研究 概率 分 布 是 
否 被 其 各 阶 矩 惟一 决定 的 问题 . 一 般 地 ,即使 分 布 函 
数 的 一 切 阶 矩 都 存在 ,也 不 能 由 和 冠 序列 决定 分 布 . 存 
在 不 同 的 分 布施 数 ,它们 具有 相同 的 一 切 阶 和 矩 . 如 果 
矩 增长 不 太 快 , 则 可 以 由 和 矩 序列 决定 分 布 .一 个 充分 
条 件 是 : 设 {j4) 满 足 条 件 


1/k 
lim sup ud = p«-co, 
Wl) eZ Fe FE — PS AT TB PR FN AE 


fe = [aF Ga) (k = l,2,*). 
其 对 应 的 特征 函数 2 是 ~ 解析 的 ,其 中 > 王 1/e， 
p(t) = x ER 


随机 向 量 的 特征 x " T—— function 
of random vector) 研究 概率 论 极 限 理论 的 一 种 重 
要 的 分 析 工 具 . BAL E ES (61,6s,… ,6,) 的 分 布 
PRU F Cx xo ttt xs SERERE 
PCL, t, yt) 


iG, € ++ +48) 
一 Ee 


十 cc Sd. a 
UE =| -| ou ie ad dF (x) »T2 °° En) 
— oo — OD 


AJ BEALE 8 CE, E20 EA EE ER. 
IFE RRO statt) RS u T EJE: 
1. Pi stort t FER" 上 一 致 连续 ,而 且 
Ig ote 9 ttt 62 |S29€0,0, 7,0) — 1, 
GC ty 9 — trst s — ta) Qs tmt). 

2. 如 果 P stase otn) CE 和) 的 特征 天 
数 . 则 =a Hat Han 的 特征 函数 

$, G0) = €XGa tasty *** ast). 

3. A CR, £2, 7 En) AY FF TIE ER COS n tonne 
tn) o WU k E CE nO B BUS] ERE CE, Ez n 50 AY BP AE BR 
BON 9 usato tt te) mit 4.0, 7.00, 
这 是 前 k 个 分 量 的 k 维 边缘 分 布 所 对 应 的 特征 郴 


BC SET TEX Ra ESSE n 
的 特征 函数 ,可 以 类 似 得 到 . 

4. Æ (5,1, 6*5, 50 AY F ME BRL CJ PCL starts 
L2 Ti E 的 特征 函数 为 p OO Cj— 1.2, 0 0) JU BB 
机 变量 和 ,6,,… 6, 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 

PCL) st ts) = Pe pA D$). 

5. E LA qa istas ttu Cu suas ttt stm) ROC, 
too ttt lng up go tt Um) SP AO BS PLI E CE E250, 
En Do ho Ios ett Nm) BCE Es eeo 6172 Ym) 的 
Fr IE PR BC» 90] CE, S25 50 5 Cp o N25 ttt o Im) FA E OR 
ALES EA REA LM ER nt Ruy, 


Uos’? sms 


,6, 的 边缘 分 布 


TAPI PRI 9 dia) 


sf, Cu, sU ** iM) 


OK stat" 
一 QD, (L, sty see 
成 立 . 
6. ERWE ri trite tr =m 的 非 负 整 
B rorot ores A Eee £7 | «T oo , 则 对 任何 满 
KE ki tk, te RR Sm 的 非 负 整数 kı skattsk A 


ai que u^ 


phi e ge Poe (t; sÉ? $^ si) 
l n 


deo 
kiko te ur t,x 
— 71 | ae | 。 p n se gtd F (re T3 


存在 有 限 , 因 而 
0, a sa, AES EE eee £^, 
L 27 OS thy teeth) gue te (0,+**,0) 
x seh aera fe Qi 
特征 函数 逆转 公式 (inversion formula of char- 
acteristic function) ”用 特征 函数 表示 分 布 的 重要 
公式 . 它 解决 了 特征 函数 与 分 布 函 数 互 相 惟 一 确定 
的 问题 . 特殊 函数 的 逆转 公式 为 : 设 分布 困 数 严 (z) 
BS EAE PRA At), Maca, 是 F(x) 的 两 个 连续 
A o H 
1( € 
Fers) EG um 去 | — m 
特别 地 ,如果 特征 函数 Ce) 28 MT BY AA, B] 
[ee |dt <-++ co, 


则 相应 的 分 布 函数 为 连续 型 的 , 它 的 密度 函数 p Cr) 
连续 , 且 


= itx 


DTe ead. 


Ay i BE C h FE SUE R BC HE — D E. HT PL] 


BE 565509 Eo E HASIERARA O mto 
AB PRI AY F Gri 22 7*2) , 则 逆转 公式 为 
Paus E DE 25***, n) 
TIME s —ityb, 


li 1 f" 
"dwell 


j—10.2.1, 


特征 函数 与 概率 不 等 式 


* Qt, 05,7 sta dt, dt, yd 

其 中 a, A 5. 是 任意 实数 ,但 满足 条 件 : (61,6,,…， 
ED AEFT a<r Kb, (8 二 1,2,…),n 的 面 上 
的 概率 等 于 零 . 多 元 分 布 函数 F(xrizxsemHE 
特征 函数 惟一 决定 . 

特征 项 数 连 续 性 定理 (continuous theorem of 
characteristic functions) 概率 论 的 重要 定理 之 一 . 
它 使 特征 函数 成 为 研究 一 些 极限 定理 的 重要 工具 . 
连续 性 定理 如 下 :分 布 函数 列 FG FC) t BM 
AFERRA 下 (z) 的 充分 和 必要 条 件 是 ,相应 的 
特征 函数 列 o G0 S QD WN RE BE PH BGC). 
iX BE o GO RE AES) B PRA F CX BS RE AE ERICH. 
$, G2 I8] gl2) 的 收敛 在 关于 z 的 每 个 有 穷 区 间 上 一 
s. 

连续 性 定理 也 可 分 述 为 正极 限定 理 与 逆 极 限定 
H. ERRE H: A A PRP) F Ca), Fy (xr) 0 58 
We SF 4 — 4p PROC F(z), 则 相应 的 特征 函数 列 
Q(t) pa), e We RF RA LBS RE AE PS C GO. HE t 
的 任 一 有 限 区 间 内 收敛 是 一 致 的 . 逆 极 限定 理 : 设 特 
(Ee BRI 9 (D o a), RECTE — ER OG). 
P(t) XE BE Ca TE t= 0. ex XE BE) , NU FB D BY A AB BRL CA 
Fix), FO 510 B S T 3€ — 4) B eR CF (x), 而 
H pe) FE FC) FE PRÉC. 正 逆 极 限定 理 合 称 连续 
性 定理 . 该 定理 最 先 由 法 国 数学 家 .工程师 莱 维 
(Lévy,P. SN UNE SC Ta me tol ) 证 得 ， 
因此 又 称 菜 维 -克拉 默 定理 . 

正极 限定 理 (positive limit theorem) 
函数 连续 性 定理 ”. 


见 “ 特 征 


逆 极 限定 理 (inversion limit theorem) 见 “ 特 
征 函 数 连续 性 定理 ” 
赫 格 洛 兹 定理 (Herglotz theorem) 概率 论 的 


重要 定理 之 一 . E CM 0n) (n=0, ls 士 2,…) 
是 非 负 定 的 , 即 对 任意 的 正 整 数 及 复数 入 ,4s,…， 
A, BA 


> > —j) 20, 


则 存在 [一 x,x] 上 的 钙 ”、 非 降 . 右 连续 函数 G(xz)， 


使 
O(n) = | e" dGG). 


赫 格 洛 兹 定理 在 随机 过 程 中 也 有 重要 应 用 . 

i tee 2A - 3 £k FE HB (Bochner-Khintchine theo- 
rem) 概率 论 的 重要 定理 之 一 . 函数 GO AME BR 
数 的 充分 必要 条 件 是 ， 

1. (0) 一 1. 

2. P(t) TE(— 00, +00) bE RE. 

3. plz) 是 非 负 定 的 , 即 对 任意 的 n 和 任意 实数 
la stas st， 及 任意 复数 AAs AA 
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DY DAA te — 0 20 


波 赫 纳 - 辛 钦 定理 在 随机 过 程 中 也 有 重要 应 用 . 

无 穷 可 分 律 (infinitely divisible law) 一 类 概 
率 分 布 律 .如 果 对 每 个 正 整 数 ”都 存在 分 布 图 数 
F, [E1 F R F, Bn EER, Bl 

F=F, xF, že xF, 
"次 

则 称 分 布 函 数 下 为 无 穷 可 分 的 . 等 价 地 ,如 果 对 每 
个 正 整 数 ”存在 特征 函数 q ,使 得 gq=Lp1 了 , 则 称 特 
IE PRA ?为 是 无 穷 可 分 的 . 正 态 分 布 . 泊 松 公布 、. 退 
化 分 布 都 是 无 穷 可 分 分 布 . 

无 穷 可 分 分 布 在 极限 理论 的 研究 中 起 着 重要 作 
FA. 设 随机 变量 阵列 X, (e 1,2, t ,k,n 二 1,2,"…) 


满足 一致 可 渐 近 忽略 条 件 ”, 即 对 一 切 620, 24 n> 
co 时 ， 
max P(|X,,| 226) —0, 
ISES k, 
A 
^5 


k 
n 


zm yw (n — 1,2,**), 


WCS.) 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 是 无 穷 可 分 律 . 每 
一 无 穷 可 分 律 的 特征 函数 具有 exw 的 形式 ,其 中 


十 co 。 
yw) =iuat | a a ee | 5E uda), 


XE uR 上 的 有 限 勒 风格 -斯 蒂 尔 术 斯 测度 ,a 是 
实数 .y 与 (a,x) 相 互 惟一 决定 . 


b D 
e e Pelu) = er 
k=1 

的 充分 必要 条 件 是 

A, >” as In 2y Hs 

其 中 


& 


d 
人 | Eas, , 


2 
Bye E BEB), 
eB) = 3| pi uisus, BEB 
而 
dcm | 


|r| <r 
r 是 任意 取 定 的 一 个 正 数 ,而 us 一 ~/w 指 测度 的 弱 
Witt SAA BH (Chebyshev inequality). W 
率 论 的 重要 不 等 式 之 一 . 设 随机 变量 的 数学 期 望 
EE 和 方差 Dé =o" 存在 , 则 对 任意 给 定 的 正 数 e 
有 


Ps Et oc 


pibe. 


如 取 c= ko , NjB — e 
P(|é— Et | ko) us (k>0). 


由 上 列 各 式 可 知 ,DE 越 小 , 则 的 取 值 集中 在 
ES 附近 的 概率 越 大 . 这 表明 方差 DE 反映 了 “上 对 于 
EE 的 分 散 程度 . 俄国 数学 家 、 力 学 家 切 比 雪夫 
(He6nnrteB, IT. JI. ) 于 1866 年 在 证 明 弱 大 数 律 时 发 现 
了 这 个 不 等 式 , 它 给 出 了 随机 变量 关于 数学 期 望 
EE 偏差 程度 的 概率 的 一 种 估计 .在 理论 上 和 实践 中 
都 有 重要 应 用 . 

柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 (Cauchy-Schwarz inequali- 
ty) 亦 称 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 . 概率 论 的 


重要 不 等 式 之 一 . AINAR oy 的 方差 存在 , 则 


[ECD] < VEE VEF, 
其 中 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 存 在 常数 人, 使 
P(A + 4 = 0) = 1. 
柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 斯 基 不 等 式 (Cauchy-Buny- 
akovskii inequality) BP M- LA ER”. 
马尔 可 夫 不 等 式 (Markov inequality) 概率 论 
的 重要 不 等 式 之 一 . FEUER E 的 & 阶 原点 绝对 
4B EIE 存在 , 则 对 任意 >0, 4 
P(e] zo < EET, 


H OR BAR EK (Holder inequality) 概率 论 的 


重要 不 等 式 之 一 . 设 ,7 是 任意 两 个 随机 变量 , 且 
E|£|*« oo, E|g|* «Foo, Hp 

a>1, >14 + 7 = 
那么 

E|£y| < (EJEDE |71®?. 


特别 地 , 当 a— 8—2 时 ,得 柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 . 

I] RE X BA S&S XX (Minkowski inequality) 
概率 论 的 重要 不 等 式 之 一 . 设 6,7 是 任意 两 个 随机 
ARE rl, EE <+, E]n <+, N] 


(EIE +197 < EIET + EF. 

延 森 不 等 式 (Jensen's inequality) 概率 论 的 
重要 不 等 式 之 一 . 设 随 机 变量 在 区 间 (a,65) 取 值 ， 
—ocozca«bxi-Foo,y-—g(r)(r€ (a,0)), 是 连续 的 
FAK. 如 果 ES 和 Eg OOF E,W 

Eg(&) => g (EEé). 

李 亚 普 诺 夫 不 等 式 (Liapunov inequality) X 
于 和 矩 的 一 个 不 等 式 . 设 “是 一 随机 变量 ,对 于 任意 实 
数 ,0<r<s, 如 果 五 | 和 二 十 ce, 则 

celery? < [EIET 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 (Kolmogorov inequality) 


概率 论 的 重要 不 等 式 之 一 SBECUuE se, 是 相互 独 
立 的 随机 变量 ,方差 有 限 , 则 对 任意 s>>0， 
P{ max | DC — EC)| 2 e)« 27e, 


1 委 JS 


成 立 . 柯 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 在 概率 论 中 有 广泛 的 应 
用 . 在 上 式 中 , 若 令 ”一 1, 则 得 到 切 比 雪夫 不 等 式 . 

EEN SK (Lévy inequality) 概率 论 的 重要 
不 等 式 之 一 . 设 人 ,6;，…,6 是 相互 独立 的 随机 变 
量 ， 


- X6 (k=l, 2,***,n), 


mE) Xm € 的 中 位 数 ， 则 对 任意 60, 
P{ max |S,—m(S,—S,) | es <2P{S,e}, 


及 
P{ max |S,—m(S,—S,) |e} S2P{ |S, |e) 


成 立 . 莱 维 不 等 式 适用 于 期 望 不 存在 的 情形 . 
特殊 的 分 布 与 概率 纸 


单 点 分 布 (one-point distribution) ” 亦 称 退化 
分 布 .一 种 离散 型 分 布 . 如 果 随 机 变量 以 概率 1 取 
固定 值 c, 即 PCE— 0 — 1, WILE SERNA 
4r. E~ C), H 

期 A 五 6 一 c; 

H zx Dé-0, 

AE RAA POSE ( 设 c 是 非 负 整数 ); 

Fa AE pa M(t) =e"; 

特征 函数 p(t) =e. 

iR 4t, ^Y f (degenerate distribution) 
分 布 ”. 

两 点 分 布 (two-point distribution) 2R #818 %8 
利 分 布 或 0-1 分 布 . 一 种 离散 型 分 布 . 设 离散 型 随机 
变量 的 分 布 为 

P(f£—-1j—p, Plié—0)—1-—^h, 
(O< p«10 
则 称 离 散 型 随机 变量 服从 参数 为 p 的 两 点 分 布 . 


即 “ 单 点 


Es=p; 
DE=p(1— p); 
p(0-—0p-—5); 
M) escis, 

特征 函数 ”g(t)=pe 十 1 一 p. 

48 & $J 4> 4 (Bernoulli distribution) 
分 布 ” 

0-1 分 布 (0-1 distribution) 即 “ 两 点 分 布 ”. 

格 点 分 布 (lattice distribution) 一 类 离散 型 分 
布 的 总 称 . 设 离散 型 随机 变量 《的 分 布 列 为 


即 “ 两 点 


特殊 的 分 布 与 概率 纸 


P(E=a+kh) = p, 
(k = ++, — 2, — 1,0,1,2), 

其 中 a Rh>0 ARR. WH BS a BAe EE E RMA 
格 点 分 布 . 为 分 布 的 步 长 .例如 ,二 项 分 布 、 泊 松 分 
布 、 几 何 分 布 等 都 是 格 点 分 布 . 

二 项 分 布 (binomial distribution) 概率 论 中 最 
重要 的 分 布 之 一 . 如 果 随 机 变量 E 的 分 布 为 

Pie) = Chg eS Oya) 
其 中 O<p<l,qg=1—p. 则 称 随机 变量 服从 参数 
Än p 的 二 项 分 布 , 记 为 ~B(n,p). 有 是 

期 望 EE=np; 

Ti. zx D&=npgq; 

母 函数 pO)=(pO+q)s 

ee EPR M(t) = (pe'+q)’; 

FETE PRA oa) = Cpe +q)". 

设 单 次 试验 中 ,事件 4 发 生 的 概率 为 p, ES 
n 次 重复 试验 的 模型 ( 即 n BABAR) HE 
表示 n 次 重复 试验 中 事件 A 发 生 的 次 数 , 则 E~ 
Bn,p). 当 n= 二 1 时 的 二 项 分 布 就 是 两 点 分 布 . M n 
较 大 ,p 较 小 时 ,二 项 分 布 可 用 泊 松 分 布 近 似 . 即 


k 
k À —À, 


Cpa a Ere (A np). 


所 以 将 之 称 为 二 项 分 布 ,是 因为 C*z 9" “可 看 成 为 
二 项 式 (p 十 g)” 展开 式 中 一 般 项 的 系数 . 
负 二 项 分 布 (negative binomial distribution) 

亦 称 由 斯 卡 分 布 .一 种 等 待 时 间 的 分 布 . 设 伯 努 利 试 
验 中 , 某 事 件 4 恰好 发 生 r 次 所 需 试验 次 数 为 &, 那 
Bo WA AA 

P(£—hk) = Clip?” (korr), 
其 中 0<p<1,q=1— p.r 为 正 整数 , 则 称 随机 变量 
€ 服从 参数 为 (r,p) 的 负 二 项 分 布 , 记 为 ~NB(r， 
p.H 


È TM M 
期 望 EE P 
De —3, 
方 E 7 
_| Op 
EA BO); 
ABER MG) Eus: Jr 
ge 
ERB e| 
在 实际 中 , 负 二 项 分 布 常用 于 不 幸 事件 和 发 病 
情形 的 统计 问题 . 
帕斯卡 分 布 (Pascal distribution) Bp" fa — 3i 
分 布 ” 
几何 分 布 (geometric distribution) 一 种 等 待 


时 间 的 分 布 . 如 果 随 机 变量 的 分 布 为 
P( = k} = peg (k = 1,2,.'), 
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其 中 0 二 p 二 1,g==1 一 pp, 则 称 随机 变量 服从 参数 
Ap 的 几何 分 布 . 记 为 ~G(p). 且 


期 望 一方; 
方 De 一 过 ; 
zz é z 
__p0 

母 函数 p= 1 o: 


矩 母 函 数 Ms 


pe" 


ERR go Po. 


在 事件 4 b 的 伯 努 利 试验 中 AA 
E 表示 事件 4 首次 发 生 时 所 需 试验 的 次 数 , 则 一 
GC). 几何 分 布 是 帕斯卡 分 布 当 xr=1 时 的 特例 . 

几何 分 布 具 有 无 后 效 性 这 一 重要 性 质 , 即 假设 
已 经 进行 了 nn 次 试验 ,而 且 事 件 4 未 发 生 , 那 么 事 
fF 4 首次 发 生 恰 好 需要 再 做 & 次 试验 的 条 件 概率 
不 依赖 于 以 前 的 试验 ,就 像 试 验 重 新 开始 进行 一 样 . 

超 几 何 分 布 (hypergeometric distribution) 一 
种 离散 型 分 布 . 如 果 离 散 型 随机 变量 的 概率 分 布 


k n—k 
(CM CN M 
n 
CN 


其 中 N,M,n 为 正 整 数 , 且 
OSMAN, OSa ASN, mn AINM, 


(k = 0,1,:,2), 


Ru PR BS CS BB LE ES AR A LAR] A n EF ~ 


(n,M,N). H 

期 ZH ME 

方 x DE 二 T E. . HU M) 

PUR ee A 在 抽样 理 
论 中 占 重要 地 位 .例如 ,一 堆 同 类 产品 共 个 ,其 中 
有 M 个 次 品 . 现 从 中 任 取 个 (假定 nn 三 NN 一 MM), 则 
这 个 中 所 含 次 品 数 就 服从 超 几 何 分 布 . 当 NN 很 
大 时 , 超 几 何 分 布 可 用 二 项 分 布 近 似 . 所 以 称 之 为 超 
几何 分 布 ,是 因为 CxCww/C% 可 看 成 为 所 谓 超 几 
何 级 数 一 般 项 的 系数 . 

负 超 几何 分 布 (negative hypergeometric distri- 


bution) 一 种 离散 型 分 布 . 如 果 离 散 型 随机 变量 C 
的 分 布 为 
P{é=k} = ede 
(R=r,rtl,:,N—M-yr), 


其 中 1<rM<N , 则 称 离散 型 随机 变量 服从 参 

数 为 (N,M,r) 的 人 负 超 几何 分 布 . 记 为 E~NH(N,， 

M,r). 负 超 几 何 分 布 产生 于 非 放 回 有 序 取样 中 , 恰 

好 出 现 ~(r 之 1) 个 具有 某 种 特征 4 的 元 素 所 需 取 样 
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的 次 数 . 

E 4 fn (C-distribution) ” 亦 称 吉 波 夫 分 布 .一 种 
Sao. ROAR RH MILES , 若 其 概率 分 布 
为 


已 (一 &) = (k = 1,2, ,a > 0), 


ved 
oo 


-[X(1] 


则 称 离散 型 随机 变量 8 服从 8 分 布 .5 分 布 这 个 名 称 
KATRE CF BR BX 
1 


cy =1+(4) [A] +--4(4]) +- 


3 

C 分布 曾 被 意大利 经 济 学 家 帕 雷 托 (Pareto， 
V. ) 用 于 刻画 移居 到 某 给 定 国 家 的 家 庭 个 数 的 分 
布 . 吉 波 夫 把 这 一 分 布 应 用 到 了 更 广泛 的 领域 . 

吉 波 夫 分 布 (Zipf distribution)  BD^£ 4r fp". 

泊 松 分 布 (Poisson distribution) 概率 论 中 最 
重要 的 分 布 之 一 . 如 果 离 散 随机 变量 的 概率 分 布 
为 


Ae 
P{E =k} = ie (k = 05152"), 


其 中 4 二 0, 则 称 离散 型 随机 变量 服从 参数 为 4 的 
泊 松 分 布 . WA E~PA). H 

期 A Eê=ì; 

方 2% Dê=ì; 

Bom x POS, 


EERS MOD —e6 7, 


特征 函数 9(1)==e 

许多 随机 现象 都 服从 泊 松 分 布 . 例如 ,电话 交换 
台中 某 段 时 间 内 收 到 的 呼叫 数 ,公共 汽车 站 某 时 间 
区 间 内 来 到 的 乘客 数 等 ,因此 ,在 运筹 学 及 管理 科学 
中 , 泊 松 分 布 占 有 很 突出 的 地 位 . 又 如 ,在 物理 学 中 ， 
放射 性 分 裂 落 到 某 区 域 的 质点 数 ,热电 子 的 发 射 ; 显 
微 镜 下 落 在 某 区 域 中 的 血球 或 微生物 的 数目 等 都 服 
从 泊 松 分 布 . 

瑞 利 分 布 (Rayleigh distribution) 一 种 连续 
型 分 布 . 34 n—2 时 ,X 分 布 称 为 瑞 利 分 布 ,常用 于 随 
机 噪声 理论 和 海浪 理论 . 一 般 地 , 知 随 机 变量 和 ,人 
相互 独立 且 同 (0,o2) 分 布 , 则 连续 型 随机 变量 


= E 8 
服从 参数 为 o 的 瑞 利 分 布 , 记 为 和 一 R(c). 其 概率 密 
度 为 


Me 一 1) 


"e [e GS), 
0 (ax 0), 
其 中 o>0. H 


期 tA E= | 6; 


Ji p DE-5 To, 
HK 5 dp (exponential distribution) — fp Æ 
命 分 布 . 如 果 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 为 
—ACz— p#) 
pan = {% (ef) 
0 (z <p). 
其 中 A>0, We HL BS RRA, 
iJ €--e(pn, A). H 


NE ^ 
方 差 DE 一 元 
&B EF PS C MG) 1— : | i 


À 
特征 函数 emen 1 一 区 

当 参 数 8 0,À— 1 时 , 称 为 标准 指数 分 布 , 记 为 
e(0,1). 指数 分 布 有 重要 应 用 , 它 可 作为 各 种 “寿命 ” 
分 布 的 近似 . 例如 电子 元 件 使 用 寿命 ,电话 的 通话 时 
间 ,随机 服务 系统 中 的 服务 时 间 等 . 指数 分 布 的 另 一 
特点 是 具有 “无 记忆 性 ”. 
标准 指数 分 布 (standard exponential distribu- 

见 “ 指 数 分 布 ”. 

对 数 分 布 (logarithmic distribution) — f$ Bj 
散 型 分 布 . 如 果 离 散 型 随机 变量 E 的 分 布 列 为 


M TL MEN S 
P(&£—hk)— ee (R=1525°%), 
其 中 P>0,¢>0, ptq=1, WHE Hates € 
服从 对 数 分 布 , 记 为 6—LOD. H. 


tion) 


p Be hig SORA 
其 E: ES plnp' 
np 
方 3s Dé = pünp 9 
. In(1—30) 
In(1— ge^) 
HE MOT ELO, 
? . In(1—ge^) 
ERB go- 


153 5J y fp Cuniform distribution) 一 种 连续 型 
分 布 . 它 描 述 了 等 可 能 性 . 如 果 连 续 型 随机 变量 € BS 
概率 密度 为 

1 | 
a 4 二 XT 二 , 
sois (aste) 


0 (其 他 )， 
则 称 连续 型 随机 变量 服从 [La,5bj 区 间 上 的 均匀 分 
dg. ig €—U (a,b). H 


期 E: reat”, 


特殊 的 分 布 与 概率 纸 


方 ” 差 D= 0-a); 

A BEBE MQ()==(e” 一 e”)[t(6—a)]; 

特征 函数 g(t) =e” — e") Lit(b—a) ] |. 

例如 , 某 公 共 汽 车 站 每 隔 5 分 钟 有 一 辆 汽车 通 
过 ,一 位 乘客 对 于 汽车 通过 该 站 的 时 间 一 无 所 知 , 他 
在 任 一 时 刻 到 达 车 站 都 是 等 可 能 的 ,那么 乘客 的 候 
车 时 间 & 就 服从 [0,5j 区 间 上 的 均匀 分 布 . 如果 随机 
变量 € Bg App PR F(x) 连续 , 则 y= FF CED FELO,1] 
上 服从 均匀 分 布 . 

EAS f (normal distribution) 概率 论 中 最 
重要 的 分 布 之 一 . 最 初 由 高 斯 (Gauss,C.E. EWR 
误差 理论 时 发 现 . 如 果 连 续 型 随机 变量 § 的 概率 密 
度 为 


户 (z) 一 Qo Ge —(—o0€« re OO), 


1 
V 2x0 
其 中 o00,—oo« pu T oo. 则 称 连续 型 随机 变量 E 
服从 参数 为 wo BEST B. in ESN Cu, o). H 
期 A 五 6 一 /1 
方 3% DE=o'; 


EREA MD)=e T, 


EBM O= T, 

在 概率 论 与 数理 统计 的 理论 研究 和 实际 应 用 
中 , 正 态 分 布 起 着 特别 重要 的 作用 , 它 的 重要 程度 在 
各 种 概率 分 布 中 居 首 要 地 位 . 这 是 因为 , 正 态 分 布 是 
自然 界 最 常见 的 一 种 分 布 . 例如 测量 的 误差 ,炮弹 弹 
落 点 的 分 布 ,人 的 生理 特征 的 尺寸 (如 身高 .体重 
等 ) ,农作物 的 收获 量 , 工 厂 产 品 的 尺寸 (如 直径 .长 
度 、 宽 度 、 高 度 ) 等 都 近似 服从 正 态 分 布 . 一般 地 , 若 
影响 某 一 数量 指标 的 随机 因素 很 多 ,而 每 个 因素 所 
起 的 作用 都 不 大 , 则 这 个 指标 就 可 近似 看 做 服从 正 
态 分 布 . 直观 说 来 ,其 可 能 性 是 两 头 小 中 间 大 的 随机 
现象 都 近似 服从 正 态 分 布 . 另 一 方面 , 正 态 分 布 具有 
许多 良好 的 性 质 , 许 多 分 布 都 可 用 正 态 分 布 来 近似 . 
还 有 一 些 分 布 可 以 由 正 态 分 布 导 出 . 

标准 正 杰 分 布 (standard normal distribution) 
一 种 特殊 的 正 态 分 布 . 是 参数 p=0,0=1 的 正 态 分 
布 . 如 果 连 续 型 随机 变量 E 的 概率 密度 为 

l -5 — oo r CO 
( e qe O 

则 称 连 续 型 随机 变量 服从 标准 正 态 分 布 , 记 为 &€ 
~N(0,1). H 

期 望 

方 x 


Ha) = 


EE=0; 
DE=1; 


E 


矩 母 函数 
特征 函数 


M(t)=e?; 


YO) =e ?; 


未 ] id 
Amm eco =| etde, 

如 果 E~N( pu, 07), Mi) u= (6 一 pz)/o~N (0,1); 
RZ.4u~N0,1), M) Cout+p~N(p,07). 

ER YE IE A 4d Fai BY BE SE BE p(x) Al ra PR PK 
B(x) BS] f& RT VA 47 30] B3 Zi | SF BY) ^ EE TE AS 2 RE A A 
值 表 "和 “标准 正 态 分 布 函 数值 表 ” 查 出 . 

xf A IE AS 43 Hh (logarithmic normal distribu- 
tion) 一 种 连续 型 分 布 . 如 果 连 续 型 随机 变量 的 
概率 密度 为 


_ Unz— Lu 


y? 
20" (xz DS 


1 
p = | Por 
0 (£ < 0). 
其 中 o>0,—œ<u<+ o, Wl PIE E PALE BE 
服从 对 数 正 态 分 布 , 记 为 6—InGe 07). H 

期 tA DA 

Tt 差 D&=e"t” (e” 一 1)， 

各 随机 变量 ~N C, o0). M] E= e" 就 服从 对 数 
正 态 分 布 .对 数 正 态 分 布 在 技术 .生物 学 .医学 .经济 
学 .地 质 学 等 不 同 领域 的 各 种 问题 中 ,都 有 重要 应 
FA. 例如 ,在 技术 中 ,对 数 正 态 分 布 广泛 用 于 疲劳 试 
验 结 果 的 统计 分 析 ， 

r 分 布 (Gamma distribution) 一 种 连续 型 分 
fg. 如 果 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 为 

0 (WY 
R'Ba0,820,D(22— [arte tda AT TL 


则 称 连 续 型 随机 变量 服从 参数 为 a,B,c 的 伽 马 分 
dp. wA E~T, ße), H 


期 ZH E= ges 
Do - 
Ap BE PRU 


特征 函数 «oe 1-5 

4 a 二 1 BT. 3 ^r REM a ele, hB). 一 
般 地 ， 当 a ELRIEBRN E Sistas ete 相互 独 
立 , 且 都 服从 指数 分 布 eCc,8), 则 


E= DE ~ Ple, 


矿 分 布 在 概率 论 、 数 理 统计 、 随 机 过 程 中 有 不 少 
应 用 . 
RRID A (Erlang distribution) 一 种 特殊 
的 工分 布 . 4 asn 为 正 整 数 及 c==0 时 ,本 分 布 
夏 (n,4,0) 称 为 埃 尔 朗 分 布 . 其 概率 密度 为 
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A EE 
jor? i 
0 (x0). 
其 中 x 一 1)! DP). 
埃 尔 朗 分 布 用 于 可 靠 性 理论 和 排队 论 中 . 
8 分 布 (Beta distribution) 一 种 连续 型 分 布 . 
如 果 连 续 型 随机 变量 § 的 概率 密度 为 
I dor c. c cd 
pco Bes Cl) (O<zr<l1), 
0 (其 他 ). 
其 中 o0,820,B(a, 8) — za — x) ! dx X 
B 函数 , 则 称 连续 型 随机 变量 服从 参数 为 a,B 的 8 


分 布 . 记 为 E~B(a,B), 且 


期 E: E= sR 
EN 
py 

奎 随 机 变量 3, T yc ,相互 独立 , 且 都 服从 


NO, P) i , 则 
E= | > ~ 8775]. 
B 分 布 是 概率 论 和 数理 统计 的 应 用 中 最 常见 的 
分 布 之 一 , 编 有 详尽 的 8 分 布 表 . 


韦 布 尔 分 布 (Weibull distribution) 一 种 寿命 
分 布 . 如果 连 续 型 随机 变量 的 概率 密度 为 


(1c) ' 


0 (r«c). 
其 中 m7 0.270, —oo«c« 4 oo. 则 称 连续 型 随机 
变量 $$ 服从 参数 为 MC 的 韦 布 尔 分 布 , 记 为 E~ 
W(m,a,c). H 


E ” 望 Eê=ar| i++] +c; 


y x pé-«*|r| Ed xi | 

当 m=1 时 的 韦 布尔 分 布 就 是 指数 分 布 elc， 
1/a). 韦 布尔 分 布 用 于 “最 弱 链 ”模型 中 的 寿命 分 布 ， 
即 考虑 一 个 由 许多 部 分 组 成 的 对 象 ,并 假定 当 它 的 
任何 一 部 分 毁坏 时 ,此 对 象 的 寿命 就 终止 ,在 这 样 的 
条 件 下 ,已 经 从 理论 上 和 实践 上 证 明 : 韦 布尔 分 布 是 
这 个 对 象 寿命 分 布 的 一 个 很 好 近似 . 

冈 伯 尔 分 布 (Gumbel distribution) 
分 布 .一 种 极 值 分 布 . 其 密度 函数 为 


一 一 A _ aaa 
5 exp(—exp 5 ) 


(==00 <_ 2 <7 Co), 
其 中 4 为 位 置 参数 ,9>0 为 离散 参数 . 
I Bl ^Y 4 (1 type distribution) 
布 ”. 


亦 称 了 型 


pO = Lexp 


BI ^ X48 ZR ot 


3-5 H4 db (Maxwell distribution) 一 种 连 
续 型 分 布 . — ERU LEE BALE EE E, E, E 相互 独立 且 
同 服从 No,c) 分 布 , 则 连续 型 随机 变量 


E= NVE tE +E 


服从 麦克 斯 韦 分 布 ,其 概率 密度 为 


p(x) = E 2 zw (7 0), 


0 (x <0). 
在 统计 物理 中 ,用 它 描绘 气体 分 子 运动 的 绝对 
速度 的 分 布 . 
柯 西 分 布 (Cauchy distribution) 一 种 有 理论 
价值 的 连续 型 分 布 . 如 果 随 机 变量 有 概率 密度 
A 
| nA spo nt] 

(4.0, —- O0 «X He 004 = CO a ee) 
则 称 连 续 型 随机 变量 服从 参数 为 (yx,4) 的 柯 西 分 
布 . 记 为 ~Clp,4), 柯 西 分 布 的 各 阶 窍 都 不 存在 ， 
而 特征 函数 为 | 


po = 


et) 一 gaa. 
H E jr 8r 4} HH (Laplace distribution) 
续 型 分 布 . 如 果 随 机 变量 具有 概率 密度 


De 


一 种 连 


pO = 


a Ee deal 
则 称 连 续 型 随机 变量 服从 拉 普 拉 斯 分 布 . 其 各 阶 
FEA 23 EAE BR CON 

p(t) = UT 

重 指数 分 布 terated exponential distribution) 
亦 称 为 罗 伯 尔 分 布 .一 种 极 大 值 的 极限 分 布 . 其 分 布 
pra AT SAU PIB 

F(x) = exp(— ae ^) 
(一 œ< x «4 eo,a,B > 0). 

重 指数 分 布 在 洪水 、 地 震 预 报 及 可 靠 性 问题 中 
有 重要 应 用 . 

三 角 分 布 (triangular distribution) ” 亦 称 辛 普 
森 分 布 . 一 种 连续 型 分 布 . 假设 随机 变量 é 和 名 4H 
互 独立 ,昌都 在 [a/2,6/2] 上 服从 均匀 分 布 , 则 E + 
& 的 分 布 称 为 三 角 分 布 ,其 概率 密度 为 
dC = 
(b — a)’ 
4(b — x) 
(b — a) 
0 (EC [255] 

ae $8 XR 4} JB (Simpson distribution) 
分 布 ”. 

反 三 角 分 布 (inverse triangular distribution) 


are, 


Pe +e, Cr) = a se 


«zx. 


B[ ^ = ff 


特殊 的 分 布 与 概率 纸 


一 种 概率 分 布 , 其 特征 函数 


十 
Qt) = 1 = i (a > 0), 
而 分 布 密度 为 
Fülle COR. Cae ae Oa 
TAX 


Bz St TIERS 2 1B (reflex normal distribution) 一 
种 连续 型 分 布 . 4 n=1 时 ,X 分 布 称 为 反射 正 态 分 
布 , 其 概率 密度 为 


pG) -| eT GIO, 


0 (r S 0). 
如 果 7 了 服从 标准 正 态 分 布 , 则 E= V7 = |7 RAR 
射 正 态 分 布 . 它 用 于 误差 分 析 理 论 . H k NEA 


E|é|* = 2: 

E iE 5% 4} FH Cinverse sine distribution) 一 种 

连续 型 分 布 . 当 a—8—1/2 时 ,6 分布 转 化 为 反正 弦 
分 布 ,其 概率 密度 为 


1 
——————— (0«r«1) 
p(x) = ECL) 
0 (其 他 ). 
Sy n EG COS 
0 C=O), 
F(x) = Z arc sin Vr O<r<l), 


1 (x 1). 
yb 3315 (7’-distribution) 数理 统计 中 的 三 大 
分 布 之 一 . 如 果 连 续 型 随机 变量 E ELA BE 


n — x? le? xo 094 
pe) = qr] 


0  (#<0), 
HP n AES, 


+ co 
I'(a) >| x le “dx 
0 


Ay D BRA Wl) PRI Se A BAL E E ARIA A BEA n 
BJ X^ 4rfB iA £—X G0. H. 

期 tH 五 6 一 7] 

方 i: DE=2n; 

矩 母 函数 MIO -ü-20 5; 

特征 函数 ”g(t)= (1 一 2i1) 2. 

X! 4n d& D Adi 34 o—n/2,8—1/2,c—0 时 的 
特例 . 在 数理 统计 中 有 广泛 的 应 用 . 独立 标准 正 态 随 
机 变量 的 平方 之 和 服从 分 布 ,其 自由 度 恰好 等 于 
从 NN(0,1) 分 布 , 则 
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Dë ~ X Cn). 


:一 1 


X 分 布 (XY-distribution) 一 种 连续 型 分 布 . 如 
果 随 机 变量 的 概率 密度 函数 为 
一 (x > 0), 
p(x) = 42? T 了 
0 (x < 0) , 


其 中 为 正 整 数 , 则 称 连续 型 随机 变量 服从 自由 
度 为 n 的 x 分 布 . 记 为 E~ X(n). 茶 06 相互 
独立 且 同 NC(0,1) 分 布 , 则 


| y ~ X(n). 
i=] 


F 4>% (F-distribution) ” 亦 称 斯 奈 迪 克 分 布 . 
数理 统计 中 的 三 大 分 布 之 一 . 如 果 连 续 型 随机 变量 
< 的 概率 密度 为 


po» 
3 RSS 

l d [142a Coe 
= B|% hn n n 

917 2 

0 (xx0), 

其 中 msn 为 正 整 数 ， 

下 至, = |a ee da 


为 8 函数 , 则 称 连 续 型 随机 变量 和 服从 自由 度 为 mm， 
n 的 下 分 布 , 记 为 E~Flm,n). 且 


wl dH 
期 望 (n > 2); 


2n! (m +n — 2) 
5 = M a D 
EWR B Ot ip B4 fp RRO 
F(x;a, bp) 
0 (x <0); 


(n > 4). 


1 7 a—] — 
E Baz s t= Pie OZ ou, 


1 e up? 
LEF 4g Bg 4r 4B BRUN ECz), 则 对 任意 x20, 
有 


„| mz m on 
及 
| mn mx m n 
fT Tm n4-mz2'2|' 


其 中 fe 和 f 分 别 是 68 分 布 和 下 分 布 的 概率 密度 . 
分布 在 数理 统计 中 有 极其 重要 和 十 分 广泛 的 
应 用 . RERA F 分 布 的 数值 表 , 然 而 这 些 表 都 不 
够 详尽 . 在 处 理应 用 问题 时 ,可 以 根据 以 上 两 个 关系 
式 利用 详尽 的 B 分布 的 数值 表 . 可 以 证 明 , 若 随机 
变量 和 7 相互 独立 , 且 6 2X On 2 X* GO oI 
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OEM emg 
F = 7/n F(m, ), 
其 中 mx 称 为 第 一 自由 度 ,n 称 为 第 二 自由 度 ， 
斯 奈 迪 克 分 布 (Snedecor distribution)  BJ"F 
分 布 ” 


t 分 布 (student distribution)” 亦 称 学 生 分 布 . 


”数理 统计 中 的 三 大 分 布 之 一 . 如 果 随 机 变量 《 的 概 


率 密度 为 
T 
po 


ns 
2 


nzrl 


_ 2 十 1 
7 


x? 
n 


FF (—oo« r« +o), 


JE 
2 
其 中 n 为 正 整数 ， 

(a) = | ed 


AT 消 数 , 则 称 随 机 变量 4 服从 自由 度 为 n 的 1 分 
布 ; 记 为 é~t(n),HH. 
期 H E£—0 (n0; 


方 差 D= (n>2). 

设 服 从 标准 正 态 分 布 ,7 服从 自由 度 为 n 的 
X at, H 56.9 相互 独立 , 则 随机 变量 

€ 
VN/n 

服从 自由 度 为 ”的 上 分 布 . 24 n ool ,t 分布 的 极限 
分 布 是 标准 正 态 分 布 .实际 上 , 当 ” 之 30 时 ,t 分 布 
与 标准 正 态 分 布 的 差别 已 很 小 . WE 4 n=l Bt 
分 布 是 柯 西 分 布 C (1,00. t 分 布 最 早 是 英国 统计 学 
ZK BAL AE HK X SER (Gossett, W. S. ) 在 1908 年 提出 
HJ. “E (Student) "是 他 当时 使 用 的 笔名 ， 

学 生 分 布 (student distribution) BI“ 47g ". 

JE ats xv? 分布 Cnon-central Y?-distribution) 
一 种 连续 型 分 布 . 设 X; )AX 5, tt Xn 是 相互 独立 的 正 
AS ALE EX; =u, DX;=0? (G-—1.2,.-.».H 
L PERR, 


Y= xe. 


则 称 连 续 型 随机 变量 7 服从 非 中心 分 布 , 记 为 7 
~X Can, KB B BEA n AEP DOBRA 


n 


6 一 > 4/0, 
i=1 

分 布 密度 为 

-H is m+>-1 

E 25 = : (x > 0), 

pr) 一 4 2? mp + m | 22m! 

0 (rc 0) 

特征 函数 为 
gi) = (1— 2i) term, 

H EY =n + ô, DY = 2n + 46. 


M 6 —0 时 , 非 中心 X O02 4 B $& 45 29 Cro BD 
X! QD ^r fh. 

FE hò: 4 Fi (Ünon-central ¢-distribution) — 
PERA p. XN u), Y~ Ca), uA 
0.H. X 和 YY 相互 独立 , 则 称 随机 变量 

X 
= Yin 
为 服从 自由 度 为 n, 非 中 心 参数 为 6= po 的 非 中 心 
t 分 布 . 非 中 心 1 分 布 的 分 布 密度 为 


p(x) = TS 
dabi ntan 
| x. 
bap m! n+ x : 
H 
p 
ET —68 2 i 
rl 5 2 
2 
| ^ 
^ 2 2 
pra cae Om (ie Dy 
n—2 2 n 
MES 


M 6 二 0 时 , 非 中心 寺 分 布 转化 为 上 分 布 . 

非 中 心 下 分布 Cnon-central F-distribution ) 
一 种 连续 型 分 布 . 设 XX m,i), Y~ K (Cn) OA, 
H X,Y 相互 独立 , 则 称 随 机 变量 


为 9. 分 布 密度 为 


[sr (ett 


mint Est M " 2 (oo 
r| + TT r| +R] neta d 
0 (x0) 
如 果 6=0, 非 中 心 下 分布 就 转化 为 下 分 布 . 非 中 心 
F 分布 的 数学 期 望 和 方差 是 
| nm + 0) 
ECF) = TEE (n > 2), 
D(F) = ERN, LEES yor + ô)? + 
m? (n — 2)! (n — 4) 


(n — 2)(m+ 282] (n 4). 
ll] XE XE 4Y fp (Pareto distribution) 一 种 连续 
390 fg. it E AE BEY RL EE , 若 其 分 布 密度 为 
< = A 
plz) = c 


0 (r < A), 
Ep r>0,A>0, MP ERA Les E RACES 


特殊 的 分 布 与 概率 纸 


托 分 布 . 帕 雷 托 分 布 具 有 p 阶 矩 的 充分 必要 条 件 是 
pr. 
tk Fil v2 4) FA (Dirichlet distribution) P ^r fp 
的 直接 推广 . 设 xX = CX; ,和 >， "em X2 2g — ^r Bt 9L [8] 
量 , 如 果 它 满足 : 


1. 对 任意 «isi X220, BE X1; 
2. CX, er NOS X, 2894] n 28 BE DJ 


pla »D25*** eee 


r| 24] nl =] = 
me = Dia) 
LTreo ™ " 
im] 
n—l 
E c0 aT (rc 1525*".34— 19; 
0 其 他 ， 


其 中 a: >0 GG 二 1,2,…,n); 则 称 连 续 型 随机 变量 X 
服从 狄 利 克 雷 分 布 , 记 成 (Xi Xo Xi) 一 
D,Carisazs*** sa bas) X (Xis X29 ts Xn) Dios 
d2»***»d,). 特别 地 ,n= 二 2 时 »D2 (a, ,a,) Rie BIL B 
分 布 . 狄 利克 雷 分 布 在 多 元 分 布 理 论 中 占有 重要 地 
位 , 它 起 着 沟通 分 布 间 的 桥梁 作用 . 此 外 ,在 近代 非 
参数 统计 中 , 狄 利克 雷 分 布 越 来 越 显 示 出 它 的 威力 . 

设 Xis Xost X, 相互 独立 且 同 分 布 ,又 ADS 
NCO,D. 9 

Y=Xi+Xi t+. e +X}, 

Yj= (XE nt tA /YY G=1,2, =m), 
其 中 OS nnm mann, 
(YY, e, Yn) ~ Dn ie ae ET EE 

逻辑 斯 请 分 布 (logistic distribution) 一 种 连 
续 型 分 布 . 若 随 机 变量 的 分 布 阴 数 为 

l i 
L(x;a,ß) = Te ae (Te E, 
其 中 p>0,cER，, 则 称 连续 型 随机 变量 服从 参数 
为 a( 位 置 参 数 ) 和 8( 尺 度 参 数 ) 的 逻辑 斯 说 分 布 , 记 
HELa h S a—0;821H8.£LÉC0;1)— 
(4e 7) , 称 为 标准 逻辑 斯 谨 分 布 .L(z;a,B) 的 密 
度 函 数 为 | 


l(x;a,B) = exp(— (x — a)/B} 


B + exp{— Gr — 20/8)" 
BS 


sechr = : 
e 


则 


TQ 
, 


I(zr;a,B])-— (AB) "'sech? | 2 


所 以 逻辑 斯 详 分 布 又 称 为 双 曲 正 割 平方 分 布 . 
期 组 Et—a; 


概 X it 


Ti 差 D&-—f'5'/3; 
AB BE PKI C 


Mc) = e" B —t,1 + | [E ces ri ; 


特征 函数 C(t) =e" BO-—ZB.14-itf». 

逻辑 斯 席 分 布 最 早 来 自 于 生长 曲线 的 需要 ,后 
来 用 于 经 济 和 人 口 统计 学 中 ,从 19 世纪 末 以 来 已 逐 
渐 普 及 ,近代 又 用 于 回归 和 判别 分 析 . 

双 曲 正 割 平方 分 布 (sech-squared distribution) 
即 “ 逻 辑 斯 诺 分 布 ” 

多 维 超 几何 分 布 (multidimensional hypergeo- 
metric distribution) 一 种 离散 型 分 布 .假设 总 体 中 
BN; (二 1,2,…,7) 个 具有 特征 A; 的 元 素 ， 


SIN, =N. 
34 MÀ d A rp f n ORAS ET RE A E = 1,2,… ,7) 
表示 在 取出 的 ”个 元 素 中 具有 特征 A; (i — 1.2.5, 
r) 的 元 素 的 个 数 . 那么 E= (6, 66) 是 一 个 > 维 
随机 向 量 . 其 概率 分 布 为 
p{é = m}= P{§ = m,,6, = m,,°°,€, = m,) 
OMEN COR, 

=o 
其 中 ns Nis Nost’ N, 均 为 正 整 数 , 且 n XN. 而 
m,),0 Sm; <N;, 


nn = (m, 712 


Sim =n; N = MIN. 
则 称 随 机 向 量 £—(5,.,5.--.50g A BRAN, 
Ns ,NN,) 的 7 维 超 几 何 分 布 . | 
2c I 4y Tp (multinomial distribution)  — fh ES 
散 型 分 布 . 假定 在 ”次 重复 独立 试验 中 ,每 次 试验 有 
r 种 可 能 结果 Ais Ass ttt 4 每 次 试验 中 ,各 种 可 能 
结果 出 现 的 概率 为 pispoto pe 其 中 


e E Dp =1, 
i=] 


id £—(6,,6,, 29° 5 €) 5 €; (1 二 1,2,… X€R n 次 独 
立 试验 中 A 出 现 的 次 数 ,那么 是 一 个 7 维 随机 向 


量 , 其 概率 分 布 为 
Pis m= PiS = m, 62 = Most" 56, = m, 
= n! m, pm pm 
= pim lcu P2 ap LG 
其 中 


m = (m,,m;,**,m,) (m;=0), ^m 一 n, 
一 1 


称 此 随机 向 量 ( $5,660 ARM BBA Opp 

…,p,) 的 多 项 分 布 . 此 称谓 是 因为 这 个 概率 等 于 多 

项 式 | 
(iti t part Se pa 
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的 展开 式 中 ePaper” 的 系数 ,显然 多 项 分 布 是 二 
项 分 布 的 推广 , 它 产 生 于 推广 的 伯 努 利 试验 中 ， 

复合 分 布 (composite distribution) 一 类 概率 
分 布 . 如 果 一 个 随机 变量 服从 的 分 布 与 一 个 参数 
a 有 关 , 而 a 也 是 一 个 随机 变量 ,a 服从 一 个 确定 的 
分 布 ,这 时 称 随机 变量 服从 一 个 复合 分 布 . 例如 ， 
复合 二 项 分 布 .复合 泊 松 分 布 : 

复合 二 项 分 布 (composite binomial distribu - 
tion) ”一 种 复合 分 布 . 若 对 固定 的 NN, 随 机 变量 
服从 二 项 分 布 P{f=k}= 二 Cwp*(1 一 p) “(k==0,1， 
,N,0<p<1). MBE N 是 一 个 随机 变量 , 它 服 
从 泊 松 分 布 


pin << N} = A n (n = 051525944. 2*0), 


n! 
那么 在 二 维 随机 变量 ($,N ) 的 分 布 列 
P(E kN = 
=P E S= RIN =a Pin Sa) 
中 ,随机 变量 的 边缘 分 布 为 
P(E = k) 


= SPENE SPIN =n) 


zur = — À À” k lk n—k 
E 2 me (1— £) 


—Ap k 
= CAP (k T 2 


其 中 ,规定 CL TE n<k 时 为 零 .这 是 一 个 具有 参数 为 
Ap 的 泊 松 分 布 . 称 这 一 边缘 分 布 为 复合 二 项 分 布 . 

& 36 # 3 FH (composite Poisson distribution) 
一 种 复合 分 布 . 设 ,6,,…,&,… 为 相互 独立 同 分 布 
的 整 值 随机 变量 , 令 HF +8 te +8, a 服从 
参数 为 4 的 泊 松 分 布 , 则 称 随机 变量 ”服从 复合 泊 
松 分 布 .看 P(S== 站 二 fj, 其 母 函 数 为 


F(s) = Sp, 
j=0 


则 » 的 母 函 数 为 p G0 =e". 可 以 证 明 , 负 二 项 
分 布 是 一 种 复合 泊 松 分 布 . 

二 维 正 杰 分 布 (two-dimensional normal distri- 
bution) 概率 论 中 最 重要 的 二 维 分 布 . 如 果 二 维 随 
机 向 量 E= (# ,2 ) 的 概率 密度 为 

pn) = Pe e Gr (23) 


= T— — exp | — HEY S [e 7 t 
210,0, ^l LI r? 2¢1 -= r?) o? 
Orta — u)r — m) (zy 一 25 
SS ee G 

0,0; c. 


其 中 8 770,0, 05 Iri «1. 则 称 4 一 (£ ,6,) 服 从 参数 
3À Gt» uo 010; r2 — EIE ASAD fh. 对 于 二 维 正 态 
4r dg ,E6— 14 ,D6,— 0i, E£;— i DE — 0, 57 为 ŝi 与 


& 的 相关 系数 . 二 维 正 态 分 布 的 两 个 边缘 分 布 都 是 
正 态 的 . 特别 地 ,对 于 二 维 正 态 分 布 , 独 立 与 不 相关 
等 价 . 

n 8 TE AS 4} FA (n-dimensional normal distribu- 
tion) 概率 论 中 最 重要 的 分 布 之 一 . 如 果 随 机 癌 量 
E= (6,6, ,6,) 有 概率 密度 


Pi) (22) T |C] ?exp F(a wC ap)" 
(rC€R"), 

其 中 B= 077 (ott s d n 维 回 量 , 而 C= Ci) axn 

是 正定 对 称 矩 阵 , 则 称 随机 向 量 和 服从? 维 正 态 分 


期 — HB Esp, 

特征 函数 

g(t) = exp (it! p 一 lrcr ( € R”). 
n 维 正 态 分 布 具有 性 质 : 


1. 其 任意 边缘 分 布 也 是 正 态 分 布 . 即 对 于 任意 
m1 Sm<n) F ISAL Kn Sn ES E 6) 
E, )jé m 维 正 态 随 机 回 量 . 

2. 假设 有 随机 向 量 

Es (ETIS = CE goog ge, 5%) = (MsN), 
其 中 €~N(a,A),9~NO,B), MAE 87 JH 8:28 
Z, MPERA E ERA rts 维 正 态 分 布 N (py,C), 且 

{A 0 

Econ), DUGC = » 2 
HrBa-—E£-—(a,a;:.a0.,b5—E9g—(b,, 5, 
b), A= DE, B= D). 

3. 正 态 随 机 向 量 经 线性 变换 后 ,仍然 是 正 态 的 . 
即 如 果 和 = (E15 bose ,6,) 服 从 正 态 分 布 NCy,C), 而 
A 是 秩 为 r 的 nXr 阶 和 矩阵 ,2 一 (bibote 0b, Er HE 
向 量 , 则 7=$4 十 6 服从 正 态 分 布 

N(uA+6,ATCA). 

4. 假设 和 = (5,6, ,$6,) 的 各 分 量 相 互 独立 、 
服从 正 态 分 布 .并 且 有 相同 的 方差 ,7T 是 任意 nXn 
MEXER, ABA 0—65T! — 0.0 ,7,) 的 各 分 量 
仍然 相互 独立 、 服 从 正 态 分 布 . 而 且 有 相同 的 方差 . 

5. 随机 向 量 和 = (5,5, EAR n 维 正 态 分 
布 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 A= (a1,a5»*** san) 
€ R"(azE0), BB ELI] & 9 — £a! = ab tH d-a,£, AR 
从 一 维 正 态 分 布 . 

6. 假设 = (Esh bE eee oF) AR A IE S 
分 布 N Cu CO AB BB SL IS] E = (5o 5n SORTE 
= (fif tt ,6,) 相 互 独 立 , 当 且 仅 当 互 协 方差 阵 

Cov(g,6) = 0. 

广义 二 项 分 布 (generalized binomial distribu- 

tion) 一 种 离散 型 分 布 . 设 随机 试验 只 有 了 两 个 基本 


特殊 的 分 布 与 概率 纸 


事件 A 和 4, 将 试验 独立 地 重复 做 次 (或 可 列 
次 ), 但 在 第 次 试验 中 ,4 出 现 的 概率 为 pi, 不 出 
现 的 概率 为 qu (0 二 ps 二 1,pi 十 qi 二 1). 这 一 列 试验 
称 为 广义 伯 努 利 试 验 ,重复 的 次 数 称 为 试验 的 重 数 . 
当 p,— p 与 上 无 关 时 ,就 是 但 努 利 试验 . E Xn E 
伯 努 利 试验 中 ,车 对 于 事件 4A, 指定 其 数值 为 1, 对 
于 事件 4, 指 定 其 数值 为 0, 则 在 n 次 试验 的 结果 
中 ,事件 4 出 现 的 次 数 是 一 个 随机 变量 , 称 这 个 随 
机 变量 服从 的 分 布 为 广义 二 项 分 布 .服从 广义 二 项 
分 布 的 随机 变量 可 表示 成 和 $= 合十 十 … 十 6， 
其 中 诸 随 机 变量 (i ==1,2,…,n) 是 相互 独立 的 ， 
且 名 服从 二 点 分 布 
P(é,=1) = p; PE, = 0) = 1-— p. 

在 广义 二 项 分 布 中 ,事件 4 出 现 次 概率 为 多 项 式 


Il (q; 十 pit) 


"BuU BS ARK. 

概率 纸 (probability paper) 按 某 种 分 布 函数 
设计 的 一 种 特殊 的 坐标 纸 . 其 横 轴 与 试验 值 有 关 HA 
轴 与 累积 概率 有 关 . 利用 概率 纸 ,可 以 检验 试验 数值 
所 服从 的 分 布 类 型 .估计 分 布 的 参数 和 作 各 种 统计 
推断 . 党 用 的 概率 纸 有 正 态 概率 纸 、 对 数 正 态 概率 

正 态 概率 纸 (normal probability paper) 常用 
的 一 种 概率 纸 . 它 的 横 轴 按 等 分 刻度 ,表示 观测 值 
(CZz), 纵 轴 用 非 等 分 刻度 ,表示 累积 正 态 概率 (频率 ) 


$c =| uM: 


e ?dv. 
go on 


服从 正 态 分 布 的 观测 值 在 正 态 概率 纸 上 的 图 形 是 一 
条 直线 ,可 利用 它 求 分 布 的 均值 和 方差 的 近似 值 . 

对 数 正 态 概率 纸 (logarithmic normal probabil- 
ity paper) 常用 的 一 种 概率 纸 . 它 的 横 轴 用 自然 对 
数 刻 度 , 纵 轴 用 累积 正 态 概率 刻度 . 服从 对 数 正 态 分 
布 的 观测 值 在 对 数 正 态 概率 纸 上 的 图 形 是 一 条 直 
线 , 可 利用 它 估 计 对 数 正 态 分 布 的 均值 和 方差 ， 

韦 布 尔 概 率 纸 (Weibull probability paper) 党 
用 的 一 种 概率 纸 . 它 的 横 轴 用 自然 对 数 刻 度 , 纵 轴 用 
双 目 然 对 数 刻 度 . 设 韦 布尔 分 布 函 数 为 


F(x)—-1—e *, 
变形 后 两 边 取 两 次 对 数 ,得 


In In Fc Eln r—]n a. 
B 


Y= In In ; X=ln z, B=In a, 


l 
]1— Fx) 
A Y —mX — B. 因此 ,服从 韦 布 尔 分 布 的 观测 值 
在 该 概率 纸 上 的 图 形 是 一 条 直线 . 
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概 E ve 


二 项 概率 纸 Cbinomial probability paper) 常 
用 的 一 种 概率 纸 . 它 的 横 轴 与 纵 轴 都 采用 平方 根 刻 
度 , 在 坐标 100 处 画 有 四 分 之 一 个 圆 . 纸 的 左边 有 两 
个 表 , 上 方 有 三 根 特殊 刻度 的 标尺 ,左边 一 个 标尺 上 
面 的 刻度 是 均匀 的 , 称 为 o 尺 ; 下 面 的 刻度 不 均匀 ， 
称 为 a 尺 .从 a 尺 的 O 〇 点 到 a 尺 的 某 个 刻度 a 的 长 
度 记 为 & ,这 里 a 表示 信和 度 ( 或 显著 性 水 平 ). 


随机 变量 列 的 极限 定理 


依 概率 收敛 (convergence in probability) 随 

机 变量 列 的 一 种 收敛 性 , GE, nz 1) JE XE LES 

28 [8] CO, ,已 ) 上 的 随机 变量 列 . 如 果 对 任意 s 之 0， 
limP¢|&, — €| >e) = 0 


或 limP (|6 — e| < = 1, 
MER E 依 概率 收敛 到 随机 变量 E. 简 记 为 
P 
&, —* €. 


依 概率 收敛 是 概率 论 中 的 一 种 较 弱 的 收敛 性 . 依 概 
率 收敛 的 一 个 重要 性 质 是 ;车 g 是 连续 函数 , 则 
P P 
&, — &—g(6&,) —> g (£). 

以 概率 1 We Si (convergence with probability 
one) ” 亦 称 几乎 必然 收敛 . 是 随机 变量 列 的 一 种 较 
强 的 收敛 性 , (5, nz 1) AERE X XECOQ, FP) E BS BER 
机 变量 列 , 记 

E = {w;w E 0, limé, (w) = E(w)}. 
zX;POO-LHI 
PClo:lim£, Qo) = §(w)}) = 1, 
则 称 随 机 变量 列 £, 以 概率 1 收敛 到 随机 变量 6, 简 
记 为 
&, —» € 


可 以 证 明 ,&, —6 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 的 
>Q. 


或 limP(U (w: 160) — êw) Sep = 0. 


此 外 ,还 有 E T ete, -一 -6 

几乎 必然 收敛 (almost surely convergence) 
即 “ 以 概率 1 收敛 ”. 

Ak 5} nli SE (convergence in law) 随机 变量 
列 的 一 种 收敛 性 . HE, nz 1) RRS OLS, 
P) 上 的 随机 变量 列 , 其 相应 的 分 布 函 数列 为 
(F, Cr) ,nzz1) ,如 果 F,r) SUM F AL SEY 
^r AG PRE F Ca Bl 


F,—F, 
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则 称 随机 变量 列 6, 依 分 布 收敛 到 随机 变量 $, 简 记 
为 


E E 
Ø 
BRR. BcARRA 6, 一 和, 刚 


E A AE (c0). 
此 外 ,有 

E, et, E, E, E, e, 

15 Fy ie S (convergence in the mean square) 
概率 论 中 常用 的 一 种 收敛 性 . (6,,n 宇 1} 是 随机 变量 
列 , 且 玖 16 天 十 ce, 如 果 五 | < 十 co, 且 

limE |&, erem. 
则 称 £, 均 方 收敛 到 随机 变量 6. 均 方 收敛 在 随机 分 
析 及 随机 过 程 中 占有 重要 地 位 . 

r 阶 平均 收敛 (convergence in the mean of or- 
der r) ”概率 论 中 一 种 较 强 的 收敛 性 . WE, n=l) 
是 随机 变量 列 , 且 对 某 个 常数 7 二 0,E1&,|' 二 十 oo 
WR EJE <+, H. 

lim E |$, — é€|"= 0. 
MER £, > 阶 平均 收敛 到 随机 变量 £. 简 记 为 
E, 一 ~ 和 
可 证 , 若 r>s>0, M 
E — Gf 一 > DE 
X r=2 时 ,> 阶 平均 收敛 即 为 均 方 收敛 

KW BE (vague convergence) 概率 测度 的 一 种 
收敛 性 .车 {6,n 宇 1} 是 (R”",%") 上 的 概率 测度 序列 
CHE R A n 维 实 空间 ,和 "为 n HERERO AF 
FE (R^, 22") E RS BE LORE jy(R") 研 1), 使 得 对 一 
切 yz 的 连续 区 间 (a,65]( 即 满足 (ab ING a 000 — 
0), 均 有 1i (Cab D— 1 C(G 0 D RB 
(asb = x AD DD 2an 
[ab | m Criss stt Et Rim 152,4) 
K R” 中 有 限 区 间 , 则 称 概率 测 度 序列 (j) 淡 收敛 到 
WA 


bn > PB 
由 奥地利 数学 家 黑 利 (Helly,E. ) 选 择 定理 的 推广 
Al, CR" ,5 丈 ) 上 任 一 概率 测度 序列 都 有 淡 收 敛 的 子 
序列 . 如 果 {p,n 宇 1) 的 一 切 淡 收 敛 的 子 序列 均 淡 收 
敛 到 同一 极限 uo WU] s RAAR on 若 BSE 
MM BE, MJER (2a) MS jy. 记 为 


[yg — PB tum p 
PR US SACRI SS UC SAC AY ABE RR P] EA TS 38] — Pt EJ E eS 0] 2] 
空间 或 拓扑 可 测 空 间 上 . 
38 SX (weak convergence) ”概率 测 度 序列 的 
一 种 收敛 性 . 阁 对 距离 可 测 空 间 (E, 多 ) 上 的 概率 测 


度 序 列 {mm》, 存 在 一 个 概率 测度 w, 使 得 对 一 切 ux 
续集 ACRI jy(94)==0) 均 有 ji CAD — A CAD s DER Cus) 
p, — BR nog. 

以 下 条 件 是 等 价 的 : 
1. 对 一 切 £€ B(E)(E LA Rie RR) 
lim | fdp, = | fan. 
.对 一 切 fFEU(E)(E 上 有 界 一 致 连续 函数 


D 


类 ) 
igi | Tips [fan 
3. 对 一 切 闭 集 FC lime, () QD. 
4. 对 一 切 开 集 GCE limp, GG). 


5. 对 一 切 ACH H n(2A) —0 
limy, CA) = p(A). 


分 布 函 数 的 淡 收 你 (vague convergence of prob- 
ability distribution function) 7 44} fp eS CF 7) 
的 一 种 收敛 性 . 设 {F,},Ff ER E— SUB FP fh ER 
数 ( 不 一 定 是 概率 分 布 函数 ) 序 列 ,C(F) 表 示 下 的 一 
切 连续 点 集 . 如 果 对 一 切 xECC(F), 有 F(x) 一 
F (x) (noo) WERE RAMEY FA 

F,—> F. 
PEH Fk) F (Loo) BR CF, SBCA F. 
f£ UB FED A BRA 9], — EA PR) OR 2. 
HX 3E y B A AY 55 UE SI (weak convergence of 
probability distribution function) 分布 图 数 的 一 
种 收敛 性 . WE UE F 均 是 (Q,. 多 ,P) 上 的 概率 分 布 
函数 , 铬 对 (zx) 的 一 切 连 续 点 , 均 有 
lim F(A 


则 称 F, (xr) UME F GO BH F(x) 一 >F(z). 


大 数 律 


大 数 律 (law of large numbers) ZR ARCA E 
则 , 概率 论 中 的 一 类 极限 定理 . 概率 法 则 总 是 在 对 大 
量 随 机 现象 的 考察 中 才能 显示 出 来 . 为 了 人 研究 “大 
量 ” 的 随机 现象 ,常常 采用 极限 的 形式 . 用 来 阐明 大 
量 随 机 现象 平均 结果 稳定 性 的 一 系列 极限 律 统称 为 
大 数 律 或 大 数 法 则 . 按照 收敛 性 的 含义 不 同 , 大 数 律 
有 弱 大 数 律 和 强大 数 律 之 分 : 设 $1,6,，,… 为 随机 变 
量 列 , 令 


S, = pp 
k=] 
A, , B, 为 常数 列 sH 
limB, = + oo. 


X 数 9 


1. 若 (5, 一 4,)/B, —>0, WR (5, n2 1 RA SS 
大 数 律 (党 简称 大 数 律 ). | 


2. E GS, — A / B, — 0, Wl BK (8, n 29 1) AR ABR 
大 数 律 . DK. ARAL EB {E nz 1) RR ARK 
律 , 则 必 服 从 弱 大 数 律 . 

如 果 每 一 £, 的 期 望 和 方差 均 存 在 , 且 DCS,)= 
oln?), 则 


n 


FAL m. (5, nz 1} BER A 88 KR E th A A aR KO 
XE nl BARAK, A 
supD(&,)<+00 


时 ,此 条 件 满足 . 对 于 {&,,n 宇 1) 为 独立 同 分 布 随 机 
变量 序列 且 B,—n 的 情形 ,南斯拉夫 -美国 数学 家 费 
(Feller, W. F. ) 证 明 , 它 满足 弱 大 数 律 的 充分 必 
要 条 件 是 

lima P (|S | — n) =Q. 


在 此 条 件 成 立时 3 a, — EC je ic) SUE] 
Sn 一 a, —* 0. 
n 


大 数 法 则 表明 ,尽管 单个 随机 现象 的 具体 实现 
有 其 偶然 性 ,但 在 大 量 互 不 相关 的 随机 现象 共同 作 
用 时 ,由 于 各 自 的 偶然 性 在 一 定 程 度 上 能 相互 抵消 、 
补偿 和 拉平 ,致使 总 的 平均 结果 趋 于 稳定 . 由 于 大 数 
律 以 严格 的 数学 形式 表达 了 随机 现象 这 一 最 根本 的 
性 质 一 一 平均 结果 的 稳定 性 ( 它 是 随机 现象 统计 规 
律 性 的 具体 表现 ), 因 此 ,大 数 律 在 理论 和 实际 中 ( 例 
如 在 数理 统计 和 近似 计算 中 ?都 有 广泛 的 应 用 . 

大 数 法 则 (law of large numbers) BI "A $r 
律 ”. 

强大 数 律 (strong law of large numbers) Ji 
“大 数 律 ” 

弱 大 数 律 (weak law of large numbers) 
数 律 ”. 

切 比 雪夫 大 数 律 (Chebyshev law of large num- 
bers) 一 种 弱 大 数 律 . ux 1,6,，,… 为 两 两 不 相关 的 
随机 变量 序列 ,它们 的 方差 有 限 , 且 有 公共 的 上 界 ， 
即 存 在 常数 c, 对 于 一 切 nal, A DES, M (5, Bi 
从 大 数 律 . 即 对 任意 e 之 0, 恒 有 

limP | |i» = 15) x8] < |= 1. 
这 个 定律 是 1866 年 俄国 数学 家 ,力学 家 切 比 雪夫 
(He6pmeB, IT. JT. ) 证 明 的 , 故 称 为 切 比 雪夫 大 数 律 . 
它 是 关于 大 数 律 的 一 个 相当 普遍 的 结论 ,许多 大 数 
律 的 古典 结果 是 它 的 特例 . 

马尔 可 夫 大 数 律 (Markov law of large num- 
bers ) 一 种 弱 大 数 律 . 设 随机 变量 序列 ££, Ibi 
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见 “ 大 


概 率 论 


足 条 件 : 对 于 任意 ”之 1, 均 有 
E|£,| « 4-oo, D| S76) le ee aes 


TE : 
lim z;D( 2,6) = o. 
那么 { 纪 } 服 从 大 数 律 . 即 对 任意 的 60 BUR 
limP ae 一 + EE <e}= 1. 


马尔 可 夫 大 数 律 不 仅 能 用 于 独立 的 随机 变量 序 
列 , 而 且 对 于 相依 的 随机 变量 序列 在 一 定 条 件 下 也 
能 适用 ,而 切 比 雪 夫 大 数 律 可 以 看 做 马尔 可 夫 大 数 
律 的 特例 . 
4B & mJ X WH (Bernoulli law of large num- 
bers) X-FÍB SUB IA US BJ SS KR. K us dé n B 
伯 努 利 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 , 而 p CO pPD 
是 每 次 试验 中 事件 4 出 现 的 概率 , 则 对 任意 620, 
恒 有 


limP | : E 
它 的 含义 是 指 , 在 2 重 伯 努 利 试验 中 ,事件 4 出 现 
的 频率 , 依 概率 收敛 于 事件 4 在 一 次 试验 中 出 现 的 
概率 . 这 个 定理 用 数学 概念 说 明了 充分 大 时 ,频率 
具有 稳定 性 ,稳定 于 相应 的 概率 . 伯 努 利 大 数 律 是 切 
比 雪夫 大 数 律 最 简单 的 特例 . 历史 上 ,瑞士 数学 家 鸦 
各 布 第 一 。 伯 努 利 (Bernoulli,Jacob 1) 首先 证 明 
了 这 个 定理 ,发 表 于 1713 年 ,是 大 数 律 中 的 第 一 个 
定理 . 

泊 松 大 数 律 (Poisson law of large numbers) 
一 种 弱 大 数 律 . 设 jy n 次 独立 试验 中 某 事件 4 出 
现 的 次 数 ,p; (0 二 p; 二 1,1 二 1,2,…,n) 为 事件 4 在 
第 i 次 试验 中 出 现 的 概率 , 则 对 任意 60, THA 
PTP a Pa 


limp | | 4 /<e|=1, 
泊 松 大 数 律 是 伯 努 利 大 数 律 的 推广 , 它 表 明了 当 独 
立 进 行 随机 试验 的 条 件 变化 时 ,频率 仍然 具有 稳定 
4 的 频率 稳定 于 事件 出 现 的 概率 的 算术 平均 值 . 
辛 钦 大 数 律 (Khintchine law of large numbers) 
独立 同 分 布 场合 的 弱 大 数 律 . 设 1,67, Er 为 
相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 有 有 限 的 数学 
期 望 u= E£,(n— 1,2, 2, WCE 小 服从 大 数 律 ， 即 对 
任意 es 之 0, 恒 有 


lim? [Iz 36 - | <e} = 
伯 努 利 大 数 律 是 辛 钦 大 数 律 的 特殊 情形 . 辛 饮 大 数 
律 在 应 用 中 很 重要 . 大 将 辛 钦 大 数 律 换 为 强大 数 律 
也 是 成 立 的 , 即 
334 


P{lim i 376 = j= 
这 一 结果 是 由 俄国 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
(Konmoropos, A. H. ) 得 到 的. 

伯 恩 斯 坦 大 数 律 (Bernstein law of large num- 
bers ) 一 种 弱 大 数 律 . 设 名, 纪 ,… 为 随机 变量 序 
I 2: Jr 288 E LDE,CC,JPE H4 G — D 9B] ,— 
致 地 有 相关 系数 n0, WE, nl) ARMA KBE. BT 


1 x^ 
这 一 定律 最 早 是 伯 恩 斯 坦 (BepHmrefa,C. H. ) 得 到 
的 . 
格 涅 坚 科 大 数 律 (Gnegenko law of large num- 


bers ) 一 种 弱 大 数 律 . 设 56,6, AGL EB I, 
AW 


lim P| |l» 
n—-0o n k=l 


> e} =o. 


m= E+E te +8), 


a,=— (EE, + ES, EE), 


WE ,2 之 1} 服 从 大 数 律 的 充分 必要 条 件 是 
=a) 
s ] 6n e d) 
这 一 定理 是 由 俄国 数学 家 格 涅 坚 科 (PaereHko, B. 
B. ) 于 1952 年 最 早 得 到 的 . 定理 虽 是 充分 必要 条 
件 , 但 由 于 条 件 不 是 加 在 单个 随机 变量 而 是 加 在 它 
们 的 和 上 ,自然 就 限制 了 它 的 使 用 . 

i HE AR 5B A BW SB (Borel strong law of large 
numbers) 关于 伯 努 利 试 验 的 强大 数 律 . 设 udi 
事件 4 在 ?次 独立 试验 中 出 现 的 次 数 ,在 每 次 试验 
中 事件 4 出 现 的 概率 均 为 p, 则 有 


P| lim & = p| = 1. 


波 莱 尔 强大 数 律 表明 ， 当 试 验 次 数 无 限 增加 时 ,频率 
将 趋 于 概率 . 显然 , 它 是 伯 努 利 弱 大 数 律 的 加 强 . 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 强 大 数 律 (Kolmogorov strong 
最 重要 最 常用 的 强大 数 律 . 


= 0. 


law of large numbers) 
它 有 两 种 情形 : 
l. i ég A EAA e MEKAS DE DE, < 
十 ce (R=1,2,°"" “ ) . An 
5 P$» <+ 00 


RIDERE E ein 
P| lim ly, 一 Eé,) = 0] = EU 


22 En AB HERD, 如 果 数学 期 望 56， 
= AR 一 1， 2 


DAR WWE, nz 1) AR A RARE, 
Bp 


P| lim Lyg = p! =; 
meo cae 


xx Pj xE PB RE mp RODA ARR RAR 
(Konmoropos, A. H. ) 最 早 得 到 的 . 

波 莱 尔 - 康 特 立 引 理 (Borel-Cantelli lemma) 
概率 论 中 具有 广泛 应 用 的 一 个 引 理 . WE OQ. A P) 
是 概率 空间 , (4,,” 之 1} 是 其 上 的 随机 事件 列 ,用 A, 
表示 A, 的 对 立 事件 . DU : 


1. d 3/299 <+ co, M PClimA,) —0 3R 
t P (limA,) —1. 
2. 车 (4,) 是 相互 独立 的 随机 事件 列 , 则 
PODES 


n=] 
成 立 的 充分 必要 条 件 为 
P(limA,) = 1 xb P(lim A,) = 0 


Gt PdimA,)=P dim U A) — PC U AD). 

可 交换 随机 变量 (exchangeable random vari- 
ables) 亦 称 对 称 随 机 变量 . 具有 某 种 对 称 性 的 随 
机 变量 列 . 如 果 对 于 1,2, on 的 任 一 置换 i,i,,…， 
有 同样 的 分 布 
则 称 随 机 变量 £ ,6,,…,é, 是 可 交换 的 或 对 称 的 . 如 
果 对 一 切 5251,68, 7,6, 是 可 交换 的 , 则 称 随机 
变量 序列 {6,,n 之 1} 是 可 交换 的 (或 对 称 的 ). 独立 同 
分 布 随机 变量 序列 是 可 交换 随机 变量 序列 的 特例 . 
如 果 对 于 自 变量 的 一 切 有 限 置 换 , 有 

ED 
= gG, E TI IL TP 


则 关于 £ sêt B RTI PR g 称 为 可 交换 的 或 对 称 
HJ. 如 果 一 个 5 局 ,2 之 1) 可 测 事件 的 指示 国 数 是 可 
交换 的 , 则 称 该 oC(&,,n 宇 1) 可 测 事件 是 可 交换 的 (或 
对 称 的 ). 这 里 o(&,,n 之 1) 表 示 包 含 集 类 {{w|&,(w) 
E B,} bn 为 一 维 波 莱 尔 集 ,” 之 1) 的 最 小 c 代数 . 

对 称 随 机 变量 (symmetric random variables ) 
即 “ 可 交换 随机 变量 ”. 

o 域 (tail oc-algebra) IRRE o 代数 . 概率 论 
的 基本 概念 . 是 由 随机 变量 列 的 尾部 生成 的 一 种 o 
R. 概率 空间 (2, 多 ,PO E BE PLE REF 31 (5,21) 
的 尾 o 域 是 指 


Negi zn, 
这 里 o0(5,, jen) XR EE RARE ((o|&(o) € Bj. B; 
为 一 维 Borel Æ , jn) 的 最 小 ac 代数 . 尾 c 域 中 的 元 
称 为 尾 事件 . ATE o 域 可 测 的 函数 称 为 尾 函 数 . 随 
机 变量 序列 人 2 :2 之 1) 的 利 
35 
的 收敛 域 


大 数 律 


(w| 916, Co) 收敛 


是 人 ,之 1) 的 尾 事件 的 典型 例子 . 独立 随机 变量 序 
列 的 尾 事 件 的 概率 只 可 能 是 零 和 1, 其 尾 函 数 几 平 
为 一 常数 . 这 是 著名 的 柯 尔 英 哥 洛 夫 0-1 律 . 

尾 o 代数 (tail c-algebra) 即 “ 尾 oi”. 

尾 事件 (tail event) FW“ Bo 域 ” 

BA% (tail function) 见 “ 尾 o Je". 

0-1 律 (0-1 law) 独立 随机 变量 序列 的 重要 性 
质 定律 .有 关 概 率 必 定 是 0 或 1 的 定律 .常见 的 有 以 
FAH: 

1. FY AR SE SEIS 0-1 HE, n2 1) Eh vr B8 
机 变量 列 , 则 它 的 任 一 尾 事件 的 概率 或 者 是 0 或 者 
为 1, 并 且 它 的 任 一 尾 肾 数 几乎 必然 是 常数 . 

2. 赫 维 特 - 萨 维 奇 0-1 律 ; 设 {6,,n 宇 1} 是 独立 随 
机 变量 列 , 则 oC(é&1,é;,…é&,…) 中 的 每 个 可 交换 的 事 
件 的 概率 为 0 或 1. 

由 于 在 实际 问题 及 理论 问题 中 ,概率 接近 于 1 
(或 0) 的 事件 具有 重要 意义 ,所 以 研究 0-1 律 就 非 
常 重要. 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 0-1 # (Kolmogorov 0-1 law) 
见 “0-1 Ẹ”. 

赫 维 特 - 萨 维 育 0-1 律 (Hewitt-Savage 0-1 law) 
见 “0-1 f#”. 

三 级 数 定理 (three-series theorem) 关于 独立 
随机 变量 和 的 收敛 定理 . 设 (5, ,2 之 1} 是 独立 随机 变 
量 列 , 则 

> 
几乎 必然 收敛 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 某 一 固定 的 
常数 c 0, 下 列 三 个 级 数 收敛 : 


PCE I. ER; > DE. 
n=] n=1 n=] 


其 中 
MEI ET 


0- IE Se) 


H E, Æ c AARRE. 

HX} WZ Claw of iterated logarithmic) 概率 
论 中 极为 深刻 的 极限 定理 .它们 是 强大 数 律 的 精确 
化 . 柯 尔 葛 哥 洛 夫 重 对 数 律 : 设 (6,,n 宇 1} 是 独立 随 
机 变量 列 ， 


人 Sy oes OO, 
且 存 在 正 的 常数 列 (MX ) ,使 


Mel 9 |, | C M, sa. S. 


(log log Bi | 
4 ic 
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S, = X. 
k=1 


则 
p [lim Ripe Pus. Lu = i} l. 
SW ( 2B:log log B2) ? 
哈 特 曼 - 温 特 纳 重 对 数 律 ; 如 果 随 机 变量 列 {6&,， 
n 之 1) 独 立 同 分 布 ,E&, 二 0,E6; 二 oa’ 过 十 co. M 


. 5, 
p [lim sup — 1 ， IE ; 
noo | 2no’log log (no?) |? 


H 
p [im T -—— 一 一 |= ie 
dn [2n olog log (no?) |? 
FH ts ER ER XE XH (central limit theorem) 概率 论 
HP By He Se ey RY eB. OGG RL 


变量 列 ,其 期 望 EE: = mu, JE DE, — ci Be IFTE Ck = 
I92y59; 今 


E&,), 


S em = > (em 
如 果 随 机 变量 列 的 标准 化 (或 规范 化 ) 部 分 和 序列 


依 分 布 收 敛 到 标准 正 态 分 布 , 即 

. p pe xe 

limP (6 < x) = E ?dt 

(—oo« p« 4-00), 

DU ER EG BLAE E P (5, n5 1) BRA PUD AR BR XE EB. 中心 
极限 定理 的 名 称 是 由 美 籍 匈 牙 利 学 者 波 利 亚 
(Polya,G. ) F 1920 年 提出 的 .在 概率 论 中 ,中 心 极 
限定 理 所 回 答 的 问题 是 ,随机 变量 之 和 的 极限 分 布 
在 什么 条 件 下 是 正 态 的 .由 于 中 心 极限 定理 揭示 了 
产生 正 态 分 布 的 源 录 ,而 正 态 分 布 又 具有 和 良好 的 性 
质 ,这 就 给 应 用 正 态 分 布 来 解决 各 种 实际 问题 提供 
了 理论 基础 . 中 心 极限 定理 的 进一步 发 展 是 所 谓 中 
心 极限 问题 , 它 研究 独立 随机 变量 之 和 在 满足 一 定 
条 件 时 其 分 布 的 极限 问题 ,这 时 ,作为 极限 的 分 布 不 
一 定 是 正 态 分 布 ,而 是 一 般 的 无 穷 可 分 分 布 . 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 局 部 极限 定理 (De Moivre- 
Laplace local limit theorem) 关于 伯 努 利 试验 的 
极限 定理 . 定理 表述 如 下 :着 dE n XB SRI RH 
中 事件 4 出 现 的 次 数 ,在 每 次 试验 中 4 出 现 的 概率 
为 pO<p<1), WER A PRE LA] Lab], 4 


Pig ty nP <b 
npq 
i Piu,—k)j B 
lim 1. at s 
vnpq 2x 
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由 定理 可 见 ， 


1 knp)? 
PCu,—hb)22——————e 2npa o. 
v Zn v npq 


因为 定理 只 涉及 正 态 分 布 的 密度 函数 , 故 称 为 局 部 
极限 定理 . 这 一 定理 是 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 1730 年 得 
到 的 . 由 于 正 态 分 布 的 密度 郴 数 有 表 可 查 , 这 就 给 二 
项 分 布 的 概率 计算 带 来 了 方便 . 

棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 (De Moivre- 
Laplace central limit theorem) 关于 伯 努 利 试验 
的 中 心 极 限定 理 .者 py Æ n 次 伯 努 利 试验 中 事件 4 
出 现 的 次 数 , 在 每 次 试验 中 4 出 现 的 概率 为 pO 
三 1), 则 对 任意 的 区 间 La,6」 ,有 


Ka — np I LAN S 
lim P a< EE <o|— E ? dt 
~ | ~~ Vnpg Jon 


这 一 定理 也 称 为 棣 英 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定 
理 , 它 是 中 心 极限 定理 最 早 的 研究 成 有 果 . 该 定理 表 
明 : 正 态 分 布 是 二 项 分 布 的 极限 分 布 , 当 充分 大 
时 ,可 以 用 作 二 项 分 布 的 近似 计算 ， i 


ki — np .p,-—np 2k — mp 
PCR, < n < k) = P < < | 
7 v npq v npq v npq 
Eid 
npq npa | 


棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 积分 极限 定理 (De Moivre- 
Laplace integral limit theorem) 即 “ 棣 莫 弗 - 拉 普 
拉 斯 中 心 极 限定 理 ”. 

独立 同 分 布 随机 变量 中 心 极限 定理 (central 
limit theorem for independent identically) JRA 
维 - 林 德 们 格 中 心 极 限定 理 . 一 种 重要 的 中 心 极限 定 
理 . 设 和 ,6,,…,&,，,… 相 互 独立 同 分 布 ,具有 有 限 的 
期 望 E= px 及 方差 DE, =o , Wal (5, nze 1) RA P è 
极限 定理 ， SE REE s 

d: (e. us 
7» <z|= x. ? dr. 

这 一 — T 在 实际 工作 中 ,只 要 nn 
足够 大 , 便 可 以 把 2 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 
当做 是 正 态 变量 . 这 种 作法 在 数理 统计 中 用 得 很 普 
遍 , 当 处 理 大 样本 时 这 一 定理 是 重要 工具 . 

莱 维 - 林 德 伯 格 中 心 极 限定 理 (lévy-Lindeberg 
即 “ 独 立 同 分 布 随机 变量 中 


limP| 


k=] 


central limit theorem) 


心 极限 定理 ”. 


林 德 伯 格 条 件 (Lindeberg condition) 中心 极 
限定 理 成 立 的 重要 条 件 . 设 与 ,所 ,… 是 相互 独立 的 


随机 变量 列 ,其 分 布 函数 为 F(x) (R= 1,2, 7:0, HR 


ES =. WH DG oi RR 
2537] 
作 和 数 


= $, — Hk 
2m k=] B, C 
则 极限 等 式 
unt B 2 NN RG NISL 
称 为 林 德 们 格 条 件 . 林 德 伯 格 条 件 的 直观 意义 是 ,和 
el 
t= 4 


k=0 


中 各 个 加 项 “均匀 地 小 ”, 即 它们 对 总 和 所 起 的 作用 
是 微不足道 的 . 林 德 伯 格 条 件 是 随机 变量 列 服从 中 
心 极限 定理 的 充分 条 件 . 

林 德 伯 格 - 费 勒 中 心 极限 定理 (Lindeberg-Feller 
central limit theorem) 一 种 重要 的 中 心 极 限定 理 . 
设 人 ,5;，… 为 相互 独立 的 随机 变量 ,五 和 一 Le 有 限 ， 
D&,—oi« too, 


B= Did, b= E 
WE n 291) BLA HB ot) A ERE 


] Wd cut 
hm? s. c) m | e dt 
NF OD TP 2T 一 CO 
及 费 勒 条 件 
J 
Mn p = d. 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 林 德 伯 格 条 件 成 立 . 即 对 任 
意 的 t0, 


lim; | ET E I) dF, x) = 0. 
" n k=1™ lz2—p |>7B, 


林 德 伯 格 (Lindeberg,Y. W. ) 于 1922 年 提出 了 
充分 条 件 . 1935 年 ,南斯拉夫 -美国 数学 家 费 勒 
(Feller, W. F. ) 指 出 ,如 果 加 上 条 件 (* )( 费 勒 条 
件 ), 这 一 条 件 也 是 必要 的 ,从 而 得 到 了 上 述 定 理 .由 
于 定理 是 充分 必要 条 件 , 使 得 在 什么 条 件 下 独立 随 
机 变量 的 和 趋 于 正 态 分 布 的 问题 得 到 了 满意 的 解 
u. 

泊 松 中 心 极限 定理 (Poisson central limit theo- 
rem) 关于 广义 伯 努 利 试验 的 中 心 极 限定 理 . 假设 
Un (n 之 1) 是 n 次 独立 试验 中 成 功 的 次 数 ,已 知 第 
JO sso VAS RU ABBA p;(0 过 pj; 过 1). 则 


limp (E — Ppp) 
Lf x 

— e ?du. 

J Ort) 一 = 


XT x€ (— 00, +00) — SUN V. B 3543 4 E ARE A 
> — p) =O, 

其 中 B 
B? = Ma pus 


李 亚 普 诺 夫 中 心 极限 定理 (Liapunov central 
limit theorem) 关于 独立 随机 变量 的 中 心 极限 定 
ô>0, F 
lim 259/15] S peer? = 0, 


ni— OO 


其 中 
B; = De Hj 一 E€; (J = 1,2, n), 
j=] 


则 {名} 服从 中 心 极限 定理 . 此 定理 的 条 件 虽 比 林 德 
伯 格 中 心 极限 定理 的 条 件 强 ,但 易于 验证 . 
稳定 分 布 (stable distribution) 一 类 无 穷 可 分 

分 布 . 如 果 对 任意 的 ai >0,a:->0, TE YE a>0 Bb, fi 
得 

qCKait)9gCast) — e"oat). 
即 对 任 给 的 a1 > 0,a2>0,0, 1b, TE TE a> 0 K b, B TR 
若 下 为 随机 变量 的 分 布 ,有 

Fa ets, i Fa ert 
WU BR} 7G BA F RX A FAE pRB 是 稳定 的 ， 
设 { 纪 ,2 之 1)} 为 独立 同 分 布 随机 变量 列 , 令 


人 


k=1 


则 ts,y/a, 一 六 ,2 之 1} 的 一 切 极限 分 布 与 稳定 分 布 类 
重合 . 稳定 分 布 的 特点 是 ,与 同一 类 型 的 两 个 分 
RERI F 属 同一 类 型 .稳定 分 布 的 特征 函数 
具有 形式 

q)-—qOs;Y, 8,0) 


—exp [te | 1i impen | | ; 
其 中 0<a 魏 2， eid C220, H 
(afl), 


TA 
tan — 
w(t,a)= 9 
zlog |z | (a= 1). 


PBR a 为 特征 指数 .c= 二 0 时 ,对 应 于 退化 分 布 ;a 
=2,8=0 时 ,对 应 于 正 态 分 布 ;a 二 1,86 二 0,c 之 0 Bf, 
对 应 于 柯 西 分 布 . 


— F ig 


B 3 EMRE MAG XERE FRY KBF 
PA AAR RRM 
审 阅 ERS 潘 一 民 
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fe 机 


B& BL itt #2 (stochastic process) 一 种 数学 结 
构 . 实际 中 的 随机 过 程 是 指 由 于 随机 因素 影响 而 受 
概率 规律 支配 的 过 程 . 而 数学 上 的 随机 过 程 则 是 由 
实际 随机 过 程 概念 构成 的 一 种 数学 结构 . 具体 地 , 当 
客观 世界 中 某 些 被 研究 的 系统 (或 更 一 般 地 说 ,对 
象 ) 的 状态 不 仅 具 有 偶然 性 ,而 且 还 随时 间 ( 或 位 置 ) 
的 变化 而 改变 ,例如 , 某 海 区 不 同 地 点 的 浪 高 , 某 人 
一 天 中 体温 的 变化 等 . 这 就 是 说 ,要 考虑 一 些 随机 现 
象 的 发 展 和 变化 过 程 , 其 中 要 涉及 无 穷 多 个 有 一 定 
内 部 联系 的 随机 变量 ,人 们 就 把 这 样 的 一 族 随 机 变 
量 称 为 随机 过 程 . 在 数学 上 ,利用 测度 论 可 定义 随机 
过 程 如 下 : 设 给 定 参 数 集合 和 可 测 空 间 (E, 多 ). 
知 对 每 一 上 GE 人 ,有 一 个 定义 在 概率 空间 (2, 宛 , 尸 ) 
EW E fh 55 vy jl pg 3C CBI BE PLE REO X G9) (o € 
2 ) ,与 之 对 应 , 则 称 依赖 于 参数 上 的 可 测 函 数 集合 
(Xio)ET) 为 定义 在 (2, 丈 ,P) 上 取 值 于 (五 ， 
. 鹏 ) 中 的 随机 过 程 ( 也 可 称 为 随机 郴 数 ). 当空 间 (Q， 
5 ,P) 和 (EE, 多 %) 已 明确 固定 时 ,人 简称 随机 过 程 并 记 
AX), t€T}. 空间 (E, 名 ) 称 为 状态 空间 或 相 空 
间 ,E 中 的 元 素 称 为 状态 . 最 常见 的 情形 是 状态 可 用 
一 个 数 来 描述 ,这 时 状态 空间 五 是 一 数 ( 实 数 或 复 
数 ) 集 ,对 应 的 随机 过 程 称 为 数值 的 . 
一 般 地 ,参数 集 了 不 一 定 限 于 数 集 , 它 可 以 是 
向 量 集 、 集 族 或 更 一 般 的 抽象 元 素 集 . 但 是 在 大 多 数 
情形 中 ,参数 集 了 是 一 个 有 限 或 无 穷 区 间 ,或 者 是 
一 整数 集合 ,这 时 人 们 常常 赋予 参数 上 以 时 间 的 含 
义 , 而 且 把 前 一 种 情形 称 为 连续 参数 随机 过 程 ,后 一 
种 情形 称 为 离散 参数 随机 过 程 或 随机 序列 . 
由 以 上 定义 看 出 ,对 每 一 固定 的 :ET,X(z,。) 


是 定义 在 (2, 罗 ,已 ) 上 的 一 个 随机 变量 ,对 每 一 固 
EM e€ Q,XC* wie XE SCR T E BS PST 


一 一 过 程 的 样本 函数 .除了 可 以 把 随机 过 程 看 做 是 . 


一 族 随 机 变量 {XG,。，),iET}) 外 ,还 可 以 把 它 看 做 
是 乘积 空间 E”( 或 者 说 样本 函数 空间 ) 上 由 映射 y: 
w> XC* wk 诱导 出 ”上 的 概率 测度 Pg, 
或 者 把 它 看 做 是 乘积 空间 TXQ2 上 满足 某 种 可 测 性 
的 EE 值 ( 二 元 ) 函 数 .第 一 种 看 法 便于 把 随机 过 程 和 
随机 变量 、 随 机 向 量 联 系 起 来 并 看 做 是 它们 的 自然 
推广 . 第 二 种 看 法 有 明显 的 理论 长 处 . 而 第 三 种 看 法 
则 便于 对 随机 过 程 的 可 测 性 (如 二 元 可 测 、 循 序 可 
测 .可 选 和 可 料 等 ) 作 细致 分 类 . 一 个 随机 过 程 的 概 
率 分 布 律 可 由 规定 它 的 随机 变量 的 有 限 维 联合 分 布 
给 出 .根据 其 中 的 随机 变量 之 间 联 系 的 统计 特性 或 
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过 程 


其 他 特征 ,可 以 对 随机 过 程 进行 分 类 .平稳 过 程 、 马 
RAYA AURA ROR EAL 
过 程 就 是 当今 研究 得 较 多 有 旦 用 途 较 广 的 几 大 类 . 

BH SL 883 BC stochastic function , random funct- 
ion) 见 “ 随 机 过 程 ”. 

随机 序列 (stochastic sequence , random sequen- 
ce) 一 种 随机 过 程 . 指 具 有 可 数 参 数 集 了 (一 般 取 
为 非 负 整数 或 整数 集合 ) 的 随机 过 程 ( 参 见 “ 随 机 过 
程 ”). 


通 论 


确定 性 过 程 (deterministic process) 一 类 特殊 
的 随机 过 程 . 是 不 受 随 机 因素 影响 的 过 程 . 它 既 可 理 
解 为 随机 过 程 的 反义词 ,也 可 理解 为 一 类 很 特殊 的 
随机 过 程 , 这 类 过 程 的 样本 项 数 以 概率 为 一 ,是 确定 
性 函数 . 由 这 种 过 程 的 过 去 能 完全 确定 它 的 未 来 , 即 

上 升 c wR RK (increasing family of o-field or fil- 
tration) 亦 称 o 域 流 或 上 升 o 代数 族 . 一 族 o WM. 
是 按 包 含 关系 单调 上 升 的 o 域 族 . T E" 
FY ij zs fa] CQ, ) 上 一 族 5 域 ,如 果 对 任意 满足 所 到 
t; BH tist: € ££, — 0,09) F, CF, CF Wy 
UE hea, NNA, Z) EW EE o 域 族 . 离散 情形 的 
EFR c RK Z,’ tE a KM EX. 对 任意 i1E€ 
Ris È 


P = F F 一 V 7, = a(U- E .). 
s set set 
有 时 还 补充 两 个 c Zo A 
Uf un es F tU Ol Aa) 


其 中 YF, BEEBE V. 包含 的 o 域 (通常 Y 一 
ef gs 

Jl XE ES tC A.A Fi. =F, MEF o 9 
M (5. YR oh XE ZEB. 对 任意 上 升 o 域 族 
(Fier, ,人 们 总 能 将 它 右 连 续 化 : 令 9 95. 
(€ ZW (Z hea, 是 右 连续 的 (还 可 以 定义 A 
=F, MG.=F .). 

0 M Clow of o-field) BU“ EF o aR”. 

自然 o i HR (natural family of o-field or natural 
filtration) rique edt eco a 
ERF o I (A hea 是 由 某 个 随机 过 程 X= 
TP Bl 7 ,—o(XGOssscOX] 8A t 
€ X ,就 称 它 为 过 程 X 的 自然 c 域 族 .通常 记 为 


(SX ce, RE AE 可 以 直观 地 理解 为 过 程 X 在 
时 刻 z 以 前 ( 含 时 刻 四 的 全 部 信息 . 

适应 过 程 (adapted process) 一 类 随机 过 程 . 
指 具 有 某 种 关于 给 定 的 上 升 o 域 族 的 可 测 性 的 随机 
IH. R XSG) ER A 5g X TE up un E CO, 
F) EMILE KF ica, COO Efl EF o 
域 族 ,如 果 对 每 个 :€ A, Xa EF, 可 测 函 数 , 则 
过 程 X RAF SI. 显然 ,每 一 个 随机 过 程 X 
对 自身 的 自然 o SAU CT seo, 总 是 适应 的 ,而 且 
(Fcc 是 使 得 过 程 适应 的 最 小 上 升 o BUR. 

初始 分 布 (initial distribution) 一 种 概率 分 
布 . $828 XE — - BÉ BL iE CX GO £224) ,在 初始 时 刻 
t= 二 to 所 处 状态 X (to) 的 概率 分 布 . 

随机 过 程 有 限 维 分 布 族 (family of finite-di- 
mentional distributions of a stochastic process) 
由 随机 过 程 在 任意 有 限 多 个 时 刻 的 取 值 确定 的 有 限 
维 分 布 函数 族 . 设 {X(),t1ET)}) 是 定义 在 概率 空间 
(2,5 ,P) E RS SCR LBS BLISS. 对 任意 正 整 数 n 及 
{ER tot nS ECT, BSHLAE SE XC. X(t,),…， 
X(t,) 的 联合 分 布 函数 就 是 | 302g EL) 
— POXGDOs rs XS xo XG)s x). An 
在 正 整 数 集中 变动 Li sio y ttt stn TE T 中 变动 时 ,所 得 
到 的 分 布 函 数 族 F= S NES (xi»X2,*** 
1,2,*:to t tS Ge TERN BB PUER UX QOO t€ T) 
的 有 限 维 分 布 函数 族 或 有 穷 维 分 布 族 . 有 限 维 分 布 
族 具 有 如 下 两 个 特征 性 质 : 

1. 5 (0,2, sn) BS TE— HEZI Gi jos cet jn) RAE 
意 实数 Ti Lasts Ln A 


Tn) In = 


Fy aea, Uti sta stt yu) 
= tjr (xj, yep 1; ). 
zs Zr mn , DIJ 
Fi ijt Ghi smuo* a) 
= lim Pina CI as 
joo 
m« jen 


这 两 个 性 质 通常 称 为 相 容 性 条 件 或 一 致 性 条 件 . 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 相 容 性 定理 (Kolmogorov consis- 
tency theorem) ”随机 过 程 理论 的 重要 定理 . KE 
理 断 言 :定义 在 概率 空间 上 的 随机 过 程 的 有 限 维 分 
布 族 必然 满足 相 容 性 条 件 . 反之 ,如 果 一 分 布 函数 族 
F = {Fs Gusto) 71).,2,*7)5 tis t 
LET HIE TES PE DUI TE TE— ES S AR 
其 上 的 随机 过 程 {X,ziET) ,使 得 它 的 有 穷 维 分 布 
KEEF. 

随机 过 程 等 价 (equivalence of stochastic pro- 
cesses) ”随机 过 程 理论 的 基本 概念 之 一 . RIX) st 
ETI RY). IET) EELER EN, Z, P) 
上 的 两 个 随机 过 程 WRIS ET, BA PXE) 


VN 


iM ie 


二 了 Y(t) ) 二 1, 则 称 这 两 个 过 程 随机 等 价 或 简称 等 价 . 

在 随机 过 程 的 研究 中 ,人 们 常常 希望 被 讨论 的 
随机 过 程 {(X(z),t€ET} 具 有 茶 种 性 质 ( 例 如 ,轨道 连 
续 性 或 可 分 性 ). 如 果 该 过 程 本 身 不 具有 这 种 性 质 ， 
但 能 找到 一 个 具有 这 些 性 质 而 且 与 {X(),tET) 等 
价 的 过 程 {(Y (zt),t€ET}, 则 称 这 过 程 为 原 过 程 
(X(t) cE TA AAS RPE Sit BIE. 

随机 过 程 修正 (modification of a stochastic 
process) 见 “ 随 机 过 程 等 价 ” 

无 区 别 随 机 过 程 (indistinguishable stochastic 
process) ”随机 过 程 理论 的 基本 概念 之 一 . 设 
(XO) t€ T) 5 (Y Gic TM EELER HA, 
5 ,P) 上 的 两 个 随机 过 程 ,如 果 存 在 一 零 概率 集 N， 
使 得 对 wEQNN 及 (1,w)= 二 Y(t,w) 对 所 有 1ET 
成 立 , 则 称 这 两 个 随机 过 程 随机 无 区 别 , 简 称 无 区 
别 . 无 区 别 的 两 个 随机 过 程 一 定 等 价 .但 等 价 的 两 个 
随机 过 程 不 一 定 是 无 区 别 的 两 个 过 程 . 

随机 过 程 的 可 分 性 (separability of a stochastic 
process) ”随机 过 程 理论 的 基本 概念 之 一 . dx 
{XX(),tET}) 是 概率 空间 (0,. 多 ,P) 上 的 随机 过 程 ， 
当 了 是 非 可 数 集 时 ,对 任 一 闭 集 4, 和 集合 {w:XX(t,w) 
€ A, VIC T SAM EA MR s PR 

sup X(t) fü lim X, 

未 必 是 可 测 函 数 . 这 对 研究 随机 过 程 的 某 些 分 析 性 
质 市 来 困难 . 为 解决 这 些 问题 ,一 个 合理 而 又 不 过 分 
的 限制 是 假定 过 程 具有 可 分 性 . 如 果 存 在 了 的 可 数 
BPRS ,使 得 对 任意 开 区 间 了, 恒 有 

inf X(s) = inf X(t) 

SES :ETNI 

K sup X (s) — up (£). 
UPR GEPL SARL X (cE TS ABA. 随机 过 程 的 
可 分 性 等 价 于 :存在 7 了 的 可 数 稠 子 集 9 ,使 得 对 任意 
JF Ex lal 7 RAE RAL KIA C A (iX Go) € CNET 
AtETNI}={o:XG, wWEC MMA sESNI). — 
个 更 高 的 要 求 是 对 闭 集 类 可 分 , 即 如 果 存 在 了 的 可 
数 稠 子 集 S ,使 得 对 任意 开 区 间 了 及 任意 闭 集 4, 有 
{w:X(t,w) € A, MPRA +e TIT} = {w:X(,w) 
E A,X A s ESNI, 则 称 该 过 程 对 财 集 类 可 
分 . 对 闭 集 类 可 分 必然 可 分 .由 下 面 定 理 可 知 可 分 性 
并 不 是 一 个 苛刻 的 限制 . 可 分 修正 定理 : 任 一 随机 过 
程 (XC(),tET} 必 存在 它 的 一 个 对 闭 集 类 可 分 的 修 
正 {X(#),tET}. 该 定理 表明 ,总 可 找到 一 个 对 闭 集 
类 可 分 的 过 程 ,使 得 其 有 穷 维 分 布 族 与 原 过 程 一 样 ， 
因此 , 当 所 研究 的 问题 只 涉及 有 穷 维 分 布 时 ,不 妨 认 
为 原 过 程 对 闭 集 类 可 分 . 

可 分 修正 定理 (separable modification theorem) 
见 “ 随 机 过 程 的 可 分 性 ”. 

随机 过 程 的 可 测 性 (measurability of a stochas- 
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tic process) 随机 过 程 理论 的 基本 概念 之 一 . 设 
(GET} 是 定义 在 概率 空间 2, 多 ,已 ) 上 的 随 
表示 了 中 全 体 波 莱 尔 子 集 所 构成 的 5 域 , 把 和 (tw) 
MATXO EB wR, WR E AE n MZ OD x0, 
B XF) ERI RDUM PROC. MP EX) LE TON 
波 莱 尔 可 测 . X ELA T 上 的 勒 贝 格 测度 Z X 
F 表示 多 1X 多 关于 测度 AXP 的 完备 化 o 域 ,如 
JR X Go) di n] zs qa] CD x Q,52, x 5) EA BR 
A. MAE XD € T) A 39] VL n] uj. 通常 在 教 
科 书 或 文献 中 出 现 的 “可 测 过 程 ” 这 一 术语 可 能 是 波 
莱 尔 可 测 过 程 的 向 称 , 也 可 能 是 勒 贝 格 可 测 过 程 的 
简称 . 任意 一 个 随机 过 程 未 必 是 可 测 过 程 , 但 是 一 个 
随机 连续 的 过 程 必 存 在 一 个 它 的 修正 ,该 修正 取 值 
于 (一 ce ,十 ceo), 对 闭 集 类 可 分 ,而 且 勒 贝 格 可 测 . 

波 革 尔 可 测 过 程 (Borel measurable process) 
见 “ 随 机 过 程 的 可 测 性 ”. 

勒 贝 格 可 测 过 程 (Lebesgue measurable pro- 
cess)” 见 “随机 过 程 的 可 测 性 ”. 

循序 (可 测 ) 过 程 (progressive (measurable ) 
process) 一 种 随机 过 程 . 指 具 有 某 种 特殊 的 二 元 
可 测 性 的 随机 过 程 ,如 果 对 每 一 +:€ 9€... — 7C PRI 
(ssw) >X (s o EL] XR EKRA EEF Bron 
XF, np Bs, WEILE AXO ER ORAL.) 
Ver CO MH. RP F, ea, EER o XO. 其 
中 Bo n=LOtINFA E R WRI o R ZELO, 
tj 上 的 限制 . (多,) 循 序 过 程 必 是 (多,} 适 应 和 波 莱 
尔 可 测 的 . 若 过 程 {X(D)} 关 于 其 自然 o 域 族 循序 可 
i, mop E fep f CX G0) 为 适应 的 上 升 o MK 
GF hea, (XM) LE UL UO 8 e CO D ERR. 

Qn X BS PL WE (let. w) tC 26, dE C, 循序 
可 测 的 , 则 A, XQ BST HRA SES. 全 
体 循 序 集 构成 一 o BS. ER UX (0 ER f FF HT 
W, HU dBUCSwS x0 ERIS EE 多 可 
il 的 . 

样本 函数 (sample function) 一 个 基本 概念 . 
是 随机 过 程 的 一 个 可 能 的 观测 结果 . 定义 在 概率 空 
间 62,57 ,已 ) 上 的 随机 过 程 4XG) ET) dE G0 RIS 
P. 4 oc 0 固定 在 T 中 变动 时 ,XC。,w) 就 是 
7" 上 的 函数 , 它 表示 该 过 程 的 一 个 可 能 的 观察 结果 . 
这 时 称 XX(。,w) 为 该 过 程 ( 对 应 于 92 B8 — TSE A PR 
数 , 有 时 也 称 为 轨道 或 实现 . 

右 连 左 极 过 程 (corlol process or cadlag 
process) 样本 肾 数 具有 某 些 性 质 的 随机 过 程 . iz 
UC Go ,c€ A, RE BS DIETE. 如 果 对 所 有 e€ Q. RA 
REX? WEA, B] RE— ex Abo E SE BUR 23 8 
ERR. AME RA GEAR IE fe s" corlol" Ze 
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i& continuous on the right and have limits on the 
left 的 缩写 ,而 cadlag 则 是 相应 的 法 语 缩写 . 

类 似 地 ,可 以 定义 左 连 右 极 过 程 、 右 连续 过 程 、 
左 连续 过 程 和 连续 过 程 . 

左 连 右 极 过 程 (collor process) 
Bf. 

右 连 续 过 程 (right-continuous process) Ji 
“ 右 连 左 极 过 程 ”. 

左 连 续 过 程 (left-continuous process) 
连 左 极 过 程 ” 

连续 过 程 (continuous process ) 
过 程 ” 
随机 连续 性 (stochastic continuity, continuity 
in probability) 随机 过 程 的 一 种 分 析 性 质 . 如 果 当 
t>to(tE€T) 时 ,XC) 依 概率 收敛 于 X(to), 则 称 随机 
TEXO AET) E ET 处 是 随机 连续 的 . 如 果 随 
HEERA ET 处 ,都 是 随机 连续 的 , 则 称 该 过 
程 是 随机 连续 的 . 也 有 人 将 随机 连续 性 称 为 依 概 率 

依 概 率 连 续 性 (continuity in probability) BẸ 
“随机 连续 性 ”. 

Ek TF i> A (characteristic functional) 研究 随 
机 过 程 分 布 律 的 重要 分 析 工 具 . 如 同 随 机 变量 的 统 
计 特 性 可 用 它 的 特征 函数 表征 那样 ,作为 特征 函数 
的 推广 形式 一 特征 泛 函 能 提供 随机 过 程 分 布 律 的 一 
个 完全 的 统计 刻画 . 因此 ,特征 泛 函 是 研究 随机 过 程 
《特别 是 随机 点 过 程 ) 的 一 种 有 用 的 工具 . 设 {X CO , 
之 0} 是 一 随机 过 程 , 则 将 


Foo 
EE prn" 1 v(t)X (de) 


称 为 该 过 程 的 特征 泛 函 (如 果 上 式 的 积分 有 定义 的 
话 ). 这 里 v(t) 是 [0, 十 2o) 上 任意 具有 有 界 支 承 ( 即 
存在 正 实数 工 , 使 得 当 t 放 7T Hva) =0) hh wR, 
二 VY 一 1. 当 了 X(t)= 二 N (2) 是 计数 过 程 时 ,上 面 定 义 
中 的 积分 称 为 计数 积分 ,并 可 用 下 式 计算 . 

0 (N(T) = 0), 


十 ce 
N d E NOD) 
| rona Siis (N(T) > 1). 
k=) 


Sh XE Ze 


VI 


JL UE XE EAR 


EP t 是 过 程 NG) 的 第 & 点 的 发 生 时 刻 . 如 采取 
vt) =L eel ote & H] (ssu JÉJ ZR TE eR A, U) 


十 co 
| v(t)N(dt) = Nu) — Ns) = N, 
0 


这 时 ,Pv Gv) = Elexp GN,,,) ÆI% E ON... TRE TIE BR 
Be HY — ME CS DL" FE PRB”). 


计数 积分 (counting integral) W“ EZ PS". 
随机 模型 (stochastic model) 一 种 数学 模型 . 


指 受 随机 因素 支配 的 数学 模型 . 一 般 由 一 个 或 春 干 


个 随机 变量 和 (或 ) 随 机 过 程 组 成 . 

TEAS it (normal process) FRAME. 一 
种 随机 过 程 . 指 所 有 有 限 维 分 布 都 是 正 态 分 布 的 随 
机 过 程 . 确切 地 说 ,随机 过 程 {X() ,1€ Hs} FR E 
态 过 程 , 如果 对 任意 正 整数 n MER tistre, E 
R, PAP MAK). XG) XEDA n HEA 
分 布 . 对 于 复 值 随机 过 程 {(z() ,iE 97.) VR CD 
— X Q2 +Y (2), MEXER IE ECC mU ti otos cert, 
E R, BEIL E CX G0 X GOD. XG). GO, 
Y(t,)s Y GOD 2n 维 正 态 分 布 , 则 称 此 复 值 过 
程 是 正 态 的 .由 正 态 分 布 的 特征 易 知 , 正 态 过 程 是 二 
阶 矩 过 程 ( 参 见 “ 二 阶 矩 过 程 ”). 

高 斯 过 程 (Gauss process) BD"IEZS ERE. 

独立 增 量 过 程 (process with independent incre- 
ments)” 亦 称 可 加 过 程 . 一 类 重要 的 随机 过 程 . 如 
果 对 任意 OK KLK nl, X to), XG) — 
X (ty) 0 Xa, —X G, AALI. 则 称 随 机 过 程 
(X(t) ,tL20) AT HEE. 独立 增 量 过 程 也 是 马 
尔 可 夫 过 程 . 有 些 文献 只 要 求 (1) 一 X(to),…， 
X (4,0 — X G, 3B BB zr. 一 般 地 ,这 两 个 定义 是 不 
完全 一 样 的 .但 是 ,如 果 加 上 对 初始 状态 的 假设 
X (0) — 1, bi] Pj zr 4B [e]. 这 时 过 程 的 有 限 维 分 布 可 由 
增 量 分 布 确定 . 独立 增 量 过 程 是 一 类 很 广泛 和 重要 
的 随机 过 程 . 泊 松 过 程 和 维 纳 过 程 都 是 独立 增 量 过 
fi. 过 程 的 独立 增 量 性 质 也 称 “ 无 后 效 性 ”或 “无 记忆 
Wk. 

RJ Jl xx $2 (additive process) 
fi". 

ot th xt #2 (Wiener process) 一 类 随机 过 程 . 它 
是 首先 由 美国 学 者 维 纳 (Wiener,N. ) 提 出 和 研究 
的 . QU Sc BBL Xt) tC A, ) 满 足下 列 条 
AF A BRAY A AP BE SA at FE. 

1. 有 独立 增 量 . 

2. 对 任意 0 过 ;二 1, 增 量 X() 一 X(s) 有 均值 为 
零 , 方 差 等 于 o( 一 s) 的 正 态 分 布 ,这 里 070 是 常 
数 


即 “ 独 立 增 量 过 


如 果 它 还 满足 

3. 初始 状态 X C00 —0, 
则 称 该 过 程 是 从 零点 出 发 的 . 人 们 把 满足 o==1 及 条 
fF 1—3 的 随机 过 程 称 为 标准 维 纳 过 程 . 容易 看 出 ， 
从 零点 出 发 的 维 纳 过 程 是 正 态 过 程 , 同 时 也 是 具有 
如 下 的 维 纳 转移 函数 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 
PGs2a5B) 


1 (y 一 zr) 
SS d t 0 9 
= 1 o z| 20°t ME 


Ig) (=D), 
其 中 过 是 R P HEIRE, Tn E ) 是 集 
F B 的 示 性 函数 . 


任意 维 纳 过 程 都 存在 一 个 所 有 轨道 连续 的 等 价 
版 本 (或 者 说 “修正 ”). 因此 有 些 文献 把 (几乎 ) 所 有 
轨道 连续 作为 维 纳 过 程 定 义 的 一 个 条 件 .n 维 欧 几 . 
里 得 空间 A” 中 的 维 纳 过 程 可 以 类 似 地 定义 . 

美国 学 者 维 纳 (Wiener,N. ) 于 1923 年 首先 利 
用 上 面 的 模型 研究 物理 学 中 质点 的 布朗 运动 ,因此 
在 数学 上 维 纳 过 程 又 称 布朗 运动 . 这 一 数学 模型 在 
随机 过 程 论 中 起 着 基本 的 作用 ,并 在 许多 领域 中 有 
广泛 的 应 用 . 

标准 维 纳 过 程 (standard Wiener process) Jj 
“ 维 纳 过 程 ”. 

布朗 运动 (Brownian motion) 
运动 就 是 维 纳 过 程 . 

局 部 时 (local time) 布朗 运动 在 点 邻 域 所 渡 
过 的 时 间 总 量 的 量度 . 如 果 存 在 极限 


支 | To wero (Bds 


数学 上 的 布朗 


L(t) lim 
ey0 


= lim + mis AAN uec me ep dps 


其 中 m 为 勒 贝 格 测度 . ERES Lt) ER, 
€ AW tp BZ CB.) x ABB BB. n] PAE BA, E 
述 极限 在 L? 意义 下 和 a.s. 意义 下 都 是 存在 的 ,日 . 
LQ OWE LAG, 2c) ZICE S£ HR. 

发 射 噪 声 过 程 (shot noise process) IR PK EOR 
效应) 噪声 过 程 . 一 种 随 过 汝 松 过 程 . 是 描述 物理 学 
的 发 射 噪声 现象 的 一 类 滤 过 泊 松 过 程 . 随机 过 程 
(XU), — eo «t « oo) EROS BT RP ER. ARE 
可 以 表 为 发 生 在 随机 时 间 … 5 71, To ,zi … 的 点 事件 
对 一 个 滤波 器 激发 所 产生 的 脉冲 响应 的 全 加 ,而 这 
些 脉 冲 响应 有 同一 的 样式 w(s,u). 于 是 XX() 可 表 为 


Too 


X (t) = 25 et — T3405 )4 


KB (rt, —co<n<+co} xe MER UR EB TH 
松 过 程 的 点 的 发 生 时 刻 序列 , tw) 是 一 串 相 互 独立 
同 分 布 的 随机 变量 ,而 且 {tz,) 和 过 程 {r,)} 是 独立 的 
《参见 “ 滤 过 泊 松 过 程 ”). 


散 粒 噪声 过 程 (shot noise process) — B^ A $ 
WHITE. 
平稳 过 程 
平稳 过 程 (stationary process) 一 类 重要 的 随 


机 过 程 . 在 自然 科学 和 工程 技术 中 很 多 现象 可 视 为 
平稳 过 程 . 平稳 过 程 可 分 为 严 平稳 和 宽 平 稳 ( 参 见 
程 称 为 平稳 序列 ,也 称 为 平稳 时 间 序 列 . 在 文献 和 教 
科 书 中 ,平稳 过 程 可 能 是 严 平稳 过 程 的 简称 ,也 可 能 
是 宽 平稳 过 程 的 简称 , 因 各 作者 使 用 习惯 而 异 . 
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Æ $8 PRX (stationary sequence) J“ Ff x 
f. 

F $8 FE l8] Fe 2l (stationary time secies) 
fail. 

= Br #6 it #2 (process with 2-order moments) 
一 种 随机 过 程 . RE BOA A PR AY — . — BY BL at 
程 . 设 {X(t),tET) 是 一 复 值 过 程 ,如 果 对 每 个 +€ 
T EIXO [<+ , Wi Prt EA A BR R 
过 程 ,简称 二 阶 矩 过 程 .例如 正 态 过 程 、 泪 松 过 程 、 维 
纳 过 程 等 均 是 二 阶 矩 过 程 . 对 于 按照 概率 规律 演变 
的 实际 现象 来 说 ,建立 它们 的 数学 模型 的 一 个 重要 
途径 是 利用 它们 的 一 、 二 阶 矩 的 性 态 来 刻画 这 些 现 
象 的 特征 . 这 种 方法 在 统计 通信 、 控 制 理论 以 及 时 间 
序列 分 析 中 有 重要 的 应 用 . 

均值 函数 (mean function) 随机 过 程 的 重要 
数量 特征 . 设 {X(),tET)}) 是 一 复 值 随机 过 程 ,如 果 
对 每 个 :ET, 随 机 变量 X(2) 的 数学 期 望 m= 
E{X(t)} 存 在 ,这 时 称 定义 在 了 上 的 肾 数 m CO HA 
ife 8925 (8 eR C 

th Fy ÆA% (covariance function) 二 阶 矩 过 
程 的 重要 数量 特征 . 设 {X(),t:ET}) 是 一 个 二 阶 和 矩 
过 程 ,定义 在 TXT 上 的 二 元 函数 

TCs,t) = E{(X(s) — m(s)) OO —mQ»D) 

称 为 随机 过 程 {(X(z),tET)}) 的 协 方差 函数 . 其 中 
m(t) 为 过 程 的 均值 函数 . 

Ur PH DG ORAM EE: 

1. 'G,020, XE BUB (€T. 

2. SRE DG, D— DG 2X BUS s teT. 


Io 


3. 非 负 定性 ,对 任意 正 整 数 A st CL 
及 任意 复数 Ài s As tt Ane A 
base re 
jk=1 
TB 2X ES Er (correlation function) — BrAg irf 


H^ 3 ERIE. KX) ,ET 是 一 个 二 阶 矩 过 
程 ,定义 在 了 TXT 上 的 二 元 函数 R(s,t) =E(X(s) 
XO) RABI EH HK wR. 

相关 函数 具有 如 下 性 质 : 

1. RG,D 20, A eT. 

2. 对 称 性 . RG,D — RG 2 ,对 所 有 ET 

3. 非 负 定 性 .对 任意 正 整 数 ns tot ct, ET 
及 任意 复数 Àr s Ags ttt An A 


2 


k.k—1 


El fH 2€ ER MW Cautocorrelation function) 通常 
简称 相关 函数 (参见 “相关 函数 ”). 
严 平稳 过 程 (strictly stationary process) Jf 
称 强 平稳 过 程 或 狭义 平稳 过 程 . 有 了 时 也 简称 平稳 过 
程 . 一 种 随机 过 程 . 它 的 特征 是 其 有 限 维 分 布 不 随时 
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间 推 移 而 变 . 确切 地 说 ,如 果 对 任意 正 整 数 ”任意 
tists ttt lo Ch Gh. rmt RET, (XG), 
X (ty) eee X GDE XC +A) XG, +A), X C, 
+h)) B [8] YR eo} A. 则 称 此 复 值 随机 过 程 
(XG) LET) APF RR IER. 

be 3E tact FE (strongly stationary process) Bf 
“ 严 平稳 过 程 ”. 

Ak WES DLE (strictly stationary process) 
即 “ 严 平稳 过 程 ”. 

宽 平 稳 过 程 (wide stationary process) JPRS 
平稳 过 程 或 广义 平稳 过 程 .有 时 也 简称 平稳 过 程 . 一 
种 随机 过 程 . 是 其 平稳 性 由 前 两 阶 矩 的 时 齐 性 质 刻 
m I) BB DLE TR. 设 {(X(t),tET) 是 一 个 二 阶 矩 过 程 ， 
如 果 它 的 均值 函数 是 一 常数 ,而 且 它 的 相关 明 数 
R G5) (或 协 方差 函数 T(z,s)) 仅 依赖 于 1 一 :;, 即 对 
ER t SET RtthssthE€T. EXG)2m-— X. 

E{X(t) XG)) 

= E(X(G +h) XG FAY} 

= R(t — s) (或 E{(X(1) — m)(X(s) — m)) 

= E(XG +h) — mY(XG d 4) — m) 

= L(t — s)), 
WEO LETAR RALE. 一 个 有 有 限 二 阶 
矩 的 严 平稳 过 程 必 定 是 宽 平 稳 过 程 , 反 之 不 然 . 

55 3E Fa ct #2 (weakly stationary process) BẸ 
“ 宽 平 稳 过 程 ” 

广义 平稳 过 程 (wide stationary process) BẸ 
“ 宽 平 稳 过 程 ”. 

UE + TB A I (spectral distribution function) 
亦 称 谱 函 数 .平稳 过 程 理论 的 重要 概念 .在 连续 参数 
情形 (X(t) ,£€ (一 co,co)} 是 均 方 连续 的 宽 平 稳 
WE ROBE WK wR. 由 R(T) 的 非 负 定性 和 
波 博 赫 纳 -六 钦定 理 知 ,存在 有 界 非 降 右 连 续 函 数 
下 ,使 得 


十 co 
RI = | edF (à), 


X BEER eR F 为 过 程 的 谱 分 布 函数 .也 有 文献 称 由 
过 程 的 协 方差 函数 矿 (7) 通 过 
Pips [erdara 


— xd 


确定 的 有 界 非 降 右 连续 函数 FD 为 过 程 的 谱 分 布 函 
数 . 在 离散 参数 情形 X(t) ,一 0, 士 1, 士 2,…} 是 
宽 平 稳 序 列 ,RCz) 是 它 的 相关 函数 , 则 存在 [一 rz 
上 有 界 非 降 右 连 续 函 数 环 ,使 得 


R(t) = i edF OA) 
或 使 得 协 方 差 图 数 
Po l e™d F(A), 


—- 


这 时 称 FS FEARS oy 8 PRB. 

谱 分 布 函 数 下 不 是 惟一 的 ,但 它们 之 间 最 多 相 
差 一 常数 . BE TH OR RC ROS H8 A 35 BR C Cr) 
Wf xE B^ T Oy fg PHAR [8] Ab FEE EISE D B3 39 91 fi - 
斯 蒂 尔 杰 斯 测度 在 0 点 相差 一 和 常数. 

if HM (spectral function) 即 “ 谱 分 布 函 数 ” 

谱 密 度 (spectral density) ZR ERZJ E E 2E HE. 
3E 478 PRECIO SUC. 设 (A) 是 宽 平稳 过 程 {(X 0) «t 
CT} Wit a TB PRA. FH T= (— 00, too) T= 
(O,t1,42,:}. 如 果 (4) 关 于 勒 贝 格 测度 绝对 连 
续 , 即 dFO0— f O0dA, WER fC(4) 为 过 程 的 谱 密 度 . 
FRE T= (一 品 , 十 %) 情 形 , 相 关 函 数 


Y: 
Ry | QUOS E m eS 


— O0 


或 协 方差 函数 
d 
Tos | DE QE cede edo eie 


如 果 ROO OS Iz Wb D GOD Ha Xt RT 8 , DU) gg (88 HB mp AE 
换 的 反 演 公式 ,有 


] — tat 
IA = L| e R(r)dc 


十 co 
(对 应 地 f(A) = 去 | e CVPGOdb. dE T—10; 
士 1, 士 2,…} 情 形 ,相关 函数 
Poe | POP OAT resisto dios 


或 协 方差 函数 
I'(n) = | e^ f (A)dÀ (n = 0, AR l, T Ds 


Too Too 
mR 之 [RCO| <+ oo( 对 应 地 之 |PG0| < 
+ co), WA 


| 
JO e 


n 


十 oo 
>) RGOe",A€ (— r,r) 


十 oo 
CH AI, /O) — 2-2 Made, AE Corm. 


TH X: PR 2C AS UP Ty 25 PR CREE D BJ A 7S i a TH 25 
mà Gc) , HP m EVEN BB. O(c) EK v RS. 

谱 分 布 函 数 与 谱 密 度 有 如 下 物理 意义 :如 果 
(X(t) ,tiET) 是 一 随机 波动 , 则 它 的 谱 分 布 函数 就 
是 它 的 能 量 的 频率 分 布 , 谱 密度 就 是 它 在 频 域 的 能 


量 分 布 密度 . 

Thy Z i E E (power spectral density) — B “7% 
密度 ”. 

Th iB (power spectrum) 谱 分 布 图 数 或 谱 密 
度 的 别名 . 

EAE EE (sample spectral density) 与 谱 密 


度 相 关 的 一 个 重要 概念 . 设 {X(),1€E (一 co ,十 co)) 
是 一 宽 平 稳 过 程 . WER TOO, 


frA = zy | xoa 
称 为 过 程 的 一 个 有 限 样本 {XCz),i€E1L 一 了 ,了 Tj) 的 样 
本 谱 密 度 . TS TOON E fr() 的 均值 趋 于 过 程 
的 谱 密 度 及 fr OHA BEF 0, 则 样本 谱 密 度 
fr (A) FE WB RE FA) 的 一 致 渐 近 无 偏 估计 .在 工程 
技术 应 用 中 ,往往 将 过 程 {XCGDE C7 oo, 00) RJ 
谱 密 度 定 义 为 样本 谱 密 度 的 极限 值 

im fr (A). 

对 宽 平稳 序列 {X G2 £20, 3-1, 2, ) TRE 
义 样本 谱 密 度 . 

正 交 增 量 过 程 (process with orthogonal incre- 
ments) 一 种 随机 过 程 . 指 在 不 相交 区 间 上 的 增 量 
不 相关 的 随机 过 程 . 复 值 随机 过 程 {(X(),tET} 称 
为 正 交 增 量 过 程 ,如 果 对 所 有 tt,sET A E|XG) 
—X (s)| <+, BM £5.65: ET th Lth Lt < 
t A E(X) — X GO CX GO — X 0,2)) 一 0. 

平稳 过 程 的 谱 展 式 (spectral expansion of sta- 
tionary process) 亦 称 平稳 过 程 的 谱 表示 或 谱 分 
解 . 平稳 随机 过 程 理论 的 重要 概念 . 设 {X(t),tE€ 
(—0oo,-Fco)) aL (X (t),t=0, 3-1, 2, 0 ERE 
稳 过 程 ,满足 EXOG)-—O.FCOOdUBRB AA Sm 
数 , 则 存在 一 正 交 增 量 过 程 {(Z(4),A4€ (— 00, + 00) } 
(对 应 地 {Z(4) AEL rri ARH, HX} A 
ZASE|IZIGQ—Z(GD |(?=FA,)—FC,) ,使 得 


+ 00 
AE) = | e^dZ(A) 


(对 应 地 40 zi edZ(A)). 这 一 表示 式 称 为 平 


稳 过 程 的 谱 展 式 . 

平稳 过 程 的 谱 表 示 (spectral expression of sta- 
tionary process) 即 “ 平 稳 过 程 的 谱 展 式 ” 

平稳 过 程 的 说 分 解 (spectral decomposition of 
stationary process) 戎 “ 平 稳 过 程 的 谱 展 式 ” 

B48 X GW cross-correlation function) 反映 
两 个 二 阶 抢 过 程 相 依 关系 的 重要 数量 特征 . 设 
(X@) cETS SOY G CT) EAR URL s, 
ET, RRR Rxy G0 — ELX GOY CO EROS 3X PN 
it AY B HOC RE. 

互 协 方差 函数 (cross-covariance functions) 
反映 两 个 二 阶 矩 过 程 相依 关系 的 重要 数量 特征 . 设 
(GDtiET)} 与 人 GD)ET) 均 是 二 阶 矩 过 程 . 对 s， 
t€ T , B PRX 

Dxy (st) =E{(X(s) —EX G)Y(Y (OO — EY (2)] 
PRA XX PS p EY 8 B7; 25 PR AC. 

% HE E ES ct f£ (multidimensional stationary 
process) 一 类 随机 过 程 . 通常 指 多 维 宽 平 稳 过 程 . 
BX) tT) = (CX, |) X,C€0 X 00D) t€ T) 
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随 机 xL 程 


是 ” 维 复 向 量 值 随 机 过 程 , 且 每 一 分 量 是 二 阶 矩 过 
程 . u R E B E EXO) = CE CX. COO), 
E(X;Q)) 0 ,EE(X,(?))) 不 依赖 于 it, 且 对 每 一 对 
j€ {和 ,2,…,n) 和 任意 s,s 十 t,t,t 十 TET, 互 相关 水 
数 

EIX GPD X;G)) 

= E(X;G Jr r) X;(t)} = Rx x (C) 

ay H DJ; 25 PRICE (CX (s +r) m0 CX; G2) m) = 
E(QGG T 0) — m) (X;G) =m) } — xx, GO BUR 
于 r, 其 中 m; — E(Xi()j) m; — EUX;GO0) , Mate 
XAET) A n 维 平稳 过 程 . 

E i > Fh XE (cross-spectral distribution func- 
tion) 一 类 谱 分 布 函数 . 指 多 维 平稳 过 程 任意 两 分 
E B5] EL AB 2S R BAY TRE OP TH PROC. KX) LET) E n 
维 平稳 过 程 , 其 中 了 = (一 co ,十 ce) 或 了 = (0, 1, 
士 2,…)}. 在 T=( 一 co ,十 cc) 情形, 还 假定 每 个 分 量 
是 均 方 连续 的 . 以 Ru; CO (或 P; ORAS ij 两 个 
4] E BY EA OS BR ORE Dz Hb E. Fr 25 PRO , DU HE T 
= (—oo, +00) JE . Tr XE C— 09. +0) E PUR RE 
3E PRA FUCO ,使 得 


RyG) = MEC (r € (— eo, 十 co)) 
(对 应 地 ， 

OR | erar GE 
fE T — (0, 41,42, VETE. FEC m0 EHAR 
AB pO F(A) ,使 得 

Ryn) = | OFA (n= 0, £1, £250) 
(对 应 地 ， 

Pus | OFA (n= 0, £15 E 23. 


这 时 称 FENDA XOR X, OW 8 E 4 HRM. 若 
AN tt RABE FE PATI. AE 25 PROC [8] BY EXC 
93], F;COdE TE — B3. 8 4H A RRS ADA 25 wR 
应 的 测度 在 0 点 处 的 负荷 相差 一 常 值 . 

互 谱 密度 (cross-spectral density) 4 74> f 
PRI AC HY) St RFA E n SEO ER xp ER (OX CO, 
X(t), XQ) CET 的 第 ;,7 维 分 量 的 互 谱 分 
A PR TAL. WORF (A) EF BOW BR i) BE a PGE BE MA 
在 fi(4), 使 得 dFi(4) = f 400 da. xx BE Ep A400 A 
XOX, OR SSE. 

遍历 性 (ergodicity) ”随机 过 程 理 论 的 基本 概 
念 之 一 . 在 随机 过 程 理论 和 应 用 的 研究 中 ,常常 需要 
对 某 个 随机 过 程 的 各 种 不 同 的 统计 量 做 出 估计 . 例 
如 ,人 们 想 要 确定 随机 过 程 {X(z),t 宇 0} 的 均值 函数 
mG)-—-ELXG) J. BB] X(t) EP REA [Be] 只 上 的 平 
均值 .但 在 实际 中 经 由 对 过 程 的 观测 通常 只 是 得 到 
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CX GO £220) TE ILI EXC [8] LO, 7 ] P B) — 1 FE AS R g 
X (5,0) OTK e € N). 这 时 能 否 根据 过 程 的 这 一 样 
本 函数 对 时 间 取 的 平均 值 (简称 时 间 平 均 或 样本 平 
均 ) 


T 


估计 空间 平均 m (2) YE? — REM Xr 随 观测 区 间 长 度 
T 而 变 , 而 m GO UE ES ESTE [8] SC c 而 变 , 因 此 对 任意 
A RRR T 和 : 值 是 难以 确立 Xx 和 m(i) 之 间 的 等 
式 . 但 是 ,如 果 在 极限 情形 下 有 等 式 


lim X; = lim m(t), (1) 
T+ +00 te foo 


人 们 就 起 码 能 够 用 过 程 在 足够 长 的 观测 区 间 上 的 时 
间 平 均 Xz 估计 对 应 于 大 的 上 值 的 空间 平均 m G2. 
由 等 式 (1) 刻 画 的 性 质 称 为 均值 遍历 性 . 24 X Gt 
宇 0) 是 平稳 过 程 时 , (1) 式 右边 的 m(7) 实 际 上 不 依 
赖 于 t 而 等 于 一 常数 m, 于 是 (1) 可 改写 为 

lim X4 = m. (2) 


因此 ,尽管 遍历 性 和 平稳 性 是 过 程 的 两 种 不 同性 质 ， 
但 在 大 多 数 情形 , 壳 历 性 的 讨论 是 对 平稳 过 程 进 行 
的 .除了 上 面 提 到 的 均值 遍历 性 外 , 较 常 见 的 还 有 相 
Xl pit : 

im | xe + 0XG)dt = R(T) 

概率 论 中 的 大 数 定律 是 认识 得 最 早 的 一 类 遍历 
性 , 它 断 言 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 {X(z)， 
n 二 1,2,3,"…}) 具 有 均值 遍历 性 , 即 当 NW 一 十 oo 时 ， 
序列 前 N 项 的 平均 (也 就 是 时 间 平 均 ) 

NDX) 

收敛 于 空间 平均 ELX 60 ]— m. 如 果 其 中 的 收敛 性 
指 依 概率 收敛 就 是 弱 大 数 定律 ,而 几乎 处 处 收敛 性 
则 对 应 于 强大 数 定律 . 这 表明 过 程 的 遍历 性 质 除 了 
可 按 采 用 不 同 的 统计 量 区 分 外 ,还 可 以 在 定义 中 利 
用 不 同 的 收敛 性 .例如 ,在 研究 严 平 稳 过 程 的 遍历 性 
时 通常 考虑 由 几乎 处 处 收 合 性 定义 的 强 遍历 性 ,而 
在 宽 平稳 过 程 的 情形 更 多 地 涉及 由 均 方 收 钱 性 定义 
H3 25 Ty 38 PE. 

保 测 变换 (measure-preserving transformation) 
保持 概率 测度 不 变 的 变换 . 设 (Q,. 多 ,PP) 是 一 概率 
空间 . JA CQ, ,P) SERE A EF B n T] AE T 称 为 保 
MER, WRT BRA AC FY A PCT A)= 
P(A) BT 是 了 的 逆 映 像 . Bu. weQ=L0,1], 
多 由 L0,1j 上 的 所 有 波 莱 尔 集 组 成 , 忆 是 勒 贝 格 测 
E. 对 于 任意 4EL0,1], 平 移 变 换 Orz 一 工 十 4 
(mod 1)( 即 取 z 十 4 的 小 数 部 分 ) 是 一 保 测 变换 ， 

不 变 集 (invariant set) 在 保 测 度 变换 下 不 变 


NES. WT ER SSO. PENT RU 
变换 . GACH 称 为 (关于 变换 了 ) 不 变 的 (几乎 
处 处 不 变 的 ), 如 果 T 4=4( 相 应 地 ,7 4 和 4 
至 多 相差 一 了 零 测 集 ). 所 有 不 变 集 (几乎 处 处 不 变 
RAR Z 的 一 个 子 o 域 并 记 之 为 S OADM, 
S), BRA LCS". 

应 当 指 出 ,有 些 著作 不 考虑 “几乎 处 处 ”的 差别 ， 
即 把 上 面 的 几乎 处 处 不 变 集 称 为 不 变 集 . 

度量 可 递 性 质 ( 保 测 变换 或 平稳 序列 的 ) (met- 
rically transitive property (of measure-preserving 
transformation or stationary sequence)) 一 种 与 
遍历 性 有 密切 关系 的 性 质 . 人 们 称 保 测 变 换 工具 有 
度量 可 递 性 质 ( 或 者 称 了 是 度量 可 递 的 ), 如 果 关 于 
它 的 每 一 不 变 集 有 概率 0 或 1, 这 又 等 价 于 每 一 几 
乎 处 处 不 变 集 有 概率 0 或 1. 可 以 证 明 , 若 变换 了 是 
度量 可 递 的 ,上 是 任 一 随机 变量 , 则 有 


lim ere = EC, a.s.P. 
=0 


si 

即 具有 度量 可 递 性 质 的 变质 T 是 遍历 的 . 上 式 中 的 
1" ÆT Bj RFE CAE YE RUT 变换 ),7" 是 恒 
等 变换 ， 

设 了 是 一 保 测 变换 ,So(o) 是 一 随机 变量 . 令 
&, (9) =£ (T*w) xt k=] , 则 序列 = (£,,nz0) ft — 
J| E= (&,,n220] , fH BE TÀ EM RBS [8] 
A, F PILLE E (5) 和 保 测 变换 工 ,使 得 
TUE GE (TH). AE AER A. 
因此 ,不 失 一 般 性 ,对 于 任意 严 平稳 序列 ES (6, nz 
0} ,可 以 假设 存在 保 测 变换 了 ,使 得 E, (o) — 6, (Tw) 
对 所 有 ”之 1. 于 是 人 们 称 严 平稳 序列 《具有 度量 可 
递 性 质 ( 或 者 称 是 度量 可 递 的 ), 如 条 上述 相应 于 
€ 的 保 测 变 换 了 具有 同样 的 性 质 .度量 可 递 的 严 平 
稳 过 程 具有 均值 遍历 性 : 

lim iso = = E 


透彻 混合 性 质 ( 保 测 变换 或 平稳 序列 的 ) mix 
ing property (of measure-preserving transforma- 
tion or stationary sequence)) — fh HE & n] je 
质 更 深刻 的 性 质 . ATT PK CO, Z , PO E BS fid] RR 
有 具有 透彻 混合 性 质 ( 或 者 称 了 是 透彻 混合 的 ), 如 
果 对 于 FS 中 任意 两 集合 4 和 已 有 

lim P(A Q T^"B) = PCA)PCB). (1) 
一 透彻 混合 的 变换 是 度量 可 递 的 . 

美国 数学 家 哈 尔 莫 斯 (Halmos,P.R. ) 于 1956 
年 给 出 一 个 解释 上 述 定 义 的 生动 例子 . 设 有 一 容器 
CO. HERRA 90%% 的 杜 松子 酒 和 10% AY Sr TH. 


用 搅 酒 棒 将 容器 中 的 酒 平稳 地 不 断 搅拌 并 在 时 刻 : 


二 0,1,2,…,n,"… 对 酒 的 状态 进行 观测 . 又 设 w 是 
fk Q 内 酒 的 一 个 质点 ,再 设 一 开始 苦 艾 酒 质点 所 
占据 的 那 一 部 分 容器 是 一 个 2 的 波 莱 尔 子 集 , 记 为 
4. 由 于 搅拌 的 作用 使 这 质点 不 断 地 运动 ,人 们 用 
w, Tw, T’w, To FEN E EMT Al t=0,1,250°, 
ny BS E. 按照 物理 学 的 观点 , 可 以 看 做 是 一 
TOK ARAB IR. SF 表示 只 中 的 波 莱 尔 集 的 全 体 ， 
P 是 体积 的 度量 ,通过 选取 适当 的 体积 单位 ,使 得 
P(GQ) —1. iX B Æ OQ WWE- EAR SE. 如 果 把 酒 彻 
JEST PE W n 很 大 时 在 已 中 昔 艾 酒 所 占 的 百分比 
应 很 接近 1026. 因为 在 时 刻 =n 处 ,在 B "PB SE X 
酒 质点 的 集合 是 {w:wE€ A,T"w€ B) —A(|1T "BK 
透彻 混合 就 意味 着 
P(A Q TB) 
PCB) 

类 似 于 定义 严 平 稳 序 列 的 度量 可 递 性 质 , 人 们 
也 可 以 通过 对 应 的 保 测 变换 的 透彻 混合 性 质 定义 严 
平稳 序列 的 透彻 混合 性 质 ( 参 见 “ 度 量 可 递 性 质 ”). 

确定 性 平稳 过 程 (deterministic stationary pro- 
cess) ” 亦 称 奇异 平稳 过 程 , 一 类 特殊 的 平稳 过 程 ， 
设 {X(t),t€ET) 是 宽 平 稳 过 程 ,其 中 T= (一 %， 
十 9) 或 T= 二 {0, 士 1, 土 2,…). U Hx GUI Bü BÉ BL 
变量 族 X Goss 产生 的 线性 闭 包 ,以 Hx 表示 由 
4d XO CT 产生 的 线性 闭 包 ,其 中 收敛 性 是 均 
JW ex. 又 记 


> P(A) = 0.1. 


T (| HxG) E 
CT 


如 果 Sx 二 五 x , 则 称 过 程 {(X(),tET) 是 确定 性 平稳 
过 程 . 这 表示 车 知道 过 程 在 时 刻 t 前 的 值 {X(s)， 
st , 则 能 惟一 地 确定 过 程 在 时 刻 1 后 的 值 {X(w)， 
ut). 

育 异 平稳 过 程 (singular stationary process) 

即 “ 确 定性 平稳 过 程 ”. 

纯 非 确定 性 平稳 过 程 (purely non-deterministic 
stationary process) ” 亦 称 完全 非 确定 性 平稳 过 程 
或 正则 平稳 过 程 . 一 类 特殊 的 平稳 过 程 . 设 {X(C)，t 
E7)} 是 宽 平 稳 过 程 , 其 中 了 = (一 co ,十 ce) 或 了 = 
(0,1, 2,3. i08 HxG)5 Sx 意义 (参见 “确定 
性 平稳 过 程 ”) ,如 果 Sx DU 0 元 了 素 , 也 就 是 说 , 当 z 
一 5 充分 大 时 ,对 tu BSX GO WA BB HR <s 的 
XL) 的 值 推出 , 则 该 过 程 称 为 纯 非 确定 性 平稳 过 
fà. WRX) ,t=0, 土 1, 土 2,…} 是 纯 非 确定 性 的 ， 
则 XC) 一 定 可 表 为 


十 cc 
XG) = Pa, — n). 
其 中 


REAL FP (u) t=0, 41,42, 3 BAO PE IE: 
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BS 机 xi 程 


Etu(n)} =0,E{u(n)ulm)} =, m VA R Hx(n) = 
H,(n) MER mon. TEXE E S UIS JE WRX) 
€ (一 co ,十 ce)} 是 纯 非 确定 性 的 , 则 必 有 


X(t) = | a(t — s)u(ds), 
其 中 
十 :xn 
| lati [dr et eo; Ob CS 05, c5] 


是 正 交 增 量 过 程 WE Eluct+h)—u@) |P=hUk 
HxG)—H,QG). 

完全 非 确定 性 平稳 过 程 (completely non-deter- 
ministic stationary process) 即 “ 纯 非 确定 性 平稳 
过 程 ”. 

正则 平稳 过 程 (regular stationary process) 
即 “ 纯 非 确定 性 平稳 过 程 ”. 

沃 尔 德 分 解 (Wold decomposition). 宽 平 稳 过 
程 的 一 种 分 解 表 示 . 任意 一 个 宽 平稳 过 程 {X(t),tE€ 
T}(T=(—00, +00) T — (0,31, 2, np HE 
一 地 表示 为 XG) —X.O) - XO, HP (X, 0), € 
TT} 是 纯 非 确定 性 平稳 过 程 ,{X,(1),tET} 是 确定 性 
平稳 过 程 ,而 且 这 两 过 程 互 不 相关 , 即 对 任意 i,u€ 
T E{X, (4) X,(Cu)} —0. 上 述 分 解 称 为 沃 尔 德 分 
fe . 

4 I UE (rational spectral density) 具有 
A H pa HS BS Tg RE. 在 许多 应 用 中 , 宽 平 稳 序列 
的 谱 密度 f() 是 e ”的 有 理沙 数 , 人 们 称 它 为 有 理 谱 
密度 ,这 时 它 可 以 写 为 


g? Ale”) 2 
fA) = on B(e-?) , 
p 
其 中 4(z) 一 > (ay = 1) 
和 Biz) = »jbg (by = 1) 


是 z 的 实 系数 多 项 式 , 它 们 的 零点 均 在 单位 圆 外 . A 
(XGD), 一 0, 士 1, 士 2,…} 是 零 均值 宽 平 稳 序 列 , 则 
它 有 有 理 谱 密 度 的 充分 必要 条 件 是 该 序列 是 一 自 回 
归 滑 动 平均 序列 . 
EE RE ch FE (white noise process) iE HE 
Té 数 的 宽 平稳 过 程 . AME H A 2 PEG RG) = 
N30) BS TE F Fa LER PR y ARR WE Ca BR ELS 
声 ), 其 中 N, BERR OORA 
十 ce @=0), 
lo (#0), 
且 


| acd | 
XE X. AY AK OR v PK BA. 这 时 ,过 程 的 谱 密 度 等 于 
[N,owe “ae mee 
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是 一 常数 , 即 过 程 有 均匀 谱 . 因为 白光 的 谱 是 均匀 
的 ,故人 们 仿 此 把 如 上 有 均匀 谱 的 宽 平稳 过 程 称 为 
日 噪声 过 程 (有 时 还 直接 用 这 一 特性 作为 定义 )， 

在 离散 时 间 参 数 情形 , 白 噪声 过 程 可 以 简单 地 
定义 为 具有 相同 分 布 的 不 相关 随机 变量 序列 
(X, , —oo«n« T oo). 这 样 的 序列 有 常数 谱 密度 


十 ce 
Ss R(GDe “二 DX, (OX, 的 方差 ). 


离散 日 噪声 的 一 种 常见 的 特殊 形式 是 相互 独立 同 分 
布 的 正 态 随机 变量 序列 . 

应 当 指 出 , 白 噪 声 只 是 抽象 的 数学 概念 , 它 在 实 
际 中 不 可 能 出 现 , 因 为 它 要 求 有 无 穷 大 的 能 量 .但 
是 ,近似 的 白 品 声 在 实际 中 是 经 常 遇 到 的 (参见 “ 谱 
密度 ”). 

自 回归 序列 (autoregressive sequence) JRR 
平稳 自 回 归 序 列 . 简称 AR 序列 .一 类 重要 的 平稳 序 
列 . 如 果 随 机 序列 {XC) ,t= 二 0, 土 1, 土 2,…) 满 足 差 
分 方程 X GO Tau X G—D +e +a,Xt— p) =u), 
R'B(uG:90., 31. t2.--)4J: ZEN o^ B9 ELE 
声 ,A(z) 二 1 十 ai1z 十 … 十 apz? 的 零点 在 单位 圆 外 ， 
则 称 该 序列 是 自 回归 序列 . 当 2,250 时 ,p 称 为 自 回 
归 的 阶 .一 个 p 阶 自 回 归 序 列 必 是 宽 平 稳 的 ,并 通 
常 简称 AR Cp) FES. AR Cp) Feo 89 3E 28 HE 


e OMNE E 
= VY TES 
且 该 序列 可 表 为 
"D 
XE) = icut — j). 
j=0 
其 中 
十 co 
> m « -rF oo 


+ £8 B [B] 9 FF Zl] (stationary autoregressive se- 
quence) BP“ B pru Jj". 

滑动 平均 序列 (moving average sequence) Jf 
称 滑动 和 序列 . 简称 MA 序列 . 一 种 重要 的 平稳 序 
列 . A S BAL ARI XC) ,一 0, 士 1, 士 2,…} 满 足 差 
分 方程 X(t) =ut) +bult-1) ++ +6,ult—q) ,其 
Hut). t=0, 1,42, ETEA o^ HARE, 
B(z)-—1-dbzd b 的 零点 均 在 单位 圆 外 , 则 
称 该 序列 是 由 白 噪 声 u GB 355529 48: 39] 85 FF 31] , 简 
称 滑动 平均 序列 . 如 果 6b, 关 0, 则 称 q 为 这 序列 的 阶 . 
一 个 9 阶 滑动 平均 序列 必 是 宽 平 稳 的 ,通常 简称 
MA(g) 序 列 . MA(g) 序 列 的 谱 密 度 


g’ —iay |2 
而 且 这 样 的 序列 可 表 为 
Too 
u(t) = »d,XG-— j). 


J 三 0 


其 中 


滑动 和 序列 (moving summation sequence ) 
即 “ 滑 动 平均 序列 ” 

自 回归 滑动 平均 序列 (autoregressive-moving 
average sequence) ” 亦 称 自 回归 滑动 和 序列 . 简称 
ARMA 序列 .一 类 重要 的 平稳 序列 . 如 果 随 机 序列 
{(X() ,ft 二 0, 土 1, 土 2,…) 满 足 差分 方程 

MC A = lies Sea Ge =p) 
= Ut) bad — 1) ae sss Owe gg). 
其 中 (zx (一 0, 士 1, 填 2,…} 是 方差 为 HAH 
声 , A(z) 二 1] 十 ai1z 十 … 十 apz? 及 Bl(z)= 二 1 十 bz 十 … 
十 bz 的 零点 均 在 单位 圆 外 , 则 称 该 序列 是 一 自 回 
归 滑 动 平均 序列 . 当 a,b, AON, Co aD PROS BST 
数 , 一 个 (p,qg) 阶 自 回归 滑动 平均 序列 简 记 为 AR- 
MA (p,q) FPS. 它 是 宽 平 稳 序列 ,并 有 有 理 谱 密度 


_ € | Ble") ; 
foy eas 
该 序列 可 表 为 
十 co 
X(t) = > cult x 
其 中 | 
十 oo 
53 le; | «T oo, 
以 及 
十 co 
u(t) = >)dj;X(t — j), 
其 中 


+00 
2,04] <+ oo. 


E [B] 9 78 zj) 40 FF. 51] Cautoregressive-moving 
summation sequence) 即 “ 自 回归 滑动 平均 序列 ”. 

线性 均 方 估计 (linear mean-square estimation) 
随机 过 程 理论 的 一 个 重要 的 实际 应 用 问题 . 是 使 得 
均 方 误差 最 小 的 线性 估计 . 是 由 已 知 随机 变量 族 
{X(t),tET} 的 观测 值 在 某 个 最 优 准则 下 估计 未 知 
随机 变量 Y 的 值 . BURR XG) CET) BH RK 
FOX G) € T) 818 Y — FOX GO (€ TO RED Hu DJ 
7Y. 者 了 限于 线性 函数 类 时 ,这 问题 称 为 线性 估计 . 
XGEUX GO .C€ TRY. BAA ROA. Ae UL UE: 
则 是 要 求 均 方 误差 最 小 ,该 估计 就 称 为 线性 均 方 估 
ir. 确切 地 说 ,车 以 LC(X(),tET) 表 X44),1ET 产 
生 的 线性 空间 ,线性 均 方 估计 问题 就 是 寻求 了 E 
L(X(),tET), 使 得 ElY 一 了 了 |: 过 EY 一 Y'|? 对 所 
有 YEL(X(t),tET) 成 立 . 了 通常 可 以 由 方程 组 
E{(Y— 了 ,7') 二 0,Y'EL(X(t),t1ET) 所 惟一 确定 ， 
而 6 二 (EIY 一 |”) 是 估计 的 误差 . 


线性 估计 (linear estimation) 
He: 

维 纳 滤波 (Wiener filtering) 最 优 估计 的 一 种 
方法 . 它 能 有 效 地 解决 平稳 过 程 的 线性 预测 `. 滤 波 与 
平滑 问题 . 设 {X(),t1E (— 00, +00) J Za), tE 
(一 00, 十 00)} 均 是 宽 平稳 过 程 ,而 且 平 稳 相 关 . 想 要 
RLE) E tT WT CX GO ) FE Z8] s 
的 值 X(s) 进 行 线性 均 方 估计 . 

美国 学 者 维 纳 (Wiener,N. ) 于 20 世纪 40 年 代 
提出 的 方法 是 假定 X(s) 的 估计 值 具有 形式 


X(s) = | h(s,t)Z(t)dt, 


然后 寻求 h(s,t) 使 得 均 方 误差 
EOE | icaz GM? 


最 小 . 其 物理 意义 是 要 求 找 出 一 滤波 器 使 其 具有 最 
ff Bk vp n) y PRA A G0 234 Z GOD ue e 作为 输入 时 ， 
输出 X GO 5; X GO BO 25 SIZE 25] EL FRA). 
在 h(s,t) 二 h(t 一 s) 的 假定 下 , 维 纳 把 问题 转化 在 频 
域 上 考虑 ,得 到 最 优 维 纳 滤波 器 的 频率 响应 的 解 . 例 
如 在 滤波 问题 中 , 即 ;二 rt 时 ,就 有 
Do) 
Pz (w) ` 
H P H Go) fé UE 1K 88 B AA EI Dz (w) EÈ CZ OO, 
t€ (—0o, +00) } B] EE RE Oxc je (X (OO tE 《一 26) 
+co)} F(Z) ,t€ (一 co ,十 ce)) 的 互 谱 密度 . 

卡尔 曼 滤 波 (Kalman filtering) 亦 称 维 纳 - 卡 
尔 曼 滤波 或 卡尔 曼 - 布 西 滤波 . 最 优 估计 的 一 种 方 
法 . 它 是 20 世纪 60 年 代 初 先 由 卡尔 曼 (Kalman ,R. 
E. )、 布 西 (Bucy,R.S. ) 等 人 开始 ,推广 了 美国 学 者 
维 纳 (Wiener, NN. ) 的 经 典 的 工作 而 发 展 起 来 的 一 种 
最 优 线性 估计 算法 . 维 纳 滤波 是 在 平稳 性 假设 下 ,把 
估计 间 题 归 入 频 域 考虑 ,这 在 实用 方面 有 很 大 的 局 
限 性 . 卡尔 曼 滤 波 无 需 平 稳 性 的 假设 并 直接 在 时 域 
对 系统 的 状态 进行 估计 ,而 且 估 计 的 算法 是 递 推 的 . 

卡尔 曼 滤波 的 算法 已 实际 应 用 到 军事 与 工程 技 
术 部 门 , 如 卫星 轨道 测定 、 潜 艇 与 空间 导航 、 生 产 过 
程控 制 等 方面 . 

维 纳 -卡尔 曼 滤 波 (Wiener-Kalman filtering) 
Bp" REIR & EUER. 

卡尔 曼 - 布 西 滤波 (Kalman-Bucy filtering) 即 
“卡尔 曼 滤波 ”. 


见 “ 线 性 均 方 信 


H (19) = 


马尔 可 夫 过 程 


马尔 可 夫 过 程 (Markov process) 简称 马 氏 过 

程 . 一 类 重要 的 随机 过 程 . 设 (XCDtER+ 为 定义 

ERREN, F, PO EPET EWS 8] CE OOK 
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BS PLU iF hea A OQ. RS EF o TK, F, = 
o(X(s),s€([t,+00)). 如 果 下 面 的 性 质 1 RE: 

l.Vt € Ry, A € Fo, BE Fi, PKAN 
B)|X(@)) = PCAIX (OD) PCB|XGD). 
则 称 过 程 {X())} 为 马尔 可 夫 过 程 , 可 测 空间 (五 ,G) 
称 为 马尔 可 夫 过 程 {X(D)) 的 状态 空间 . 一般 情形 
下 ， 因为 要 考虑 形 如 {了 X(t)= 二 x} 集合 的 概率 ,人 们 还 
BRC 包含 所 有 单 点 集 {zx}). 性 质 1 与 下 列 性 质 之 
一 等 价 : 

2. YLE RHR, BE F,: 
XGI): 

3. Vt € Bi, AE F,: P(A| F.) = 
PCA|XGD). 

注意 ,知性 质 1,2,3 or, WAR PHF.) RR 
EK X (2)} 的 自然 o BRR HT) 后 相应 的 性 质 仍 成 
Xp. 而 且 这 时 性 质 2 有 如 下 的 直观 意义 : 当 已 知 系统 
在 时 刻 t 以 前 ( 含 忆 的 历史 时 ,系统 在 t 以 后 的 发 展 
只 依赖 于 系统 在 时 刻 上 的 状态 而 与 它 在 上 以 前 的 情 


PCB |.) =P CB | 


况 无 关 . 此 即 所 谓 马尔 可 夫 性 ,这 正 是 马尔 可 夫 过 程 


AY) AS Jo BT HE. 

应 当 指 出 ,尽管 一 些 著 作 中 也 把 马尔 可 夫 性 称 
为 无 后 效 性 ,但 它 和 多 数 著作 (包括 本 书 ) 中 提 到 的 
无 后 效 性 是 不 一 样 的 . 后 者 是 指 过 程 的 独立 增 量 性 
质 . 相对 于 此 ,马尔 可 夫 性 只 是 一 种 条 件 无 后 效 性 
(参见 “独立 增 量 过 程 ”,“ 齐 次 泊 松 过 程 ”). 

马尔 可 夫 过 程 的 状态 空间 (state space of 
Markov process)” 见 “马尔 可 夫 过 程 ”. 

马尔 可 夫 性 (Markov property)” 见 “马尔 可 夫 
ne". 

马尔 可 夫 链 (Markov chain) 具有 离散 状态 空 
间 的 马尔 可 夫 过 程 . 它 是 离散 时 间 ( 参 数 ) 马 尔 可 夫 
链 和 连续 时 间 (参数) 马尔 可 夫 链 的 总 称 . 设 {X(n)， 
?之 0} 是 状态 空间 五 为 某 一 可 数 集 ( 通 常 取 EE ASE 
负 整 数 集 ) 的 随机 序列 ,如 果 它 满足 下 述 条 件 : 对 任 
意 正 整数 n 和 状态 loti» THEY 
PCX(n +1) =i | XO) = 19, X (1) =i, Xan) 
=1,) = P(X (n + 1) = in| X) = in), (1) 
则 称 其 为 离散 时 间 ( 参 数 ) 马 尔 可 夫 链 . 

MAX) t[0;/ BRASS E ARBRE 
的 随机 过 程 , 如 果 它 满足 如 下 条 件 : 对 任意 正 整数 
NARA do 7 71 和 Occit, «t n X 
P(X Gr) = tnt |X Go) = S XC) = s, XQ) 
=1,) = P(X p) = in| X En) = in), (2) 
则 称 其 为 连续 时 间 ( 参 数 ) 马 尔 可 夫 链 . 

(1) 式 和 (2) 式 表示 的 性 质 也 就 是 马尔 可 夫 性 . 

离散 时 间 (参数 ) 马 尔 可 夫 链 (discrete-time 
Markov chain)” 见 “马尔 可 夫 链 ”. 

连续 时 间 (参数 ) 马 尔 可 夫 链 (continuous-time 
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Markov chain)” 见 “马尔 可 夫 链 ”. 

齐 次 马尔 可 夫 链 (homogeneous Markov chain) 
亦 称 时 齐 马 尔 可 夫 链 . 即 具有 平稳 转移 概率 的 马尔 
可 夫 链 (参见 “转移 概率 7) 

时 齐 马 尔 可 夫 链 (homogeneous Markov chain) 
即 “ 齐 次 马尔 可 夫 链 ”. 

随机 和 矩阵 (stochastic matrix) 一 种 矩阵 . CE 
各 行 之 和 为 1 AER. 确切 地 说 ,一 个 满足 下 列 
两 条 件 : 

1. Qij 宇 0, 对 所 有 isj; 

2. Ja; — 1, 对 所 有 i 


BY AB BR FC FF BT FEE 4 = (2,0 称 为 随机 和 矩阵 . 夺 4 
= (aj) MB = (b) 是 两 个 随机 矩阵 , 则 它们 的 乘积 
4B==C 二 (ci) 也 是 随机 和 矩阵 ,这 里 
Cj; 一 > aub. 

次 随机 和 矩阵 (substochastic matrix) — #} Æ 
BE. 是 各 行 之 和 不 超过 1 的 非 负 和 矩阵 . 确切 地 说 ,一 
个 满足 下 列 两 条 件 : 

1.4jj 之 0, 对 所 有 1,7; 

2 Dj a <1, BDH i 


的 有 限 或 无 穷 阶 窍 阵 A= Ca RAR B BLAB Be. 一 
个 随机 矩阵 必 是 次 随机 和 矩阵 ,反之 不 然 . 若 A= (aij) 
和 B= (6b;;) 是 两 个 次 随机 和 窍 阵 , 则 它们 的 乘积 AB= 
C= 二 (cj) 也 是 次 随机 和 矩阵 . 这 里 
Ci = >) ial rj. 

转移 概率 (transition probability) 刻画 随机 
过 程 状 态 转移 的 概率 特性 的 重要 概念 . 在 随机 过 程 
(特别 是 马尔 可 夫 过 程 ) 理 论 中 ,术语 “转移 概率 ” 通 
常用 来 表示 已 知 由 该 过 程 描述 的 系统 在 时 刻 s 处 于 
状态 a 时 ,经 过 一 段 时 间 hh 后 ,该 系统 的 状态 属于 集 
t CE 的 条 件 概率 P(X(s 十 h)ET|IX(s) 二 a). 当 
这 转移 概率 实际 上 只 依赖 于 时 差 h 而 与 时 刻 s 无 关 
时 ,就 称 过 程 具有 平稳 转移 概率 . 

平稳 转移 概率 (stationary transition probabili- 
ty)” 见 “转移 概率 ”. 

转移 概率 矩阵 (transition probability matrix) 
由 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 排 成 的 矩阵 .在 离散 时 间 
参数 马尔 可 夫 链 理论 中 ,转移 概率 矩阵 P=) 
这 样 的 一 个 方 阵 , 它 的 第 i 行 第 ; 列 的 元 素 

pi = P(XO + 1) = j| X(n) =i) (no) 

是 当 已 知 齐 次 马尔 可 夫 链 {X QD) n>0) FERN Bl n 处 
于 状态 i 时 ,这 链 经 一 步 在 时 刻 ”十 1 将 转移 到 状态 
j 的 条 件 概率 , 因此 确切 地 说 ,转移 概率 矩阵 是 指 一 
步 转移 概率 抢 阵 . 对 于 任意 正 整数 & 之 2, 也 可 以 定 
SRE RAUL A 阶 ) 转 移 概 率 和 矩阵 IU — C07), 


其 中 第 i 行 第 j 列 元 素 py — POCOQT I) —j|X a) 
— i) (n 宇 0) 是 当 已 知 齐 次 马尔 可 夫 链 {X(n),n 宇 0) 
FEAT Al n 处 于 状态 :时 ,这 链 经 & 步 在 时 刻 2 十 & 将 
转移 到 状态 j 的 条 件 概率 . 容易 验证 ， 
PP = PX XP =P, 
iem bern 
k 重 来 积 
即 & 步 转移 概率 矩阵 GU SF OCIO RE BUR 
ER k KRR 宛 .应 当 指出 :任意 & 步 转移 概率 所 
阵 多 “(4 宇 1) 都 是 随机 和 矩阵 . 
转移 概率 矩阵 除了 满足 随机 和 矩阵 的 两 个 条 件 : 
l. pij 宇 0,; 对 所 有 1533 
2. Mp, — 1, 对 所 有 : 
之 外 ， ee 
D m = DU PIP)» MER m > On > OF 


所 有 i,j. 

一 个 离散 时 间 参 数 齐 次 马尔 可 夫 链 的 概率 分 布 
律 由 该 链 的 转移 概率 和 初始 分 布 完全 确定 . 对 于 连 
续 时 间 参 数 的 齐 次 马尔 可 夫 链 (X() ,之 0) 来 说 , 转 
移 概 率 和 矩阵 GO -—OGS300) PBIB j 列 的 元 素 
pj — PO s HHS j| Xs) —04&M Bg Asti 
时 刻 s( 实 0) 处 于 状态 7 时 ,经 过 长 为 1 的 一 段 时 间 
后 链 将 转移 到 状态 7 的 条 件 概率 . 它们 除了 满足 随 
BLAE Fe B9 PST P ZR P : 

1. 5500 20, XE BUB 555 

2 D G) 一 1, 对 所 有 i 


之 外 ， 还 满足 等 式 
Dp (s) p(t) = p(s + £). 


对 任意 5:250, t0 和 所 有 isj. 上 式 也 称 为 查 普 曼 - 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 . 一 个 连续 时 间 参 数 齐 次 马尔 可 
夫 链 的 概率 分 布 律 由 一 族 转 移 概率 矩阵 (2 安 G), tE 
(0, 十 oo0)) 和 初始 分 布 完 全 确定 . 

转移 概率 和 矩阵 又 简称 转移 矩阵 (参见 “转移 概 
率 ”,“ 随 机 和 矩阵 ”和 “ 查 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 ”). 

转移 矩阵 (transition matrix) 转移 概率 矩阵 
的 简称 . 

标准 转移 概率 和 矩阵 (standard transition proba- 
一 种 典型 的 转移 矩阵 . 即 满足 条 件 


bility matrix ) 


BD GE 
的 转移 概率 矩阵 (加 ;人 ) )，. 
Q 和 矩阵 (Q_matrix) 标准 转移 概率 矩阵 对 应 的 


转移 强度 矩阵 . Ut Cp; COD PERE REE. 由 
pi OE t=0 B CRO SEC qu p's (OPER B9 77 PE 
(qi ER PER EE E Co; COO BJ Q ARE. EAA 
的 转移 矩阵 (或 者 说 ,马尔 可 夫 链 ) 的 转移 强度 和 矩阵 


马尔 可 夫 过 程 


〈 又 称 密 度 和 矩阵 或 无 穷 小 算 子 ). CME FIR: 
1.0 之 qz 之 一 co ,对 任意 i. 
2; +o>q;j>0, Er ij. 


3 c 2,95. 
i gpm choot 状态 i 称 为 瞬时 的 . 链 若 到 达 
这 样 的 状态 便 立 即 离开 . 


现在 , 设 (g,) 是 任 一 和 矩阵, 如果 它 满足 以 下 条 
件 : 

1. ek i; 

3. — Qi = Xa ,对 任意 i; 


则 称 它 为 Q ERE. 若 把 条 件 3 中 的 不 等 号 加 强 为 等 
号 , 则 Q 和 矩阵 称 为 保守 的 . 

最 近 , 有 些 作 者 对 一 gi 二 十 2 的 瞬 态 情形 进 一 
步 系统 研究 并 得 到 很 好 的 结果 ,他 们 在 和 矩阵 的 定义 
H RIF — gi = +00 (参见 "标准 转移 概率 矩阵 和 无 
FDAT”. 

RFQ Æ (conservative Q-matrix) 
阵 ”. 

Q 过 程 (Q-process) 一 种 马尔 科 夫 过 程 . 以 给 
定 的 Q@ 和 矩阵 (qi) 为 密度 矩阵 的 马尔 可 夫 过 程 (不 一 
定 是 惟一 的 ) 泛 称 Q 过 程 (参见 “Q EE”). 

最 小 Q 过 程 (minimal Q-process) ”满足 某 种 附 
MAH Q 过 程 . 在 Q 过 程 的 存在 性 和 惟一 性 问题 
的 研究 中 ,南斯拉夫 -美国 数学 家 费 勒 (Feller,W. 
F. ) 于 1940 年 首先 通过 构造 一 个 最 小 Q 过 程 ,解决 
THERE MFA Q EREK Q 过 程 的 问题 . 美 
国 数学 家 杜 布 (Doob,J.L. ) 于 1945 年 在 讨论 Q@ 过 
程 的 惟一 性 问题 时 证 明了 :和 震 给 定 的 人 和 矩阵 保守 ， 
则 或 者 对 应 无 穷 多 个 Q 过 程 ,或 者 对 应 惟一 的 Q@ 过 
程 最 小 Q@ 过 程 . KAET TREE aT, 
可 以 设想 用 如 下 方法 产生 对 应 于 这 Q@ 矩阵 的 (从 任 
一 状态 出 发 的 ) 最 小 OQ TH. > 

aes qii/Qi (i Fjsqi > 0), 

7 lo (其 他 情形 ). 
这 里 g; 二 一 gq;. 过 程 相继 的 状态 转移 是 这 样 确定 的 : 
当 它 到 达 状 态 :后 ,在 ;的 逗留 时 间 有 参数 为 9, 的 
指数 分 布 ,而 且 各 次 逗留 时 间 是 相互 独立 的 . 当 过 程 
离开 状态 i 转移 到 别 的 状态 时 , 它 转 移 到 状态 7 的 
概率 是 一 (为 确定 起 见 , 假 设 样本 函数 是 右 连 续 
的 ). 因为 可 能 以 正 概率 出 现 样本 函数 不 是 对 所 有 的 
£220 都 确定 的 情形 ,这 时 可 以 通过 添加 一 个 吸收 状 
D HEM E PHA ESEU (2). 当 样 本 函数 不 
确定 时 令 它 取 值 9, 此 后 它 就 一 直 逗 留 在 这 一 状态 . 
人 们 把 这 样 的 具有 扩充 相 空 间 色 的 过 程 在 到 达 状 
AS 9 前 的 那 一 部 分 称 为 最 小 Q 过 程 . 


“Q s] 
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BB 机 过 程 


下 面 就 更 一 般 的 情形 具有 随机 寿命 的 连续 
时 间 马 尔 可 夫 链 {X(t,w) ,0 声 1 二 E(w)}) 给 出 最 小 QQ 
过 程 的 描述 性 定义 ,这 里 《(w) 是 一 可 取 无 穷 值 的 非 
负 随 机 变量 , 它 可 以 解释 为 链 的 寿命 . r(w) 称 为 这 链 
的 样本 函数 XC O WAY KERR UR RAR c0 = 
CCo) ,或 者 对 任意 620, EK IA] (rw) — 6, 792 +) 
EXC? 00 2593 & TBR A. FH n Co RA 
XC* wR * KK. | 

HAET EEQ) ARM GEG, 
w), OKEE Co) 满足 条 件 r C90 — (w) ,对 所 有 w， 
则 称 这 Q 过 程 为 最 小 Q 过 程 . 换 句 话说 ,最 小 Q 过 
程 是 对 应 的 人 过 程 在 第 一 个 飞跃 点 以 前 的 那 一 部 
4}. 

XE if 1K AS 36 (communicating class of states) 
马尔 可 夫 链 的 分 类 之 一 .马尔 可 夫 链 的 状态 空间 按 
照 是 否 “互相 连通 "所 作 的 分 类 . 设 i,j 是 马尔 可 夫 
链 的 任意 两 个 状态 ,如 果 存 在 正 数 上 >0( 对 于 离散 
PY [8] SS ZR n] A dE D] X IE E m > O0 ,使 得 p 0070 
(相应 地 ,zz 二 0), 则 称 从 状态 ;可 到 达 状 态 7 并 记 
为 ij. WR :一 7 和 7 一 1，, 则 称 状 态 : 和 7 是 连通 
的 .关系 过 是 对 称 的 和 传递 的 ,因此 ,可 按 连 通关 系 
把 状态 空间 划分 为 互 不 相交 的 状态 类 ,每 一 个 状态 
类 或 者 由 两 个 或 更 多 的 相互 连通 的 状态 组 成 ,或 者 
仅 含 一 个 与 任何 其 他 状态 都 不 连通 的 状态 . 两 个 状 
态 属 于 同一 状态 类 当 且 仅 当 它们 是 连通 的 . 

应 当 指 出 ,有 些 著 作 在 定义 从 状态 i 可 以 到 达 
状态 7 时 ,只 要 求 存 在 非 负 数 上 之 0 使 得 p, 0020 
(在 离散 时 间 情 形 下 , 则 是 存在 非 负 整数 mao 使 得 
pw. 

状态 的 周期 (period of a state) ”状态 的 一 种 性 
质 . 离散 时 间 马 尔 可 夫 链 的 任 一 状态 ?的 周期 Cr) 
是 使 得 p 0 WERS n 集合 的 最 大 公约 数 .车 
pe =0 对 所 及 之 0, 则 定义 d C) — 4-06. 

非 周 期 状态 (aperiodic state) 马尔 可 夫 链 的 
状态 之 一 . 如 果 dC 让 二 1( 参 见 “ 状 态 的 周期 ”) WB 
散 时 间 马 尔 可 夫 链 的 状态 i 称 为 非 周 期 状态 . 

周期 状态 Cperiodic state) 不 是 非 周 期 的 状 
态 . 一 状态 i 是 周期 的 , 当 且 仅 当 6022068 VW" dE 
周期 状态 ”). | 

首次 经 过 概率 (first passage probability) ff 
机 过 程 首 次 经 过 某 给 定 状 态 ( 或 状态 集合 ) 的 概率 . 
在 马尔 可 夫 链 理论 中 是 指 马 尔 可 夫 链 从 状态 i 出 
A FEN Zn 第 一 次 经 过 状态 7 的 概率 = 
POX 00—;,XGO025j,k—1,2,,n-1|X(0) —D, 
这 里 i,j 是 任意 状态 ,n 是 任意 正 整 数 . 

平均 首次 经 过 时 间 (mean first passage time) 
指 随机 过 程 首 次 经 过 某 给 定 状 态 ( 或 状态 集合 ) 的 时 
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间 的 数学 期 望 . 在 马尔 可 夫 链 理论 中 是 指 马 尔 可 夫 
链 从 状态 i 出 发 ,首次 经 过 状态 7 的 时 间 的 数学 期 
TH 

is 


Hi 一 2 


ni 


这 里 户 是 首次 经 过 概率 . 当 


+ co 


太一 bai l, 


=| 


即 链 从 状态 i 出 发 必然 会 经 过 状态 IESU mn-—l. 
2,3,…} 给 出 链 从 状态 :出 发 ,首次 经 过 状态 7 的 时 
间 的 概率 分 布 ( 参 见 “ 首 次 经 过 概率 ”). 

平均 返回 时 间 (mean recurrent time) 马尔 可 
夫 链 从 给 定 的 状态 i 出 发 后 返回 该 状态 的 时 间 期 望 
值 . 设 i 是 一 常 返 状态 , 则 {fi,n 二 1,2,3,…}) 给 出 马 
尔 可 夫 链 从 状态 i 出 发 后 首次 返回 i 的 时 间 的 概率 
分 布 . 该 分 布 的 数学 期 望 


45s 
pi = nf 
就 是 状态 7 的 平均 返回 时 间 ( 参 见 “ 首 次 经 过 概率 ” 
和 “平均 首次 经 过 时 间 ”). 
mig AS (recurrent state) 马尔 可 夫 链 的 状 
态 之 一 . 指 马 尔 可 夫 链 的 具有 无 穷 多 次 返回 特性 的 
状态 . 状态 i 称 为 常 返 状态 ,如 果 


十 co 
Tu zm 2945 =], 


即 链 从 状态 ; 出 发 以 概率 MER RSi 是 常 返 
的 一 个 充分 必要 条 件 是 ; 链 从 状态 i 出 发 后 无 穷 多 
次 经 过 ; 的 概率 等 于 1. 这 条 件 又 等 价 于 


十 oo 

(n) .— 
2. Pi MAY FT OO. 
n=} 


这 里 pr Æ n 步 转 移 概率 . 

3E $ iR 4k AS (non-recurrent state) ZR PK BEAT 
状态 . 不 是 常 返 状态 的 状态 . 换 句 话说 ,马尔 可 夫 链 
的 状态 i 称 为 非常 返 的 ,如 果 链 从 状态 i 出发, 它 将 
以 正 的 概率 不 再 返回 i. 这 又 等 价 于 说 不 管 链 从 哪 
一 个 状态 出 发 ,以 概率 1 它 最 多 只 能 经 过 状态 ; 有 
RERNU BRAS”). 

BAT AR AS (transient state) BI “SER IRIRA”. 

TE IR ARAN (positive recurrent state) IRAR 
态 的 一 种 . 设 ; 是 一 常 返 状 态 , 如 果 它 的 平均 返回 时 
间 必用 十 ce , 则 称 状 态 ? 为 正常 返 状态 (参见 “ 常 返 
状态 ”和 “平均 返回 时 间 ”). 

RIBAK AS Cull recurrent state) 不 是 正常 
返 状态 的 常 返 状态 . 设 i 是 一 常 返 状态 ,如 果 它 的 平 
均 返 回 时 间 j= 二 十 0, 则 称 状态 i 为 零 常 返 状态 ( 参 
见 “ 常 返 状 态 ” 和 “平均 返回 时 间 ”). 

遍历 状态 (ergodic state) 一 种 状态 . 非 周 期 的 


A FRR AS (essential state) 一 种 状态 . MRA 
个 可 从 i 到达 的 状态 都 和 i 相连 通 ( 即 由 i 一 j 可 推 
出 ze>7j7), 则 状态 : 称 为 本 质 状态 . 否则 , 称 i 为 非 本 
质 状态 .应 当 指 出 , 常 返 状 态 一 定 是 本 质 状 态 ( 等 价 
地 , 非 本 质 状态 一 定 是 非常 返 状 态 ). 但是, 本质 状态 
可 以 是 非常 返 的 ， 

非 本 质 状态 (inessential state? 
AS”. 

X (i (class property) 指 同一 状态 类 中 所 有 
状态 共有 的 性 质 . 一 种 对 马尔 可 夫 链 的 所 有 状态 都 
有 定义 的 性 质 称 为 类 性 质 . 如 果 某 状态 类 中 有 一 个 
状态 具有 这 种 性 质 , 则 该 类 中 所 有 状态 都 有 这 一 性 
质 . 例如 ,状态 的 周期 和 常 返 性 (包括 正常 返 性 和 等 
常 返 性 ) 都 是 类 性 质 . 

状态 闭 集 (closed set of states) 其 有 某 种 封闭 
性 质 的 状态 集合 . 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 的 一 个 非 

空子 集 C 称 为 闭 集 , 如 果 从 C 的 每 一 状态 都 不 能 到 
Xs C 外 的 任何 状态 . 换 句 话说 ,一 个 状态 集合 是 闭 
集 意 味 着 马尔 可 夫 链 一 旦 到 达 这 集合 后 就 由 也 出 不 
去 了 .整个 状态 空间 是 一 个 闭 集 . 

最 小 状态 闭 集 (minimal closed set of states) 
一 种 状态 闭 集 . 指 不 包含 真正 闭 子 集 的 状态 闭 集 ( 参 
见 “ 状 态 闭 集 ”). 

吸收 状态 (absorbing state) 一 种 状态 . BA 
身 构成 一 状态 闭 集 的 状态 .一 状态 i 是 吸收 的 充分 
必要 条 件 是 p51. 

不 可 约 马 尔 可 夫 链 (irreducible Markov chain) 
一 种 马尔 可 夫 链 . 指 状态 空间 E 是 惟一 闭 集 的 马尔 
可 夫 链 ,这 又 相当 于 五 不 含 两 个 不 相交 的 非 空 闭 
SE. 这 时 ,对 应 的 转移 概率 矩阵 也 称 为 不 可 约 的 . 

遍历 马尔 可 夫 链 (ergodic Markov chain) 一 
种 马尔 可 夫 链 . 指 所 有 状态 都 是 遍历 的 马尔 可 夫 链 . 
一 个 不 可 约 的 非 周 期 离散 马尔 可 夫 链 是 遍历 的 充分 
必要 条 件 是 方程 组 

T; = 24b 所 有 jEE 
存在 满足 zi; 宇 0( 对 所 有 i€ ENA Xa =1 的 解 {zx 
CE}, mM Axa A 
m= lim pp, MRA j € E. 
即 最 终 分 布 存 在 (参见 “最 终 分 布 " 和 “平稳 分 布 ”). 

有 限 马 尔 可 夫 链 (finite Markov chain) 一 种 
马尔 可 夫 链 . 指 状态 空间 是 有 限 的 马尔 可 夫 链 . 有限 
马尔 可 夫 链 有 这 样 的 特点 , 它 的 状态 空间 既 不 可 能 
AS BEN KA, A a] hea AS RRS. 因此 ,一 
个 不 可 约 的 非 周期 有 限 马 尔 可 夫 链 必 是 遍历 的 (人 参 
HL" AS BY 24) 5 OR BY Fe ae” A “ad J SS OR BY RE”). 

3E $8 43 X5 (GRA A $E BO (stationary distribu- 


Ji, AS ERAN 


出 的 概率 分 布 . 设 齐 次 马尔 可 夫 链 的 状态 空 


马尔 可 夫 过 程 


tion of a Markov chain) 具有 某 种 不 变 ( 或 者 说 平 
稳 ) 性 质 的 概率 分 布 . 设 {X(n),n 宇 0} 是 具有 状态 空 
间 的 离散 时 间 马 尔 可 夫 链 , 它 的 转移 概率 矩阵 是 
(pi). 概率 分 布 {P;,i EE} 称 为 这 马尔 可 夫 链 的 平稳 
分 布 ,如 果 


P = 21 pis MER € E. 


当初 始 分 布 是 平稳 分 布 时 ， (EE X(n) n> OMA 
和 初始 分 布 相同 的 分 布 ,因此 这 马尔 可 夫 链 是 一 平 
稳 序 列 . 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 可 类 似 地 
E X. 

Bx £& 4y fp C5 2K RT X SER) Clong-run distribu- 
tion of a Markov chain) ” 亦 称 极限 分 布 ( 马 尔 可 夫 
链 的 ). 指 当 时 间 参 数 趋 于 无 穷 时 转移 概率 的 极限 给 
lA) E, 
概率 分 布 {x;,i€EEI 称 为 这 链 的 最 终 分 布 , 如 果 对 任 
意 1,jEk 有 

lim pP = 二 (离散 参数 情形 
或 lim pj) = (连续 参数 情形 ). 
若 最 终 分 布 存在 ， 则 不 管 初始 分 布 如 何 , 都 有 
lim P(X(n) = — eR. 
(ak lim PXG) — 1) = mj). 
最 终 分 布 必 是 平稳 分 布 . 最 终 分 布 是 平衡 方程 组 
E DOE SE Te 


或 x = Sina) H j E EOG 车 续 参 数 情 形 ) 


的 满足 归 一 一 化 条 件 
D1 


j€E 
的 惟一 正解 . 

极限 分 布 ( 马 尔 可 夫 链 的 )(limiting distribu- 
tion of a Markov chain) 即 “ 最 终 分 布 ” 

纯 间 断 马 尔 可 夫 过 程 (purely discontinuous 
Markov process) JSPR SRA RB RB. 一 类 特 
殊 的 马尔 可 夫 过 程 . 其 特征 是 当 过 程 进入 任意 一 个 
状态 后 必 在 这 状态 和 逗留 一 段 大 于 零 的 时 间 ,然后 跳 
牙 地 转移 到 另 一 个 新 状态 . 这 类 过 程 的 转移 概率 具 
有 以 下 性 质 : 当 X(t) 二 xz 时 ,系统 在 区 间 (t,t 十 Az) 
中 以 概率 1 一 g(t,zx)At 十 oC(Az) 留 在 此 状态 ,以 概率 
qG,x)4td- o CAD RÆDER. m H aR AA BER. Il 
X GO RS ^R Hl QG 320-0028 E. KB q,r) 
0 dé BEER o BE RA QG ry) ERF B BREL. Alt 
A PG,xita-At,(—09, y D2 POX Go AO x y | 
XG)—2x)-—|1—3GG., x) ACIE (rz, wt, 32 AQC, 
Zyy) 十 o(4) ,其 中 

1 (z = y), 


ICr) - 
did ORCI Y 


纯 间 断 马 尔 可 夫 过 程 的 一 个 常见 例子 是 泊 松 过 程 . 
FFRAE q,r) = E BR, MA 
1 (y> z+ l1), 
ety = lo (ars esq 
D iR RT X Ek EX id FE (Markov jump process) 
即 “ 纯 间断 马尔 可 夫 过 程 ”. 
RJ 3 B ZR RJ X $ (reversible Markov chain) 
一 种 马尔 可 夫 链 . FR ORG AY [8] 325 [6] Jes 9E 23€ 43 Tn RAE 
的 马尔 可 夫 链 . 以 离散 时 间 参 数 情形 为 例 , 设 
{XX(n),n 之 0) 是 一 齐 次 马尔 可 夫 链 ,其 转移 概率 算 
阵 是 (pi;). 如 果 这 链 是 遍历 的 ,而 且 初 始 分 布 选 为 
平稳 分 布 {x} ,于 是 这 马 氏 链 是 一 平稳 序列 (这 时 可 
以 想像 链 早 在 上 一 一 co 已 开始 ,因而 在 时 刻 上 一 0 已 
进入 稳定 状态 ). 对 任意 正 整 数 m, k 和 任意 状态 j» 
isise 有 
pi =SP(X(m)=j|X(m+1) =i, 


X(m+2)=i X(m+k) Si) = EE a) 


即 马 尔 可 夫 链 {zx《n),n 宇 0} 的 (关于 时 间 的 ) 逆 过 程 
是 具有 转移 概率 矩阵 (p; ) 的 马尔 可 夫 链 . 当 对 任意 
i,j 有 p= 二 pij 时 ,就 称 这 马尔 可 夫 链 是 (时 间 ) 可 北 
的 .从 (1) 式 易 知 一 个 (遍历 ) 马 尔 可 夫 链 可 逆 的 充分 
必要 条 件 是 对 任意 isj 有 nip njpy. 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 微 分 方程 (Kolmogorov's differ- 
ential equations) 连续 时 间 参 数 马 尔 可 夫 链 理论 
中 的 两 组 微分 方程 . 首先 由 苏联 数学 家 俄国 数学 家 
Fay OR BE BR IG HK CKoumoropos, A. H. ) 推 出 .在 非 齐 次 马 
尔 可 夫 链 的 情形 中 ,第 一 组 方程 是 


2 piss) — — Gils) pulsst) 


+S) gie(s) pis,t) 
ki 


(对 任意 ts>0 和 任意 状态 ij); 
第 二 组 方程 是 


9 
uH 一 一 puls,t)g;(t) 


+ >) pials,t) g(t) 


hj 


(对 任意 :之 * 之 0 和 任意 状态 7,7). 

这 里 zi 是 转移 概率 

qa OG) = limh "pis (tt +h) Fk), 

qit) =— gi(t) = limh "[1 一 putt + h))]. 
应 当 指出 ,上 述 方程 组 中 尽管 出 现 了 偶 导 数 符号 ,但 
它们 实际 上 并 不 是 偏 微分 方程 组 而 是 常 微 分 方程 
组 . 因为 在 第 一 个 方程 组 中 含有 对 较 早 时 刻 * 求 导 
的 导数 ,而 第 二 组 方程 中 含有 对 较 迟 时 刻 上 求 导 的 
导数 , 故 通常 又 把 这 两 组 方程 分 别称 为 柯 尔 莫 哥 党 
夫 向 后 方程 和 柯 尔 葛 哥 洛 夫 向 前 方程 .在 某 些 附加 
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假设 下 ,这 两 组 方程 中 的 任 一 组 惟一 地 确定 一 个 马 
尔 可 夫 链 的 转移 概率 族 . 尽管 向 前 方程 在 直观 上 较 
容易 理解 ,但 向 后 方程 在 理论 上 较 易 处 理 , 故 在 马尔 
可 夫 链 理论 中 ,向 后 方程 较 向 前 方程 更 为 有 用 . 

在 齐 次 马尔 可 夫 链 的 情形 中 ,g(t) 和 Gg, OBS 
上 无 关 的 常数 ,pij(s,t) 只 依赖 于 差 数 1 一 s 而 与 5,t 
的 具体 值 无 关 , 故 向 后 方程 和 向 前 方程 可 分 别 写成 


MO 二 一 qipug t) + XS dapi CO 
bxi 


和 £ p(t) 二 一 pi;(t)g; + > Piet aaj 


bj 
Kp i, 7 是 任意 状态 ,t 是 任意 非 负 实数 ， 
对 于 一 般 的 马尔 可 夫 过 程 也 可 写 出 相应 的 柯 尔 
莫 哥 洛 夫 向 后 方程 和 向 前 方程 .这 里 只 就 齐 次 情形 
依次 写 出 这 两 个 方程 ; 


SP,z,T) ZR GLIP UST) 
+ | gaCgSdS PO WS I, 
EN(x] 
PaM =- | Psz,dy)g(y) 
t r 


+ | Pas zd») TD) 


对 任意 实数 L0. FFB c € E 和 可 测 集 CE, 其 中 
gir) = limh [1 OO 人 


q(Gr,D) = limh !P(h,z,D) (x EL) 
h-—0 


和 对 任意 x EM q Go DD) =q, ING). 

Tj RS SER XB m7 fz(Kolmogorov's back- 
ward equation) A, RIZR EE EFIE AAT AER. 

TR X SFR X I Bj 7; tE (Kolmogorov's for- 
ward equation) 见 “ 柯 尔 莫 哥 洛 夫 微 分 方程 ” 

随机 游 动 (random walk) 一 种 描述 质点 随机 
运动 的 模型 . 其 中 质点 每 一 时 刻 运 动 的 方向 和 (或 ) 
速度 是 随机 的 . 最 常见 的 随机 游 动 是 在 某 个 一 维 或 
多 维 区 域 中 的 格子 点 上 的 随机 游 动 ,质点 在 每 一 步 
只 能 向 相 邻 的 点 移动 . 当 向 所 有 相 邻 点 移动 的 概率 
都 相等 时 称 为 对 称 随机 游 动 . 

最 简单 而 又 有 用 的 一 类 随机 游 动 是 一 维 格子 操 
上 的 简单 随机 游 动 , 它 是 一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 ,其 转 
移 概率 满足 :对 任意 整数 ts Pi i+ p s Pi i—1 5q 和 Pii 
=r, KF p,q Mr 是 满足 p 十 g 十 r= 二 1 的 非 负 实数 
《有 些 著作 规定 r==0). 当 随 机 游 动 的 状态 空间 有 边 
界 点 时 ,根据 在 边界 点 的 转移 概率 的 不 同 规定 又 分 
为 带 吸 收 壁 和 带 反 射 壁 两 类 . 

对 称 随 机 游 动 (symmetric random walk) W 
“随机 游 动 ”. 

爱 伦 弗 斯 特 模 型 (Ehrenfest model) 一 类 离散 
时 间 参 数 的 有 限 马 尔 可 夫 链 . 爱 伦 弗 斯 特 (Ehren- 


fest P. T.) F 1906 年 在 讨论 统计 力学 的 循环 问题 
时 提出 了 如 下 的 试验 设想 : 设 有 N 个 分 子 分 布 在 两 
个 容器 4 和 B 中 . 在 时 刻 n 随机 地 选取 一 个 分 子 并 
把 它 从 原来 所 在 的 容器 移 到 另 一 个 容器 中 . 系统 的 
状态 用 容器 4 中 的 分 子 数目 表示 . 设 在 某 一 时 刻 容 
dk 4 中 恰 有 j 个 分 子 ,在 下 一 次 试验 中 ,系统 的 可 
能 状态 是 7 一 1 或 7 十 1, 这 要 看 分 子 是 从 4 中 选 出 
还 是 从 B 中 选 出 而 定 , 相 应 的 概率 是 j/N RION — 
7)/N. 这 样 的 试验 可 用 如 下 称 为 爱 伦 弗 斯 特 模型 的 
随机 游 动 来 描述 :质点 运动 的 状态 空间 E — (0,1, 
…，N}). 阁 已 知 质 点 目前 处 于 状态 OSN), Bu 
它 在 下 一 时 刻 右 移 或 左 移 一 个 单位 的 概率 分 别 是 
Pia er 和 bij i= 

因为 这 是 一 个 上 所 有 状态 相互 连通 的 有 限 马 尔 可 夫 
链 , 故 链 是 遍历 的 . 

m 阶 马 尔 可 夫 序 列 (In-order Markov sequence) 
亦 称 m 阶 ( 离 散 时 间 ) 马 尔 可 夫 过 程 . 一 类 具有 推广 
了 的 马尔 可 夫 性 的 随机 序列 . 设 mco 是 某 一 整数 ， 
如 果 对 任意 整数 n>m) AER RA loti» tt luas 


JH 
P(X(n) = j|X(n—1)2i, ,,7,X(12a,.X(0» = by) 
POX QD -—JXO—1)945 55 
-+ X(n — m) = inm) (m È 1), 
P(X (na) = 7) (m = 0). 


WU) Sk BG BLAE & FF 91 UX G0 n0) JJ m Ep SR n] X 
序列 . 上 式 表 明 m 阶 马 尔 可 夫 序 列 的 演变 只 依赖 于 
它 在 最 近 m 个 时 刻 的 状态 . 这 性 质 是 普通 的 马尔 可 
夫 性 的 推广 . 一 阶 马 尔 可 夫 序 列 就 是 普通 的 离散 时 
间 马 尔 可 夫 过 程 ,而 零 阶 马尔 可 夫 序 列 则 是 相互 独 
立 的 随机 变量 序列 . 

m BO RA m i f£ On-order Markov process) 
Bl "m 阶 马 尔 可 夫 序 列 ” 

马尔 可 夫 转 移 函 数 (Markov transition func- 
tion) 由 马尔 可 夫 过 程 的 转移 男 数 引申 出 来 的 概 
念 . 设 (E,E6) 为 可 测 空间 ,T 为 A 的 子 集 . 如 果 

1. 对 固定 的 s,x,t,Pls,zX;t，,B) 关 于 B 是 2 上 
概率 测度 ; 

2. AEN sot BPO xb BOAT xz Æe 
d pR BX ; 

3. 查 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 成 立 , 即 对 任意 0 
Sst, 有 


P(s,x;u,DB) = | P (s,x;t,dy) PG, y;u, B); 
E 
则 称 四 元 数组 P(,xt,B),s,utc T,s«t,BCé,.xc 
E Jg HR EACUS HS) BR C. 一 些 著作 还 加 上 如 


下 的 正规 性 条 件 , 即 
4. 对 任意 s,P(s,r35,B)=Ip(x) ,相应 的 转移 


图 数 亦 称 为 正规 的 . 
如 果 存 在 三 元 函数 P(t, rB), $ P(s,25t,B) 
= PG-—s,x,B),Nu Rn R ERE PREX PCs oct. B) 
称 为 齐 次 的 . 这 就 是 说 ,在 x RI B 圈定 时 ,P(s,x;t， 
B) 只 依赖 于 i 一 s. 
转移 函数 的 概念 源 于 马尔 可 夫 过 程 的 条 件 概率 
PiIX@MEB|X()=2x}) IX de st Box HOH 
BX. 一 般 地 XS UU 76 PA A — x& 8 E Fe EP PHBE X 
"P BJ AR Fr. SE Tfi E YF Ae RE T] CAR EORR TEE» E XR 
条 件 概率 可 选取 一 个 版 本 ,使 之 满足 转移 函数 的 条 
件 . 也 就 是 说 ,存在 转移 函数 Ps,zit, BO ,使 
PIXU) € BIX x) JPG, G)ui,B). 
这 时 , 称 Pls,z;t，B) 为 马尔 可 夫 过 程 (X(t)} 的 转移 
函数 ,而 马尔 可 夫 过 程 4X(CD)) 则 称 为 具有 转移 函数 
PG,zit BOB S AR n] A dE. 当 转 移 函 数 是 齐 次 
时 ,对 应 的 马 氏 过 程 也 称 为 齐 次 的 . 
IE X By 2g RT KER HH (normal Markov tran- 
sition function) JL," £g n] A SE EE wR”. 
FABRA XH US homogeneous Markov 
transition function) J^ c K A] KER pR C". 
3r XR OKA Kit FH (homogeneous Markov pro- 
cess) 见 “ 马 尔 可 夫 转 移 函 数 ” 和 ”马尔 可 夫 过 程 ” 
马尔 可 夫 族 (Markov family) 和 马尔 可 夫 过 
FUN BR. RX) AER RUBRO E 
随机 变量 族 . 记 
A —gXQOG),r E Z), 
A= gOX(QG D 
Fy, = (XC), St) 
和 Fo ga Xu), sXuxtt).PGs,a2;3t I ESR 
可 夫 转 移 图 数 , 又 设 对 每 个 SEH, „EE, FEEN 
于 空间 (Qf2, 多 >,,) 上 的 概率 测度 P. ,如果 对 所 有 sE 
HK, RH ZE 五 ,有 : | 
L XO) XE (0,97, Pod BA B IRE 
过 程 ; 
2. 这 个 马尔 可 夫 过 程 有 转移 函数 P Comit T); 
3. P, (X GO mx] —1; 
WE CX GO PARA RE BH PGs DO BA 
尔 可 夫 族 . 上 述 马尔 可 夫 族 是 对 其 自然 o 代数 族 而 
言 . 类 似 地 ,可 以 定义 对 于 一 般 的 上 升 o 代数 族 的 马 
尔 可 夫 族 . 在 许多 场合 马尔 可 夫 族 又 称 为 马尔 可 夫 
过 程 . 在 某 些 著作 中 还 把 马尔 可 夫 族 称 为 标准 马尔 
可 夫 过 程 ( 但 后 者 在 另外 一 些 著作 中 则 另 有 含义 ). 
对 一 般 马 尔 可 夫 过 程 , 不 一 定 存 在 上 述 的 概率 
测度 族 .但 当 相 空间 EE 是 o 紧 距 离 空间 而 是 EE 上 
的 波 莱 尔 代数 时 ,这 样 的 已, .是 存在 的 . 
如 果 概 率 测度 族 PL RRB se EE BRI 
P G,x;t,D) ARMT BM :一 * 而 与 s,t 的 具体 值 无 
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关 , 则 相应 的 马尔 可 夫 族 称 为 齐 次 的 . 

齐 次 马尔 可 夫 族 (homogeneous Markov family) 
见 “ 马 尔 可 夫 族 ”. 

查 普 曼 - 柯 尔 莫 半 洛 夫 方程 (Chapman-Kolmo- 
gorov equations) 马尔 可 夫 过 程 理论 中 用 来 刻画 
转移 概率 特性 的 一 组 方程 .对 于 一 般 的 非 齐 次 马尔 
可 夫 过 程 , 查 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 程 是 


POs,r;u,DB) = | P(Gs,r;t,dy)P(t,ys;u, B). 
E 


其 中 s,t,w 是 满足 Osa 的 任意 实数 ,B ERK 
态 空 间 E 的 任意 可 测 集 ,P(s,zx,u,B) 是 过 程 的 转 
移 概率 . 即 当 已 知 过 程 在 时 刻 * 处 于 状态 x 时 , 它 在 
时 刻 u 将 转移 到 集合 B 中 的 条 件 概 率 . 对 于 齐 次 马 
尔 可 夫 过 程 ,这 组 方程 为 


PG 十 bz,B) = | Pr,dy) Pay B. 
E 


其 中 sst 是 任意 非 负 实数 ,B 的 意义 同上 ,P(t,y,B) 
是 转移 概率 . 即 当 已 知 过 程 在 初始 时 刻 处 于 状态 y， 
经 过 长 为 1 的 时 间 后 将 转移 到 集合 B 中 的 条 件 概 
率 . 在 马尔 可 夫 链 的 情形 中 ,对 应 的 查 普 曼 - 柯 尔 莫 
哥 洛 夫 方程 要 用 离散 求 和 代替 积分 (参见 “转移 概率 
XB Be"). 

推移 算 子 族 (shift operators) — JE HE AY [B] Ale 
EB BOSE. WEUX G0 t EZ HPE FW E [8] 
(五 ,3) 和 定义 在 2, 有) 上 的 随机 过 程 , 如 果 对 每 一 
1 之 0,0 是 满足 如 下 条 件 的 从 吕 到 吕 中 的 映像 :对 
任意 5220,78 X Gs,8,0) =X Cs Ft, o) ， 则 称 10. ,之 0) 
为 推移 算 子 族 . 对 于 可 测 函 数 7(w), 则 定义 07 Co) 
二 7(9.w). 当 2 是 定义 在 A, ERE E HSK 
数 ( 右 连续 函数 或 连续 函数 ) 空 间 , 而 {X()} 定义 
FX o) AG). t€ X, o—AC* ), 则 4 一 定 存 
Æ. 但 对 一 般 的 2,6, 不 一 定 存 在 .不 过 总 可 以 扩大 
基本 空间 92, 使 得 推移 算 子 0. 存在, 而且 又 不 影响 原 
过 程 的 概率 性 质 . 

转移 函数 的 随机 连续 性 (stochastic continuity 
of a transition function) 转移 盟 数 的 一 种 关于 时 
间 参 数 的 连续 性 质 . 设 状 态 空间 五 为 距离 空间 ,如 
果 对 任意 xEE, 任 意 包含 xz 的 开 集 G, 有 

lim P(.z.6) = ]. 
则 称 转移 函数 P(t,x,B) 为 随机 连续 的 . P aG) 
随机 连续 ,等 价 于 对 任意 五 上 的 有 界 实 值 连续 函数 
f GO B8 
lim Tf Go) = je): Wa e EJ, 

FACT) PGx Bt KERR F. 

1$ F} (stopping time) 一 类 随机 时 刻 . BARA 
某 种 与 将 来 无 关 性 质 的 随机 时 刻 . 确切 地 说 ,对 于 给 
SE BU o BOF hea, ,如 果 对 任意 zfE [0, 二 co)， 
A TKH EF, Wl EX TiQ—[0.-o oo [BR CE D 
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停 时 . RATA n P RS BOAR RE: 7, n] TRAE UJ at FE 
在 时 刻 t 以 前 的 全 部 信息 ,而 7 了 则 是 联系 于 过 程 的 
某 随机 事件 的 发 生 时 刻 . 停 时 的 条 件 就 是 “该 随机 事 
ftt e c 以 前 发 生 ” 的 事件 完全 取决 于 过 程 在 时 刻 i 
以 前 的 信息 7. 例如 ,在 离散 情形 , 当 一 赌 徒 决定 
当 他 胜 一 百 次 即 停止 赌博 时 ,他 停止 赌博 的 时 刻 = 
是 一 随机 变量 ,事件 {r==n) 表 示 他 赌 到 第 ”次 恰好 
胜 一 百 次 .rt 是 否 等 于 nn 当 他 赌 到 第 次 后 即 可 决 
E BY, BER n REY ASA n KOA KIA 
徒 胜 负 的 全 部 信息 , 则 {r= 二 n}€E BD c — CE, 
停 时 . 

停 时 又 称 可 选 时 或 马尔 可 夫 时 或 与 将 来 无 天 的 
随机 变量 . 

可 选 时 (optional time) BI “SAY”. 

马尔 可 夫 时 (Markov time) 一 类 随机 时 刻 . 但 
有 些 著作 在 同时 使 用 马尔 可 夫 时 和 停 时 两 词 的 时 
候 , 对 停 时 还 要 求 它 取 有 人 穷 值 的 概率 等 于 1. 

H JA Rf (first entrance time or first passage 
time) 一 类 随机 时 刻 . 是 随机 过 程 首次 到 达 茶 状态 
RATZ. EXO ER 0g ULT CE Ee) EW 
EILE, ACS. S (A inf Ø = +o) 

D,Cw) = infit > 0;X(1,») € A} WEN). 
WRK Ds 为 集合 AW BAN. 首 达 时 是 个 很 重要 的 
概念 , 它 是 历史 上 首先 被 考虑 的 一 类 随机 时 间 . 一 般 
情形 下 验证 Da 为 停 时 (对 {X()) 的 自然 o 代数 族 
而 言 ) 并 不 是 容易 的 . 者 五 为 局 部 其 可 分 距离 空间 ， 
E ME pA UX COS 8 E cf , Nu 24 
4 为 开 集 时 易 证 Da 为 停 时 . 

Mis (début) 比 首 达 时 更 广 的 概念 . 设 2 为 
—fS& &.HC[0,4995X0,4 

Du(w) = inf(t Z0; Cw) € Hj (v € (2, 
WE Dy 为 集合 A 的 初 遇 . 此 处 约定 inf O = +00. 
可 以 证 明 , 当 五 为 循序 可 测 集 时 ,Dr 为 停 时 . 

首 中 时 (first hitting time) 现代 马尔 可 夫 过 
程 理论 的 一 个 重要 概念 . 设 {X(z),tE 织 ;) 为 取 值 于 
CE,6) EB] Eu fg.AC A. m 

T,(w) = infit > 0; X(t,o) € A} 
(w € DE inf Ø =+ co), 
则 称 Ta 为 集合 4 的 首 中 时 或 A SENSA) K A ih 
时 . nf AE, E E DM Joy SER n] Op BB ES dH] 6 为 EE 
BggE 3E ZR RC. XO}AS Hate. WM Ta AH. 
Ta 与 Da 有 这 样 的 联系 : 
qi ims --D,»80). 

其 中 0, 为 马 氏 过 程 {X()) 的 推移 算 子 . 4 X CO 0) 
GARA Ta Da 

A H Rf (first exit time) 见 “ 首 中 时 ”. 

of OR A) At FE (strong Markov process) 一 


类 随机 过 程 . 指 具 有 比 马 尔 可 夫 性 更 强 的 条 件 无 后 
效 性 的 随机 过 程 .如 果 对 于 任意 停 时 rz 和 CC 
olX(tr+u) u20) 后 o 代数 ), 有 
P(B|F,) = P(B|X(r)). (1) 

其 中 F.={ACF, AN (iex) € T, jt o fX 
数 , 则 称 马尔 可 夫 过 程 {X(GD),zE A, } 是 强 马尔 可 夫 
过 程 .由 等 式 (1) 刻 画 的 性 质 称 为 强 马 尔 可 夫 性 . [A 
为 任意 非 负 常 数 1 都 是 一 个 停 时 ,所 以 (1) 式 是 “ 马 
RARE” H EE 2 的 加 强 ( 参 见 “ 马 尔 可 夫 过 
程 ”), 而 强 马 尔 可 夫 性 只 不 过 是 在 描述 马尔 可 夫 性 
的 等 式 中 用 任意 停 时 t+ 代替 任意 固定 的 时 刻 z. 

许多 常见 的 马尔 可 夫 过 程 ,例如 ,离散 时 间 参 数 
马尔 可 夫 过 程 ,布朗 运动 等 都 具有 了 强 马 尔 可 夫 性 .但 
也 存在 马尔 可 夫 过 程 不 是 强 马 尔 可 夫 过 程 的 例子 . 

强 马 尔 可 夫 性 (strong Markov property) M, 
“HRR”. 

UH KB (Markov semigroup) 亦 称 马 
尔 可 夫 转 移 半 群 . 一 种 算 子 . 指 由 齐 次 马尔 可 夫 过 程 
的 转移 函数 定义 的 半 群 算 子 . 设 (E,2) 为 可 测 空间 ， 
BIERE ERA E np gne A Sc B BS EXP] 25 [8]. 在 
B(E) 中 引入 范 数 

| fll = sup] GL. 


U BEY RRA USER BI. OX (OO tC ££.) BV 
(下 ,人 ) 为 相 空 间 的 齐 次 马 氏 过 程 , 它 的 转移 函数 为 
PG,x,B).1E BOO Eg VET T 


Tf x) = | FDP ,rdy) (Vf € BC»). 
E 


WI T,BGOCBOGOD,TT,—T. ET, AUR SERVER 
T. AK AP RR UD en, 构成 算 子 半 群 ,这 就 是 马 
尔 可 夫 ( 转 移 ) 半 群 . 由 于 这 个 半 群 总 可 完全 惟一 地 
决定 过 程 的 转移 函数 ,考虑 马尔 可 夫 过 程 相应 的 算 
子 半 群 是 很 有 好 处 的 . 由 此 而 发 展 了 一 整套 马尔 可 
夫 半 群 理论 . 

人 们 还 可 以 考虑 男 一 个 半 群 : 设 MER 
(EL,6) 上 有 限 符号 测度 的 巴 拿 赫 空 间 , 其 上 的 范 数 
定义 为 全 变 差 , 即 | wx | 一 ACE ) 一 ACE R E 
UE —EJN E XT e 的 任 一 分 解 , 对 每 一 1€ VE, 


A> 
X 


T; (B) = | TAR CR ee 
E 


WT les 构成 M(E) 上 的 有 界线 性 算 子 半 群 . 

EFT, ST) AARNA R. 但 这 种 关系 不 
是 完全 的 ,因为 B(E) 与 M(E) 中 一 般 没有 一 个 是 另 
AAEN. 虽然 如 此 ,人 们 还 是 只 需 研究 
两 个 半 群 中 的 一 个 就 可 以 了 . 一 般 地 ,研究 {了 7,} 较 为 
方便 些 . 

对 于 非 齐 次 情形 ,也 相应 有 类 似 的 带 有 两 个 参 
Ec RO ERE FIT.) 53 (017, 


马尔 可 夫 过 程 


马尔 可 夫 转 移 半 群 (Markov transition semi- 
即 “ 马 尔 可 夫 半 群 ”. 

无 穷 小 算 子 (infinitesimal operator) | ZR ER I 
穷 小 生成 元 . 随机 过 程 理论 的 重要 概念 . 它 可 对 任意 
巴 拿 赫 空间 上 的 任 一 算 子 半 群 来 定义 . 此 处 是 对 马 
尔 可 夫 半 群 而 言 . 如 果 下 面 二 式 右 端 极限 按 范 数 意 

B, = (filim [T — fl —0, f£ € BG) (D 
EXATA: 
Af = lim f — D. f€ BE), (QD 


Ww Da 为 4 的 定义 域 , 则 有 DAC B, RF ARAS 
EC SEE OX 00) 8) GRO 2E DNAT. EOD CO WH 
RES ic SAR ES CBI ^, € BCE), JEBE), || f. | 
ABR, AR x€ E, f, GO fF GO Ws SF, } 55K 
BUT f, 记 为 w- lim. f= D FREF AW 
弱 无 穷 小 算 子 .无 穷 小 算 子 4 是 线性 的 ,但 未 必 有 
A. 

无 穷 小 生成 元 (infinitesimal generator) H[l 
“无 穷 小 算 子 ”. 

强 无 穷 小 算 子 (strong infinitesimal operator) 
见 “ 无 穷 小 算 子 ”. 

. 882: 53 I] F (weak infinitesimal operator) 

见 “ 无 穷 小 算 子 ” 

预 解 算 子 族 (resolvent operators) 亦 称 预 解 
式 . 研究 马尔 可 夫 半 群 和 对 应 的 无 穷 小 算 子 的 重要 
工具 . 和 无 穷 小 算 子 A 一 样 ,此 处 仍 只 考虑 马尔 可 
夫 过 程 的 转移 函数 . 对 每 一 复数 ACReA> O0, XE RE 
T Ri: 


十 co 
R, f= | e "T fdt 
0 


group) 


十 co 
一 | e>] JDP t, x,dy)dt. 
0 E 


I Ab FA oy TR 3E SSM OR BER IE X. Ri 至 少 
在 B, 上 有 定义 . SET RR BASRA KYAT, } 
的 预 解 算 子 族 . 

对 每 个 复数 ACReA OR, 是 线性 有 界 算 子 . 
虽然 预 解 算 子 族 不 一 定 能 惟一 地 决定 半 群 {T,}( 因 
为 对 任意 x,TEG 由 Ri 只 能 对 几乎 所 有 :二 0 求 出 
PL,zx,T) ,而 不 是 对 所 有 1 之 0), 但 在 研究 ,与 它 
的 无 穷 小 算 子 4 的 关系 时 ,R,; 是 一 个 重要 工具 . 

FARE (resolvent) Bl“ MRA THR”. 

过 分 函数 (excessive function) 现代 马尔 可 夫 
过 程 理论 的 重要 概念 . 设 {T,)iez, 为 齐 次 马尔 可 夫 
FEG) tO} HW RBH, (EO) ARS Al, 
对 于 FES OK f<toc,4 a=0 HJ, 0 it 4r wR 
称 过 分 函数 . 如 果 对 a 二 0, 有 : 
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1. Vtz—0,VrC E, fix)—e "Tfi; 

2. f=lim e "T.J; 

WER S ARFER TH a 过 分 函数 . 

过 分 图 数 与 古典 位 势 理 论 中 的 上 调和 函数 有 着 
十 分 密切 的 联系 ,在 布 明 运动 过 程 情形 下 , 非 负 上 调 
和 函数 就 是 过 分 函数 . 它 是 研究 训 特 过 程 的 一 个 基 
本 工具 . 

位 势 (potential) 物理 学 中 位 势 概念 的 数学 抽 
RRDA R 的 开 子 集 ,L(x,y),， xX，,yED 是 关于 
roy 对 称 的 函数 ( 势 核 ). 给 定 DD 上 的 一 个 测度 x, 则 
LBS L 3 L, 定义 为 


«s E 
E Sf D be nr gx. PL AEH 


Te EE T 

位 势 的 概念 起 源 于 物理 学 . 设 有 一 离散 电荷 分 
布 , 即 有 m 个 电荷 g ,分别 位 于 点 立 人 一 1，2，…， 
m) 5 3X 2H Fi far FE x Cex; Rb P^ HE B SOR Re dL 
位 电荷 自 无 穷 远 处 移 到 x 所 做 的 功 . 故此 势 为 

ae |x E asl 

RB x—zcxdXmMA r5 oe HER. 把 这 个 概念 一 
般 化 ,就 得 到 上 述 数学 中 的 势 的 定义 . | 

位 势 理 论 与 马尔 可 夫 过 程 有 着 深刻 的 联系 , 角 
谷 静 夫 证 明了 平面 上 狄 利克 雷 问题 的 解 可 以 用 二 维 
布朗 运动 的 某 些 概率 特征 来 表达 ,由 此 发 现 布 朗 运 
动 与 位 势 间 的 关系 : 随 着 相 空 间 OR” 的 维 数 的 不 
IH] ,情形 也 有 所 不 同 . M n=2 时 , 布 明 运动 是 常 返 
的 ,这 时 对 应 对 数 势 ,即位 势 定义 中 


L(z,y) 一 二 Inly 一 z|. 


当 ”之 3 时 ,布朗 运动 是 瞬时 的 ,这 时 对 应 牛顿 位 势 ， 
Bp 


l'(n/2—1) 


Loriy)— Darl? gal 


"E 
=j 2(.r,y)dt|. 


其 中 pa,r, y) ARB EE PR IE. 

# Bit fe (Feller process) 一 类 马尔 可 夫 过 
Ti. 指 其 对 应 的 转移 算 子 把 连续 隐 数 映 为 连续 函数 
的 马尔 可 夫 过 程 . 设 记 为 距离 空间 ,6 为 上 开 集 
产生 的 o 代数,C 为 定义 在 五 上 连续 函数 的 全 体 . 如 
RVs. SECARA T, SEC, WERE EKER 
ARAP Cs m7 5t B) A ESI NJ. 此 处 


Tf 2 = j F3, 02 f(y). 
E 


tH DE VL» FE BS R ROT A OT, FE EPH AK 
映 为 连续 函数 . 这 个 条 件 是 很 自然 的 ,因为 它 实质 上 
356 


要 求 当 x 一 zo 时 ,概率 测度 PEt, OAF 
人 

WMRSERAD AMEX) ER, B SE RE PROC 
是 费 勒 的 , 则 以 (E,2) 为 相 空 间 的 该 马尔 可 夫 过 程 
称 为 费 勒 过 程 . 如 果 费 勒 过 程 的 转移 函数 为 齐 次 的 ， 
则 称 该 费 勒 过 程 为 齐 次 的 . 

当 五 为 紧 距 离 空 间 时 ,随机 连续 的 费 勤 转移 天 
数 所 对 应 的 半 群 理论 已 十 分 完满 . DORT «58 897553 
小 算 子 4 和 和 所 是 一 致 的 ,而 且 转 移 函 数 由 其 无 穷 小 
算 子 惟一 决定 . 

费 勒 转移 函数 (Feller transition function) J 
“ 费 勒 过 程 ”. 

Jr Xx $8 p 3t $8 (homogeneous Feller process) 
w $e TT AR”. 

享 特 过 程 (Hunt process) 一 类 满足 某 些 连续 
性 条 件 的 强 马 尔 可 夫 过 程 . 如果 下 列 三 个 条 件 成 立 : 

1. 它 是 右 连续 的 ; 

2. ERAS RARE: 

3. 它 是 拟 左 连续 的 , 即 对 任 一 列 上 升 趋 于 停 时 
T 的 停 时 {了 T,} ,有 

lim X (T) 二 X(T) a.s. 在 {7 了 <+ œ} E; 

RUF RGR KG X (1) tC As RAS RUE. 

享 特 过 程 与 位 势 理 论 有 着 密切 联系 ,这 种 联系 
是 由 亨 特 (Hunt,G. A. ) 等 人 在 把 布朗 运动 与 位 势 
的 联系 推广 到 一 般 马 尔 可 夫 过 程 时 发 展 起 来 的 . 

扩散 过 程 (diffusion process) 一 种 马尔 可 夫 
过 程 . 粗略 地 说 ,扩散 过 程 就 是 具有 连续 样本 轨道 的 
强 马 尔 可 夫 过 程 . 但 它 的 严格 定义 有 许多 大 同 小 异 
的 形式 ,下 面 的 定义 有 较 好 的 直观 意义 . 如 果 下 面 两 
条 件 成 立 . 

1.Ve-5042--0,0r C 90" 


jim al PGs heyy =o, 
|ly—a|>e 


2. FE n 维 向 量 br, Ej nX n BE alx, tAE 
得 Ye 之 0,t1 宇 0,X7E KR ,有 


lim if Cy; — xP (t,x5t + h,dy) 
|y= r|<e 
= ġ; (x,t) (= 1,2, n), (1) 


lim L| = DO; — pP, zit + Ady 
h—>0 I»y— r| <e 


= ajgxr,t) (Sij xin). (2) 
(b= (5, b, ,***,5,), a— (a2); 

则 具有 转移 函数 P(s,zx;t，,B) 的 n 维 马尔 可 夫 过 程 
PRA Ov 维 ) 扩 散 过 程 . I] EE 2 称 为 漂移 系数 ,和 矩阵 a 
称 为 扩散 系数 (和 矩阵 ). 

在 实际 中 ,许多 物理 .生物 .经济 和 社会 现象 都 
可 用 扩散 过 程 来 模拟 或 逼近 . 车 把 X(z) 理 解 为 质点 
的 位 移 , 则 条 件 1 表示 在 充分 小 的 时 间 间 隔 内 质点 


不 可 能 作 大 于 预先 任意 给 定 的 常数 s 的 位 移 , 这 接 
近 于 说 过 程 的 样本 轨道 必须 是 连续 的 . 而 条 件 2 在 
大 多 数 场 合 下 把 积分 区 域 扩大 到 R 也 成 立 . 因而 
(1) 式 表示 位 移 的 无 穷 小 均值 ,也 就 是 质点 的 位 移 速 
度 为 5(x,t). 又 由 (62) 式 和 (1) 式 便 知 a Cm D A LE 
的 无 穷 小 方差 ,表示 质点 运动 偏离 均值 的 程度 . TE SC 
际 中 ,这 主要 是 因 质 点 受到 随机 碰撞 和 热 的 起 伏 等 
因素 影响 而 产生 的 . 

漂移 系数 (drift coefficient) WH ROLFE”. 

扩散 系数 (diffusion coefficient) 见 “ 扩 散 过 
f. 

无 穷 质 点 马尔 可 夫 过 程 (Markov processes with 
infinite particles) 一 类 重要 的 马尔 可 夫 过 程 . 如 果 
其 状态 空间 X 为 A’ 上 的 拉 东 (Radon) 计 数 测度 空 
间 ( 即 在 紧 集 上 质点 数目 有 穷 ), 则 该 马尔 可 夫 过 程 
称 为 无 穷 质 点 马尔 可 夫 过 程 .无 穷 质点 马尔 可 夫 过 
程 源 于 统计 物理 中 质点 的 相 变 问题 .后 来 不 断 发 展 
起 来 ,出 现 了 大 批 模型 . 下面 以 自 旋 模 型 为 例 . 

自 旋 (spin) 模 型 ;如果 它 的 相 空 间 X — (0,177, 
BI X 为 定义 在 $ 上 到 值 0 或 1 的 函数 空间 ,其 中 
为 可 数 集 ; 而 且 存在 函数 C Cu n) 5 X X 988. 
当 上 >0 时 ,有 
P. (X, u) ÆX(u))=C(u,xr)t+0(t) 
(r€ X,u,v€S) 
P,(X, (u) ÆX (Cu)  X,(v) #X (02) — 0 
(uAvES),. 
则 该 马尔 可 夫 过 程 (X,,P.,zEX) 称 为 自 旋 过 程 . 
自 旋 模 型 的 直观 意义 是 :S 表示 粒子 系统 的 位 
置 集 , 每 个 位 置 xES 处 的 粒子 的 可 能 状态 是 0 或 
1,X 中 的 每 个 元 r 就 是 整个 粒子 系统 的 一 个 状态 
( 称 为 系统 的 组 态 ). cu) HAN FE wE S 处 粒子 的 状 
AS. 而 (1) 式 表示 Cu MERRE u 处 的 粒子 的 
状态 从 Xl) 变 到 1 一 z GO (变相 ) 的 速率 ,而 且 在 两 
个 以 上 的 位 置 同时 发 生 相 交 的 概率 为 0. 

按照 S 及 Cl(u,z) 的 各 种 不 同 取 法 , 自 旋 模型 
又 分 为 伊 辛 模型 ,接触 模型 (或 增长 模型 ) ,选举 模型 
等 . 除 自 旋 模 型 外 ,无 穷 质点 马尔 可 夫 过 程 还 有 排 它 
(exclusive) 模 型 ,反应 扩散 模型 等 . 

自 旋 过 程 (spin process) WL“ RAMA SKA 
KFE”. 


(1) 


随机 点 过 程 与 分 文 过 程 


随机 点 过 程 (stochastic point process or ran- 
dom point process) ”简称 点 过 程 . 一 类 数学 模型 . 
它 是 描述 按 一 定 统 计 规律 在 空间 X 中 随机 地 分 布 
的 一 些 点 的 数学 模型 .粗略 地 说 ,随机 点 过 程 就 是 随 
机 的 点 分 布 . 现实 生活 中 存在 着 许多 这 样 的 随机 现 


随机 点 过 程 与 分 文 过 程 


象 , 其 中 大 们 所 关心 的 随机 事件 具有 高 度 局 部 化 的 
特点 , 亦 即 事件 的 发 生 可 以 认为 只 限于 在 时 间或 空 
[8] (统称 为 状态 空间 并 记 为 至 ) 中 的 一 个 很 小 的 范 
围 内 ,因此 在 数学 上 可 以 用 一 个 理想 化 的 点 来 表示 . 

最 常见 的 情形 是 状态 空间 2 取 为 实数 直线 ZA 
二 (一 00, 十 oo) 或 它 的 非 负 部 分 A. — [0. +). A 
为 实数 有 大 小 先后 的 次 序 , 故 这 样 的 点 过 程 又 称 为 
随机) 事件 序列 或 事件 流 . 

在 数学 上 也 可 以 把 随机 点 过 程 定 义 为 一 类 特殊 
的 随机 测度 随机 计数 测度 (简称 计数 测度 ). 如 
同 在 “随机 测度 ”条 中 所 述 , 设 多 是 满足 第 二 可 数 
公理 的 局 部 紧 德国 数学 家 豪 斯 多 夫 (Hausdorff,F.) 
空间 . 定义 在 AO 上 的 波 菜 尔 代数 BOA) EB Th 
测度 是 在 紧 集 上 为 有 限 的 非 负 整 值 测 度 , 人 们 用 
NAY RR E ALL RE WMRR C CAT E 
(关于 淡 拓 扑 ? 的 波 菜 尔 代数 . FHA 上 的 一 个 随 
机 点 过 程 就 是 从 基本 概率 空间 (2, 罗 , 忆 ) 到 
CAC CAT) ,用 (7)) 中 的 一 个 可 测 映 象 6. 注意 对 任 
意 固 定 的 wEQ,c(ow)E -CC27) 是 一 计数 测度 . 由 
于 -A (2 DC 到 (2), 故 随机 点 过 程 是 特殊 的 随机 
WE. 又 若 上 是 一 随机 点 过 程 , 则 对 任意 AC 
Z8(.47),P£ ! (A) —P(ec€QO,£(o) € ATE S Hd nj lll 
zs [8] (VA), BONV)) EKTRE PE ,并 
称 其 为 CMa. 由 于 和 它 的 分 布 是 一 一 对 应 的 ， 
故 又 可 把 一 个 随机 点 过 程 定义 为 可 测 空 间 
(VA), BAM E B — AP RES UU BE. TE XR E ILE. 
义 的 点 过 程 是 局 部 有 限 的 , 即 过 程 在 用 -的 任意 紧 
集 ( 当 党 = 吏 或 又 的 一 个 子 集 时 , 紧 集 可 用 有 界 
集 代替 ) 中 的 点 数 一 定 是 有 限 的 . 

对 于 状态 空间 是 S£. =[0, 十 co) 的 随机 点 过 程 
(不 失 一 般 性 ,可 设 在 时 刻 £— 0 没有 点 发 生 ), 人 们 
可 以 把 它 的 点 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 为 0— SES, 
<S.<-+ ,并 用 随机 变量 序列 {S,,2 委 0)} 或 由 了 ,一 
S, — S, 5E SOAS AR [8] [8] ER. FE 90] UTD n Z1) RI LR 
过 程 . 另 一 方面 , 若 以 N GO dB ERE TE IX [8] CO c] rp A 
生 的 点 数 , 则 {N(z),t 宇 0} 是 一 计数 过 程 ; 若 给 定 了 
一 计数 过 程 {N (2),t 宇 0), 则 通过 

| S, —inf (t: N GO Zen) 
可 确定 一 点 列 {S,,n 宇 0)( 如 前 , 令 S5 00. 由 于 这 
种 一 一 对 应 关系 ,人 们 在 数学 上 往往 把 一 个 点 过 程 
和 相应 的 计数 过 程 看 做 是 等 同 物 ( 参 见 “ 随 机 测度 ” 
和 “计数 过 程 ”). 

点 过 程 (point process) 


随机 点 过 程 的 简称 . 
tt Mit EH (counting process) 一 类 有 广泛 应 

用 的 非 负 整数 值 随机 过 程 . 如果 N GRR EY A 

以 前 (包括 时 刻 轧 发 生 的 事件 数目 , 则 该 随机 过 程 

UN (2),t 宇 0} 称 为 计数 过 程 . 确切 地 说 ,计数 过 程 是 

满足 下 列 条 件 的 随机 过 程 : 
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1. NG) 取 非 负 整 值 . 

2. 45 st, ul] NOGOSEN CE). 

3. 对 于 S—GSNODO— N GOSE-E TE IX [B] Gs ,tj 中 发 
生 的 事件 数 . 

随机 测度 (random measure) 取 测 度 值 的 随机 
变量 . A 是 满足 第 二 可 数 公 理 ( 即 有 可 数 拓 扑 
22) HY) Jey BBR Se BR], ACA) BA 上 由 所 
& JF SR P^ /E SER IRR, H(A) BE ME 
BA) E Br ZR WE , , 即 在 紧 集 中 取 有 限 值 的 测度 
的 全 体 . 人 们 可 以 通过 淡 收 敛 在 空间 (AM) ESI 
A A At Hid ALR b Bg UC 3E R FCRC 
EM). A 上 的 一 个 随机 测度 就 是 从 基本 概率 空 
间 (9 ,多 ,P)B Cor C7) BA) ) n fg — F aT uin gi 
WEC*). 注意 ,对 于 任意 € OE WC CE 
一 个 拉 东 测度 , 故 粗 略 地 说 ,随机 测度 就 是 取 拉 东 测 
度 值 的 随机 变量 . 若是 一 个 随机 测度 , 则 对 任意 4 
EB(AM), 由 Pé (A) =P{wE N, Elo) € A4} 可 诱 
导出 可 测 空 间 Coe C0 0,2 C700) E BS — PRM 
E PECORA EBAT). 类 似 于 普通 随机 变量 和 它 
的 分 布 范 数 的 对 应 关系 ,也 可 以 把 一 个 随机 测度 看 
做 是 定义 在 空间 Co C20 ,有 静 (.- 丈 )) 上 的 一 个 概率 
测度 . 

M GL [0,4-99)Bf., 8 — EK E ve 
ACR AE 4d Fi ER AGO — ut Loc D ——7^* 
定义 在 A. E EIL BIS SDA AB A X BE BR BL AE — — XT 
应 的 . 故 用 M CER OR PUB XER eR A(z), 则 可 
AE MCR OR MM( 统 ; ) 看 做 是 等 同 的 空间 . 

随机 事件 序列 (sequence of random events) 
亦 称 事件 流 .一 类 随机 点 过 程 . 指 状态 空间 ( 即 点 发 
EZEZ 是 时 间 轴 的 随机 点 过 程 . 

事件 流 (stream of events) 即 “ 随 机 事件 序 
y". 

JF XB 95 xi f£ (homogeneous Poisson process) 
一 类 既 简 单 又 在 理论 和 应 用 中 起 着 重要 作用 的 随机 
点 过 程 . 可 以 这 样 说 ,随机 点 过 程 是 以 这 类 过 程 为 基 
石 发 展 起 来 的 . 对 于 计数 过 程 {N(z),t 宇 0), 如 果 它 
满足 以 下 条 件 : 

1. PCN(0)=0)=1; 

2. 有 独立 增 量 , 即 过 程 在 不 相交 区 间 的 增 量 是 
独立 的 ,这 也 就 是 说 过 程 是 无 后 效 的 ; 

3. 对 任意 (5520,88 Nu =N NOES 
数 为 4(t 一 s) 的 泊 松 分 布 , 即 对 于 二 0,1,2,…， 

P(N, = k) = e? Bop 
其 中 4 二 0 是 一 常数 ,为 过 程 的 发 生 率 或 强度 ; 则 称 
此 计数 过 程 为 齐 次 浊 松 过 程 . 

上 述 定 义 有 许多 等 价 形式 .在 此 ,只 介绍 其 中 比 

较 直 观 和 便于 推广 的 一 种 . 其 中 描述 初始 状态 的 条 
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件 1( 这 不 是 本 质 的 限制 ) 和 无 后 效 性 要 求 条 件 2 不 
变 , 条 件 3 则 代 之 以 3 50 4. 

3'. 有 平稳 增 量 , 即 对 任意 £2 5250 M h>, 
量 N 和 Ne 有 相同 的 分 布 . 

4. 过 程 是 有 序 的 , 即 对 任意 :之 0 和 A 之 0 有 
PN, 4,222) —o(h) M h—0. 

由 条 件 4 可 以 推出 过 程 以 概率 1 没有 重点 , 即 
在 任意 时 刻 t, 过 程 {N G2) SE Bis E A8 aT BER EK E EB 
过 1 的 跳跃 

齐 次 泊 松 过 程 可 以 看 做 是 事件 间距 有 相同 指数 
分 布 的 普通 更 新 过 程 ,或 者 是 生 率 为 常数 的 纯 生 过 
程 ( 参 见 “ 更 新 过 程 ” 和 “ 纯 生 过 程 ”). 

最 简单 流 (simplest stream of events) 俄国 数 
学 家 、 教 育 家 辛 钦 (Xununan,A. 多 ) 等 苏联 学 者 把 齐 
次 泊 松 过 程 称 为 最 简单 流 . 

带 时 们 强度 的 泊 松 过 程 (Poisson process with 
time-dependent intensity)” 亦 称 带 变动 参数 流 . IR 
度 可 随时 间 变 化 的 泊 松 过 程 . 即 在 齐 次 泊 松 过 程 的 
定义 中 允许 强度 4 随时 间 t 而 变 ( 这 时 过 程 自然 不 
再 有 平稳 增 量 ), 亦 即 强 度 4 是 变 元 1 WYSE Th ew BX 
4(C) 时 ,就 得 到 带 时 倚 强 度 的 泊 松 过 程 . 这 是 一 类 特 
殊 的 非 齐 次 泊 松 过 程 , 其 累积 强度 因数 AC) A At 
表示 

AC) = | Acods. 


BSL“ FF IH Mt fe" A“ SE FF RIB PA ERO 

带 变动 参数 流 (stream of events with variable 
parameter) 即 “ 带 时 倚 强 度 的 泊 松 过 程 ” 这 一 术 
语 曾 多 次 出 现在 苏联 文献 中 . 

非 齐 次 泊 松 过 程 (inhomogeneous Poisson pro- 
cess) 一 种 计数 过 程 . 如果 在 齐 次 泊 松 过 程 的 定义 
中 除去 平稳 性 的 要 求 ,就 得 到 非 齐 次 泊 松 过 程 . 确切 
地 说 ,如 果 计 数 过 程 {N (4),t 宇 0) 满 足以 下 条 件 : 

1. P(N(0)=0)=1; 

2. 过 程 是 有 序 的 , 即 对 任意 £280 A A0 UR 

POL 2 2) — o(9 (0) 

3. 有 独立 增 量 ; 

则 称 该 计数 过 程 为 非 齐 次 泊 松 过 程 ,上 面 的 条 件 2 
可 代 之 以 2 : 

2'. 对 于 任意 实数 120 和 之 0, 增 量 Nu A B 
RA A(t 十 s) 一 A(t) 的 泊 松 分 布 ,这 里 A() = 
ELN (+)] 是 [0, 十 co) 上 的 非 负 单调 不 减 连 续 函 数 ， 
并 称 之 为 过 程 的 累积 强度 函数 . 

带 时 倚 强 度 的 泊 松 过 程 是 一 类 特殊 的 非 齐 次 泪 
松 过 程 , 这 时 

AG) = | Acods 


可 表 为 强度 的 积 


5 fh 98 RE d AW (accumulate intensity function) 
见 “ 非 齐 次 泊 松 过 程 ”. 

广 闵 齐 次 泊 松 过 程 (generalized homogeneous 
Poisson process)” 亦 称 平 稳 无 后 效 流 .一 种 齐 次 泊 
松 过 程 . 在 齐 次 泊 松 过 程 的 定义 中 除去 有 序 性 条 件 
就 得 到 广义 齐 次 泊 松 过 程 . BY DAWEH, ING) t> 
0} 是 广义 齐 次 泊 松 过 程 , 则 对 任意 1 二 0,N() 的 概 
ZE BE PRU 


十 ce 
Guno CS) = YPN) = b)s* a Pl 
0 


其 中 * 宇 0 是 一 常数 ,G(s) 是 某 一 正 整 值 随机 变量 的 
(UE SHIT ME: 

G(s) = 2 Pas [bs 之 0 和 之 ,名 = ja 
因为 上 面 的 Cvo(s) 可 由 在 齐 次 泊 松 过 程 的 概率 母 
函数 ex- HR ERG GOES s 而 得 , 故 可 以 设想 广义 
齐 次 泊 松 过 程 是 经 由 以 下 两 步 产生 :首先 ,以 给 定 的 
A TE 38 BE Vf x — FFU A RA iE M(t) (2:0) ;然后 由 
这 过 程 确定 广义 泊 松 过 程 {NG £20) WO CIR BD BE 
跃 ) 发 生 时 刻 . ERP AIA RDA CHIR 
BEA Rk BERR) BY ERE pi(k 二 1,2,3,…), 而 且 各 
个 时 刻 发 生 的 点 数 是 相互 独立 的 . 广义 齐 次 泊 松 过 
程 有 如 下 的 分 解 表示 : 


十 ec 
Nit) = Ske) Gm. 


k=] 


Hr (4 a), >20) (4 二 1,2,3,…) 是 强度 为 Ap, 的 
相互 独立 的 齐 次 泊 松 过 程 (参见 “ 齐 次 泊 松 过 程 ”). 

平稳 无 后 效 流 (stationary stream of events 
without aftereffect) 一 种 计数 过 程 . 指 含 有 平稳 和 
独立 增 量 的 计数 过 程 ,这 一 术语 多 出 现在 苏联 文献 
中 (参见 “广义 齐 次 泪 松 过 程 . D. 

广义 非 齐 次 泊 松 过 程 (Cgeneralized inhomoge- 
neous Poisson process) 广义 齐 次 泊 松 过 程 的 进 一 
步 推广 . 对 于 计数 过 程 {N(z),t 宇 0) ,如 果 它 满足 以 
下 条 件 : 

1. P(N(0)=0)=1; 

2. 对 于 每 一 £0, N (1) 的 概率 母 函 数 


O AWG] 
Gyo G) =e ) . 


其 中 AG) BLO, +00) E d — LUA AR WE BE BRK 
十 ce 
G(s) = S pis 


是 某 正 整 值 随机 变量 的 概率 母 函数 ; 则 将 它 称 为 广 
义 非 齐 次 泪 松 过 程 .在 上 面 的 Cwo(s) 的 表示 式 中 取 
AG) — At 就 得 到 广义 齐 次 泊 松 过 程 . 

类 似 于 齐 次 情形 ,广义 非 齐 次 泊 松 过 程 也 可 以 
看 做 是 这 样 产生 的 过 程 , 它 的 点 发 生 时 刻 形成 一 具 
有 累积 强度 函数 A(z) 的 非 齐 次 泊 松 过 程 . 而 在 每 一 


个 这 样 的 时 刻 发 生 的 点 数 是 相互 独立 同 分 布 的 正 整 
值 随机 变量 ,其 共同 分 布 由 概率 母子 数 G(s) 确 定 . 
男 一 方面 ,广义 非 齐 次 泊 松 过 程 {N(),t 宇 0} 也 有 分 
解 表 示 


十 co 
N(t) = X kM). 


k=] 


EC (M(t) 2220) (一 1,2,3,…) 是 累积 强度 函数 
为 pA(1) 的 相互 独立 的 非 齐 次 泊 松 过 程 (参见 “ 广 
义 齐 次 泊 松 过 程 ” 和 “ 非 齐 次 泊 松 过 程 ”). 

JA #S it FE (Poisson process) 一 类 计数 过 程 . 
是 一 类 包含 齐 次 与 非 齐 次 泊 松 过 程 . 广 义 齐 次 与 非 
齐 次 泊 松 过 程 作为 特殊 情形 的 计数 过 程 . 其 确切 定 
义 如 下 ;对 计数 过 程 {N(z),t 宇 0) ,如 果 它 满足 以 下 
条 件 : 

1.P(N(0)=0)=1; 

2. 对 于 任意 实数 上 之 0 和 s 宇 0, 增 量 N, A 
数 为 A(t 十 s) 一 A(s) 的 泊 松 分 布 ,这 里 AGO — 
EN() 是 [0, 十 oo) 上 的 非 负 单 调 不 减 右 连续 晴 数 ; 

3. 有 独立 增 量 ， 


则 称 该 计数 过 程 为 泊 松 过 程 . 


上 述 定 义 , 可 由 在 非 齐 次 泊 松 过 程 的 定义 中 ,把 
对 累积 强度 函数 A(z) 的 连续 性 要 求 减 弱 为 右 连 续 
性 而 得 . WRA titats te W A(2) 的 跳跃 点 ,相应 的 
EK RE di 04 405,05 ,** E | 
AQ) = [MG — AG— 0], 


这 是 一 个 在 i; ARE 0/700 —1,2,3, 2 HERR 
常 值 的 函数 ,而 ALGO = AGO — A’ GO WA Ji — 3E f d 
Val AR DX, iE BE PEE. 于 是 A(1) 有 分 解 表示 ACL) = 
AGO + A CO XE EP FR AR GR BE BR BC HI IX — PH» — 
般 的 泊 松 过 程 {N (4),t 宇 0) 有 如 下 的 分 解 
NG 一 NG 十 NG Gz0), 

其 中 (NGD) ,之 0)} 称 为 过 程 Ni) 的 规则 分 量 或 有 
序 分 量 , 它 是 一 个 累积 强度 晴 数 为 A(z) 的 非 齐 次 泊 
PA TLE (NC) tO) RAE N (1) 的 奇异 分 量 或 
固定 原子 分 量 , 它 的 样本 孔 数 除 在 固定 的 时 刻 ty tes 
1,2,3,…) 的 牙 度 是 相互 独立 的 具有 参数 w 的 泊 松 
随机 变量 ,过程 N'(t) 和 NN/'(2) 是 相互 独立 的 . 

应 当 指 出 ,在 某 些 著作 中 泊 松 过 程 有 时 是 指 齐 
次 泊 松 过 程 或 韭 齐 次 泊 松 过 程 (参见 “ 齐 次 泊 松 过 
E A“ SE FF UIA PA eB”). 

te Tt (ordinary stream of events) BAA SF 
性 质 的 计数 过 程 . 这 一 术语 多 出 现在 苏联 文献 中 ( 参 
见 “ 齐 次 泊 松 过 程 ”). 

无 后 效 流 (stream of events without aftereffect) 
一 种 计数 过 程 . 这 里 泛 指 有 独立 增 量 的 计数 过 程 . 这 
一 术语 多 出 现在 苏联 文献 中 (参见 “ 齐 次 泊 松 过 
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f£"). 

3E fa M (stationary stream of events) 一 种 计 
数 过 程 . 这 里 指 有 平稳 增 量 的 计数 过 程 ( 参 见 “ 齐 次 
泊 松 过 程 *" 和 “平稳 点 过 程 ”). 

带 限 定 后 效 流 (stream of events with limited 
aftereffect) 一 种 计数 过 程 . 这 一 术语 出 现在 某 些 
JN ER OSCAR "P STER SB SE EA BOT) T» T, 相互 独 
立 ( 不 一 定 同 分布 ) 的 计数 过 程 . 更 新 过 程 是 一 类 特 
殊 的 带 限定 后 效 流 ( 参 见 “ 更 新 过 程 " 和 “具有 有 限 记 
忆 的 自 激 点 过 程 ”). 

巴尔 姆 流 (Palm stream of events) 亦 称 PP 型 
流 . 随机 过 程 术语 . 这 一 术语 多 出 现 于 苏联 文献 中 ， 
指 有 限定 后 效 的 平稳 普通 流 . 对 于 平稳 普通 流 来 说 ， 
无 后 效 性 蕴涵 有 限定 后 效 性 (注意 ,对 于 非 普 通 流 从 
无 后 效 性 不 能 推出 有 限定 后 效 性 ), 故 巴尔 姆 流 可 看 
做 齐 次 泊 松 过 程 的 一 种 推广 . NG) 120) 6 — ES 
尔 姆 流 ,Vi(zx) 是 它 的 第 & 个 事件 发 生 时 间距 TCR 
王 1,2,3,…) 的 分 布 函数 , 则 


Ed a| e Ode, Fi GO moles Cd ped 
其 中 


À — lim 


十 ce 
= | mdt, 
AO 0 


gy G) EE RiR P C. BIER At 的 一 个 区 间 起 点 有 
事件 发 生 的 条 件 下 ,在 此 区 间 内 没有 事件 发 生 的 (条 
件 ) 概 率 . 因此 巴尔 姆 流 由 它 的 巴尔 姆 函数 惟一 确 
定 , 而 且 事 实 上 就 是 平衡 更 新 过 程 (参见 “平稳 普通 
流 ”“ 无 后 效 流 ”"“ 带 限定 后 效 流 ”“ 平 衡 更 新 过 程 ” 
FU“ ERES PR BL”). 

P 型 流 (P-type stream) 即 “ 巴 尔 姆 流 ” 

巴尔 姆 函数 (Palm functions) 平稳 点 过 程 ( 或 
者 说 平稳 流 ) 理 论 中 的 重要 概念 和 有 用 工具 .巴尔 姆 
《Palm,C. ) 于 1943 年 首先 引入 这 一 概念 .但 他 只 是 
定义 这 函数 (2) 为 已 知 ( 平 稳 事 件 流 ) 在 时 刻 to 有 
事件 发 生 时 在 区 间 (to,to 十 tj 中 没有 事件 发 生 的 条 
件 概 率 . FR AAR BOR RE EX, A. S.) F 
1955 F#M E X. E AR eR £u di ER 9s GO TE PI 
BI —J ERA IQ OS.SR-—0,1,2, 3, ). XE F kL, 
g(t) 是 已 知 在 时 刻 to 有 事件 发 生 时 在 区 间 Co s to + 
ij 中 有 个 事件 发 生 的 条 件 概率 . C4 (0 G0 80,1, 
2,…} 是 一 概率 分 布 时 又 称 为 巴尔 姆 分 布 . 

巴尔 姆 分 布 (Palm distribution) 见 “ 巴 尔 姆 函 
s. 


PONCA) = 1) 
h 


& iB £3 ct f£ (compound Poisson process) 
一 类 随机 过 程 . 是 由 对 泊 松 过 程 的 每 一 点 赋予 一 独 
立 同 分 布 的 随机 变量 而 得 的 随机 过 程 . 对 于 随机 过 
fg CX Q2 ,t 之 0} 如 果 对 任意 1 宇 0, 它 能 表 为 
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其 中 {NG) ,之 0) 是 一 泊 松 过 程 ,而 {Y,,n= 二 1,2,…) 


”是 一 族 独 立 同 分 布 的 随机 变量 ,并 且 过 程 {N (2) ,i 之 


0}) 与 序列 {Y,) 是 相互 独立 的 , 则 将 它 称 为 复合 泊 松 
复合 泊 松 过 程 可 以 看 做 是 在 泊 松 过 程 的 点 附 上 
标 值 (用 随机 变量 Y, 表示 ) 而 得 ,因而 是 一 类 特殊 的 
标 值 点 过 程 . 男 一 方面 ,复合 泊 松 过 程 也 可 看 做 是 一 
类 特殊 的 滤 过 泊 松 过 程 , 这 时 响应 图 数 w(t, mus) 
二 Y, (参见 “ 标 值 点 过 程 ” 和 “ 滤 过 泊 松 过 程 ”). 
FE xt 38 RS Ot #2 (filtered Poisson process) — 
类 随机 过 程 . 是 对 泊 松 过 程 施行 某 种 变换 即 “ 滤 过 ” 
而 产生 的 随机 过 程 . SE BL Fé UX G2 £20) , SL. 
E BE x ON 
(ONG) = 0), 


0 
MAE LM (NG) 之 1). 
其 中 {NG),t 宇 0) 是 泊 松 过 程 ,t 是 此 过 程 的 第 n 
RAH HY Z) x, 是 联系 于 Ty 的 随机 变量 uius us 
… 相 互 独立 ,而 且 还 独立 于 过 程 {N (2)) w, Tu) ER 
为 响应 函数 , 则 称 该 随机 过 程 为 滤 过 泊 松 过 程 . 

响应 函数 (respond function) ” 见 “ 滤 过 泊 松 过 
程 ”. 

更 新 过 程 (renewal process) 一 类 随机 过 程 . 
是 描述 元 件 或 设备 更 新 现象 的 一 类 随机 过 程 . 设 对 
某 元 件 的 工作 进行 观测 . 假定 元 件 的 使 用 寿命 是 一 
随机 变量 , 当 元 件 发 生 故 障 时 就 进行 修理 或 换 上 新 
的 同类 元 件 ,而 且 元 件 的 更 新 是 即时 的 (修理 或 更 换 
元 件 所 需 的 时 间 为 零 ). 如 果 每 次 更 新 后 元 件 的 工作 
是 相互 独立 且 有 相同 的 寿命 分 布 , 令 NG) 为 在 区 间 
(0,tij 中 的 更 新 次 数 , 则 称 计 数 过 程 {NG) ,之 0) 为 
更 新 过 程 .在 数学 上 更 新 过 程 可 简单 地 定义 为 相 邻 
两 个 点 事件 ( 即 更 新 ) 的 间距 是 相互 独立 同 分 布 (但 
从 原点 到 第 一 次 更 新 的 间距 了 可 以 有 不 同 分 布 ) 的 
计数 过 程 . 根据 7 的 分 布 情形 更 新 过 程 又 分 为 普通 
过 程 也 可 用 过 程 的 事件 间距 序列 (7,,n 之 1} 给 定 ， 
这 时 NOAA T, 有 如 下 关系 : N@)=supin:S,<t} 
Al S, =inf ft: NÆ) =n}, RB 


OPE SU 
EP n UR EBT TR] Cn Z2 1, BEXE LS = 00. 对 于 普通 
更 新 过 程 ,S, 是 个 相互 独立 同 分 布 的 非 负 随机 变 
量 之 和 ,因此 在 数学 上 更 新 过 程 也 可 以 看 做 是 一 类 
特殊 的 独立 随机 变量 和 . 


沃 尔 德 等 式 (Wold's equation) 计算 多 个 独立 


同 分 布 随机 变量 之 和 的 数学 期 望 的 公式 . BX Xe 
X;,… 是 独立 同 分 布 且 有 有 限 数学 期 望 的 随机 变量 
序列 ,N 是 关于 此 序列 的 一 个 取 正 整数 值 的 停 时 
( 即 对 任意 正 整 数 n, 事 件 {N 二 nn} 与 X1 9X29 X, 
独立 ), 而 且 EN<+ co, hl 


Hoi- EN - EX. 
n—1 


这 就 是 沃 尔 德 等 式 . 

延迟 更 新 过 程 (delayed renewal process) Jf 
称 变形 更 新 过 程 . 一 种 更 新 过 程 . 指 允 许 第 一 个 更 新 
间距 T: ( 即 从 原点 到 第 一 次 更 新 的 间距 ) 的 分 布 G 
和 其 后 的 更 新 闻 距 了 7 了;,T;,… 的 (共同 ) 分 布 F F 
的 更 新 过 程 . 这 类 过 程 产 生 的 背景 和 得 名 的 原因 如 
下 ;设想 对 一 个 元 件 更 新 模型 开始 观测 的 时 刻 = O 
并 不 恰好 是 一 个 新 元 件 开始 工作 的 时 刻 , 因 而 过 程 
第 一 个 元 件 的 寿命 (从 开始 观测 时 算 起 ) 分 布 G 和 
新 元 件 的 寿命 分 布 一 般 是 不 相同 的 .由 于 在 上 述 
模型 中 是 当 一 个 元 件 已 经 工作 了 一 段 时 间 才 开始 观 
测 的 ,所 以 人 们 称 之 为 延迟 更 新 过 程 . 因为 普通 更 新 
过 程 和 平衡 更 新 过 程 都 可 看 做 延迟 更 新 过 程 的 特殊 
情形 , 故 也 有 人 把 延迟 更 新 过 程 称 为 一 般 更 新 过 程 . 

一 般 更 新 过 程 (general renewal process) Ep 
“延迟 更 新 过 程 ”. 

变形 更 新 过 程 (modified renewal process) Rp 
“延迟 更 新 过 程 ” 

普通 更 新 过 程 (ordinary renewal process) 一 
类 特殊 的 延迟 更 新 过 程 . 指 所 有 更 新 间距 Ti, T, 
T,,… 都 具有 相同 分 布 的 更 新 过 程 . 有 时 也 简称 更 

平衡 更 新 过 程 (equilibrium renewal process) 
一 类 特殊 的 延迟 更 新 过 程 . 它 的 第 一 个 更 新 间距 7 
有 分 布 


Fix) = p — F(t) ]dt, 


其 中 jy 是 其 余 更 新 闻 距 的 共同 分 布 的 数学 期 望 . 
这 类 过 程 的 得 名 是 由 于 fF. 是 的 平衡 分 布 . 对 于 
更 新 间距 分 布 是 的 普通 更 新 过 程 , 有 
lim PCAG) e x) tim PYG) =< 2) = Fa) s 
这 里 AHOA Y GO 4r Sl at EN 3] e B0] EA R 
余 寿 命 ( 参 见 “ 年 龄 2? 和 “剩余 寿命 ”)， 

剩余 寿命 (更 新 过 程 的 ) residual life of a re- 
newal process) 更 新 过 程 的 一 个 重要 特性 和 人 研究 
XR. E UN (2050) & — BERE, 


S,— VT, 
是 第 ”次 更 新 时 间 . 对 于 任意 固定 的 时 刻 >, A t 
到 下 一 次 更 新 的 时 间 间 隔 Y() = Sra 一 上 称 为 过 


随机 点 过 程 与 分 支 过 程 


程 在 时 刻 上 的 剩余 寿命 . 

年 龄 (更 新 过 程 的) (age of a renewal process) 
随机 过 程 术语 . 更 新 过 程 {N( ,之 0) 在 时 刻 上 的 年 
We 4() 王 上 一 Swo 是 指 上 和 上 一 次 更 新 的 时 间 间 隔 . 

更 新 定理 (renewal theorem) 一 类 有 关 更 新 
过 程 的 极限 定理 . 其 中 常见 的 有 : 

1. 初等 更 新 定理 : 设 M GO — EN GO d TE [X [8] 
(0,2 ]rp S8 dr BOE X X. e ET, 是 更 新 间距 的 平 
均 长 度 , 则 


pu oe p 
(注意 ,对 于 齐 次 泊 松 过 程 和 平衡 更 新 过 程 ,精确 的 
等 式 
MG) _ 1 
| t 7 
XE £20 成 立 ). 
2. 布莱克 韦 尔 关键 更 新 定理 : 
1) GEST 的 分 布 F 是 非 格子 的 ( 即 不 
存在 使 得 


+ co 
SPT ad) 
n=0 


的 正 数 aD , 则 对 任意 ASO 有 
li M (t +h) — M(t) h 
bord t zd 


(D 若 正 是 格子 分 布 ,其 周期 是 E" 
dim POE nd 有 更 新 发 生 ) 一 Z, 
3. 史密斯 关键 更 新 定理 : 设 Q() 是 [0, 十 oo) 上 
满足 
[ eoa <+ œ 
的 非 负 不 增 函 数 , 更 新 间距 T, 有 非 格子 分 布 , 则 
lim [ac — x)dM(x) = s | Qoa. 


应 当 指出 ,后 面 两 个 关键 更 新 定理 实质 上 是 等 

价 的 ,它们 在 更 新 理论 及 应 用 中 起 重要 作用 . 
”初等 更 新 定理 (elementary renewal theorem) 
见 “ 更 新 定理 ”. 

布莱克 韦 尔 关键 更 新 定理 (Blackwell’s key re- 
newal theorem) 见 “ 更 新 定理 ”. 

史密斯 关键 更 新 定理 (Smith’s key renewal 
theorem) ” 见 “ 更 新 定理 ”. 

更 新 过 程 的 大 数 定律 (law of large numbers for 
renewal process) ”更 新 理论 的 基本 定律 之 一 . 设 
UN (1) ,t 之 01 是 一 更 新 过 程 ,其 更 新 间距 有 有 限 的 数 
学 期 望 ee, Wl 


P: lim ACD UN im 
t— 十 co H 
这 就 是 更 新 过 程 的 大 数 定律 . 
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随 机 过 程 


更 新 函数 (renewal function) 一 种 数学 期 望 . 
ERENG), t20) K [8] CO , 2 ] PRAY 
BMG) -ELN G) IGE IE 7G t H PRO EROS 
更 新 函数 . 


更 新 密度 (renewal density) 一 种 导数 . 更 新 
PR ACH] SC 
|. dM(t) 
mt) = Er 


称 为 更 新 密度 . 它 有 如 下 的 概率 解释 :对 于 很 小 的 
At 270, m(t) Ac 近似 地 给 出 在 区 间 (z,t 十 41) 中 的 平 
均 更 新 次 数 . 

更 新 方程 (renewal equation) 
指 形 如 


glt) = AQ) + | g(t — sf Gods 


一 种 积分 方程 . 


的 积分 方程 . BQ) ADEE AMA. ge CO RE - 


为 这 方程 的 解 的 未 知 函 数 . 由 于 在 更 新 过 程 理论 中 
许多 重要 的 量 满足 这 类 型 方程 而 得 名 .例如 ,更 新 画 
数 M(z) 满 足 方程 


MQ) = FQ) + | a uf ids. 


Kp FOM SO S li S8 3 [8] ER B6 p f e FB A S 
HE eC 

交替 更 新 过 程 (alternating renewal process) — 
一 类 特殊 的 两 状态 马尔 可 夫 更 新 过 程 . 其 特征 是 两 
类 型 的 更 新 区 间 交 替 出 现 . 确切 地 说 ,交替 更 新 过 程 
就 是 非 负 随 机 向 量 序列 ((2Z,,Y,),n 宇 1), 其 中 各 
(Z,,Y,) 是 独立 同 分 布 的 (因而 随机 变量 序列 (2) 和 
(Y,} 也 各 自 是 独立 同 分 布 的 ), 但 Z, A Y, OF FE 
一 正 整数 nn) 可 以 是 相依 的 . 在 元 件 更 新 模型 中 , 若 
更 新 时 间 不 恒 等 于 零 而 是 一 个 随机 变量 , 令 Z, 和 
Y, 分 别 表 示 第 n 个 元 件 的 使 用 寿命 和 它 的 更 新 时 
闻 , 人 们 就 得 到 一 个 交替 更 新 过 程 ( 参 见 “ 马 尔 可 夫 
更 新 过 程 ”). 

有 偿 更 新 过 程 (renewal reward process) 有 
广泛 应 用 的 一 种 随机 模型 . 设 {N(z),t 宇 0) 是 一 更 新 
过 程 , {7T,; 是 这 过 程 的 更 新 间距 序列 . 假定 每 一 次 
更 新 都 导致 一 笔 (数量 是 随机 的 ) 报 偿 , 人们 用 RR 
示 联 系 于 第 n 次 更 新 的 报 偿 . 假设 R ,nn 之 1, 是 独立 
同 分 布 的 ,但 R, 可 以 依赖 于 7,, 于 是 随机 向 量 (T,， 
R,),n 宇 1, 是 独立 同 分 布 的 . 人 们 把 随机 向 量 序 列 
(CT,R,),，n 之 11 称 为 有 偿 更 新 过 程 . 这 时 ， 


NG) 


RG = DR, 
表示 直到 时 刻 上 为 止 的 总 报 偿 . 当 对 任意 ndl 有 
PR,=1) 王 1 时 ,有 偿 更 新 过 程 实质 上 就 退化 为 更 
标 值 更 新 过 程 (marked renewal process) 一 
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种 更 新 过 程 . 指 每 一 次 更 新 都 伴随 一 标 值 变量 的 更 
新 过 程 .因为 有 偿 更 新 过 程 的 报 偿 Ra 可 以 看 做 是 伴 
随 第 ”次 更 新 的 标 值 变量 , 故 有 些 著作 直接 把 有 偿 
更 新 过 程 称 为 标 值 更 新 过 程 (参见 “有 偿 更 新 过 程 ” 
和 “ 标 值 点 过 程 ”). 

马尔 可 夫 更 新 过 程 (Markov renewal process) 
马尔 可 夫 链 和 更 新 过 程 的 一 种 推广 . 设 {1X G0 12:0) 
是 具有 离散 状态 空间 EE 的 随机 过 程 . S OCS t) <2, 
tp ERK ERS RBM A, Mil X G0 = 
X G, +0) FER REE AY Zl ti,( 发 生 状 态 转移 后 ) 所 处 的 
状态 . 如 果 对 任意 《EE, 非 负 整 数 n 和 实数 :二 0, 有 

PCX C41) = b, Gat — th) St XG), 
ADA (0,95 X (stolis) 

= P(X (tr) = k, ngi — tb) EXC 
WER (XG) 12, nz0)d& — BAR nA EEGURE & 
D tr =t — tari Xa = X (,2, Uil ix xt f wd, n] dd 2 
(CX, 7,0, n21}. ERM (X, n20) 4 dé — Hj 
AR PI REE. 而 且 对 每 一 jCE FUE XGO =j Ht, 
依次 记 为 S1,S2,S3,…, 则 {Ss,n 宇 1) 是 一 (可 能 是 延 
述 的 ) 更 新 过 程 ,所 有 这 样 的 过 程 {Si,n 之 1? GEE) 
的 和 到 置 就 是 序列 ,ts,ts,… 以 上 事实 正 是 取 名 马尔 
可 夫 更 新 过 程 的 依据 . 当 状 态 空间 ET (1,2,3,…， 
mm} 是 有 限时 , 千 令 Nj 性) 表示 直到 时 刻 t 为 止 过 程 
(X(t) ,t 宇 0) 转 移 到 状态 j 的 次 数 (j 二 1,2,…,m)， 
则 {Nj;(t),t 宇 0} 是 对 应 于 更 新 序列 {S;,n 之 1) 的 计 
数 过 程 . 因此 人 们 又 把 马尔 可 夫 更 新 过 程 定 义 为 由 
NOSINI E, NG ,NN,(t)) 给 定 的 过 程 . ARE 
只 含 一 个 状态 时 马尔 可 夫 更 新 过 程 就 退化 为 更 新 过 
程 . 

半 马 尔 可 夫 过 程 (semi-Markov process) H 
尔 可 夫 链 的 一 种 推广 . AT A A(X) tS 0) 
— dn RE, OC = n) «t EXE AR ENS 
转移 的 时 刻 , 则 随机 序列 {X,. 王 和 (2, +0) ,2 之 0} 是 
一 离散 时 间 参 数 马尔 可 夫 链 ,而 且 链 {XG()}) 在 状态 
X, =X (t, +0) 8 WATT) T5411 二 ti1 一 tn 二 0,1,2， 
…) 是 指数 分 布 随机 变量 ,其 分 布 的 参数 可 以 依赖 于 
状态 X. 现在 ,如 果 保 留 {X,,n 宇 %) 是 一 马尔 可 夫 链 
的 要 求 , 但 允许 rz 一 0,1,2,…) 可 以 有 依赖 于 状 
S X, 和 Xi 的 任意 分 布 , 则 过 程 {X GO ,之 0) 称 为 
半 马 尔 可 夫 过 程 . 

若 {(X(t),t 之 0} 是 一 半 马 尔 可 夫 过 程 , 则 {X,， 
t,»nzz0) CX, A, 的 意义 如 上 ) 是 一 马尔 可 夫 更 新 
过 程 . 反之 , 背 {《X,,t,),n 宇 0) 是 一 马尔 可 夫 更 新 过 
程 , 则 由 

X) =X, nrt <L trion Z 0) 
4E XL ERR UX (2 ,t 宇 0} 是 一 半 马 尔 可 夫 过 程 . 因为 
半 马 尔 可 夫 过 程 和 马尔 可 夫 更 新 过 程 有 这 样 的 对 应 


关系 ,所 以 人 们 有 时 把 这 两 类 过 程 看 做 是 等 同 的 ( 参 
见 “ 马 尔 可 夫 更 新 过 程 ”). 

再 生 过 程 (regenerative process) 一 类 存在 再 
生 点 的 随机 过 程 .所 谓 “ 再 生 点 ?就 是 具有 如 下 性 质 
的 时 刻 :从 概率 论 的 观点 看 , 当 过 程 演化 到 这 样 的 时 
刻 就 可 以 认为 一 切 从 新 开始 . 更 确切 地 说 , 设 
{XX(),t 之 0} 是 一 随机 过 程 ,以 概率 1 存在 时 刻 Si， 
使 得 过 程 在 S, 以 后 的 部 分 按 其 概率 分 布 律 是 从 初 
始 时 刻 开始 的 整个 过 程 的 一 个 复 本 . 这 意味 着 过 程 
在 S 以 后 的 演变 与 它 在 Si 以 前 的 历史 无 关 . 由 S， 
的 存在 及 过 程 的 再 生性 质 可 推出 在 Si 后 存在 具有 
同样 性 质 的 时 刻 SS. n ,这样 的 随机 过 程 就 称 
为 再 生 过 程 . 普通 更 新 过 程 是 再 生 过 程 的 一 种 特例 ， 
更 新 时 刻 就 是 过 程 的 再 生 点 . AAMAS, n= 
1} 是 一 再 生 过 程 的 再 生 点 序列 , 则 由 T, =S, S. 
(S S$=0) 确 定 的 更 新 间距 序列 (7,2” 之 1)} 给 定 一 
更 新 过 程 . 

Æ R yt #2 Cbirth-death process) 一 类 描述 群 
体 中 个 体 数目 的 增加 和 减少 的 马尔 可 夫 链 . 设 N CO 
表示 在 时 刻 上 群体 中 个 体 的 数目 . 非 负 整 值 的 马 氏 
f UN (D ,之 0) 称 为 ( 非 齐 次 ) 生 灭 过 程 , 如 果 它 的 转 
移 概 率 bm GG DEPONO =n NC) =m) EAF 
条 件 : 存 在 非 负 函数 AG), A) AS (D n a CD, 
Lea (t) ,pyalt),… ,使 得 对 每 一 t 宇 0 下列 极限 存在 


lim Poni Et FA) 一 A(t) (n>0), 


(n 21), 


im Besse e 


lim 1 一 Pra ot 1 e dst. ares 
其 中 约定 对 一 切 £290 有 m G2 — 0. 这 三 个 极限 等 式 
XR 4h70 很 小 时 , 若 已 知 群体 在 时 刻 上 含有 ?个 
个 体 时 , 则 在 时 间 区 间 (,t 十 hj 中 个 体 数 目 增 加 1， 
减少 1 或 保持 不 变 的 概率 分 别 是 入 (2) 有 十 o (D, 
ps G) t+oCh) 1— LAG HH is. Q2 Jh 3-0). (于 是 ,个 
体 数 目 变 化 超过 1 的 概率 等 于 o (AD. 0, G0) 和 
{jbt)} 分 别称 为 过 程 的 生 率 和 过 程 的 灭 率 ,它们 一 
般 既 依赖 于 观测 时 刻 1, 也 和 在 这 时 刻 的 个 体 数目 
有 关 . MARK PA n, ALGO eu GO ,实际 上 只 依赖 于 
n 而 与 1 无关 , 则 对 应 的 生 灭 过 程 称 为 齐 次 生 灭 过 
程 . 


过 程 的 生 率 (birth rate of a process) ” 见 “ 生 灰 
ipe. 
过 程 的 灭 率 (death rate of a process) DL “4 


KDE. 
JF XXL ^E Kit f£ (homogeneous birth-death pro- 
cess) JL“4 Katte”. 


纯 生 过 程 (pure birth process) 一 类 特殊 的 生 


随机 点 过 程 与 分 支 过 程 


灭 过 程 . 这 类 过 程 描述 的 群体 中 所 有 个 体能 够 繁殖 
而 不 会 死亡 , 即 灭 率 n G0 =0, BUB n c. 因此 和 群 
体 的 个 体 数 目 只 会 随时 间 推 移 而 增加 . 当 生 率 ALGO 
只 依赖 于 而 与 1 无关 时 ,过 程 称 为 齐 次 的 . 

齐 次 纯 生 过 程 (homogeneous pure birth pro- 
cess)” 见 “ 纯 生 过 程 ”. 

具有 线性 生 率 的 纯 生 过 程 (pure birth process 
with linear birth rate) 一 种 纯 生 过 程 . 它 是 具有 形 
如 A, CO) —nAGO RE] 7E E B] 2 7E ERR. 在 齐 次 的 情形 ， 
Bl AG) —nA 只 依赖 于 而 与 1 无 关 时 ,对 应 的 过 程 
又 称 为 尤 尔 - 弗 里 过 程 (参见 “ 纯 生 过 程 ”). 

尤 尔 - 弗 里 过 程 (Yule-Furry process) 
有 线性 生 率 的 纯 生 过 程 ”. 

& XE AB si ^E xd # pure birth process with 
immigration) 线性 生 率 的 纯 生 过 程 的 一 种 简单 推 
广 . 这 类 过 程 所 描述 的 群体 除了 其 中 的 成 员 会 繁殖 
外 ,还 有 从 群体 外 按 一 定 的 分 布 律 迁 入 的 移民 . 确切 
地 说 ,有 迁 入 的 纯 生 过 程 就 是 生 率 形 如 

A, C) =u) -nguG) n0) 
的 纯 生 过 程 , 这 时 迁 入 的 个 体形 成 一 强度 为 v GO RSJ 
《 非 齐 次 ) 泊 松 过 程 ,这 些 个 体 迁 入 后 和 群体 原 有 的 
成 员 一 起 ,按照 线性 生 率 的 纯 生 过 程 繁殖 后 代 ( 参 见 
“具有 线性 生 率 的 纯 生 过 程 ”). 

” 自 校正 点 过 程 (self-correcting point process) 
一 类 生 率 . 是 依 萨 姆 (Isham,V. ) 和 威 斯 科 特 (West- 
cott, M. ) 于 1979 年 首先 研究 的 , 形 如 

AQ) = eCot — NG)) 
的 纯 生 过 程 . EP oy A 是 正常 数 ,函数 9C + OW E 
下 列 条 件 : 

1. 0xzgC x) «4d-oo 对 任意 rEZ; 

2. 存在 常数 020 41818. p(x) 之 c 对 所 有 x0; 

3: lim sup 9Cr)21 和 lim inf qr )« 1. 


HA 3 看 出 , 当 在 区 间 (0,tj 中 发 生 的 点 较 少 时 ， 
对 应 的 x 二 pt 一 N(t) 有 和 较 大 的 正 值 . 因而 生 率 Ao) 
有 较 大 的 值 ,这 意味 着 在 紧 接着 1 后 的 区 间 (z,z jj 中 
将 有 较 多 的 点 发 生 . 这 样 一 来 义 导 致 r= pt' 一 
N(z') 有 绝对 值 较 大 的 负 值 ,从 而 4(z ) 又 变 得 较 小 
并 使 得 在 #1 后 的 区 间 将 出 现 较 少 的 点 . 这 说 明 过 程 
有 自 校 正 的 特征 . 维尔 -琼斯 (Vere-Jones,D.) 于 
1978 年 和 冈 田 于 1984 年 曾 利 用 这 类 过 程 ( 带 有 指 
数 形式 的 p(x) 二 exp {a 十 bz)) 建 立地 震 发 生 的 应 力 
释放 模型 . 

纯 灭 过 程 (pure death process) 一 类 特殊 的 生 
KIE. 这 类 过 程 描述 的 群体 中 所 有 个 体 只 会 死亡 
而 不 能 繁殖 , 即 生 率 入 (1)==0 对 所 有 nO c. 因此 和 群 
体 的 个 体 数目 只 会 随时 间 推 移 而 减少 . 当 灭 率 us (2) 
只 依赖 于 但 与 1 无 关 时 对 应 的 过 程 称 为 齐 次 的 . 
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FF ZR. £h "X x f£ (homogeneous pure death pro- 
见 “ 纯 灭 过 程 ” 
自 激 点 过 程 (self-exciting point process) — 
类 强度 可 以 依赖 于 过 程 自身 历史 的 点 过 程 . 齐 次 泊 
松 过 程 的 强度 是 一 常数 ,如 果 人 允许 强度 随时 间 上 改 
变 就 得 到 带 时 倚 强 度 的 泊 松 过 程 . 如 果 再 允许 强度 
在 任 一 时 刻 t 的 值 除 了 依赖 于 :之 外 ,还 与 过 程 在 
这 时 刻 的 点 数 入 (tz) 有 关 . 则 得 到 的 是 非 齐 次 纯 生 过 
E. 现在 , 知 进 一 步 假 设 过 程 在 任 一 时 刻 上 的 强度 除 
了 依赖 于 上 和 NG 之 外 ,还 可 能 与 在 时 刻 上 前 发 生 
的 NG 个 点 的 位 置 有 关 . 换 句 话说 ,依赖 于 过 程 在 
时 刻 t 之 前 (包含 由 的 全 部 历史 ,于 是 就 得 到 更 广泛 
一 类 的 点 过 程 一 一 自 激 点 过 程 . 在 数学 上 , 自 激 点 过 
程 被 定义 为 满足 下 述 条 件 的 计数 过 程 (N(z) ,t 宇 0): 
对 任意 实数 1250 Ml A70, 
PON are ING) OO 
= ÀA, N G»,5,,5,, Ona dh + olh). 
其 中 SiS? ,Sw 依次 是 过 程 的 第 一 ,第 二 ， ETE , 
NOTARE ZA. 在 某 些 文献 的 定义 中 还 加 上 
有 序 性 条 件 
PON ttn > 21INO,8,,8, ,SNe) = olh) 
和 对 初始 状态 的 规定 :PCN(0)==0)=1. 

注意 自 激 点 过 程 的 强度 4 不 仅 随 时 间 上 变化 ， 
而 且 还 是 过 程 Wi) 的 现实 w AY pa, BD oR BEA E E 
一 随机 过 程 , 但 它 受 点 过 程 自身 的 演化 制约 . 

具有 有 限 记 忆 的 自 激 点 过 程 (self-exciting point 
process with limited memory) 一 类 特殊 的 自 激 点 
过 程 .如果 一 个 自 激 点 过 程 在 任意 时 刻 上 的 强度 只 
依赖 于 时 刻 二 点数 NG) 和 最 靠近 上 的 有 限 m 个 点 
的 发 生 时 间 Suo »DNo-1* °° »:5N(Q-—m41 MRE HA 
AAR m 记忆 的 自 激 点 过 程 . 这 里 m 是 任意 非 负 整 
数 . 例如 ,更 新 过 程 是 0 记忆 自 激 点 过 程 . 

注意 , 按 定义 ,0 记忆 自 激 点 过 程 的 强度 虽然 与 
任何 一 个 点 发 生 时 间 都 没有 关系 ,但 它 并 不 是 无 记 
忆 ( 即 无 后 效 ) 的 .因为 这 时 强度 还 可 以 依赖 于 点 数 
N (2) , 亦 即 部 分 地 依赖 于 过 程 在 上 以 前 的 历史 , 例 
如 , 纯 生 过 程 是 0 记忆 的 自 激 点 过 程 ,而 泊 松 过 程 才 
是 无 记忆 的 . 

B BR SLE TA ict #2 (doubly stochastic Poisson 
process)” 亦 称 柯 克 斯 过 程 . 一 类 随机 点 过 程 . de 
克 斯 (Cox,D. R.) F 1955 年 在 研究 处 于 随机 环境 
的 泊 松 过 程 时 引入 的 . 这 类 过 程 可 以 看 做 是 点 发 生 
强度 本 和 喘 是 一 个 随机 过 程 ( 称 为 强度 过 程 ) 的 泊 松 过 
程 . 其 中 强度 过 程 是 由 反映 周围 环境 或 被 传送 的 信 
息 等 外 部 因素 支配 的 . 更 确切 地 说 , 重 随机 泊 松 过 程 
在 给 定 了 强度 过 程 的 条 件 下 是 具有 给 定 强度 的 泊 松 
过 程 . 因此 这 类 过 程 也 称 为 条 件 泊 松 过 程 . 
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柯 克 斯 过 程 (Cox process) 即 “ 重 随机 泊 松 过 
程 ”. 

条 件 泊 松 过 程 (conditional Poisson process) 
即 “ 重 随机 泊 松 过 程 ”. 

混合 泊 松 过 程 (mixed Poisson process) 一 种 
泊 松 过 程 . 指 强度 本 身 是 一 个 随机 变量 的 泊 松 过 程 . 
它 既 可 以 看 做 是 泊 松 过 程 的 推广 ,也 可 以 看 做 是 重 
随机 泊 松 过 程 的 特例 (参见 “ 泊 松 过 程 * 和 “ 重 随 机 泊 
松 过 程 ”). 

jk EXE (clustering point process) 简称 
簇生 过 程 . 一 类 点 过 程 . 指 由 两 级 过 程 形 成 的 点 过 
程 ,过 程 由 一 个 称 为 主 过 程 的 基本 点 过 程 和 由 主 过 
程 的 每 一 断 点 ( 称 为 簇生 中 心 ) 产 生 的 点 艇 ( 称 为 从 
属 过 程 ) 组 成 . 按照 不 同 的 具体 情况 簇生 点 过 程 可 以 
理解 为 主 过 程 与 所 有 从 属 过 程 的 秋 置 ,也 可 以 只 限 
于 从 属 过 程 的 倒置 . 但 这 种 差异 不 是 本 质 的 ,因为 人 
们 能 够 通过 把 簇生 中 心 看 做 是 它 产 生 的 点 艇 中 的 一 
点 而 把 前 一 种 情形 化 为 后 一 种 情形 处 理 . 

fe Æ t42 (clustering process) FH RR ipf 
简称 . 

奈 曼 -斯 科 特 过 程 (Neyman-Scott process) — 
JE SEE UBL. 是 奈 曼 (Neyman,J. ) 于 1957 年 和 斯 
科 特 (Scott,E. L. ) 于 1958 年 在 研究 宇宙 星体 分 布 
时 引入 的 . 其 基本 假定 如 下 : 

1. 主 过 程 是 齐 次 泊 松 过 程 . 

2. 每 一 主事 件 以 概率 分 布 {p(k)} 产 生 随 机 
&A( 之 0) 个 从 属 事 件 . 

3. 这 & 个 从 属 事件 离 复生 中 心 的 距离 分 别 是 
Di ,Di ,Di, 各 Di G=112. ATA BONIS. 
独立 同 分 布 . 

4. 主 过 程 参 与 人 加 . 
维尔 -琼斯 (Vere-Jones,D. ) 于 1970 年 曾 利 用 这 模 
型 研究 地 震 发 生 问 题 . 这 时 若 人 允许 从 属 事件 发 生 于 
ES CER) SHRM “RI”. oe RR RE 
于 主事 件 之 后 的 从 属 事 件 序 列 则 是 局 限于 考虑 " 余 
fe”. (参见 “簇生 点 过 程 ”). 

巴特 利 特 -刘易斯 过 程 (Bartlett-Lewis process) 
亦 称 分 支 泊 松 过 程 . 一 类 簇生 点 过 程 . 是 英国 统计 学 
家 巴特 利 特 (Bartlett ,M.S. ) 于 1963 年 在 研究 交通 
运输 问题 和 刘易斯 (Lewis,P. A. W.) F 1964 年 在 
研究 电子 计算 机 故障 问题 时 引 人 和 讨论 的 . 其 基本 
假定 如 下 : 

1. 主 过 程 是 齐 次 汝 松 过 程 . 

2. 主 过 程 的 每 一 点 以 概率 分 布 {p;()) 产 生 随 
机 & 个 从 属 事件 ,这 些 点 事件 形成 一 普通 更 新 过 程 
(的 前 部 ), 各 从 属 过 程 是 相互 独立 的 . 

3. 主 过 程 参 与 到 加 (参见 “簇生 点 过 程 ”). 

5] X 3H $5 XX f£ (branching Poisson process) 


即 “ 巴 特 利 特 -刘易斯 过 程 “ 

分 支 更 新 过 程 (branching renewal process ) 
一 类 特殊 的 簇生 点 过 程 . 其 中 基本 点 过 程 是 更 新 过 
程 ,基本 点 过 程 的 每 一 点 产生 一 次 级 过 程 . OP a E 
过 程 就 是 基本 点 过 程 和 各 个 次 级 点 的 合 置 . 

平稳 点 过 程 (stationary point process) 一 种 
随机 点 过 程 . 在 许多 文献 中 是 指 具有 平稳 增 量 的 随 
机 点 过 程 (等 价 地 说 ,计数 过 程 ){N (0 12:0). 即 对 
任意 实数 上 六 ?之 0 FI AT 0, ERE E DECIR] Gs c RU Go 
h.t h PRESE RS OSEE Nu SNG Ns) 
FN a uua m NGHTR)— N GH-00YB TB IL B9 418. FF 
次 泊 松 过 程 和 平衡 更 新 过 程 都 是 平稳 点 过 程 的 特 
例 . 

应 当 指 出 ,有 些 文献 把 这 一 术语 用 于 对 任意 有 
限 多 个 区 间 ,其 增 量 有 平稳 联合 分 布 的 点 过 程 . 即 对 


任意 整数 上 宇 2 和 实数 s <t ss Lts tt s Sa Ct MA 
> 0,38 E 

Na oaa uN an 
和 N, theth sN paa, ho 1 IN s eaa th 


有 相同 的 和 & 维 联合 分 布 . 这 时 ,为 了 把 前 面 提 到 的 具 
有 平稳 区 间 分 布 的 点 过 程 和 这 种 具有 较 强 的 平稳 性 
要 求 的 点 过 程 区 别 开 来 ,常常 把 前 者 称 为 粗 平稳 点 
过 程 . 


粗 平稳 点 过 程 (crude stationary point process) - 


见 “ 平 稳 点 过 程 ”. 

具有 平稳 间距 的 点 过 程 (point process with sta- 
tionary interarrival time) 点 间 间 忠 序 列 构 成 平稳 
随机 序列 的 点 过 程 . 齐 次 泊 松 过 程 和 普通 更 新 过 程 
都 是 这 类 过 程 的 特例 . 注意 这 个 概念 与 平稳 点 过 程 
的 概念 是 不 相同 的 (参见 “平稳 点 过 程 ”). 

标 值 点 过 程 (marked point process) 一 种 点 
过 程 . 令 点 过 程 的 每 一 点 联系 一 个 标 值 ,就 得 到 标 值 
点 过 程 . Y UN (1),t 宇 0} 是 一 基本 的 点 过 程 . 如 果 对 
这 过 程 的 每 一 点 i,(n 二 1,2,3,…), 赋 予 一 个 辅助 的 
随机 变量 ,并 称 之 为 联系 于 该 点 的 标 值 ,变量 u, 
随机 地 取 值 于 某 一 标 值 空间 72 ,这 种 每 一 点 都 带 有 
一 个 标 值 的 点 过 程 即 称 为 标 值 点 过 程 . 而 由 


定义 的 随机 过 程 则 称 为 伴随 的 标 值 累计 过 程 . 当 标 
值 变 量 u 不 含 取 值 0( 空 间 K 的 零 元 素 ) 时 , 标 值 
点 过 程 和 它 的 标 值 累 计 过 程 是 一 一 对 应 的 ,因此 认 
为 它们 是 等 同 的 

标 值 空间 2 可 以 是 一 般 的 抽象 空间 . 但 是 ,为 
了 能 够 考虑 标 值 的 累加 ,通常 要 求 在 红 中 定义 有 
“加 法 "运算 .在 一 般 的 标 值 点 过 程 定义 中 既 不 要 求 
标 值 {z} 是 独立 随机 变量 序列 ,也 没有 规定 标 值 要 
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独立 于 基本 点 过 程 . 一 般 的 标 值 点 过 程 应 用 范围 很 
广 , 复 合 泊 松 过 程 可 以 看 做 是 一 类 特殊 的 标 值 点 过 
R. 

Ek (& X6 tt ix fg (mark-accumulant process) 

见 “ 标 值 点 过 程 ” 

多 元 点 过 程 (multivariate point process) — 
类 特殊 的 标 值 点 过 程 . 当 一 个 点 过 程 的 点 被 区 分 为 
若干 种 不 同 的 类 型 时 ,人 们 就 把 这 点 过 程 称 为 多 元 
点 过 程 . 这 里 的 “元 ”实际 上 是 点 的 “类 型 ”. 点 可 以 有 
有 限 或 可 数 无 穷 多 种 类 型 , 故 多 元 点 过 程 在 时 刻 t 
的 值 可 用 一 有 限 维 或 无 穷 维 随机 向 量 (N CO, 
NE), e N QEON  QO,N? G), NI Qo) 
表示 ,其 中 和 NN” (1) 表 示 在 区 间 (0,tj 中 发 生 的 第 类 
型 点 的 数目 . 在 实际 中 通常 假定 不 同类 型 的 点 不 会 
同时 发 生 . 

注意 ,多 元 点 过 程 和 多 维 点 过 程 是 两 个 不 同 的 

多 维 点 过 程 (multidimensional point process) 
一 类 随机 点 过 程 . 指点 发 生 空间 是 多 维 空间 的 随机 

排队 过 程 (queueing process) 一 种 随机 过 程 . 
在 多 数 情 形 中 是 指 描述 侠 留 在 排队 系统 中 的 顾客 数 
目 ( 或 排队 长 度 ) 的 随机 过 程 . 但 也 有 些 著作 利用 这 
术语 泛 指 在 排队 问题 中 涉及 的 各 种 随机 过 程 ,例如 ， 
还 包括 描述 顾客 到 达 和 离开 排队 系统 的 随机 过 程 
S. 

Be A it # Gimbedded process) 一 种 随机 过 程 . 
指 由 在 某 些 特定 的 时 刻 对 一 连续 时 间 参 数 随 机 过 程 
的 观测 而 得 到 的 离散 时 间 参 数 随 机 过 程 . 设 (X(C) st 
过 0} 是 一 个 连续 时 间 参 数 随机 过 程 , 如 果 只 在 一 系 
列 特定 的 时 刻 志 ,ts ,ts3,…( 在 大 多 数 情形 中 选取 过 
fg X(2) 发 生 某 类 状态 变化 的 时 刻 ) 对 X GO ETT 
测 , 由 此 人 们 得 到 一 个 离散 时 间 参 数 随 机 过 程 
(Y GO 2220}. 这 个 新 过 程 在 时 刻 n 的 状态 由 原 过 
程 在 时 刻 c, 的 状态 确定 , 即 Y(z) =X G2 12:0 3B 
Bit 1000. AWESHE Y a), n Z0) MRA ot 
EIXOS B AGGERE. 

BOX HIR nu] ABE de dh sm — 28 Bx A he. x 
BOY 60,2250) d&— Bg up XA t. 在 理论 和 应 用 中 ， 
25 RT R B BB DL IEEE AS E IH ZR RIA E T, A A BR 
人 马尔 可 夫 链 的 方法 常常 能 得 到 较 满 意 的 结果 . 

其 入 马尔 可 夫 链 (imbedded Markov chain) 
TL ge A ERR. 

马尔 可 夫 判 决 过 程 (Markov decision process) 
一 类 把 马尔 可 夫 链 和 动态 规划 理论 结合 起 来 的 随机 
模型 . ABE SOC AT KD AY A BE A EY BE A 
有 马尔 可 夫 性 质 ( 即 当 已 知 系统 现在 的 状态 对 它 将 
来 的 演变 与 过 去 的 历史 无 关 ). 又 设 在 离散 时 刻 c= 
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BE 机 过 程 


0,1,2,… 对 这 系统 进行 观测 ,每 次 观测 后 都 要 根据 
观测 的 结果 ( 即 系统 的 状态 ?随即 做 出 采取 某 种 措施 
的 决定 并 由 此 带 来 相应 的 报 偿 ( 或 代价 ). 同时 系统 
状态 的 转移 不 仅 依赖 于 它 现在 所 处 的 状态 ,而 且 与 
决定 采取 的 措施 有 关 , 这 就 是 说 转移 概率 不 是 固定 
不 变 的 , 它 可 以 随 措施 的 不 同 而 改变 . 人 们 要 求 在 上 
述 观 测 和 判决 过 程 中 选取 一 系列 措施 ,使 得 在 某 种 
意义 (例如 ,在 平均 的 意义 ) 下 总 的 报 偿 达到 最 大 (或 
者 代价 最 小 ). 这 样 的 数学 模型 就 称 为 马尔 可 夫 判 决 
过 程 , 它 可 以 看 做 是 马尔 可 夫 链 模型 和 动态 规划 理 
论 结合 的 一 种 衍生 物 . 

不 会 瘫痪 的 计数 器 模型 (non-paralyzable coun- 
ter model) JRK I 型 计数 器 模型 . 一 类 常用 的 计数 
器 模型 . 这 类 计数 器 的 特点 是 当 某 个 粒子 到 达 计 数 
器 并 被 记录 ( 即 计 数 ) 后 ,计数 器 要 被 封闭 一 段 随机 
的 时 间 . 在 这 段 时 间 到 达 的 粒子 既 不 会 被 记录 ,也 不 
会 对 计数 器 产生 任何 影响 . 因此 ,这 类 计数 右 不 会 从 
某 一 时 刻 开始 由 于 连续 被 封闭 而 陷于 永远 不 能 工作 
EA) HE Be AR AS. 描述 这 类 计数 吏 工 作 的 随机 过 程 称 为 
不 会 次 痰 的 计数 器 模型 . 这 类 计数 器 模型 问题 和 更 
新 过 程 理论 有 密切 关系 . 

I 型 计数 器 模型 (type I counter model) Ep 
“AS HE RY) TB BE A A”. 

会 瘫痪 的 计数 器 模型 (paralyzable counter 
model) 亦 称 工 型 计数 器 模型 . 一 类 滑 用 的 计数 器 
模型. 这 类 计数 器 的 特点 是 每 个 到 达 计 数 器 的 粒子 
不 管 它 是 否 被 记录 ,都 会 把 计数 器 封闭 一 段 随机 的 
时 间 . 因此 这 类 计数 器 有 可 能 从 某 一 时 刻 开始 由 于 
连续 被 封闭 而 陷于 永远 不 能 工作 的 次 痪 状态 . 描述 
这 类 计数 器 工作 的 随机 过 程 称 为 会 瘫痪 的 计数 器 模 
型 . 

I 型 计数 器 模型 (type I counter model) BẸ 
“会 瘫痪 的 计数 器 模型 ”. 

p 型 计数 器 模型 (type-p counter model) — 
类 包含 不 会 瘫痪 和 会 次 次 计数 器 模型 作为 特例 的 计 
Jas E TU. 这 类 模型 描述 的 计数 器 在 没有 被 封闭 时 
到 达 的 粒子 将 被 记录 ,一 旦 粒子 被 记录 后 计数 器 随 
即 被 封闭 一 段 随机 的 时 间 . 当 计 数 占 被 封闭 时 到 达 
的 粒子 不 会 被 记录 ,而 且 能 以 概率 p COS PIDE B] 
计数 器 一 段 随机 的 时 间 . 易 见 不 会 次 痪 的 计数 器 是 
0 型 计数 器 ,会 瘫痪 的 计数 器 是 I 型 计数 器 . 

跳 过 程 (jump process) BK ER HE [E RS pE BL 
FE. WA EEA ES (0,7 PORER o IK F 
— (7,9 CX 0s dé RA FH a IRI CE B) B5 BL E 
程 . 它 称 为 跳 过 程 , 如 果 它 分 段 为 常 值 且 在 任意 有 限 
区 间 只 有 有 限 个 跳 牙 点 ,而 轨道 是 右 连续 的 , 即 对 任 
意 wt FETE > 0 使 X, w) =X w) 4 OR eRe. 
Bk BR AY [8] Fe 91] CT, } A e EA F: 
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T,250; 
T p+ Cœ) 
Ce a 
+ co 《 知 上 面 的 集合 是 空 集 )，. 
点 过 程 是 蹊 度 为 正 整 数值 的 跳 过 程 ,离散 状态 
的 马尔 可 夫 过 程 和 半 马 尔 可 夫 也 是 跳 过 程 . 
分 支 过 程 (branching process) 一 种 随机 过 
程 . 是 一 类 描述 群体 成 员 数 目 变化 的 随机 过 程 , 其 中 
的 群体 是 一 代 一 代 地 繁殖 演化 的 . 在 分 支 过 程 理论 
中 人 们 主要 关心 群体 每 一 代 成 员 数 目的 分 布 .数字 
特征 以 及 群体 最 终 绝种 的 概率 (参见 “高 尔 顿 - 沃 森 
We”). 分 支 过 程 是 英国 人 类 学 家 高 尔 顿 (Galton， 
F. ) 和 沃 森 (Watson,H. W.) F 1874 年 在 研究 “家 
族 灭 种 ”问题 时 首先 提出 的 . 
高 尔 顿 - 沃 森 过 程 (Galton-Watson process) 
一 类 离散 时 间 参 数 分 支 过 程 . 设 XX(n) 表 示 群 体 第 
代 (x= 二 0,1,2,…) 的 成 员 数 目 .第 0 代 的 成 员 称 为 群 
体 的 “祖先 ”, 他 们 直接 繁殖 的 后 代 组 成 群体 的 第 一 
AR. 一 般 地 ,群体 第 代 直 接 繁殖 的 后 代 组 成 群体 的 
Bint it. 假定 群体 中 各 个 成 员 的 繁殖 相互 独立 ， 
而 且 每 一 成 员 的 直接 后 代数 目 是 有 相同 分 布 的 非 负 
整 值 随机 变量 . 这 样 的 离散 时 间 参 数 随机 过 程 
{Xn),n 二 0,1,2,…) 称 为 高 尔 顿 - 沃 森 过 程 . 这 类 
过 程 也 是 马尔 可 夫 链 . 
贝尔 曼 - 哈 里 斯 过 程 (Bellman-Harris process) 
亦 称 依赖 于 年 龄 的 分 支 过 程 . 一 类 连续 时 间 参 数 分 
支 过 程 . 假设 群体 每 一 代 成 员 的 寿命 是 有 相同 分 布 
的 独立 非 负 随机 变量 ,而 且 所 有 成 员 都 是 在 他 们 的 
生命 终止 时 繁殖 后 代 . 又 设 各 成 员 的 直接 后 代数 日 
也 是 相互 独立 同 分 布 的 . 如 果 用 和 (表示 群体 在 时 
20) t 的 成 员 总 数 , 则 连续 时 间 参 数 随机 过 程 {(X(2),t 
之 0} 就 称 为 贝尔 曼 - 哈 里 斯 过 程 .注意 ,这 类 过 程 一 
般 不 是 马尔 可 夫 过 程 . 贝尔 曼 -哈里 斯 过 程 是 贝尔 曼 
(Bellman, R. ) 和 哈里 斯 (Harris , 工 .E. ) 于 1948 年 
首先 研究 的 . 
马尔 可 夫 分 支 过 程 (Markov branching process) 
一 类 特殊 的 贝尔 曼 -哈里 斯 过 程 . 这 时 群体 成 员 的 寿 
命 有 指数 分 布 , 因 此 这 类 过 程 是 马尔 可 夫 链 (参见 
“贝尔 曼 - 哈 里 斯 过 程 ”)， 
依赖 于 年 龄 的 分 支 过 程 (age-dependent branch- 
ing process)” 即 “贝尔 曼 - 哈 里 斯 过 程 ”. 
超过 程 (super processes) ” 亦 称 测度 值 分 支 过 
TR. 一 种 特殊 的 马尔 可 夫 过 程 . 超过 程 是 分 支 过 程 的 
极限 .从 20 世纪 中 叶 起 ,高 斯 过 程 和 独立 增 量 过 程 
在 随机 分 析 及 其 应 用 的 发 展 中 起 着 重要 的 作用 . 到 
T 20 世纪 90 年 代 , 超 过 程 吸 引 了 越 来 越 多 的 数学 
家 的 关注 , 它 已 成 为 研究 无 穷 多 个 自由 度 的 物理 系 
统 的 重要 工具 . 


(nzz0) , 


EB US EX (2) (€ T) 可 由 分 支 微 粒 系统 取 极 限 
而 得 到 . 高 斯 过 程 由 其 一 、 二 阶 抢 确定 ,独立 增 量 过 
程 可 由 列 维 - 辛 钦 公式 确定 ,而 超过 程 则 由 其 对 数 拉 
普 拉 斯 方程 确定 . 在 某 种 正则 性 的 假定 下 ,超过 程 
{X(t),tET} 可 视 为 马尔 可 夫 过 程 ,其 投影 部 分 
LEE ,tiET} 确 定 了 系统 无 穷 小 部 分 的 空间 运动 . 如 
REOLIET ÆRA ERIL LAP WX). 
ET} 的 对 数 拉 普 拉 斯 方程 导出 算 子 Lu 一 y(u), 其 
中 非 线 性 函数 %。，) 描 述 分 支 机 制 . 通 常 有 a) = 
u'(1«axt2). iX BF ER CX GO ET) $83 d. 如 果 
LEG) c€T} B Bus M CX GOL € TERIS ER B 
BJZ Z). 

超过 程 与 非 线性 偏 微分 方程 有 密切 联系 ,邓肯 
(Dynkin, E. B. ) 和 其 他 一 些 数学 家 在 这 方面 做 了 许 
多 很 好 的 工作 . 

测度 值 分 支 过 程 (measure-valued branching 
process)” 即 “超过 程 ”. 

超 扩 散 Csuper-diffusion ) 

超 布朗 运 
BE. 


Vi, “H wt FR”. 


Z 3j (super-Brownian motion) 


见 “ 超 


著 论 与 随机 分 析 


$t (martingale) 一 类 重要 的 随机 过 程 . 设 
(XA) tER,)} logon gigi 间 CQ, ,P) bis 
MTEF o ROBO C hea, 的 随机 过 程 . BRUX CO, 
tER ORIF IR, 如 果 下 列 两 条 件 成 立 ， 

1. 对 每 一 1:€ A,X) 

2. 对 任意 1 这; 宇 0,E[XG)| 久 ,| 二 X(s) a.s. p. 
由 条 件 2 立即 推出 ELXOD ] — EL X CS) ]. martingale 
— i] &18 — ASR, BD rp oc m] SR", [HIR S V8 77 TS 
中 的 一 种 输 后 加 倍 下 注 的 赌 法 . 

在 离散 时 间 情 形 , 蒜 有 如 下 直观 意义 : 设 X(0) 
表示 赌 徒 开 始 参 加 赌博 时 的 赌 本 ,X(n)(n 宇 1) 表 示 
他 在 第 ”局 赌博 后 的 总 赌 金 ( 即 赌 本 XX(0) 与 前 局 
的 输赢 之 总 和 ) ,而 =o XG), i—0,1, on) RR 
映 了 前 ”局 赌博 的 全 部 信息 . 如 果 {XX(n),n 宇 0) 是 
RFF.) HI, M RE ELX n+k)|¥%,)]= 
Xn) 表 示 在 已 知 前 局 输 启 的 条 件 下 ,再 经 过 局 
(& 之 1) 赌 博 后 , 赌 徒 的 总 赌 金 在 平均 意义 下 是 和 他 
在 第 局 后 的 总 赌 金 相 等 的 . 这 就 是 说 赌博 是 “公平 
的 ”. 对 于 这 种 赌博 ,不 管用 什么 赌 法 , 按 平均 来 说 ， 
赌 徒 最 终 不 会 从 赌博 中 得 益 或 输 刨 . 

.E€k(supermartingale) RW — fh $E J^. i 
(XA), tE 4, FA E SHE HB E, FZ, P) EX 


FEA o RBZ hea, 适应 的 随机 过 程 . 称 
(X(t) t€E ZC,) Jg UL.) ER, WR FIARA: 


著 论 与 随机 分 析 


1. X 8 — £€ 9€, , X Go n] fH 

2. 对 任意 £520, ELX GO |F. ] X ($) a. s. P. 
由 条 件 2 立即 推出 ELX CO J& ELX G2 J. 

下 计 (submartingale) — $& fj — fe $E J^. ix 
(X(t), t€ Hy} AE MER SS RI CQ. PER 
TO a F hea, dá M BO BEL ot PR. 称 
(X(t), E€ 人 Ri1) 为 (多,} 下 对 ,如 果 下 列 两 条 件 成 立 : 

Lg — 1€ Z, XC. 

2. 对 任意 t>s 20, ELX) |, JX G2 a.s. P. 
由 条 件 2 立即 推出 ELX() JZ2ELX GO ]. A(X), 
tCA SRF, ERR, EE Y GO— —XCOGE X Bod 
fg (Y Gic ABA, PR RZ. 因此 在 许 
多 问题 的 研究 中 只 须 就 上 鞭 ( 或 下 蒜 ) 的 情形 讨论 . 

局 部 蒜 (local martingale) — £& 89 Jj 8p 45 36. 设 
X —(XG,t€ AS RIF, SMM. PRX UN. 
(F. } Jey BB BR C fay PR Jey BB BR) ,如果 存 在 停 时 序列 
(Sa? Sn ^ +00 a. s. (EIR XS (XG ASO.t€ 4.) 
AE GL.) 8S n] FAR. 

— ^r 3EfA FY TR C703 Fa BD BR I (7.0 ERI. 最 
近 许多 著作 在 局 部 鞭 的 定义 中 对 E 
f. PNA (XO) EB, bli pede 如 果 X0) 
EF,, 并 且 存 在 停 时 序列 {S,),S, 个 十 co a. s. 使 得 
XLAS,)—XX(0) 是 1 FIRIR 

Æ 8 (semimartingale) — Bi 3& fir Æ fF 29 REAL AR 
分 最 广 类 型 的 随机 过 程 . OR FFE Ot EX = M+ A. 
其 中 M= 二 {MQ),t1ER,}) 为 多, 局 部 靳 ,A 二 {A(1),t 
ER+)} 为 罗 , 适 应 局 部 有 限 变 差 过 程 , 则 随机 过 程 
(X(t) £220 EROS SE BR. 此 分 解 不 惟一 . 如 4 还 是 局 
部 可 积 , 则 称 X CA RRR AE BR. 对 特殊 半 蒜 有 惟一 典 
Wak X=M+A, HPA dE DEUS IRAE 2E SURE. 局 
pf PESE A BE ab 3 ot RE, Jeo BBE BR SUME OF E 
pM ELIEUNNAXETEIDTADIECGE RR.ORxESZE E 
F BRE FE PKA SR. 

ae 3k Æ BR special semimartingale ) 
ge. 

&h Æ Fe Fi) (martingale-difference sequence ) 

一 类 随机 序列 . T8 BB op RU FF 90] FE SB BEL Fe). X 

xi d 是 定义 在 概率 空间 (2 ,多 ,已 ) 上 的 
随机 序列 . (有 多 。),>o 是 一 上 升 o 代数 族 . 称 X ARB 
序列 ， Fo i 

1l. X & (A, ih hy, AX AR n0, Xn) EF 
可 测 的 . 

2. 对 每 一 ”之 0,X(2) 是 可 积 的 . 

3. 对 每 一 n20, E[ XXn4-12 |-7,]—0 a.s. P. 

an Y-—í(YG0,nz0) — (4.388, DU gi 
X (0) —YCO XG) —Y 4-1) —Y (n) Of n2SVDE 
MAFF X={X(n) nS ERTZ } BRE FF 
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见 “ 半 


Jj. RZE KSX), nO XT EST o 代数 
PRA F uso RI BRE JF 3] , Uu) B 


Y(n) = 2,XQ) 


定义 的 了 = (Y G0 ,nz:0)J& — C7, ) RR. 

增 过 程 (increasing process) 一 类 随机 过 程 . 
指 轨 道 是 右 连 续 增 函数 的 随机 过 程 . 随机 过 程 
(AG), t€ R1) 称 为 增 过 程 ,如 果 它 的 所 有 轨道 
AC? wh 9€. E 3E HA BR (BUR XE EHE PRU. 增 过 
程 必 为 右 连 左 极 过 程 ,因而 适应 增 过 程 为 可 选 过 程 . 
增 过 程 {(A4()) 称 为 可 积 增 过 程 ,如 果 

A(+ co) = lim AC) 

是 可 积 随机 变量 . 

可 积 增 过 程 (integrable increasing process) 
见 “ 增 过 程 ”. 

自然 增 过 程 (natural increasing process) — 
类 特殊 的 增 过 程 . 设 上 升 o ROBUR CF hea HA x 
续 , AG) tC Ai RAF.) AAR it 
程 ,如 果 ACO-—O,H 


十 co 
E| Y (£.02dAG) = EY (+ ~)A(+ œ) 


XI — UJ) A ixEZESRIESR (Y 00. MER, moar. 4 
(AG) AER) A n] BUR GEN ER ARTES 
且 仪 当 它 是 可 料 增 过 程 . 

有 限 变 差 过 程 (process with finite variation) 
一 类 随机 过 程 . 指 可 以 表 为 两 个 增 过 程 之 差 的 随机 
过 程 . 设 {(X(),t€E 如 |} 是 一 有 限 变 差 过 程 ,把 


(vie) = | laxe» |.re Z, | 
[0,7] 


称 为 它 的 变 差 过 程 , 其 中 积分 意义 是 对 每 个 固定 的 
wEQ 在 勒 贝 格 -斯 带 尔 杰 斯 意义 下 的 积分 . 称 
(X@) tC 2 为 可 积 变 差 过 程 , 如 果 {(Y O), tE 
A, } 是 可 积 的 . 3X 4H 4T OX GO ,£€ A, RAK 
个 可 积 增 过 程 之 差 . 
RY FA SS = WE (integrable variation process) 
见 “ 有限 变 差 过 程 ”. 
3E Fy RJ FA BR (square integrable martingale) 
KEERA, EM HE BEES [RI CQ. PO EWA 
XE SE CO ER UX GO) E€ RLS MALS SEAR 
(简称 平方 可 积 著 ) ,如 果 
sup EX’ (t) <+ œ. (1) 
EUA AA 记 平 方 可 积 蒜 的 全 体 , 则 A 按 内 积 
(M, NO — ELMCT- 992) N C4- 99) ]G& PR UM CO tE 
R IRING) t€ A, } E AL 的 元 素 ) 构 成 希 尔 伯 
特 空间 ,而 且 与 (0, 多 1,,,P) 同 构 , (MO), tE 
R11}>M( 十 oo0) 为 其 同 构 映像 .有 些 著 作 把 条 件 (1) 
换 为 EX?’ O<, ATA £20. 
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(D) Hit # (class (D) process) 一 类 可 测 随 
机 过 程 . TMX) tC 96 RA OS BUR, dr 
果 随 机 变量 族 ! (A CT Te) re £ZJ — St Rn] TRO EL 
中 F RRE, ER. 

右 连续 一 致 可 积 蒜 为 (D) 类 过 程 ,但 _ 般 的 一 
AT A ERA EE DRE. 然而 ,存在 上 升 的 
停 时 列 Ut. d usos Tr A T oo(CM n-> + 00 if fi xp 2E T 
nif UXGArLD.tC€ LIOS SUR. 

(DL) 38 tt #2 (class (DL) process) 一 类 可 测 
随机 过 程 .可 测 过 程 {X(CD) ER YR ODDO Zu 
程 , 如 果 随 机 变量 族 4(X(CT))rey 是 一 致 可 积 族 . 这 
BY, 表 全 体 有 界 停 时 , 即 了 满足 PIT<a) 二 1, 其 
中 a 为 某 个 非 负 实数 . (D) 类 过 程 必 是 (DL ) 类 过 
程 . 

A E SE BR A E BE Th BR A EE BEE TF BR AB 
是 (DL ) 类 过 程 . 

杜 布 停止 定理 (Doob stopping theorem) #i¢é 
的 一 个 重要 定理 . 设 {X(n),n 之 0) 是 关于 上 升 o 代 
BORA F uso FR RBS ALT 是 任意 满足 SS 
T 的 有 界 停 时 , 则 : 

1.X(9) 和 和 X(C7D) 可 积 . 

2. ELX CT) |F S] X GS) 

(相应 地 ,一 X(CS)) a.s. 

如 果 除 去 S 和 7 了 的 有 界 性 假设 , 则 当 (X(Cz) on 
宇 0} 是 右 闭 的 时 候 , 上 面 的 结论 1 和 2 仍然 成 立 . 这 
里 “ 右 闭 ”表示 存在 .和 + 可 测 的 可 积 随机 变量 
X (4-99) ,使 得 [XX( 十 oo0) F, ]ZX (nm) (相应 地 ， 
— X QD). 以 上 就 是 离散 时 间 的 杜 布 停 时 定理 . 对 于 
连续 时 间 人 情形 ， pup con lay «WU 
(1), t€ 2.) J& X T E3t o TOUR Ces WHE 
ABIT RB HLF en 右 连续 , 则 对 任意 
满足 SST 的 停 时 S 和 了 ,结论 1 和 2 成立. 

杜 布 停止 定理 表明 ,在 适当 的 条 件 下 ,刻画 下 扶 
(或 著 ) 特 性 的 条 件 中 的 固定 时 刻 ;,t 用 停 时 S,T R 
奉 后 仍然 成 立 . 

T BR XK (BAK EI (maximal inequality for 
submartingale) — $& ie Bg — TEETER BR 
CX (0) ,n220) FE FR, MUTE ASO 及 2 之 0 有 : 

l. AP {maxX (k) p Ay X(n)dP 

{maxX (k) >A} 
< E[X* GO] & ELX w ]. 

2. AP (max IX(OD | = A} 

< 2EL[X* (a)] — ELX«0) ]. 

Xi (X OD.n20)d $.Hox X341 

E[ | X (0) | 二 十 ce 对 任意 2 之 0, 则 进一步 有 
XP {max |X) | z à) < ELIX) |°]. 


对 于 连续 时 间 参 数 情形 ,相应 的 极 大 值 不 等 式 


ke: W(X) tC 2, EFA, DEA. 的 任意 可 数 
子 集 , 则 对 任意 满足 r< sy WH r.sC HA, RIEK A0 
有 : 

1. AP{ _sup XO A < ELX(G)]. 

2 ATA sup a) LÀ) 

« 2ELX* (s)] — ELX GO]. 

EXU) tE R) BRB, HEYZ SIA 
ELIX) ] M 99x f£ XE ER, , 则 进一步 有 

WP( sup E GXDLSEAPS ELIXGI]. 

上 穿 不 等 式 (upcrossing inequality) — $& ite fg 
一 个 重要 不 等 式 . 设 {X(n),n 宇 0} 是 离散 下 款 . 对 于 
任意 区 间 [a,65j], 令 UCM) 表 示 序 列 {X COO, XC), 
…,X(M)} 上 穿 区 间 La,51( 即 序列 的 元 素 取 值 从 二 
a 到 宇 5) 的 次 数 , 则 对 任意 正 整 数 M 有 


E(U QM) )& 74+ ELX (M) — a)*] 
一 atao eh 
< 一 一 QUELXT (OM) ] + lal). 
oibus UM XOLERA ETF 


Bh, D 是 统 ; 的 任 一 可 数 子 集 , 则 对 任意 满足 7 二; 
Krss ER, 和 任意 实数 m 有 


EU (DO [rss D) < PEL p= -E[(X(s)—a)*] 


< H (ELX G1 lalj. 


这 里 USD GER JC EX A OB J OY 
有 有 限 子 集 时 UT ( 五 ) 的 上 确 界 
sup _ UA). 


HA 


PRX), Trav 车 续 时 ,上 式 可 进一步 写 为 
BOCs Dp H EL(X(s) =a)" 


< EA UEX* (s)] + lal). 


b 
杜 布 不 等 式 (Doob inequality) ” 园 论 的 一 个 重 


要 不 等 式 . 设 ( poer MEME 
E[sup X(n) <5 j {1 t+sup ELX log’ X G0 J} 
和 对 任意 pd 
(E[sup X’ (m1) <P 
对 于 连续 时 间 参 数 情形 AXO ER EA 
连续 的 非 负 下 团 , 则 也 有 类 似 的 不 等 式 : 
E[sup X €) ] < 55 (1 + sup E[X COlog* XG)]), 


sup ( ELX^(») ]) ^. 
1 nz 


(E[sup Xt) < — 


对 任意 B1. 
ESR AY X2 Hr 4 Riesz decomposition for su- 


7 sup (EX?) ])"^, 


Ek ib 5 Ba Wl n 


permartingale) — EF 8& f — f$ 2r ft 3e. REA o 1X 
BUEN F hea ABE (XO) tC RARER SF, 
ER , uj 24 EL [XC 24 

lim EX) > — oo 


Ef, X C2) AY PE — 38 CE B8 BLA fp ej X PO oP RAN 
X(t) = YO) 二 x(t) @20), (1) 

FEY (2) SALA.) BR, CO) eg F SPF (BR E 

条 件 lim Ex (2) = 0 By dE fi (2,) ERO. fk ER 


(XORI, 如 果 (1) 式 成 立 ， 

在 离散 时 间 参 数 的 情形 ,上 述 条 件 中 两 个 右 连 
续 的 字样 可 去 掉 . 

杜 布 - 迈 耶 分 解 (Doob-Meyer decomposition) 
上 园 的 一 种 分 解 表 示 . WE EST o TOUR C hea, A 
连续 , {X(t) EC Ri SABER (DO 2S C97.) ER, MM 
存在 惟一 的 (在 随机 等 价 意义 下 ) 可 积 可 料 增 过 程 
(AC), tE A} E MODO — XO) -ACOX— XX RT 
HE SR. 4p eR X(t) = MODO — AGO BEEKOS E X 
(X (¢) BEER -38 HE op f. A GO EROS EE TC. 

和 黎 斯 分 解 一 样 , 杜 布 - 迈 耶 分 解 显示 了 蒜 与 半 
训 的 关系 ,使 对 半 款 的 研究 化 成 对 蒜 的 研究 . 在 随机 
积分 的 研究 中 有 重要 作用 .应 当 指 出 , 杜 布 - 迈 耶 分 
解 对 (DL) 类 亦 成 立 , 但 这 时 AG) RWE EAS 
十 ceo, 即 不 一 定 是 可 积 的 ,而 M GO dieu Jg p E. 

MŽ Jt (compensator) 见 “ 杜 布 - 迈 耶 分 解 ” 

可 料 时 (predictable time) eM e 一 类 . ^E 

义 在 如 上 的 非 负 函数 了 称 为 { 有 到,) 可 料 时 ,简称 可 
料 时 . 如果 [ 了 ,十 co)( 即 集合 { (2), T (0) Ct « 
+00} ) AF, AYRES. 可 料 时 必 为 停 时 .一 切 可 料 时 
都 是 几乎 处 处 可 预报 , 即 者 了 为 可 料 时 , 则 存在 一 
I EAGER CT rez, ,Vn A T, T RAE(T2 0) E 
^H T,—T a.s. 以 及 
lim T, = T a.s., 


在 完备 概率 空间 C REAL. VI A 
下 , 停 时 工 的 可 料 性 与 可 预报 性 ( 即 上 段 中 去 掉 “ 几 
乎 处 处 ”而 得 的 性 质 ) 是 等 价 的 , 故 不 少 著作 用 后 者 


作为 前 者 的 定义 . 
绝 不 可 及 时 (totally inaccessible time) 停 时 
PHR. BETH, HFT HLZ, Nn 


RAY 5 fei PK 48 ANY RY. RAT, S, 
4 POT -—-S«-roo))—0 绝 不 可 及 时 的 直观 意义 
是 :除去 一 个 零 概 集 外 , 绝 不 可 及 时 了 不 能 与 任何 
Ay BHAT S 在 有 限 处 相 触 及 . TE FECT <+ 00} EF BIL 
3P- Ab Ab AS BY RR AY. 

可 及 时 (accessible time) 停 时 中 的 一 类 . 设 T 
AUGE. DFE AY. BRT 为 可 及 时 ,如 果 存 在 一 列 {. 祈 ，) 
可 料 时 (Tvj>, 使 得 [7]CU[T,], 这 里 
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BE 机 过 程 


[S] (Oro) ER, X0;t=S(w)<+o} 
称 为 停 时 S 的 图 . 可 及 时 的 直观 意义 是 ;a. s. 可 及 时 
人 是 a.s. o 可 预报 的 , 即 存在 可 数 个 被 工控 制 的 停 
EF AJ (Sis (二 1,2,…)( 即 SIT Yn kh) EBT 
(Sis R=1,2.°°) FER EMIT 的 集合 之 并 与 
全 空间 OQ 只 差 一 个 零 概 集 . 

可 料 时 必 为 可 及 时 . 令 o" 为 可 及 时 全 体 , 由 
(LS, Hol SEAE R XN EER o 代数 , 称 
AW R o 代数 .关于 可 及 o 代数 可 测 的 过 程 称 为 可 
及 过 程 . 

可 及 o 代数 (accessible 
时 ”. 

可 及 过 程 (accessible process) D" nf RAT”. 

可 料 过 程 (predictable processes) 关于 可 料 o 
代数 可 测 的 随机 过 程 . EAL KO 上 由 全 体 左 连续 
(入 ,适应 过 程 产生 的 o TUBOS C ADB o 代 
BO id S? Gk Ze XE SER TF P p 120, 69 2038 I 
Ot Y C O38 RIO. 可 料 o 代数 HF th wT h (CO) X 
A:A€ E, 0)UGG DX A.0s«L AC E LER. 

如 果 随 机 过 程 {X (2)) 是 关于 o 代数 FA 可 测 
的 , 则 称 它 为 {多 ,} 可 料 过 程 ,简称 可 料 过 程 . AO 
QO, 从 而 可 料 过 程 必 为 可 选 过 程 ( 参 见 “ 可 选 过 程 ”). 

可 料 c 代数 (predictable o-algebra)” 见 “可 料 
we”. 

RJ 3% it f£ Coptional processes, well measurable 
processes) ”关于 可 选 o 代数 可 测 的 随机 过 程 . 在 
R x0 上 由 全 体征 XE ZEE CE i8 M SERRBE ^E BJ 
o BUE A, We o 代数 , 记 为 C. n xe o RRO 
也 可 由 


c-algebra) 见 "“ 可 及 


(LS. T eo[.S € P) 
生成 . 其 中 OY AH EI SRM, 
LS, +cooL={@,w€ ££, X QS Co) t 3-09] 
为 一 个 随机 区 间 . 

Ra BLilITRUXGO4€ 90, ORRAL, AAE, 
简称 可 选 过 程 , 如 果 它 是 关于 TOP 

AJ ito KM (optional o algebra) — UL" nf Ye xt 
程 “ 

可 料 二 次 变 差 过 程 (predictable quadratic vari- 
ation ae 一 类 可 料 增 过 程 . 设 M= {MQ)， 
tC SEE- ,由 杜 布 - 迈 耶 分 解 知 存在 惟一 (在 随 
机 等 价 意义 下 ) 的 可 料 可 积 增 过 程 , 记 为 (M,M)= 
CMM diea, o AWAM) = CM) drew, ,使 
fS (M? — «M, Mj hea, WA BURY FARR. M SR OM, 
MATE M 的 可 料 二 次 变 差 过 程 . 有 时 亦 称 《M ， 
M) 为 与 M 联系 的 可 料 增 过 程 . 这 个 概念 还 可 以 推 
广 到 局 部 款 和 半 款 的 情形 . 

可 选 二 次 
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变 差 过 程 (optional quadratic varia- 


tion processes) 一 类 可 选 增 过 程 . 设 MEMA, 
M 可 分 解 为 MT 二 M ,其 中 M 为 M 的 连续 拷 部 分 
ssa „M° 为 M R28 TBR BB oP CE 
是 纯 断 平方 可 积 著 ), 令 
LM,M], = 


则 [M,M]= ([M,Mj)iez, 为 可 积 增 过 程 . 人 们 称 
[LM,M] 为 M 的 可 选 二 次 变 差 过 程 有 时 简 记 为 
[M]— CM7),ea, .可 以 证 明 ， 


k 
n 


M? 十 ` (Mo m M») [M]. 
;一 0 


其 中 ou? «unm mus =t 为 L0,tj 的 有 限 分 割 
序列 ,其 步 长 趋 于 OOC nto) 这 就 是 称 它 为 二 
次 变 差 过 程 的 原因 . 对 于 离散 时 间 参 数 有 


[M], = Mi + 21a. — Mea): 


HABE Aco AT HE FB SB RTE BR 情形 . 

可 料 对 偶 投 影 (dual predictable projection) 
由 增 过 程 对 可 测 过 程 的 可 料 投影 积分 经 对 偶 关 系 所 
产生 . 设 {4,) 为 一 增 过 程 . 称 可 料 增 过 程 A? 为 14,) 
的 对 偶 投 影 , 如 对 一 切 正 可 测 过 程 X 的 可 料 投影 X 
有 对 偶 关 系 


du "" 
E| "xda, = E| XdA’. 


"tll LA) A Jar BB RT FRIN ot U E B5 PT ARTB TEC FE 
在 . 

3H H ct FE AY BR SI Bi (martingale characteriza- 
tion of Poisson process) 杜 布 - 迈 耶 分 解 的 一 种 特 
殊 表 现形 式 . 即 指 如 下 的 滤 边 (Watanabe) 定 理 : 设 
(NG) (€ Ky} ji CL a8 EB TE CBS DL IEEE AGO 
是 局 部 可 积 的 非 负 可 测 函 数 . 则 使 (N GER) 
是 一 具有 强度 AOKI ARE BIER OSs 
< , 增 量 N (4) 一 N(s) 独 立 于 Z. HAESKA 


[aodu 
的 泊 松 分 布 ) 的 充分 必要 条 件 为 
NO [aduss € 4.) 


是 一 (多. m. 

2 on ict FEBR Hl) Bi (martingale characteriza- 
tion of Wiener process) 杜 布 - 迈 耶 分 解 的 一 种 特 
殊 表 现形 式 . 即 指 如 下 的 列 维 - 杜 布 (Lévy-Doob) 定 
理 : 设 {W(t),t1E A, dé — IE ER UC } 适 应 过 程 ， 


(OF M^), + 2,4M; 


Ju (58 xx at #2 Re — Ob (EO (C7. } 维 纳 过 程 的 充分 必要 
条 件 为 : 
1. (WAER j&— C OO RA 


W(0)=0 a.s.. 
2. (W* (00 —1, tER ELF, } BPR. 


153 73 XE £k (continuity in mean square) ”随机 
过 程 的 一 种 分 析 性 质 . DEBES Lh AX). CT) E 
一 个 二 阶 矩 过 程 , 如 果 对 € T 39 2 RR. 

DLE UD — Xt) |*= 0, 

则 称 该 过 程 在 t 处 均 方 连续 . 如 果 过 程 在 每 个 上 GT 
处 ,都 均 方 连续 , 则 称 该 过 程 均 方 连续 . 过 程 在 (€ 
T 处 均 方 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 的 相关 函数 
Rs, 在 (zi) 处 连续 ,通常 称 此 为 均 方 连续 准则 ， 

均 方 连续 准则 (criterion for continuity in mean 
square) 网“ 均 方 连续 性 ”. 

均 方 导数 (derivative in mean square) ”随机 分 
析 的 基本 概念 之 一 . XAET) ÆI NE 
过 程 , 对 1€ET, 如 果 均 方 极限 

im EER AR — X' (t) 
FEX G0) 34 55 d& — I — Br REC PRY BB DLE Be, B 
E|X'@|? < 十 co, 则 称 该 过 程 (X(t), EE T ME t Bb 

均 方 可 导 ( 或 可 微 ) ,而 称 X (2) 为 它 的 均 方 导数 .如 
果 它 在 每 一 个 上 GT 处 都 均 方 可 导 , 则 称 此 过 程 均 方 
可 导 . 二 阶 矩 过 程 {X(GD)tET) 在 4ET 处 均 方 可 导 
的 充分 必要 条 件 是 


RG +h, +A — Rast -RUERID TRO) 
hhi 


存在 ,其 中 RG,t) EHE HHR AR. MILA 
35 7; Ay Se E WI. 过 程 的 均 方 导数 人 G) ET) 
fH PR BX 

EX aE, 

其 中 —— UA Tit 48 X PS C 


3, 5 RG0 , 


Ry (S, = — 


其 中 E 

15 7; RJ & (differentiable in mean square) J, 
“ 均 方 导数 ”. 

均 方 可 导 准 则 (criterion for differentiability in 
见 “ 均 方 导数 ”. 

均 方 积分 (integral in mean square) ”随机 分 析 
的 基本 概念 之 一 . 设 {X(),tE [a,bo]} 是 一 个 二 阶 矩 
过 程 , 对 区 间 [La «6 ]B FE — Xl] 43 :a St, t oe mb, 
=b, jE MRS All 


Suec D XE Up eed. o 
k=] 


id A, = max G, um 4 


如 果 均 方 极限 


mean aquare ) 


S=lim S, 
存在 , 则 称 此 过 程 在 [a,5] 上 均 方 可 积 ,而 称 S 为 此 
过 程 在 [a,5] 上 的 均 方 积 分 ,并 记 为 


著 论 与 随机 分 析 


b 
| xcoar. 


Rach EX) cE La. lab] EWA 
H3 Ft 21 4 3 2 Pr Ji UU et FY TH K PRP RG WR 
曼 积分 


b rb 
| | RG.Ddsdr 


存在 . 通常 称 它 为 均 方 可 积 准则 . 
过 程 的 均 方 积 分 的 均值 、 二 阶 和 矩 及 方差 分 别 有 
以 下 的 计算 公式 : 


b 
Ed X (dr) = | mdt, 


b b rb 
E( | X(t)dt|?} = | | 8G.0dsdr, 


var {| X (t)dt} = {| I'Cs,£)dsdt. 


FEA m(t),R(s,t)& T G.DA GO GN :€[a, 
b |} B5 35] (& eR BX . FAK PERRA DN 7 25 BR PBL. 

15 7; A] FA (integrable in mean square) DL“ 
Fi B. 

ty A RJ FR 7 Mil (criterion for integrability in 
mean square) JL“ Ra”. 

pE HL FR 4} (stochastic integral) 一 种 随机 积 
分 . 指 可 测 过 程 对 各 种 随机 过 程 的 积分 , 即 形 如 

| H dX, 
Lose] 


的 积分 . HPH, tE RL) UXot€ Ais ART BEL 
过 程 . 因 为 这 积分 可 按 各 种 意义 来 定义 ,从 而 就 有 各 
种 意义 下 的 随机 积分 .常见 的 有 下 列 几 类 : 

l. 按 逐 条 轨道 的 歼 曼 -斯 带 尔 杰 斯 或 勒 贝 格 -斯 

带 尔 杰 斯 意义 下 的 积分 . 这 就 是 说 ,对 每 个 固定 的 w 

E QQ, 上述 积 分 看 成 按 通 常 的 歼 曼 (或 勒 贝 格 )- 斯 蒂 
尔 杰 斯 意义 下 的 积 

2. 按 均 方 收敛 意义 下 积分 ( 称 为 随机 均 方 黎 曼 - 
斯 带 尔 杰 斯 积分 ,简称 均 方 积分 ). 即 把 上 述 积分 定 
义 为 和 式 


2H, P RED CENE 


的 随机 均 方 极限 (如 果 存 在 的 话 ) 其 中 0 一 如 < 去 
…< 忆 一 上 为 L0, 上 上 任意 划分 , 当 ”一 十 co 时 满足 
Max(t; — t) > 0 H s; € [t stil; 


Kin 


3. FF EE BR OLR 

4. 斯 特 拉 托 诺 维 奇 随机 积 
其 中 3 和 4 两 类 随机 积分 将 另 条 单独 列 出 . 

对 正 交 增 量 过 程 的 随机 积分 (stochastic inte- 
gral with respect to process with orthogonal incre- 
ments) BÉ PLEBS — FP. XG) € [a.b ] EIE 
AH Site, ADT 36 S.B] 

371 


随 机 过 程 


lim E|X (s) "COD [5s 0; 
令 FQ=E|X@)—-X(a)|\? WF d 8 38 JR XE 2E 
PR. LAL? (dF) RAB La b] ERTS N -aE R 
杰 斯 测度 dF 7; ap RBS SE ER SHE OK n] 10 BR Be. Dt 
对 任意 SEL dF) We fX UXQGOt€[a;.5]) 
的 随机 积分 


MOTO 
它 是 具有 有 限 二 阶 矩 的 复 值 随机 变量 ,并 有 性 质 : 
1. Xy a c «d «Cb , fit 
[1 coax o = X(d) — Xe). 
2.38 f.g € L'XdF) , a, B 是 复数 , 则 
[Caray + Belt) dX) 


一 «| /CWdX C) + 8| gcoaxco. 
3.4 f,g€ L’ AF), W 
zu fax [a (aX) | 


=al fa) g(dF() |. 


EAD HE, PT X} T= (— co 
定义 随机 积 

RERS tô integral) 一 种 随机 积分 . 它 是 
由 日 本 数学 家 伊 芯 清 首先 提出 和 研究 的 . ER 
是 指 把 均 方 积分 


| H dX, 
0 


je E Ri) RATEN fa BAIS S iW, tE 
} 的 情形 . 这 时 ,因为 布 明 运动 的 轨道 在 任意 区 
hi， 而 和 数 


SH, Or, — W, ) 


的 均 方 极限 依赖 于 s EEG ao JP WR X BERE 

积分 Saad -斯 蒂 尔 杰 斯 积分 的 显著 区 别 在 于 : 

前 者 的 s: PERK Le t 169 A A a A 

的 任意 值 . 然而 ， 为 了 便于 推广 和 应 用 , 伊 滕 积 

艇 采用 如 下 的 通过 们 单 函 数 来 通 近 的 方式 定义 E lg 
H?*,(0 xia «b «4 oo) 

为 满足 


b 
| Elf) [dt <+ oc 


RS (57, )3& IE RT WU GER (f C090 t€ RB A B. 如 果 
a=) <<, =b, f (wo) =f, Cw) 9 当 se Fea 


G=0,1,°",72—-1),08 f (o CH? We v. 
b n—i 
| fdo, 一 »2EMOICN EGER w, ). 


1 


odd 


,十 co) 的 正 交 增 量 过 程 


这 样 ,如 果 人 们 在 Hi ,上 引入 范 数 
b \ 1/2 
I fll = | | Et coris] 


及 平方 可 积 随机 变量 空间 的 范 数 
| é | = CEE), 
则 对 简单 函数 已 定义 了 保 范 映射 


nof 一 ni = | faw, | . 


Ue BR SPT np PR TE HO 1I SK S9] fT P A A H2, E. 
因此 ,对 任意 /EH;, 存 在 一 个 随机 变量 7r( 仍 记 
为 | fdW,) 与 之 对 应 ,并 称 之 为 f 关于 布朗 运动 
W,}) 的 伊 膝 积分 . 如 果 考 虑 依 概 率 收敛 的 话 ,还 可 
以 把 瓦 . 拓 广 到 很 广 的 一 类 过 程 去 .用 类 似 的 方法 
可 把 伊藤 积分 推广 到 过 程 {X,} 是 平方 可 积 款 ,局 部 
黑 , 半 著 等 情形 ,但 此 时 1, 将 有 所 不 同 

伊 芯 积分 的 一 个 显著 性 质 就 是 当 把 积分 上 限 b 


看 成 参数 : 时 PRED 
ram], 


Hf xE —^ (57 ,) BR. n SR. CX.) dé eg p BR ak OK BREST y I 
TH JW Hts FCD RE RH op Jac eg BD BR a S BA. 

斯 特 拉 托 诺 维 奇 (随机 ) 积 分 (stratonovich in- 
一 种 随机 积分 . 它 是 由 苏联 数学 家 斯 特 拉 
+E Wi ZE y (Crparouonuu, P. JI. ) 首 先 提 出 和 研究 的 . 
设 (X,) 为 布朗 运动 . EUR 


n—1 
Dlana t n un X,) 
1—0 


HS AK E UC oN ARR BR FF Es EB amt mmm =b 
为 La ,0 的 任意 划分 ， 


max (ti — t) 一 0 (2 一 十 œ), 


则 所 得 的 极限 记 为 
e fX, Gk f e X), 


并 称 之 为 (/.) 关 于 (X.) 的 斯 特 拉 托 诺 维 奇 积 分 . 这 
时 对 (7,) 的 限制 要 比 伊 芯 积 分 情形 强 得 多 . 

斯 特 拉 托 诸 维 奇 积分 确定 的 不 再 是 鞭 或 局 部 鞭 
了 .但 它 的 微分 法 则 与 通常 的 微 积分 相似 而 不 像 伊 
蔷 积 分 那样 遵循 伊 茧 微分 法 则 . 当 (f.,) 为 连续 的 半 
著 时 ,斯 特 拉 托 诺 维 奇 积分 与 伊藤 积分 有 如 下 关系 : 


cul p | sax, HE, Xe 
0 0 


还 可 以 把 上 述 积分 定义 推广 到 (大 ) 与 4z,) 为 两 

个 连续 半 诸 的 情形 . 
伊 蕨 积分 公式 (Ito formula) 
一 个 重要 公 = 设 F(xi, se 
R” EWR AFEA x; 一 次 连续 可 微 ,关于 每 
个 y, 二 次 连续 可 微 . SX XO ee KOK n PG 
MARELE, YO, Y”, YO A m SAE RR, My 


tegral) 


随机 积分 理论 的 
Xn Yis Vos? ,Ym ) 为 


FOX? VA S Qt SO UD sy Y Qt sp 5) 


FQ, Y) = FOYO + 2j F'. OL, Y, odx? 


4 Xn (Gus Y Y 


+= 28 


+ 》 FRY.) — F(R, Y.) 


Occ 


ooi AE Y Du Y s Ye 


uic pho: oy ANS 
i=] 

SY RY AY 3 9, 
z=] 


其 中 了 
y= (YL, yY? oe y». 

上 面 的 伊 芯 积分 公式 是 随机 积分 理论 中 一 个 最 
重要 的 结果 , 它 给 出 了 半 摧 的 复合 函数 的 一 个 微分 
法 则 ， | 

BE HL Ay 7; $2 (stochastic differential equation) 
随机 分 析 中 的 一 种 微分 方程 . 指 关 于 随机 过 程 的 含 
有 随机 积分 项 的 方程 .关于 随机 过 程 X = UX GOD LE 
A, } 的 随机 微分 方程 


dX(t) = a(G,X)2dt + b(t, X)dB(t) 
| (1) 
X(0)275 
是 指使 如 下 式 子 成 立 : 
AG) 一 7 十 | aG.30ds 
i (2) 


+ | ocs dB) We > 0. 


EPA) ERZ) AHA, hale, +R 

,。) 必 须 满 足 一 定 条 件 使 得 式 中 积分 有 意义 ， 
一 般 情 形 至 少 要 求 当 DG XEZEIR (GE. } 适 应 过 
fil] ,a(t， MR X (9)) ,bG, X) — 5G, X o0) y 
ARER Z SU AE. (2) 式 中 第 一 个 积分 为 
(a. S. 或 均 方 ) 黎 曼 意 义 下 的 积分 ,而 第 二 个 积分 为 
伊藤 意义 下 的 积分 . IEEE ZI E CO FR OS PORE BS DL a 
方程 . 而 最 常见 的 重要 情形 是 马尔 科 夫 型 随机 微分 
方程 : 

dX G)-—a,XGD)0dt 4-5, XGA B(G). 
此 时 ,dt 及 dB GO BS AM RK MFA 2 ERR X 
在 时 刻 t 的 值 X CD. 

随机 微分 方程 的 解 有 强 解 与 弱 解 之 分 .所谓 X 
tn a P) 
及 其 上 升 o RB, E ERIS RETE PR a, b 和 随 
机 变量 7€ Fy 外 ,还 给 Facies Z) (B), tE 
2+) 由 此 构造 出 的 解 和 满足 (2) a.s.P, 此 时 XX 是 
(多 ,适应 的 .所 谓 和 是 方程 (1) 的 弱 解 ， ice 
本 概率 空间 (2, 罗 ,P) 及 其 上 升 o RRS 


著 论 与 随机 分 析 


只 给 定 泛 图 a 及 5b, 随机 变量 7€ Ff,, 要 求 找到 某 个 
概率 空间 (2,5, PO) RR E EE o 代数 族 {. 实 ,) 
布朗 运动 {8() tC A.) MWENGE XS (Xa), 
0j IPLE 

X(t) — X(0) 


= | a(s,Xdds 十 | 5G DdB) a.s. P 


且 X(0) 与 7 同 分 布 . 

随机 微分 方程 的 解 的 惟一 性 也 有 两 种 意义 :一 
种 是 依 分 布 惟 一 , 即 对 方程 (1) 的 任意 两 个 解 (可 能 
在 不 同 的 概率 空间 上 )X 与 X', 只 要 它们 的 初始 分 
布 ( 即 XX(0) 及 X'(0) 的 分 布 ) 相 同 , 则 X 与 X' 有 相 
同 的 有 限 维 分 布 ; 男 一 种 是 按 轨道 惟一 , 即 对 方程 
(1) 的 任意 两 个 定义 在 同一 概率 空间 (02,. 多 ， 
一 定 是 原来 的 概率 空间 ) 上 的 两 个 解 与 X', 只 要 
它们 的 初 值 XC(0) 和 XX'(0) 几 乎 处 处 相等 , 则 对 所 有 
£220, X (t) Al X' (2) JL Rb Ab 3855. 

当然 ,还 有 在 其 他 意义 下 的 随机 微分 方程 . 例 
如 ,《2) 式 中 的 随机 积分 也 可 以 是 斯 特 拉 托 诺 维 奇 积 
分 . 

随机 微分 方程 的 强 解 (strong solution of 
stochastic differential equation) ” 见 “ 随 机 微分 方 
程 ”. 

随机 微分 方程 的 弱 解 (weak solution of 
stochastic differential equation) 见 “ 随 机 微分 方 
f". 

随机 微分 方程 解 的 惟一 


tion of stochastic differential equation ) 


微分 方程 ”. 


TE Cuniqueness of solu- 


见 “ 随 机 


Bt m SG KRR RKR 石 北 源 RAK 
审 P 马 志明 严 加 安 Re Roe 
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it Æ (statistics) 关于 确定 性 和 带 随机 性 数 
据 资 料 的 收集 、 整 理 . 分 析 和 推断 的 科学 . 统计 学 按 
其 是 否 使 用 概率 方法 ,可 分 为 两 个 层次 :描述 统计 学 
和 推断 统计 学 . 推断 统计 学 借助 概率 论 和 数学 的 方 
法 ,对 使 用 样本 进行 推断 所 引起 的 错误 和 误差 作 估 
量 , 并 对 各 种 统计 方法 的 性 质 和 优良 程度 做 理论 上 
的 探讨 . 因 其 广泛 使 用 较 深 入 的 数学 工具 ,又 称 数理 
统计 学 . 统计 方法 在 其 他 各 学 科 领 域 的 应 用 通称 应 
用 统计 . 

数理 统计 学 作为 数学 的 一 个 分 文 , 它 的 任务 是 
研究 怎样 用 有 效 的 方法 去 收集 和 处 理 带 随机 性 影响 
的 数据 .数据 的 随机 性 来 源 于 对 总 体 的 部 分 抽样 的 
随机 性 ,或 试验 误差 的 随机 性 . 处 理 带 随机 性 的 数据 
才 是 数理 统计 的 任务 . 如 果 对 所 研究 的 总 体 的 每 个 
个 体 都 加 以 观测 ,例如 ,对 人 口 普 查 所 得 数据 予以 简 
缩 ,欲求 某 种 指标 ,如 男女 的 比例 指标 和 典型 参数 ， 
如 算术 平均 ,方差 等 , 则 无 随机 性 可 言 , 不 存在 由 所 
得 数据 对 总 体 做 推断 的 问题 . 因此 ,全 面 观测 不 属于 
数理 统计 的 人 研究 范围 .运用 图 形 、 表 格 、 计 算数 据 的 
各 种 特征 数 等 方法 对 资料 进行 简 缩 分 析 和 描述 称 
为 描述 性 统计 . 

对 总 体 做 部 分 观察 以 收集 数据 的 方法 ,可 以 从 
有 限 总 体 中 抽取 一 部 分 作为 样本 ,也 可 以 安排 特定 
的 实验 ,来 收集 数据 . 抽取 样本 的 方法 称 为 抽样 技术 
或 称 抽 样 方法 ,人 研究 安排 试验 的 方法 称 为 试验 设计 . 
数理 统计 的 内 容 , 除 上 述 抽样 方法 和 试验 设计 外 ,其 
最 核心 部 分 是 所 谓 统计 推断 . 统计 推断 是 研究 和 分 
析 所 抽样 的 数据 ,进而 对 所 关心 的 命题 做 出 推断 或 
预测 , 统计 推断 的 重要 特点 是 : 它 不 是 对 所 研究 的 全 
部 对 象 进行 观察 ,而 是 从 中 抽取 一 部 分 对 象 进 行 观 
察 , 由 获得 的 部 分 数据 推断 所 研究 对 象 总 体 的 相应 
特征 , 即 “ 以 样本 推断 总 体 ” 或 “以 部 分 推断 整体 ”由 
于 抽样 是 随机 的 ,抽样 数据 不 可 能 包含 整体 的 全 部 
信息 .因此 ,所 得 到 的 结论 也 就 不 可 能 是 准确 无 误 
的 . 但 抽样 数据 毕竟 来 自 总 体 , 它 与 总 体 有 严格 数学 
意义 的 联系 ,这 就 使 得 虽然 不 能 保证 在 每 一 具体 情 
况 下 所 作 的 统计 推 斯 不 出 错 , 但 可 以 使 用 概率 论 的 
方法 ,对 推断 给 出 各 种 有 意义 的 指标 ,去 衡量 推断 的 
正确 程度 . 统计 推 斯 的 理论 和 方法 主要 有 三 个 方面 : 
提出 各 种 具体 的 统计 推断 方法 ;计算 有 关 这 些 方法 
性 能 的 种 种 数量 指标 ;在 一 定 条 件 和 意义 下 寻找 最 
优 的 推断 方法 ,或 证 明 某 种 推断 方法 是 最 优 的 . 统计 
推断 的 内 容 甚 多 ,其 最 重要 的 基础 性 内 容 是 参数 估 
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计 和 假设 检验 . 其 他 内 容 主 要 有 :根据 特定 的 统计 观 
点 形成 的 一 部 分 内 容 , 贝 叶 斯 统计 与 统计 决策 理论 ; 
具有 特定 的 理论 模型 或 样本 结构 的 一 部 分 内 容 , 非 
参数 统计 、 多 元 统计 分 析 、 回 归 分 析 、 序 贯 分 析 、 时 间 
序列 分 析 等 . 

数理 统计 的 另 一 大 类 内 容 是 针对 特殊 的 应 用 问 
题 或 某 些 特定 的 学 科 发 展 起 来 的 ,主要 有 :抽样 检验 
(或 称 验收 抽样 )、 抽 样 调查 、 可 靠 性 统计 、 统 计 质 量 
管理 .生物 统计 、 计 量 经 济 学 、 气 象 统计 、 地 质 统计 、 
医学 统计 、 人 口 统计 、 农 业 统 计 、 计 量 心理 学 、 计 量 教 
育 学 等 . 

统计 学 的 发 展 历 史 可 以 追溯 得 很 远 .在 中 国 , 纪 
TURK AA ZK AR LU a A re eR 
4r 4t El] 79 JL , Ha RE“ ELM": BA) Spa ll “BC” 
与 “鱼鳞 册 ”“ 黄 册 ? 即 全 国 户 口 名 册 ， 鱼 鳞 册 ? 即 全 
国土 地 图 籍 . 这 些 都 说 明 中 国 历 史上 对 统计 工作 治 
革 和 久远. 在 西方 , 古 埃及 .罗马 帝国 也 有 全 国人 口 及 
土地 调查 .但 以 上 这 些 工作 均 属 统计 的 实际 工作 ,未 
涉及 学 理 的 研究 . 作为 统计 理论 研究 ,公认 从 古 希腊 
哲学 家 、 科 学 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle) 时 代 开 始 . 亚 
氏 曾 撰写 “城邦 纪要 ”, 内 容 包 括 邦 的 历史 行政、 艺 
术 、 科 学 与 宗教 等 . 由 于 这 些 内 容 是 统治 者 所 希望 了 
解 的 ,所 以 在 亚 氏 以 后 仍 有 人 继续 编纂 ,通称 "城邦 
政情 ”(matters of state) ,流传 后 世 . 到 公元 17 一 18 
i 28. AEA EPP“ BAe” aE 
staateukunde) ,研究 国家 政治 .社会 与 经 济 的 状况 . 
在 德国 统计 学 家 阿 享 瓦 尔 (Achenwall,G. ) (1746) 
的 著作 中 , 则 使 用 statistics 一 词 , 由 拉丁 文 status 
(状况 ) 和 意大利 文 statisti( 政 治 家 ) 改 造 而 成 . 但 这 
些 研 究 仍 在 “城邦 政情 ?的 研究 内 容 与 方法 之 内 ,与 
数学 无 关 , 属 纯粹 哲学 形态 ,人 们 称 这 种 以 文字 记述 
政情 的 统计 为 记述 统计 学 派 . 1741 年 ,丹麦 人 阿 谢 
尔 逊 (Acherson ,I.P. ) 对 各 国 面 积 、 人 口 .军队 , 货 
等 列表 做 出 比较 ,1782 年 ,德国 人 克 罗 姆 (Crome， 
A.F.W.) 应 用 几何 图 形 表 示 统 计 结 果 , 这 就 产生 了 
图 表 统 计 学 派 . 文字 记述 学 派 虽 曾 对 其 进行 非 难 ,但 
历史 进程 却 淘汰 了 文字 记述 学 派 . 而 古代 的 “城邦 纪 
要 ”的 研究 ,只 留 下 了 一 个 学 名 “统计 学 ”(statistics) 
沿用 至 今 . 

现代 统计 学 是 从 数学 上 掌握 总 体 性 质 , 进 行 总 
体 推 断 ,通称 数理 统计 学 派 . 这 方面 最 早 做 出 较 大 页 
献 的 人 首 推 英国 数学 家 格兰特 (CGraunt,J). 他 在 
1662 年 调查 伦敦 死亡 人 数 时 发 现 人 口 出 生 与 死亡 


率 常常 保持 不 变 , 提 出 了 “大 数 恒 静 定 律 ”, 即 今 大 数 
定律 的 雏形 . 他 所 采用 的 研究 方法 是 历史 上 最 早出 
现 的 统计 推断 方法 . 由 于 概率 论 的 发 展 ,使 统计 推断 
方法 有 了 坚实 的 理论 基础 . 1733 年 , 英 籍 法 毅 数 学 
Z bk X IB (De Moivre, A. ) 提 出 正 态 曲线 这 一 极 重 
要 概念 ,1893 年 ,英国 数学 家 .生物 统计 学 家 皮尔 逊 
(Pearson, K. ) 第 一 次 称 其 为 正 态 分 布 . 正 态 分 布 的 
统计 应 用 开始 于 法 国 数学 家 、 天 文学 家 拉 普 拉 斯 
(Laplace, P. -S. ) 和 高 斯 (Gauss,C. F.) Æ R X t 
(Quételet,L. A. J. ) 提 倡 把 它 用 于 多 种 学 科 . 正 态 分 
布 在 数理 统计 中 占有 重要 地 位 . 
拉 普 拉 斯 和 高 斯 讨论 了 参数 估计 方法 ,把 参数 
9 与 其 估计 量 9 的 误差 的 评判 标准 分 别 取 为 W=10 
— 0|zX& W —(0—0» 进行 讨论 ,而 后 者 导出 了 最 小 
二 乘法 ,高 斯 当时 使 用 的 术语 与 人 符号 沿用 人 至今 . 19 
世纪 中 叶 ,英国 人 类 学 家 高 尔 顿 (Galton ,F. ) 在 研究 
遗传 学 中 ,为 弄 清 儿 碍 特征 与 父 斐 特 征 的 相关 关系 ， 
创始 了 回归 分 析 及 其 相关 理论 ,并 提出 了 中 位 数 、 四 
分 位 数 、 百 分 位 数 等 . 他 的 工作 对 统计 学 的 发 展 起 了 
很 大 作用 .但 当时 对 样本 特征 与 总 体 特征 的 区 别 尚 
不 清楚 . 随后 ,皮尔 逊 于 1896 年 发 展 了 回归 及 其 相 
关 理 论 ,创建 了 生物 统计 学 ,并 得 到 “总 体 ? 的 概念 . 
总 体 就 是 由 可 观测 的 个 体 组 成 的 集团 . 从 总 体 抽出 
的 个 体 称 为 样本 . 这 就 更 加 明确 了 下 述 观 念 :统计 人 研 
究 的 目的 不 是 样本 自身 ,而 是 由 样本 的 特征 推断 总 
体 的 特征 . 为 检验 样本 的 经 验 分 布 是 否 能 拟 合 总 体 
分 布 ,导出 隐 统计 量 及 相应 的 x 分 布 .这 个 时 期 
的 统计 学 家 们 的 大 部 分 工作 都 属于 大 样本 理论 . 
小 样本 统计 推断 理论 是 由 戈 赛 特 (Gosset,W. 

S. ) 提 出 的 ,从 而 开始 了 现代 统计 理论 发 展 的 新 纪 
元 . 他 在 1908 年 以 笔名 “学 生 ”(Student ) 在 
Biometrika 杂志 上 发 表 的 重要 成 果 是 给 出 如 下 统计 
量 的 精确 分 布 , 即 上 分 布 
PEEL e 

oO 
其 中 为 正 态 总 体 的 均值 ， 

pm >, "t 

F (p cepe 

i") ` Cp ( Lis T? Zn) 
是 容量 为 n 的 样本 . 这 里 ,不 需要 对 充分 大 ,把 = 看 
做 具有 近似 正 态 分 布 去 进行 检验 ,可 以 使 用 小 样本 . 
他 还 提出 ,应 把 总 体 理 解 为 含有 未 知 参 数 的 概率 分 
布 所 定义 的 概率 空间 ,并 提倡 使 用 随机 样本 对 总 体 
进行 推断 . 他 依据 小 样本 理论 ,研究 广泛 的 问题 , 诸 
如 工业 统计 .市场 分 析 、 价 格 分 析 、 产 品质 量 控制 问 
题 等 . 但 他 的 方法 当时 尚未 被 人 们 广泛 接受 ,而 且 他 
的 t 分布 的 推导 方法 也 不 甚 完善 . 十 年 后 ,英国 著名 


之 


统计 学 家 费 希 尔 (Fisher,R. A. ) 才 给 出 完整 的 证 
Bj. 

费 希 尔 是 估计 理论 的 先驱 . 首先 提出 相合 性 .有 
效 性 .充分 统计 量 的 概念 . 倡导 极 大 似 然 估计 ,不 需 
贝 叶 斯 估计 的 先 验 信息 . 他 还 开创 并 发 展 了 试验 设 
计 方 法 ,成 功 地 把 概率 模型 引进 实验 领域 . 作为 此 种 
模型 的 分 析 方 法 ,又 建立 了 方差 分 析 法 . FR Ar OK A 
敏锐 的 直观 ,建立 了 许多 统计 理论 和 方法 . 美 籍 俄国 
数学 家 奈 曼 (Neyman,J.) 和 皮尔 还 之 子 皮尔 进 
(Pearson, E. S. ) 发 展 了 假设 检验 的 数学 理论 ,引进 
了 检验 的 功效 函数 概念 ,以 作为 判断 检验 方法 好 坏 
的 标准 . 美 籍 罗 马 尼 亚 数学 家 瓦尔 德 (Wald,A. ) 于 
1939 年 提出 风险 函数 概念 作为 推断 方法 好 坏 的 准 
则 ,系统 地 发 展 了 统计 判决 函数 理论 . 至 此 ,现代 统 
计 学 已 发 展 到 成 熟 阶 段 , 并 且 广 泛 地 用 于 其 他 领域 ， 
形成 了 计量 生物 学 、` 计量 经 济 学 .计量 心理 学 .统计 
质量 管理 .抽样 方法 等 学 科 分 支 . 

中 国 最 早 发 表 数 理 统计 论文 者 应 推 禧 一 发 
《1930), 他 讨论 了 “相关 度 ” 和 “ 相 变 度 ” 原 理 . 中 国学 
者 中 ,国际 公认 达到 世界 先进 水 平 的 一 流 统计 学 家 
是 北京 大 学 许 宝 又 教授 . 他 在 统计 学 方面 的 工作 , 主 
要 是 有 关 一 元 、 多 元 线性 模型 的 推断 及 有 关 的 精确 
与 渐 近 分 布 理论 的 研究 . 他 的 高 斯 马尔 可 夫 模 型 中 
方差 o? 的 最 优 估计 问题 的 论文 是 关于 方差 分 析 和 
方差 的 最 佳 二 次 估计 的 众多 研究 的 起 点 .他 1945 年 
前 后 的 论文 ,在 多 元 分 析 数 学 理论 方面 处 于 研究 的 
前 沿 . 多 元 理论 的 难点 是 样本 协 方差 阵 的 分 布 . 1928 
年 , 维 夏 特 (Wishart ,J. ) 推 导 这 种 分 布 密度 的 方法 
是 几何 的 ,有 很 多 人 试图 给 出 严格 证 明 , 惟 许 宝 又 基 
于 代数 和 分 析 的 证 明 是 最 优美 的 . 许 宝 又 最 重要 的 
工作 之 一 是 证 明了 :大 独立 同 分 布 随机 变量 $6, ,之 
1 ,均值 为 0, 方差 为 1, 且 有 有 限 三 阶 绝 对 矩 8;, 则 对 
IEX x. 
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与 标准 正 态 分 布 之 差 小 于 ABU/ Vn (其 中 4 是 绝 
对 常数 ). EA (Essen, C. G. ) 虽 然 也 独立 地 导出 同 
样 结果 ,但 时 间 要 晚 于 许 宝 驿 . 许 宝 又 在 概率 论 及 其 
应 用 的 大 部 分 工作 是 出 于 他 运用 特征 函数 方法 的 完 
美的 技巧 ,不 回避 困难 ,但 又 深入 浅 出 . 

应 该 重视 的 是 贝 叶 斯 学 派 的 兴起 . 英国 学 者 贝 
叶 斯 (Bayes,T.) 于 1763 年 提出 了 贝 叶 斯 公式 作为 
归纳 推理 的 一 种 思想 ,以 后 被 统计 学 者 发 展 为 一 种 
统计 推断 方法 . 其 主导 思想 是 用 后 验 分 布 做 出 推断 ， 
而 无 需 像 频 率 学 派 那样 依赖 样本 分 布 族 Po Ce) HEAT 
推断 . 使 用 这 种 推断 的 统计 理论 与 结果 , 称 为 贝 叶 
斯 统计 . 若 已 知 原因 C, 产 生 结 果 五 的 概率 为 
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P(E1C), 并 已 知 原因 C 的 先 验 概率 PC), NE A 
结果 五 后 ,原因 C 的 条 件 概 率 为 
Bei 
2, PQ)PCE |a) 


如 果 把 原因 C 理解 为 某 参 数 0,7LRA X= XX, 
REALI 理解 为 结果 五 ,于 是 参数 0 的 后 验 概率 分 布 
P(91X), 可 利用 先 验 分 布 PC(0) 和 在 参数 9 的 条 件 
下 的 样本 分 布 PLX,0) 计 算出 来 . 这 样 ,可 做 统计 推 
断 :; 如 果 知 道 结果 (样本 XX), 可 对 所 有 的 原因 C 
(参数 9) 计 算出 后 验 概率 PC(9|X) 进 行 比较 , 找 出 使 
之 最 大 的 C" CRA"): 
P(0 |X) = maxP (0|X), 


就 可 推断 0 为 出 现 样本 X 的 原因 .用 这 样 的 推断 方 
法 最 主要 的 困难 是 如 何 确定 先 验 概率 ,况且 参数 0 
往往 未 必 是 随机 变量 . 自从 费 希 尔 引 进 极 大 似 然 法 
避 开 先 验 概率 之 后 ,人 们 在 统计 研究 中 就 握 弃 了 使 
用 先 验 概率 的 方法 . 费 希 尔 为 解决 Behrens-Fisher 
问 题 ,引进 了 “信念 分 布 ” 概 念 : 设 样本 XiX ts 
Xm All Yi, '-,.Y, 是 分 别 由 总 体 N Ga oi 5 
N Gu; 903) ff 13 B] Zt IAE 当 参 数 01.02 BIA 
知 时 ,检验 py 二 js 的 问题 ,或 做 6 王后 一 六 BJ EXTR] A 
计 问 题 时 ,他 导出 参数 mm 与 ys 或 6 的 样本 分 布 , 称 
之 为 信念 分 布 ,从 而 导致 了 信念 学 派 的 诞生 . 由 于 信 
念 分 布 取 决 于 样本 分 布 ,不 是 主观 的 , 故 回避 了 先 验 
概率 的 概念 .但 人 们 对 之 也 有 很 多 争论 :经 典 学 派 认 
为 概率 必须 可 用 重复 试验 得 到 的 频率 来 解释 , 称 为 
频率 学 派 ; 频 率 学 派 也 受到 贝 叶 斯 学 派 的 指责 , 例 
如 ,频率 学 派对 检验 置信 水 平 的 选取 也 是 事前 人 为 
选 定 的 , 仍 与 样本 无 关 . 

综 上 所 述 , 从 19 世纪 末 到 1945 年 前 后 ,上 述 一 
系列 重要 工作 ,使 统计 学 借助 数学 与 概率 论 莫 定 了 
坚实 的 理论 基础 ,形成 了 一 门 独立 的 基础 学 科 一 一 
数理 统计 学 . 瑞典 学 者 克拉 默 (Cramer,H. ) 于 1946 
年 发 表 了 《统计 学 的 数学 方法 》, 总 结 了 第 二 次 世界 
大 战 前 有 关 数 理 统计 的 主要 工作 ,该 著作 应 作为 这 
个 领域 的 一 个 里 程 碑 . 

第 二 次 世界 大 战 后 的 统计 理论 的 研究 工作 ,不 
少 是 将 战 前 开始 的 理论 引 向 深入 与 更 加 完善 ,其 中 
最 重要 的 成 果 是 在 大 样本 理论 方面 . 此 外 ,由 于 计算 
机 的 出 现 , 使 数理 统计 方法 的 应 用 达到 前 所 未 有 的 
规模 . 例如 多 个 自 变 量 的 回归 问题 .多 元 统计 分 析 问 
题 \ 时 间 序 列 分 析 问 题 、 序 贯 分 析 及 其 中 有 重要 应 用 
的 选择 问题 等 ,由 于 大 量 计算 问题 的 解决 ,使 其 内 容 
更 加 丰富 起 来 . 又 由 于 能 在 短 时 间 内 处 理 大 量 数据 ， 
故 可 能 不 依赖 于 数学 模型 也 能 直接 从 数据 中 提取 大 
量 信 息 , 从 而 产生 了 新 的 研究 方法 :数据 分 析 , 并 认 
为 它 是 数理 统计 发 展 的 一 个 生长 点 .总 之 ,统计 学 不 
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论 在 理论 上 还 是 在 应 用 上 ,都 已 经 是 成 熟 的 学 科 , 其 
研究 工作 正 处 于 十 分 活跃 的 时 期 . 
数理 统计 (mathematical statistics) 


M, » 


见 “统计 


描述 性 统计 (descriptive statistics) IW“ Zeit 
DM, » 
EE. 
贝 叶 斯 统计 (Bayes statistics) D," Zeit”. 


信念 分 布 (fiducial distribution) 见 “ 统 计 学 ”. 


统计 基础 


A fh (population) 亦 称 母体 . 数理 统计 的 基本 
概念 之 一 .统计 问题 要 研究 的 全 部 对 象 组 成 的 集合 
称 为 总 体 ,总 体 中 的 每 个 成 员 是 一 个 个 体 . 例如 人 口 
调查 ,要 了 解 其 地 区 人 口 情况 , 则 该 地 区 全 部 人 口 就 
是 总 体 ,每 个 个 人 就 是 个 体 . 数理 统计 要 研究 的 是 总 
体 的 一 些 属性 ,如 人 的 身高 .体重 .收入 、 受 教育 的 情 
况 等 . 它 是 个 体 的 一 些 指标 ,实际 上 ,个 体 指标 在 总 
体 中 的 分 布 , 才 是 真正 的 研究 对 象 .因此 ,数理 统计 
是 以 问题 研究 对 象 的 特性 指标 相应 的 分 布 为 总 体 ， 
这 个 分 布 也 称 为 总 体 的 分 布 ,用 分 布 函 数 F(z) 或 分 
布 密度 f(z) 来 表示 . 服从 某 种 分 布 的 特性 指标 称 为 
随机 变量 , 记 为 X.X 可 以 是 一 元 的 或 多 元 的 . 通 
常 , 总 体 的 分 布 是 未 知 的 . 从 总 体 中 抽取 个 体 进行 考 
察 ,就 获得 样本 , 亦 称 子 样 . 统计 就 是 从 子 样 的 情况 
去 推断 总 体 的 属性 . 一切 可 能 的 样本 组 成 一 个 空间 ， 
称 为 样本 空间 . 同样 地 ,人 们 能 观察 到 的 是 随机 抽 得 
的 各 个 个 体 的 某 些 特性 指标 ,因此 样本 就 是 遵从 总 
体 分布 (z) 的 随机 变量 (或 向 量 ). RRS nt 
个 体 , 则 称 ”是 样本 的 容量 (或 样本 的 大 小 ). 

4K (population) 即 “ 总 体 ” 

4K Gndividual) 见 “ 总 体 ”. 

£% (sample) 见 “ 总 体 ”. 

样本 空间 (sample space) 见 “ 总 体 ”， 

简单 随机 样本 (simple random sample) 简称 
随机 样本 . 数理 统计 的 基本 概念 之 一 . 是 统计 推断 中 
最 简单 最 常用 的 子 样 ,是 一 组 独立 的 遵从 总 体 分 布 
F(x) 的 随机 变量 入 1， 和 2， 及， 抽取 样本 的 H 的 是 
为 了 对 总 体 的 分 布 进行 各 种 分 析 推 断 . 设 X; 的 分 布 
OP, =F REAR X—OG.Xs ,XX,) 的 联合 分 布 


F»-l|[FE,2FXFx--xF 
i=1 


fen A RIRIS — HEAT F 的 卷 积 . 
随机 样本 (random sample) 
AU 
参数 空间 (parameter space) 数理 统计 的 基本 
概念 之 一 . 是 统计 推断 中 所 研究 参数 的 可 能 取 值 的 
集合 . 设 随机 变量 X HARRA f(x,9) 的 类 型 已 


即 “ 简 单 随机 样 


知 , 参 数 20 未知 . 则 称 参数 9 所 有 可 能 取 值 的 集合 为 
参数 空间 .通常 记 为 9. 

位 置 参数 (location parameter) 描述 总 体 最 常 
用 的 一 种 参数 ,通常 选 其 为 集中 趋势 的 度量 . 设 样本 
75 [B] E BER) dp RJ (GA Ba, P0,06€60) X= 
R. 如 果 参 数 空间 为 全 体 实 数 , 即 9 二 R, 且 对 任意 
I BEZa, A P(B)=P,(B—0), HP B—0= (x: 
Gri t0, 2; 0,7 ,zr 十 9) € B) WEK 9 为 位 置 参数 . 
例如 ESA Nao KHER a 就 是 位 置 参 数 ; 中 
位 数 自然 也 是 位 置 参数 . 

尺度 参数 (scale parameter) ” 亦 称 刻度 参数 . 
对 总 体 进 行 描 述 和 比较 常用 的 一 种 参数 . 设 样本 空 
RERI R, Bary Po), 0€O}, HA =R". 
如 果 参 数 空间 为 正 实数 全 体 , 即 O= (0, +00), A Xt 
任意 BEB, H P,CB) — P4,CB/O) , KP B/0— (x: 
(021,025 ,**,01,) € B), WE 9 为 尺度 参数 . 正 态 分 
Nao MBM o 是 尺度 参数 . 尺度 参数 描述 总 
体 分 布 的 分 散 程 度 或 变异 性 . 

刻度 参数 (scale parameter) 即 “ 尺 度 参数 ” 

eh BW probability function) ”数理 统计 的 
基本 概念 之 一 . 是 对 随机 变量 分 布 的 一 种 描述 . 随机 
变量 X 的 概率 函数 为 f(z) 的 定义 是 :在 连续 型 随 
机 变量 情形 ,六 zx) 是 X=z 的 密度 函数 值 ;在 离散 型 
随机 变量 情形 ,jz) 是 X=z 的 概率 . 

统计 结构 (statistical structure) 统计 学 的 基 
本 概念 之 一 . 设 c ups C.) EB 
概率 测度 (分 布 ) 族 , 则 称 三 元 总 体 {(2 ,家 > DASA 
统计 结构 . 假如 多 仅 依 赖 于 某 个 参数 或 参数 向 量 
0, BJ P= (P4: bpEG@), 则 称 此 结构 为 参数 统计 结 
构 ; 否 则 称 为 非 参 数 统计 结构 . 统计 结构 在 数理 统计 
中 的 地 位 相当 于 概率 空间 在 概率 论 中 作为 研究 基础 
的 地 位 ,统计 结构 是 研究 统计 问题 的 出 发 点 . 

参数 统计 结构 (parametric statistical struc - 
ture)” 见 “统计 结构 ”. 

韭 参 数 统 计 结 构 (nonparametric statistical 
见 “ 统 计 结 构 ”. 

统计 特征 (statistical characteristics) ”统计 学 
的 基本 概念 之 一 . 在 用 数理 统计 方法 研究 总 体 时 ,人 
们 所 关心 的 实际 上 并 非 组 成 总 体 的 各 个 个 体 本 身 ， 
而 主要 是 考察 与 它们 相 联 系 的 某 个 (或 某 些 ) 特 征 . 
研究 有 关 特 征 在 总 体 的 各 个 个 体 间 的 分 布 情况 , 称 
所 要 考察 的 特征 为 总 体 的 统计 特征 . 

统计 特征 有 数量 特征 和 属性 特征 之 分 ;数量 特 
征 又 有 计量 特征 和 计数 特征 之 分 . 数量 特征 可 以 直 
接 用 数值 来 表示 ,例如 ,元 件 的 大 小 尺寸 .小 麦 的 株 
高 等 均 是 计量 特征 ;而 自 季 暴雨 的 次 数 、 一 平方 米 布 
料 上 意 点 的 个 数 是 计数 特征 . 属性 特征 不 能 直接 用 
数值 来 表示 ,如 产品 是 否 为 合格 品 、 每 个 人 的 性 别 


structure) 


等 . 特征 就 是 要 考察 的 指标 . 

决策 空间 (decision space) ” 亦 称 判决 空间 或 行 
动 空间 . 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 在 统计 推断 中 , 根 
据 所 抽取 的 样本 来 回答 所 提出 的 问题 ,每 一 个 具体 
的 回答 都 称 为 一 个 决定 或 决策 (判决 ,行动 ). 例如 ， 
4 IR] ELE f YN Ca o?) P B 3C a, 则 0.5 这 个 数 就 
是 一 个 决策 , 它 表 示 “ 用 0. 5 作为 a 的 估计 ”这 个 决 
E. 称 一 切 可 能 决策 的 全 体 多 为 决策 空间 .为 了 理 
论 的 需要 ,在 £D 中 要 给 定 一 个 c 域 多 zz, 所 以 决策 
2S [B] MRM A CE Zo). 

行动 空间 (action space) ” 即 “ 决 策 空间 ”. 

判决 空间 (decision space)” 即 “决策 空间 ”. 

判决 (decision)” 见 “决策 空间 ”. 

多 决策 问题 (multidecision problem) 一 种 统 
计 推 断 问题 . 指 决 策 空 间 € 为 一 个 有 限 集 (一 般 要 
求 元 素 个 数 大 于 2) 的 统计 推断 问题 . 

损失 函数 (loss function) 统计 决策 理论 的 基 
本 概念 之 一 . BE MGR BA ACA, Bas Pa), 0 
EQ}), 其 中 0328 08]. 3:25 BI 23 C, Be). 
I£— XE SUE OX FPR LO a) Ek ARK wR. 
如 果 它 满足 以 下 两 个 条 件 : 

1.0LO d) oo ,XHETRI 060 和 dE. 

2. 对 任何 固定 的 6€ 8B,L(0,d) 作 为 4 的 函数 
是 Bo 可 测 的 . 

损失 函数 是 评判 一 个 判决 优 秒 程度 的 量 , 可 理 
解 为 : 当 参 数 真 值 为 0, 采取 决策 & 所 造成 的 损失 
L(90,qd) 越 小 ,表示 决策 越 接近 正确 . 当 取 LO, d) = 
(0 一 d)? 时 , 称 之 为 平方 损失 孔 数 . 

平方 损失 函数 (quadratic loss function) J 
“损失 函数 ”. 

决策 函数 (decision function) ZR ERAI we. 
统计 决策 理论 的 基本 概念 之 一 . 统计 推断 的 任务 就 
是 建立 一 个 定义 于 样本 空间 2 上 . 取 值 于 决策 空 
间 D 内 的 函数 SCz) ,使 当 有 了 样本 X 时 ,就 采用 判 
决 eCe). 这 种 函数 称 为 非 随机 化 的 统计 决策 函数 . 
知 对 每 个 样本 X, AARE AD, So) E BS AE 2 d 
BE 0" GO Eg ONE , 则 称 6”(z) 为 随机 化 的 决策 函 
数 .通常 ,决策 函数 是 指 非 随机 化 的 决策 函数 . 

判决 函数 (Cdecision function) BI ^2 98 p LC". 

随机 化 决策 函数 (randomized decision func- 
tion)” 见 “决策 函数 ”. 

非 随机 化 决策 函数 (non-randomized decision 
function) WAE KR”. 

风险 函数 (risk function) 统计 决策 理论 的 基 
本 概念 之 一 . 设 样 本 空间 和 分 布 族 为 {(:2 Eu, 
P,),0€ 0), RRS ACD, Bo) ,损失 函数 为 
L(,d) ifj Ox) d& — T SR BR C, DUI H 

R(0,0) — E;(LCO,0(x))) 
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= | Ld,6G)P,(dx),6 € 8 


规定 的 9 的 函数 R COL O0 RARE PRU, OO BR AU BR 
数 . 换言之 ,风险 函数 是 采用 决策 函数 6 时 ,真实 参 
数 为 9 的 平均 损失 . 显然 ,风险 也 数 值 ( 即 风险 ) 越 
小 ,决策 妙 数 就 越 好 . 

— Si E& th oR BB AW (uniformly best decision 
function) M RR PRU Ra D ER] — Rp VES DU]. ze E PA 
Ge BJ — 1 3& 3E [n] LA Pe PE Ec AR PEL. KD 
是 决策 函数 全 体 ,6; 与 0, 是 两 个 决策 函数 ,如 果 对 
V0C O, RCO,OÓ ) CRCO,OD JL Sr, 3E ELTE TE — T 6， 
188 15. R C, 0:0 CR CO, 0; JR, S. » UI Dc FE PK BO, 一 
致 地 优 于 ô MRED 中 存在 一 个 决策 图 数 0^ ,一 
致 地 优 于 Z 中 任何 一 个 其 他 决策 函数 9, 则 称 8 为 
— S fs TERR PRK. 

极 小 化 极 大 决策 函数 (minimax decision func- 
tion) 决策 函数 的 一 种 优良 准则 . 当 采 用 决策 函数 
0 时 ,可 能 遭受 的 最 大 风险 可 表示 为 

M(à) = sup R(6,0). 


P FE— PRR BR OC ,使 M(à' )=infse zo M(6), 这 
种 使 最 大 风险 达到 最 小 的 准则 , 称 为 极 小 化 极 大 原 
理 . 在 此 准则 下 选 出 的 决策 淆 数 6 , 称 为 极 小 化 极 
大 决策 函数 ,或 称 极 小 化 极 大 解 . 当 问 题 为 估计 或 检 
验 时 ,也 称 9 为 极 小 化 极 大 估计 或 极 小 化 极 大 检 


EDE 


极 小 化 极 大 解 (minimax solution) 见 “ 极 小 化 
极 大 决策 函数 ” | 

极 小 化 极 大 原理 (minimax principle) W “4R 
NV HAR AIR FE PRB”. 

极 小 化 极 大 估计 (minimax estimate) MR 
小 化 极 大 决策 函数 ”. 

极 小 化 极 大 检验 (minimax test) 见 “ 极 小 化 
MAIR PHBL”. 


决策 函数 的 完全 类 (complete class of decision 
function) 一 类 最 优 决 策 函 数 . 对 于 给 定 的 统计 决 
KB. AA TR RE H 和 Pos H £5 Pos 如 
果 对 Am 中 每 一 个 决策 函数 Òi s Me ma FF TE — T «x 
PR 0, 一 致 地 优 于 0; CS DL" — MRR RK PR 
SUO WU ER m 关于 决策 函数 类 m 是 完全 类 . Ae 
是 所 有 决策 函数 组 成 的 类 FD Ep. MER jz Ri UR BR 
数 的 完全 类 . AREER RAR OC DATE 
PR FE PRB O E pn Z 的 子 集 ) ,或 者 8 一 致 优 于 9, 或 
者 人 与 6 有 相同 的 风险 疯 数 , 则 称 m 为 本 质 完全 
类 . E ou. 是 完全 类 , 且 m 的 任何 真子 集 都 不 是 完全 
类 , 则 称 jz 为 最 小 完全 类 . 

本 质 完 全 类 (essentially complete class) Jy 
“决策 图 数 的 完全 类 ” 

最 小 完全 类 (minimal complete class ) 
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Ji, “yh 


R PRK AY SER”. 

Sit M (statistic) 进行 统计 推断 的 主要 分 析 
TR. 简单 说 来 ,统计 量 是 不 含 未 知 参 数 的 样本 函 
XX. REA S BIA CAVES. OF Be ) 是 一 个 可 
Wh) 23 A], WC 2°, Be) 8| C7, - ) 的 一 个 可 测 变 换 
tCX) PRO BEY B. 通常 ,以 上 两 个 空间 均 为 欧 氏 的 . 
此 时 ,统计 量 就 是 样本 EX = (Xi Xs X,) 的 波 菜 尔 
可 测 隐 数 了 =:(X), 且 要 求 它 不 含 任何 未 知 参 数 .一 
个 统计 量 也 是 一 个 随机 变量 . 例如 


12 
Pa nM 


就 是 一 个 统计 量 . 

抽样 分 布 (sample distribution) 亦 称 样本 分 
A. 统计 推断 的 重要 概念 之 一 . 是 统计 量 的 分 布 . 由 
于 统计 量 的 分 布 是 对 总 体 分 布 进 行 推断 的 基础 , 因 
此 ,统计 量 的 分 布 是 数理 统计 的 基本 问题 之 一 . 通常 
是 要 寻找 统计 量 的 精确 分 布 . 以 下 是 硅 干 统计 量 的 
精确 分 布 : 

LR (rt. 2 HRA ERA N Cu, o) 
的 一 个 容量 为 ”的 样本 ， 


qe D 6S PKC 一 xm) 
分 别 为 样本 均值 与 样本 方差 , 则 随机 变量 


服从 目 由 度 为 n 一 1 的 上 分布. WA toti — D. 

2. 设 (zi,Ts，… ,XT,) 为 取 自 正 态 总 体 N( ) 
的 一 个 容量 为 > 的 样本 ,(y，,y，…，,yn) 为 取 目 正 态 
总 体 No ) 的 一 个 容量 为 z2 的 样本 , 且 这 两 个 样 
本 相互 独立 , 则 随机 变量 
Z p= Bo Rp) 
m 


S. s 
n m 


服从 自由 度 为 nm —2 Wt opti. WAT ~ tOn + 
n — 20, RPT 5S yaa XXWIT TEAS BITES, 
si 和 s; 分 别 为 样本 方差 , 且 
ns; + ms? 
n+m—2 

3. 设 总 体 6《 和 7 相互 独立 , 且 分 别 服从 正 态 分 
HN ood N Cis Oo" ) Gy gittis vus 
… ym) 分别 来 自 总 体 与 7. 设 与 3》 分 别 为 两 个 
样本 的 样本 均值 ,si 和 sz 分 别 为 样本 方差 , 则 随机 


变量 


T 


$*-— 


ms? j (n — 1)0° 
服从 第 一 自由 度 为 n 一 1, 第 二 自由 度 为 m 一 1 的 下 
分 布 , 记 为 F~F(n 一 1,m 一 1). 特别 地 , 当 o=o; 时 
n(m — 1)s? 
m(n 一 1)5s5 


ARM F(n—1,m—1)4>%p. 
4. ix Lis Ts?” Ly 是 来 自 正 态 总 体 N(0,1) 的 
随机 样本 , 则 统计 量 


7 
e oes 2 
v= dja 


AAA El E BEA n 的 X? 分 布 . 

TE $ 5} dp (sample distribution) 
fp”. 

诱导 统计 结构 (induced statistical structure) 

由 统计 量 导出 的 统计 结构 . RS ANS, 
Bas, P) iX) RAE BOCA Bar) EACT, 
Bo), MW PAX) ET Sr) EFH SR 
概率 分 布 .对 一 切 BEZ- RPC) A P= 
(PT, PF(B)—PQ ! CD. MBH 28 TJ CL, Br, PP) 
为 统计 量 :(X) 的 诱导 统计 结构 ,而 称 Z 为 诱导 分 
布 族 . 

诱导 分 布 族 (induced distribution family) Jl 
“诱导 统计 结构 ”. 

完全 统计 量 (complete statistic) MRE 
计量 . 一 类 重要 的 统计 量 . 若 统计 量 的 诱导 分 布 是 完 
全 的 , 则 称 为 完全 统计 量 . WA, Ba,F)E—F 
统计 结构 ,其 中 o —(P 0OEG@} 是 概率 分 布 族 ,@ 
为 参数 空间 . 如 果 对 于 任何 定义 于 Z 上 的 Be 可 
ill e SX) ,满足 条 件 : 对 一 切 OC OEMS X= 
0, 必 有 对 一 切 90€60,f0X)-—0 (a.s. PO. Wf A 
Jk 52 为 完全 分 布 族 , 称 ( 侈 ,名 ss, 儿 ) 为 完全 ( 备 ) 
统计 结构 . 设 5X) 为 定义 于 盈 上 取 值 于 可 测 空间 
G7 Bo ) B Bei EE ORBARA A = 
(Pl; 90€8) 2 (PT LPICB) 2 Pelt 1'(B)), 对 一 切 B 
EBr 及 0€ 8G) i sé Ar HR, MEt ROATE 
( 备 ) 统 计量 . 

完备 统计 量 (complete statistic ) 
B. 

St $ 4 15 Jk (complete distribution family) 
见 “ 完 全 统计 量 ”. 

完全 统计 结构 (complete statistical structure) 
见 “ 完 全 统计 量 ”. 

有 界 完全 统计 量 (Cboundedly complete statis - 
tic) 常用 的 一 类 完全 统计 量 . RA Ba, AE 
一 个 统计 结构 ,其 中 Y= (Py: 0€ 0j. 如果 对 于 
Bo nf i A FH ARX), rH V0 € O AEX) = 
0, 可 推出 9CX) —0,a. s. 对 Z 中 任 一 分 布 成 立 . 则 
称 此 统计 结构 为 有 界 完全 ( 备 ) 的 ,或 称 分 布 族 多 是 
有 界 完 全 ( 备 ) 的 . 如 果 统 计量 1:(X) 的 诱导 统计 结构 
(F Be FA ) 是 有 界 完全 的 , 则 称 统 计量 :(X) 是 有 
界 完全 统计 量 . 

有 界 完全 统计 结构 (boundedly complete statis- 


BD "d TE o> 


即 “完全 统计 


tical structure) ” 见 “ 有 界 完全 统计 量 ”. 

有 界 完全 分 布 族 (boundedly complete distribu- 
tion family) 抑 “ 有 界 完全 统计 量 ” 

5 5} Hit B (sufficient statistic) 一 种 集中 了 
样本 中 全 部 信息 的 统计 量 . 设 样本 空间 为 ( 缀 ， 
Bx), (Pe: 0€ 8} 为 一 族 概 率 分 布 ,其 中 e 为 参数 
空间 , t(X) 是 定义 于 A 之 上 取 值 于 可 测 空间 (2 ， 
B, ) 的 统计 量 , (Pi: 0€ 86} 是 诱导 分 布 族 . MRE 
在 一 个 与 9 无 关 的 定义 于 名 x XT ERK PCA 
t) ,满足 : 

1. 对 固定 的 A€ Za, PCA|OTEDS t 的 函数 是 
Bz 可 测 的 ; 

2. 对 任意 A€ Bez, BEB- R 0€ 08 


PG f) t£O(») = | PcAIpaPE GO; 


则 称 上 是 关于 分 布 族 (4P,: 9E€ 68} 的 充分 统计 量 , 简 
称 充分 统计 量 . 意 即 以 {Po: 96€ 8) 为 分 布 族 的 随机 
变量 X EBERT Rt 时 的 条 件 分 布 PCATID 5S0 
无 关 . APs: 90E8} 对 Br EW o AME x 绝对 
连续 ,就 有 A(X,0) 二 dPo《(X)/dy, 则 i(X) 为 充分 统 
计量 的 充分 必要 条 件 是 :存在 定义 于 Z 上 的 非 负 
Ba, VY Wl PRA Ah Cx. RELFT XO 上 的 图 数 eG, 
A) ,对 固定 0€ O XT + AIR A- 可 测 , 便 有 V0E 
,ff(X,0) 一 gC((X),0)h(X) (a.e. 1), 称 此 充分 性 
判定 准则 为 分 解 定理 , 亦 称 费 希 尔 - 奈 曼 准则 . 在 对 
任何 定义 于 5 , 取 值 于 可 测 空 间 (S ,多 ;) 的 充分 统 
计量 SCX) DEE ACS, SINC ,名 zz ) 的 可 测 
变换 1 二 q(S), 以 及 A€ Sse MEM CORA 
Peo(A4A)= 二 0, 便 有 YXEA,t(X) 二 gC《S(X)) 成 立 , 则 称 
t 为 最 小 充分 统计 量 . 充分 统计 量 能 把 含 在 样本 中 
有 关 参 数 的 信息 不 受 损失 地 提取 出 来 ,因而 对 统计 
推断 是 十 分 有 利 的 . 

最 小 充分 统计 量 (minimal sufficient statistic) 
见 “充分 统计 量 ” 

充分 统计 量 分 解 定 理 (factorization theorem 
for sufficient statistic) 见 “ 充 分 统计 量 ” 

费 希 尔 - 奈 曼 准 则 (Eisher-Neyman criteria) 
见 “ 充 分 统计 量 ”. 

不 变 统 计量 (invariant statistic) ”满足 某 种 限 
制 的 统计 量 . 设 1(X) 是 定义 在 样本 空间 (名 EE, 
Po: 90E€ 8B) 上 的 一 个 统计 量 ; CHA 上 的 一 个 变换 
群 ,满足 : 若 go € C, g * g; € Gi g € G, Du 
g €G. X tLOXO E SF Suid ME G = (x: c= 
gzogEC)rE2 ,上 保持 常数 , 即 对 一 切 gcc 
和 几乎 所 有 的 z,tCX) 都 满足 上 gz) 王 上 Zr)， 

则 称 :(X) 是 关于 GG 的 不 变 统 计量 . 若 一 个 不 变 
Sit 1X), RE Cr) =t (zs), 就 存在 gE€G, 使 得 
ETIS X Nt ORARKA SHITE. 
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BAA SE Git E (maximal invariant statistic) 
见 “ 不 变 统计 量 ” 
£5 Wr ^y 4p cfi AL (empirical distribution function) 
TR GE FF AS 15-380 A ot Tr PLC. 如 设 mni x2 om 是 总 
体 的 样本 值 ,将 它们 按 大 小 顺序 排列 为 zx? mA 
em aes WY PRP B A 
0 (r Szi); 
Pg) A eee 
(k = 1,2,. „n — 1); 
1 (x cum 
AL i HS B — ^] £6 i 5} 4n PR. "ELS EAB AB BARON 


lol : 
2r = |zdF, co. 


2 = LY (xr, —r)* = IS — 7)*dF (x), 


zd 


Oo ls. fo 
a= 7 a= [ede (v = 2,3,5°°), 


b= 二 2, (xr; —x) = IS — ZX)dF, Cx) 


(v—3,4,**). 

353€ EL 7; A (frequency histogram) 一 种 统计 
图 . 指 刻画 总 体 X 概率 密度 的 近似 图 形 . 当 样 本 容 
量 大 时 , 它 能 较 完整 地 反映 总 体 的 分 布 规律 . 设 样本 
值 为 XxX1，X2，"…* ,Xs， 作 频率 直方 图 的 步骤 如 下 : 

1. 找 出 最 大 值 x* = max zi 及 最 小 值 x? = 
min Li Wake ră Fi). Bb hat EA. 

2. 根据 样本 容量 的 大 小 均匀 分 组 , 设 分 组 数 
为 m, 则 组 距 d=(b—a)/m. 

3. 确定 分 点 aO <mt), coa sc co + dE 
(k=1,2,.… ,m). 

4. 计算 各 组 频数 v 和 频率 fi (1 二 k 志 m), 设 样 
Æ ir AER k NEE L eriocd PRETO ve, M 
频率 fi 二 ww/n (k=1,2, 5m). 

5. 画 频 率直 方 图 ,以 小 区 间 [Lce_ yce) 为 底 , 频 率 
fe 为 高 作 长 方形 (三 1,2,…,m) ,得 到 的 mm 个 长 方 
形 构成 频率 直方 图 . 

样本 特征 量 (Csample characteristics) 统计 学 
的 基本 概念 之 一 . 指 描述 样本 特征 的 一 组 量 . 已 知 总 
体 X 的 容量 为 n 的 样本 是 Xi Xoo Xn Ae LAY FE 
本 特征 量 如 下 : 

1. 样本 频数 :属于 事件 A 的 样本 中 观察 值 个 数 
v PRA A 在 样本 Xi Xs Xn 中 的 频数 ,v/n BRA 
A 的 相对 频数 ,或 称 频率 . 


2. 样 本 均值: X= lY. 
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3. 样 本 方差 : 58 一 二》 CX 一 X». 
4. 样本 标准 差 : 


l 5 yy 
S= Pp ie > 


5. PACA BD RAR: n= tN. 
=] 


n * 
i 


6. PRA Ce DORE: a = ED X, 一 R 
7. 样本 中 位 数 ， 
us (n 为 奇数 )， 
me Xue (a WARO, 
其 中 X? 之 X; 之 …<X; 是 顺序 统计 量 


8. 样本 极 差 ， 
R = max X; — minX; = X; — X_. 


9. FERE ARR : 


1 
(X,— X» 
C, = = p.e lii 
V X X 
10. 样本 偏 态 系数 : 
LY on-XxX» 
k=] 
oF -一 S 
11. 样本 峰 态 系数 : 
2v 0x 
从 
C, = 


此 外 ,样本 众 数 是 频数 最 大 的 zx; 所 取 的 值 ,但 
可 以 不 惟一 . 当 总 体 为 二 维 分 布 情形 , 设 样本 分 量 
X, — (U Vd (二 1,2,…,n), 则 有 另外 两 个 样本 特 
征 量 : 


12. 样本 协 方差 :7 一 二 2, (Us eso. 
其 中 


13. 样本 相关 系数 
> U, — DV — V) 


样本 频数 (sample absolute frequency) JL“ 
本 特征 量 ”. 
样本 频率 (sample relative frequency?) 


本 特征 量 ”. 


见 “ 样 


#4 2x7; Z (sample variance) 见 “ 样 本 特征 
fit”. 
KE AS ER HE B (sample standard deviation) Jl 
“样本 特征 量 ”. 
$k Br) If AR 5B (sample origin moment of 
order &) Jil “EAS TEUER ". 
样本 (kk Bro rRibóB (sample central moment of 
order & ) 见 “ 样 本 特征 量 ”. 
样本 中 位 数 (sample median) Ji “FE AH TE 
&". 
样本 极 差 (sample range) 见 “ 样 本 特征 量 ”. 
样本 变异 系数 (sample coefficient of variation) 
见 “ 样 本 特征 量 ”. 
EAS fg AS FRB (sample coefficient of skewness) 
见 “ 样 本 特征 量 ”. 
TE AS ui AS FA BW (sample coefficient of kurtosis) 
见 “ 样 本 特征 量 ”. 
样本 协 方差 (sample covariance) 
征 量 ”. 
样本 相关 系数 (sample correlation coefficient) 
见 “ 样 本 特征 量 ”. 
样本 众 数 (sample mode) 见 “ 样 本 特征 量 ”. 
顺序 统计 量 (order statistics) ” 非 参 数 统 计 中 
的 一 种 重要 统计 量 . 设 XX X, 是 从 总 体 X 
中 抽取 的 一 个 样本 , 记 Lis Tzs” X, 是 一 个 样本 观 
测 值 ,将 观测 值 按 大 小 顺序 排列 , 得 到 zl «E - 
cu E M (X,,X,, 7X BAE A Cai rose x, BF, 
定义 Xx?” BURA ré Os. BRA US S XT", 
He rare, Ol 为 KrisKras 的 顺序 统计 量 . pups 
CX; X;, i ,X,) 是 一 个 简单 随机 样本 ， 即 Xis X», 
X, 是 独立 同 分布 且 与 总 体 X 有 相同 的 分 布 ,并 
且 假 定 总 体 具 有 密度 函数 Co), LY A BARK AP a 
AUF (xc) ,那么 顺序 统计 量 的 联合 分 布 密度 为 


g(x sT? ve? i 


JU AS RF 


r TFC) Cr? <r ecri), 
= k=1 


0 (其 他 ). 
样本 极 差 R= 二 z; 一 xr? 表示 观测 值 波动 的 最 大 幅 
度 , 有 时 称 为 全 距 . YR R/2 为 全 距 中 值 , 亦 称 中 程 
数 . 样本 极 差 的 分 布 范 数 与 密度 范 数 为 : 
Far) n| (FG + xz) — Fu) |" dF(u), 
fam nt — D| [Fu H 2) — Fw 
f GÀ + x2 f Gd, 
而 顺序 统计 量 XP ASS) HA fg eg 5 28 BE PR 
数 分 别 为 : 


统 it E om 
n! 
PX OU STOPS 
F(x) 
| t-i — t) tdt, 
Fr = AEO [1 — F(a) E). 


样本 中 程 数 (sample mid-range) J“ IL Fr BE 
计量 ”. 

FE AS = FE AA (sample mid-range) J “JIM FP 
统计 量 ” 


样本 全 距 (sample range)” 见 “顺序 统计 量 ”. 

样本 p 分 位 数 (sample quantile of order p ) 
一 种 样本 特征 量 . VECX Xe XARA SEX 
的 一 个 样本 , CX XX;”,…,X”) 是 样本 的 顺序 统 
计量 ,对 任何 Oc pl » A k=[np]+1 ,Lnp | 表示 np 
的 整数 部 分 , 则 称 Xi” 为 样本 (Xi,X,,…',X,) 的 p 
分 位 数 . 取 p=25% A 75 26 ,对 应 的 分 位 数 称 为 第 1 
和 第 3 四 分 位 数 . 同样 ,可 以 定义 十 分 位 数 、 百 分 位 
数 . 


样本 四 分 位 数 (sample quartile) WME pa 
位 数 ”. | 

样本 十 分 位 数 (sample decile) 见 “ 样 本 p 4} 
位 数 ”. 

样本 百 分 位 数 (sample percentile) — JL ^ FE AK p 
分 位 数 ”. 


指数 族人 分布 (exponential family of distribu- 
tions)” 亦 称 指数 型 分 布 族 . 统计 中 最 重要 的 参数 
分 布 族 . 设 {f(zx,0): 90E 昌 }) 为 分 布 密度 函数 族 , 若 
f(x,0) 具 有 形式 


k 
f(x,0) = a(Oexp{ 5)Q;(0)T (x) $+ A(x), 
j=l 


而 a(00.Q 00, Q; CD QC FE k 维 参 数 空间 昌 
EmÁmUS IR ERA La (00 2 1, T4 X2 T(r), T.C d 
PEAR zs [B] C927. Se) E BS BR. n] di p X. A C JE 
CK, Bar) E BS IE FB n] W PLC IER CA 0,00: 0€ 
9@)} 为 指数 族 分 布 . 对 于 离散 概率 分 布 族 (4P(z,0O0): 2 
E@}, 其 中 概率 函数 P(z,0) 具 有 形式 


k 
P (z,0) = QO exp { X QUOT; C) e hGD, 


同样 称 为 指数 族 分 布 . ATR P Q;(0) 就 是 参 
数 0, 则 称 为 自然 指数 族 分 布 .各 指数 族 分 布 中 仅 含 
有 一 个 未 知 参 数 , 即 6 为 一 维 参 数 空 间 , 则 称 为 单 
参数 指数 族 分 布 . 二 项 分 布 . 泊 松 分 布 、 正 态 分 布 都 
属于 指数 族 分 布 . 

指数 型 分 布 族 (exponential family of distribu- 
tion)” 即 “指数 族 分 布 ”. 

自然 指数 族 分 布 (nature exponential family of 
distribution)” 见 “指数 族 分 布 ”. 
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参数 统计 推断 


统计 估计 (statistical estimation) Zt iT TEE DET AY 
一 种 形式 . 统计 估计 的 方法 是 用 样本 的 函数 来 估计 
总 体 的 分 布 函 数 、 分 布 参数 或 数字 特征 . 例如 ,用 样 
本 均值 估计 总 体 均 值 ;用 经 验 分 布 蛆 数 估计 总 体 分 
fn PHS. 参数 估计 与 非 参 数 估 计 是 统计 估计 的 两 
大 部 分 . 

参数 估计 (parameter estimation) 统计 估计 的 
重要 内 容 . 是 对 总 体 分 布 的 未 知 参 数 进行 的 估计 . 如 
果 已 知 总 体 分 布 的 数学 形式 (例如 正 态 分 布 ), 就 是 
参数 估计 问题 . 参数 估计 分 为 两 大 类 

1. 点 估计 . 是 适当 选择 一 个 统计 量 , 用 此 统计 量 
的 值 作为 未 知 参 数 的 估计 值 的 方法 . 

2. DX [B] feri. 是 根据 样本 估计 未 知 参数 取 值 的 
一 个 范围 ,使 它 有 较 大 的 可 能 性 包含 未 知 参数 真 值 
的 估计 方法 ， 

点 估计 《point estimation) "Zeit. 

区 间 估 计 (interval estimation) W*B A fs 
y 

估计 量 (estimator) ”用 于 估计 参数 的 统计 量 . 
估计 量 作 为 随机 样本 的 函数 是 随机 变量 , 它 所 取 的 
值 称 为 估计 值 .在 没有 必要 强调 是 估计 量 或 估计 值 
的 时 候 , 常 把 二 者 简称 估计 . 例如 样本 均值 X 就 是 
总 体 均 值 u 的 估计 . 

估计 值 Cestimate) 见 “ 佑 计量”. 

Jr fa fd il (unbiased estimation) 一 种 参数 佑 
ib. 是 数学 期 望 与 未 知 参数 相等 的 估计 . 设 Xi,X,， 
…, 义 , 是 一 个 样本 ,如果 参数 0( 或 0 AY | CE COD BY 
估计 0, = 0,(X1, Xs, POP qd. E0, — 0 Cz, 
E0, — g (0) , WES 0, 为 参数 9( 或 gC(0)) 的 无 偏 估 
计 . 如 果 成 立 关系 式 

lim EO, = 0 (或 lim EÓ, = g (0)), 

则 称 0, 是 参数 OK g(0)) 的 渐 近 无 偏 估计 . 若 对 参 
数 9 的 某 一 函数 ge CO TE TE Z6 f WRO A RT 
估 的 . 一 个 估计 0, 如果 不 是 无 偏 的 ,就 称 它 是 有 偏 
B9, APR BR 5(0,0,) — EO, —0 为 估计 9, 的 偏 倚 . 

Hm t A fA fà it (asymptotically unbiased esti- 
mation) JU“ JC fg fiit . 

有 偏 估 计 (biased estimation) 

fafa (bias) JL“ Tota fait”. 

一 致 最 小 方差 无 偏 估计 (uniformly minimum 
variance unbiased estimation)” 亦 称 最 小 方差 无 偏 
估计 .一 种 无 偏 估 计 . 是 一 切 无 全 估计 中 方差 最 小 的 
估计 . 1 FFAS 28 E RP TRA CH, Bay Po) 0E 
O0). W UAT: EST —0,E4T* «co, X — H 0€ 0 成 
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见 “ 无 偏 估计 ”. 


Z) BU 是 带 有 有 限 方差 的 9 的 全 体 无 偏 估 计 所 
组 成 的 集合 . GEST EU 具有 性 质 : XE—910€0 
Al T €U,D4CP' D De CD RA MET. 是 2 的 一 致 
最 小 方差 无 偏 估计 . 

最 小 方差 无 偏 估计 (minimum variance unbi- 
ased estimation) ” 即 “ 一 致 最 小 方差 无 偏 估 计 ”. 

一 致 最 小 方差 线性 无 偏 估 计 (uniformly mini- 
mum variance linearly unbiased estimation) 亦 称 
最 小 方差 线性 无 偏 估计 . 一 种 无 偏 估 计 . 是 一 切线 性 
无 偏 估计 中 方差 最 小 的 估计 . 设 样本 空间 及 分 布 族 
AGAT LEES ,Po ACO} ,如 果 估 计 了 是 样本 的 线 
性 函数 , 即 7 了 可 以 表示 为 


T = ao + ak. 
i=] 


其 中 CO09C19C29 *** sdn E BEES CX Xo X. 
是 一 个 样本 , 则 称 估 计 了 是 线性 估计 . 如 采 了 既是 
线性 估计 又 是 无 偏 估 计 , 则 了 7 称 为 线性 无 偏 估 计 . 
WRU, 是 9 的 具有 有 限 方差 的 线性 无 偏 估计 全 体 
所 组 成 的 集合 ,而 对 To。EUL, 奉 满足 对 一 切 9EQ 和 
TEUL, DaT s DS (T) RA ME To 为 0 的 一 致 
最 小 方差 线性 无 偏 估 计 . 

最 小 方差 线性 无 偏 估计 (minimum variance 
linearly unbiased estimation) — B[^— 4t 8€ /) 7j 25 £X 
性 无 俩 估计 ” 

线性 无 偏 估计 (linearly unbiased estimation) 
见 “ 一 致 最 小 方差 线性 无 仿 估 计 ”. 

相合 估计 (consistent estimation) ” 亦 称 相 容 估 
计 或 一 致 估计 .一 种 参数 估计 . 是 参数 估计 量 相 合 性 
的 判别 方法 之 一 . 相合 性 是 估计 量 优 劣 的 重要 标准 . 
相合 估计 指 当 样本 容量 mn 一 oo 时 依 某 种 意义 收敛 于 
未 知 数 的 估计 . dE Xi Xo. X, 是 取 自 分 布 族 
(F(x) OEO WFEA Ân =8,(X) Xe. ,XX,) 是 0 的 
& e>0 和 一 切 0€ 6, 

lim P(|0, —0| 6) —0 
成 立 , 则 称 估计 9 为 参数 9 的 相合 估计 ,2. 具有 相 
合 性 . 这 种 依 概 率 收敛 意义 下 的 相合 性 也 称 为 弱 相 


t t. 


1H X fh il (consistent estimation)  BII"^4H & fi 
YI. 

— H (hit (consistent estimation)  BD"3H & fü 
i+” 


98 38 & (Ait (strongly consistent estimation) 
亦 称 强 相 容 估计 或 强 一 致 估计 . 一 种 参数 估计 . 是 参 
数 估 计量 相合 性 的 判别 方法 之 一 . Xi Xon X, 
FEW A 4} AiR Fox) .0€ O} FEA, 0, =0,( XX, 
X, BBR 0 的 估计 ,如 果 0 依 概率 1 收敛 于 9， 


即 对 一 切 0€ 80, 
PT 0 Oe 
成 立 , 则 称 0, 为 参数 0 的 强 相 合 估计 . 

强 相 容 估 计 (strongly consistent estimation) 
即 “ 强 相合 估计 ”. 

强 一 致 估计 (strongly consistent estimation) 
即 “ 强 相合 估计 ”. 

均 方 相合 估计 (mean square consistent estima- 
ton)” 亦 称 均 方 一 致 估计 . 一 种 参数 估计 . 是 参数 估 
计量 相合 性 的 判别 方法 之 一 . 设 Xi Xo X, 是 取 
E Af UFIGO,0€ O} f FEAR 0, — 0, (X X20, 
X,) 是 9 的 估计 ,如 果 0, 29r WC SUCT- S3 9, 即 对 一 
切 oco, 

lim E, — 0)? =0 


成 立 , 则 称 ô, 是 0 的 均 方 相合 估计 . 

137; — & (hi Yl (mean square consistent estima- 
tion) 即 “ 均 方 相合 估计 ?” 

最 小 均 方 误差 估计 量 (minimum mean square 
error estimation) 一 种 参数 估计 量 . 是 使 均 方 误差 
达到 最 小 的 估计 量 . 设 了 (X) 是 参数 9 的 估计 量 , 对 
0 的 任 一 估计 量 T* (X), 如 果 对 一 切 0€ e, 
E(T(X)—@ SECT" CX2 — 0Y Mar. WRK T CX) 
A 8 的 最 小 均 方 误差 估计 量 . 其 中 X= (Xi,X,,…， 
X,) 是 样本 ,98 为 参数 空间 . 

线性 最 小 均 方 误差 估计 (linear minimum mean 
square error estimation)” 亦 称 最 优 线性 估计 .一 种 
参数 估计 量 . 是 线性 估计 量 中 均 方 误差 最 小 的 估计 
量 . 设 X=(Xi,X:…X,) 是 一 个 样本 ， 


T(X) = ao aX, 
i=] 


是 2 的 一 个 线性 估计 ,如 果 对 于 2 的 任 一 线性 估计 
T* ( XOM—Y 0€ 0, ECDP CX) —0) SECT" (X) 
— 0» RL METXA ESK 0 的 线性 最 小 均 方 误 
差 估计 ,其 中 @ 为 参数 空间 . 

最 优 线性 估计 (optimal linear estimation) 即 
“线性 最 小 均 方 误差 估计 ”. 

克拉 默 - 拉 奥 不 等 式 (Cramer-Rao inequality) 
简称 CR 不 等 式 . 一 个 重要 的 统计 不 等 式 . 它 给 出 了 
无 偏 估计 的 方差 下 界 .在 某 些 场合 ,这 样 的 下 界 还 是 
下 确 界 . 设 X 二 (Xi,X,,…,X,) 是 取 自 具有 分 布 密 
度 {fo《x),0EB} 的 总 体 的 一 个 简单 随机 样本 ,其 中 
9 是 实 轴 上 的 一 个 开 区 间 ,T(X) 是 参数 0 的 函数 
g(0) 的 一 个 无 偏 估计 , 即 对 一 切 0€ OH ETT GE) = 
8g(0), 且 满足 条 件 : 

1. 集合 G= (lxi fo(zx) 关 0) 与 参数 0 无 关 ， 


2. 对 一 切 0€ 0,g' (S S C gea g 


参数 统计 推断 


9 
OLE = | Jia, 


T n 
2 reo . I] fac) de dan ida, 


EN ary 
= | (x) gol V fio Jd dns dz. 
其 中 下 三 
2 
3. 010) — E, A 


则 工 (X ) 的 方差 DT (X ) 对 一 
ACR AER): 


DTX) > 


«C co 
Y 0EB, 有 下 述 不 等 


[g (A) | 
n» I’ 


且 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 为 :存在 一 个 不 依赖 于 
X19Xo5° ae, ,但 可 能 依赖 于 0 的 K ,使 得 等 式 


» PIRE CR] e COX) — g(») 


以 概率 1 "T ? 1(9) 称 为 费 希 尔 信息 量 . 特别 


Ng (00) —0 BT E —9] 0€ OCR 不 等 式 为 


1 
DF (CX) 之 [nIC()] 


ABR Ok HE E SH RU Sie. R TCX) = 
CT,CO .T,OO0 0, T,X) Æ g(0)= (g0), 
g3(00 7g, COO! B] — AE BE — Wy 0€ 8, 
Ep? (X) = gOD Rr. Hi EAE: 

1. 对 一 切 0€ 0 Risj=1,2.° k, A 


ape Ddr = lanas 


30, 0 


——Lxr;0)dx, 


30,30; 


3330 | Wd 三 E 


其 中 L(x,0) aa [feta Qi pum, 
870,505 5*5*,0,)'5 


2; MT e E re e A 
9 oO 
E (HEB. 


VACN 
E) = aln ALG as 


= [r.c E 0) j "m 


sk RO0OEO, 


id IA) 


2Inf,(X) 2!nf,CX) 


a’ Inf, (X) 
E 30, 30, 


30,20, 


3à"Inf,CX) 
30,30, 


9?*Inf, CX) 
30,30, 


9"In f, CX) 


— 30,0, 


In f(X) 
30,20, 


9?*In £4 CX) a ln f(X) 
20,90, 202 
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DT (Cx) = (covCT; Cz) ST ;Cx)) icir 


din f; CX) 
^. g8a39 ^" 


30, 26, 26, 
ag,(8)  dg,(0) 3g, (0) 
A-| 86; 36, 90, | 93g(0) 
IF 
ag,(0) dg.(0) 3g. 
38, 38, 58, 
DA (525 LA 10), 
即 DT= LA I) «A 


Fé dE fh E AB RE. 通常 称 1(9) 为 费 希 尔 信息 阵 . 以 上 
CR 不 等 式 右 端 表达 式 称 为 克拉 默 - 拉 奥 下 界 , 人 简称 
CR 下 界 . 如 果 工 是 参数 0 的 无 偏 估计 ,其 方差 达到 
CR 下 界 , 则 称 是 有 效 估 计 . 对 于 9 的 任 一 无 偏 估 
it TK 


eT) = Tyo 


Y ERIE T WRR. 如 果 T, Cy yates 
的 无 偏 估计 , 若 


lim DOG = lim e(D,) = Co, 


则 称 Co 是 的 渐 近 效率 . 94 C6 二 1 时, 称 7, 是 9 
的 渐 近 有 效 估 计 . 但 是 CR 下 界 不 易 达 到 , 为 提高 
下 界 ,作为 CR 不 等 式 的 推广 ,有 所 谓 巴 塔 恰 里 亚 不 
等 式 . 沿用 前 面 记号 , 设 T(z) 是 参数 9 的 函数 g(0) 
的 无 偏 估计 ,在 一 定 正则 条 件 下 , 记 
1 Ffal) I flr) 
V) = E| nC ET; 38; | 
(1,7 = 1,2,:,&5), 
VO» = LV;(0) ], GEO), 
g(0) — (o P CU vg? (A) srg” (@))° 
(0 € 6). 
当 V(0) 在 9€ 8 处 行列 式 不 为 零 时 , 必 有 
DT (x) >Z (TV NMEA) 
其 右 端 称 为 巴 塔 恰 里 亚 下 界 .& 二 1 时 , 则 为 CR 下 
Jt. 克拉 默 - 拉 奥 不 等 式 是 由 瑞典 学 者 克拉 黑 
(Cramer, H. ) 和 印度 学 者 拉 奥 (Rao ,C. R. ) 分 别 于 
1946 年 和 1945 年 证 明 的 . 


2r dE , 


CR M & 3X (Cramer-Rao inequality) El“ Thr 
默 - 拉 奥 不 等 式 ” 

克拉 默 - 拉 奥 下 界 (Cramer-Rao lower bound) 
见 “ 克 拉 默 - 拉 奥 不 等 式 ” 
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有 效 估 计 (efficient estimate) 见 “ 克 拉 默 - 拉 
奥 不 等 式 ”. 

估计 的 效率 (efficiency of an estimate) 
拉 默 - 拉 奥 不 等 式 ”. 

Xm ur XA fh tt (asymptotically efficient esti- 
mate)” 见 “克拉 上 默 - 拉 奥 不 等 式 ”. 

费 希 尔 信 息 量 (Fisher% amount of information) 
见 “ 克 拉 默 - 拉 奥 不 等 式 ”. 

费 希 尔 信息 阵 (Fisher’s matrix of information) 
见 “ 克 拉 默 - 拉 奥 不 等 式 ”. 

A UE St XE (asymptotic efficiency) 
拉 奥 不 等 式 ”. 

Es EB IET X (Bhattacharyya lower bound) 
见 “ 克 拉 默 - 拉 奥 不 等 式 ”. 

Swe E EAE HX (Bhattacharyya inequality) 
见 “ 克 拉 默 - 拉 奥 不 等 式 " 

广义 方差 (generalized variance) 一 类 行列 
式 . 是 随机 向 量 的 协 方差 阵 的 行列 式 . 设 Xi,X,,…， 
X, BK A FOX Xs X0 ,相应 的 各 种 二 阶 
和 矩 均 有 限 , 则 随机 向 量 和 一 (XXX 的 协 方 
差 阵 为 

Var(X)= E(X — EX)(X — EX)’ 

= (E(X, — EX; (X; = EX)))axn 
Var(X) 的 行列 式 |Var(X)| 称 为 广义 方差 . 

渐 近 正 态 性 (asymptotic normality) 估计 量 
的 一 种 渐 近 性 质 . WE X — (XXX 是 一 个 样 
AST OX) = (TCX) T:(X);, TO) 是 参数 0 
二 (0,,0,,…,0,) 的 估计 . WR n 趋 于 无 穷 时 ， 
Vn (7T(E) 一 0) 的 联合 分 布 渐 近 于 正 态 分 布 , 则 称 
T(X) 具 有 渐 近 正 态 性 . 设 了 (2) 表 示 费 希 尔 信息 阵 ， 
如 果 Vin (7(GE) 一 0 的 联合 分 布 渐 近 于 正 态 分 布 
NC.,I (2), WK TCX) A 0 BY Be HE Wi E d de 
it. 

最 优 渐 近 正 态 估计 (best asymptotically nor- 
mal estimate) 见 “ 渐 近 正 态 性 ”. 

大 样本 理论 (large sample theory) ZR ERE 
理论 . 统计 量 性 质 的 一 种 刻画 . 它 研 究 样 本 容量 趋 于 
无 穷 时 ,统计 量 的 渐 近 性 质 . 例如 ,假定 YF 是 方差 
有 限 的 一 维 分 布 族 , Xi,X,，…,X 是 取 自 多 的 茶 
个 分 布 F 的 简单 随机 样本 . 要 估计 的 均值 OCE), 
使 用 样本 均值 


JL" T 


JL" SE br SA- 


> =i>x, 
作为 68(F) 的 估计 量 ， 当 样 本 容量 n BFAAH 
计量 有 如 下 性质 : 
1. X, RRIF OF). 这 就 意味 着 只 要 样 
KAE n EEK, I EX, 可 以 渐 近 于 1 的 概率 接 


近 真 值 OCF). 此 性 质 称 为 估计 量 的 相合 性 . 
2. X; F WW 01250, BER, WY nokt, 
Vn (X, — 0CF»)) 
Op i 
即将 X, 正则 化 后 , 它 依 分 布 收敛 于 标准 正 态 分 布 . 
此 性 质 称 为 渐 近 正 态 性 .因此 , 当 样 本 容量 ”充分 大 
时 ,可 以 近似 计算 出 X, 落 在 90C(F ) 某 个 范围 内 的 概 
率 有 多 大 (当然 需要 预先 知道 oi). Æ of 未 知 , 则 用 
E m 


n 


L 
——» NCO,1); 


TEN | 
RE of BRITE 

zou Xn QC — (009) 

n Gr 9 
34 n 很 大 时 ,如 果 仍 服从 正 态 分 布 , 则 可 以 做 假设 检 
验 . 上 述 都 是 大 样本 理论 . 总 之 ,所 谓 大 样本 理论 ,是 
指 当 样本 容量 无 限 增加 时 , 与 该 统计 量 的 分 布 有 关 
的 种 种 极限 性 质 . 
渐 近 理论 (asymptotic theory) 


论 » 


:二 1 


即 “ 大 样本 理 


小 样本 理论 (small sample theory) 亦 称 精 确 
样本 理论 . 统计 量 性 质 的 一 种 刻画 . 它 研 究 样本 容量 
固定 时 ,各 种 统计 量 的 性 质 及 由 此 进行 的 统计 推断 . 
精确 样本 理论 最 早 的 例子 是 由 英国 统计 学 家 和 化 学 
ZU X HH (Gossett, W.S.) F 1908 年 提出 的 1 分布 
(参见 “统计 学 ”). 

精确 样本 理论 (exact sample theory) 
本 理论 ” 

贝 叶 斯 估计 (Bayes estimator) 依赖 先 验 信 息 
的 估计 方法 . 假定 总 体 $ 具 有 概率 分 布 F(x;0),0E 
0,X — (X, Xo, X0 JE | AAP fl UR RE AS EE 
Ax 23 [8] A ABE (ICA. LPOIOCO,), C, 
By) ERARE. LOD DERAK. 如 果 把 参数 0 
看 做 一 个 随机 变量 ,一 般 称 参数 空间 (@,5e) 上 的 
任意 一 个 概率 分 布 x 为 0 的 一 个 先 验 分 布 .其 中 Be 
为 @ 的 某 些 子 集 组 成 的 c 域 . 设 9 是 任 一 决策 函数 ， 
以 RO,0) 记 其 风险 函数 , 则 称 


R (6) = | RO, ddr0) — ER(0,8) 


为 9 在 先 验 分 布 xz 之 下 的 贝 叶 斯 风险 . 任 一 满足 条 
件 


即 “ 小 样 


R,(6,) = inf R,(6) 


的 决策 函数 3; 称 为 所 提 统 计 问 题 的 贝 叶 斯 解 或 称 
贝 叶 斯 决策 函数 . 在 估计 问题 中 , 称 为 贝 叶 斯 估计 , 
若 前 面 的 inf 是 对 一 切 (包含 随机 化 的 ) 估 计量 取 的 ， 
则 称 2. 为 随机 化 贝 叶 斯 估计 ,如 果 只 考虑 非 随机 化 
的 , 则 称 为 非 随机 化 贝 叶 斯 估计 . 若 记 >(x) = 
Re (Ox) , 则 满足 条 件 


参数 统计 推断 


r(Gn)-—sup r(x) 


的 先 验 分 布 zo 称 为 最 不 利 先 验 分 布 . 
假定 和 2 都 是 连续 型 随机 变量 ,并 假定 其 概 
率 分 布 密度 分 别 为 g(x) 和 e(0), 由 贝 叶 斯 公式 
pr,0) = f(x| 0) + e(0) = A(0| rgi), 
ECONOMICA no S Cte pyr 
FB pG.0),fIG| OM ACO | 322r 9 2g ECM 0 BS RX 
合 分 布 密度 和 条 件 分 布 密度 ,给 定 FH x 时 ,9 的 条 
件 分 布 h(9|z) 称 为 后 验 分 布 . 对 于 ,0 均 为 离散 型 
或 其 中 之 一 为 离散 型 时 ,定义 完全 类 似 ,只 需 将 分 布 
密度 函数 换 为 相应 的 概率 孔 数 . 称 


Rea | L(0,8Cx))h(d0| x), 
e 
6 非 随 机 化 ， 
Rope | A(dd|x)| 让 
8 g 


0 随机 化 ， 
为 给 定 样本 X — x 时 的 贝 叶 斯 后 验 风 险 , 如 果 存 在 
3" 使得 对 一 切 zE 和 ， 

RC" ,z) = inf R,(d,x) 


成 立 . 则 称 07 A Je; dr HY OL Ot 3T A a, Jy So Hp D 
策 函 数 . 可 以 证 明 , 它 就 是 贝 叶 斯 决策 函数 . 在 估计 
问题 中 , 即 £2 — 6, Wl gk 0 为 参数 0 的 后 验 型 贝 叶 
斯 估计 . 经 验 贝 叶 斯 方法 是 求 先 验 分 布 的 一 种 方法 . 
设 已 有 历史 资料 的 样本 Xi Xost, Xn HE EXT E R 
分 布 xO) BS dh iiu z (0| X, X2» t1 ). BHA 
样本 X,+，* 欲 再 作 判 决 时 , 则 可 求 基于 先 验 分 布 O 
| Xi X:s rV) 的 n nr Hr E On CX 4,9 Xan t Xu 
Xs) PRA BE 3; DL np UL DERE eR Be. LU PRAEC Xi, 
X;,, X, AK IH R, Xi Xss X). X, 
X5. X, 作 平 均 , 记 为 R* S ELRO; Xi, X; 
Xi) UR. 记 真 先 验 分 布 的 贝 叶 斯 风险 ,车 有 
lim R* (6,) = R,, 

则 称 {6,) 为 渐 近 最 优 经 验 贝 叶 斯 解 . 

贝 叶 斯 风险 (Bayes risk) 见 “ 贝 叶 斯 估计?”. 

贝 叶 斯 解 (Bayes solution) W“ n m fit”. 

贝 叶 斯 决策 函数 (Bayes decision function) J 
“ 贝 叶 斯 估计 ”. 
随机 化 贝 叶 斯 估计 (randomized Bayes estima- 

见 “ 贝 叶 斯 估计 ”. 

非 随 机 化 贝 叶 斯 估计 《non-randomized Bayes 
estimation)” 见 “ 贝 叶 斯 估计 ””. 

后 验 型 贝 叶 斯 解 (posterior Bayes solution) 
见 “ 贝 叶 斯 估计 ”. 

后 验 型 贝 叶 斯 决策 函数 (posterior Bayes deci- 
sion function) 见 “ 贝 叶 斯 估计 ”. 

后 验 型 贝 叶 斯 估计 (posterior Bayes estima - 
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A(O| x)= 


tion) 


tion) 见 “ 贝 叶 斯 估计 ” 

经 验 贝 叶 斯 决策 函数 (empirical Bayers deci- 
sion function) 见 “ 贝 叶 斯 估计 ”. 

渐 近 最 优 经 验 贝 叶 斯 解 (asymptotically best 
empirical Bayes solution)” 见 “ 风 叶 斯 估计 ”. 

EES prior distribution) 参数 的 一 种 概 
率 分 布 .是 抽样 前 就 有 的 关于 参数 0 的 先 验 信息 的 
概率 表述 . 推断 参数 9, 需 要 已 知 样本 XX 及 样本 分 布 
族 {Ffo (zx),9E 05,0 是 参数 空间 . 贝 叶 斯 统计 需要 
参数 9 的 概率 分 布 HOO). 把 9 看 做 随机 变量 , 称 
HOR ERAH. BE X= 的 条 件 下 ,9 的 条 件 分 
布 称 为 6 的 后 验 分 布 . 

Xy X 的 概率 密度 为 f(x,9),9 WERTH O) 
有 密度 h(9), 则 后 验 密度 为 


PE _ SE OAD) 
|: fi. hipdo 
Bh OAAE SS BM (AWE: 


1. A(50220, 6€ 8; 
2. 0 二 | fz. pa@de< T 


CSE Oy zm 0, 且 | A (612546 DT 


3. OLG = OO; 


则 称 此 (9) 为 广义 先 验 密度 . 

设 总 体 变量 X 的 分 布 族 Po(Cz) 对 某 种 变换 群 
不 变 , 右 先 验 分 布 有 相应 的 不 变性 , 则 称 该 先 验 分 布 
为 无 信息 先 验 分 布 . 它 是 先 验 分 布 的 一 种 选择 . 

后 验 密度 (posterior density) 见 “ 先 验 分 布 ” 

后 验 分 布 (posterior distribution) 见 “ 先 验 分 
dg". 

广义 先 验 密度 (generalized prior density) — 
“ 先 验 分 布 ”. 

无 信息 先 验 分 布 (non-informative prior distri- 
bution) ” 见 “ 先 验 分 布 ”. 

dt ap jr uS 3 Hi KK (conjugate prior distribution 
family) AAFP H i5 38 4) TK. BS REE 
性 作为 选择 先 验 分 布 族 的 原则 . 给 定 统计 结构 
CR, Bar Z) WR 多 中 的 概率 分 布 族 可 以 由 参 
数 表 示 ，, 即 P= { Py: 0c0]j , 


PB) | fGsdp (VE € By), 


RP uE, BET o ARIE. 集合 @ 是 
参数 空间 . 25 BT NU zs qu] (9.526) E BS — 7 Zo de y 
布 族 ,如 对 OC 中 每 一 个 先 验 分 布 n0. B T I 
f(zX;0) 导 出 的 后 验 分布 h(9|z) 仍 然 属于 分 布 族 
X , 则 称 DE MUT For 00 ESE HE RR ^) Ta k. 
JL £ S HW (nuisance parameter) 一 类 总 体 分 
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布 的 参数 . 它 不 是 研究 者 主要 感 兴趣 的 参数 . 例如 ， 
对 于 正 态 总 体 NCp,0?) ,如 果 只 对 均值 上 感 兴趣 , 则 
5 就 是 元 余 参 数 . 元 余 参 数 的 存在 会 对 所 感 兴趣 的 
参数 的 推断 问题 变 得 复杂 化 . 

不 变 估计 (invariant estimate) Jp f fü] BA 
计 , 是 评判 估计 量 性 能 的 准则 之 一 .在 一 些 参数 估计 
问题 中 , 当 样 本 作 某 种 特定 变换 时 ,可 以 要 求 估 计量 
经 受 与 之 相应 的 一 定 变换 ， WEAR X= (XXX …， 
X,) 具 有 分 布 函 数 族 {f(z,9): 9E 6)}, 其 中 9E6 为 
BROKERS: FA 是 样本 空间 ,g oA 上 的 
一 个 变换 . Mit gX 是 一 个 随机 问 量 , 它 当 六 ==xz 时 
取 值 gz; 4 OX IRMA F0) OEO, BR gX 
的 分 布 仍 属于 分 布 族 {Ff(zx;9),06E9}), 不 妨 设 为 
F(r;9),0 E90, 记 B 是 8 上 的 一 个 变换 ,使 得 9 二 
g0.Pk g Ng 在 上 的 诱导 变换 .假定 : 

l.g 是 样本 空间 2 目 身 上 的 一 对 一 的 变换 . 

2.g 的 诱导 变换 g 是 参数 空间 @ 自身 上 的 一 对 
一 的 变换 . 这 一 点 保证 了 g 保持 问题 的 概率 结构 不 
变 . 

设 G 是 由 具有 上 述 性 质 的 g 组 成 的 变换 群 , 则 
He 的 诱导 变换 g 全 体 也 构成 一 个 群 G, 称 为 G 的 
诱导 变换 群 . 如 果 0 是 9 的 一 个 估计 , 且 满 足 对 一 切 
rE ,gEG,O(gr)=80(z) 成 立 , 则 称 9 关 于 G 是 
不 变 的 ,9 又 称 为 96 关 于 G 的 不 变 估计 ,简称 不 变 估 
计 ( 或 同 变 估计 ). 把 上 面 的 估计 问题 推广 到 一 般 的 
统计 推断 情形 ,将 参数 空间 O 由 决策 空间 c RG, 
则 对 应 不 变 估 计 必 的 决策 函数 称 为 不 变 决策 函数 . 
右 在 不 变 决 策 函 数 类 中 某 个 不 变 决策 函数 的 风险 函 
数 达 到 最 小 , 则 称 其 为 最 优 不 变 判决 函数 . 相应 于 估 
计 问 题 称 为 最 优 不 变 估计 . 

同 变 估计 (equivariant estimate) 
Wr 

A T k HEH invariant decision function) 
见 “ 不 变 估计 ” 

w ft AK OR KR BW (optimum invariant deci- 
见 “不 变 估计 ” 

最 优 不 变 估计 (optimum invariant estimation) 
见 “ 不 变 估计 ”. 

皮特 曼 估 计 (Pitman estimate) 平方 损失 下 位 
置 参数 的 最 优 同 变 估 计 . 皮特 曼 (Pitman,E.J. ) 于 
1939 年 提出 d'en. Du X19 Arst Xn 是 来 自 
密度 函数 p(x 一 0) 的 一 个 样本 , 且 EX <+ 
1,2,…,n), 则 9 的 皮特 曼 估计 为 
[0pc — b,£ — 0, ,x, — 0)d0 


Bl“ AN E fh 


sion function) 


0* (X Xe X,) -一 
n RSS Ü x. Ix PED r 05d0 


这 个 佑 计 在 位 移 变换 下 是 0 的 最 优 同 变 估计 . 
皮特 曼 效 率 (Pitman efficiency) 比较 检验 性 


能 的 一 种 准则 . 它 以 达到 同样 功效 所 需 抽样 次 数 之 
比 来 衡量 . 设 变量 的 分 布 族 为 07 ,要 检验 假设 Ho:0 
委 0; 克 :0>0, 设 关于 这 个 问题 有 两 个 检验 S 和 
了 ,为 对 它们 做 出 比较 ,假定 当 9 二 0。, 时 , 记 样 本 大 小 
为 N 时 检验 S ALT 的 功效 函数 为 Bs,w 和 Br,w, 取 一 
P O0, On > Oo KC CNOA C4 CND N 的 两 个 整 
PAK ,使 得 

lim Br cc) (On) 

No5 Bs.c a (On) 
则 定义 S 对 了 的 皮特 曼 效率 为 


, N 


当然 ,e(S/T) 与 所 考虑 的 分 布 族 (Po,0 宇 0,1} 有 关 , 例 
如 ,车 el(S/T)==2, 则 检验 7T 需要 比 用 检验 S 多 一 
倍 的 抽样 ,才能 达到 指定 “后 大 致 一 样 的 功效 .由 于 
上 述 效 率 是 大 样本 性 质 , 皮 特 曼 效率 也 常 称 为 皮特 
曼 相 对 渐 近 效率 . 

皮特 曼 相 对 渐 和 近 效 率 (Pitman relative asymp- 
totic efficiency) 见 “ 皮 特 曼 效率 ” 

容许 估计 (admissible estimation) 在 风险 上 
不 全 面 劣 于 其 他 任 一 估计 的 那 种 估计 . 设 有 一 个 统 
WAM 4, Bx, Po) 0€O)M—TREE ll (DZ, 
Ba) LO,d) ELE OXD ELW—THAK BH, 6 
是 一 决策 函数 ,R(0,6) 是 决策 函数 6 的 风险 函数 . 
对 给 定 的 决策 问题 ,如 果 对 一 切 0€ 86, 没有 另外 一 
PR PR OO” HE R(0,6" ) 夺 RC(9,6), 且 至 少 有 一 
个 9 使 不 等 号 成 立 , 则 称 决 策 函 数 9 是 容许 的 . 否则 
称 为 非 容许 的 . 如 果 所 研究 问题 是 佑 计 问 题 , 则 称 容 
许 决 策 函 数 为 容许 估计 ，, 称 非 容 许 决 策 函 数 为 非 容 
许 估 计 . 

A it 2 SE ERI (admissible decision function) 
见 “ 容 许 估计 ”. 
非 容 许 决 策 国 数 (non admissible decision func- 

见 “容许 估计 

非 容 许 估 计 (non admissible estimation?) 见 
“容许 估计 . 

kB fl iT iE (moment method of estimate) 用 样 
Ak BR HAB E fe T 2 3. 假定 总 体 分 布 为 F(x; 
0),0 是 k HE Zs WY IS] BE, O= (0,0, ,0,)"， 又 假定 
F(Gzi0) 相 应 的 和 & 阶 矩 都 有 限 , 用 六 表示 > 阶 原点 
AB WAG e EK 

= | raFczig) 《全 2 
由 这 k 个 等 式 , 解 出 0; , 0; , 1,0, 即将 Ois 02 
分 别 表示 为 His Hst s Hi 的 函数 : 
B=; Ct s ott) G— 1,2, &). 

于 是 用 样本 XXX, 的 原点 矩 


=Y O<Y< 1), 


tion) 


参数 统计 推断 


sd Ss uid uan 
d, = 3 S (r — 1,2; sk) 


AS Q; Cpe s to 9 ttt s Hr) AAA 18. 0; 的 估计 量 
ü = dia vedi) = 125,5). 
URP fa TERCER JR GE ATT RBA RETE. 
最 大 似 然 法 (method of maximum likelihood) 
取 似 然 函 数 的 最 大 值 点 作为 估计 量 的 估计 方法 . 设 
总 体 具 有 分 布 密度 函数 fo(x),0E8 是 上 维 参数 向 
量 .和 一 (XXX) 是 从 总 体 中 抽取 的 样本 . 取 


LO) = |] £c» 


达到 最 大 值 的 2 作为 参数 9 的 估计 , 称 2 为 最 大 似 
然 佑 计 , 称 这 种 佑 计 方 法 为 最 大 似 然 法 ,元 (20) 称 为 
样本 似 然 函数 . 由 于 ln 工 (0) 与 工 (9) 同 时 达到 最 大 
值 , 因 此 最 大 似 然 估计 时 常 可 通过 解 下 列 似 然 方程 
EE ari (ete UNS 

而 求 得 . 如 果 似 然 方 程 有 解 , 且 可 以 确定 其 某 一 解 确 
使 上 (09) 达到 最 大 , 则 它 就 是 最 大 似 然 估计 . 如 果 总 
体 分 布 是 离散 型 的 ,只 需 将 上 面 的 密度 函数 用 概率 
函数 代替 . 

最 大 似 然 估计 (maximum likelihood estimate) 
见 “ 最 大 似 然 法 ”. 

— {WK ER X Clikelihood function) 
m 

小 概率 原理 (small probability principle) ZF 
计 推 断 中 使 用 的 一 种 经 验 性 原理 . 该 原理 认为 :在 一 
次 试验 中 ,概率 很 小 (接近 于 零 ) 的 事件 实际 上 不 可 
能 发 生 . 

区 间 估 计 (interval estimation) 以 区 间 形 式 表 
示 的 估计 .1934 年 , 美 籍 俄国 数学 家 奈 曼 (Neyman,， 
J. ) 开 始 的 一 系列 有 关 置 信 区 间 的 工作 ,占据 目前 区 
间 估 计 理 论 的 主导 地 位 , 它 不 同 于 英国 数学 家 、 生 物 
学 家 费 希 尔 (Fisher,R. A. ) 依 信念 分 布 ( 参 见 “ 统 计 
学 ”) 给 出 的 区 间 估 计 . 设 总 体 $ 的 样本 空间 及 概率 
A RO (CA LEV LPO,0CO)HOCR'.X-—(On, 
X:，…,X,) 是 来 自 总 体 的 一 个 样本 ,0 GO GO, Gf 
两 个 统计 量 , 且 0 (z) 委 0 (z) 总 成 立 . 若 VOEG, 事 
件 “ 区 间 [01(x),0;(z)j] 包 含 0” 的 概率 大 于 等 于 指定 
的 常数 1 一 a (0<a<<1), 即 对 VOEGO， 

PO ey SOS 06(1))—] —4 
BL.» | ER RAG, C2 ,0; (x) JE 0 B8 CR] f tt RRR 
置信 区 间 , 且 有 和 置信 水 平 1 一 a. 0; Go) 53: 0,(zx) 称 为 
置信 限 . 35 0, 2290, (x) WY Â, G3 5 Â GO ABR 
置信 上 限 与 置信 下 限 . 置信 水 平 最 小 者 称 为 置信 系 
数 , 即 [90.(x),0,《x)]] 的 置信 系数 为 
inf (P4 C, (x) e 0 0) 


见 “ 最 大 似 然 


387 


区 间 佑 计 的 优良 性 准则 :在 2 的 置信 水 平 为 1—2 的 
置信 区 间 族 中 ,对 所 有 OAL C2 07 Go 18S Kia 
长 度 总 是 达到 最 小 时 , 则 称 它 为 一 臻 最 精确 的 置信 
区 间 ; 若 9 的 置信 水 平 1 一 a 的 置信 区 间 [0, (zx)， 
0, Gc) JETER O (0250 ) ,满足 
POCO SO <Â) gea 

TM FRO, Cx) 40; C JA 26 48 BAB KB). 也 可 类 似 定义 
一 臻 最 精确 无 偏 置信 区 间 . 

置信 区 间 (confidence interval) 
it”. 

4B 7k ¥ (confidence level) 

4B BR (confidence limits) 


BD “ px [8] fé 


见 “区 间 估计 ” 
见 “区 间 估计 ” 


置信 系数 (confidence coefficient) 
br s 

一 臻 最 精确 置信 区 间 (Cuniformly most accurate 
confidence interval) 见 “ 区 间 人 估计? 

无 偏 置信 区 间 (Cunbiased confidence interval) 
见 “ 区 间 估 计 ”. 

一 臻 最 精确 无 偏 置信 区 间 (uniformly most ac- 
见 “ 区 间 什 


JL," DX fa] fs 


curate unbiased confidence interval) 
it”. 

A fa (confidence set) ” 亦 称 置信 域 . 置信 区 
间 概 念 推广 到 多 维 的 形式 . 设 总 体 & 的 概率 分 布 族 
A F(x) ,0€ O} , X 2 OX,,X, n XK A BEES 
的 一 个 样本 ,9 二 (01,0,,…,0.) € OCC R'. 如 果 SCX) 
满足 : 

1. 对 任 一 个 样本 观测 值 zx,SCz) 是 9 的 一 个 子 
集 ; 

2. 对 给 定 的 a (0 二 a 过 1) 和 一 切 9EB@, 有 

POECS(X))221—4; 
则 称 S(X) 是 8 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 和 集 , 称 
inf PC c SCX)) 


为 置信 系数 . 

置信 域 (confidence region) 即 “ 置 信 集 ” 

容忍 区 间 (tolerance interval) 统计 推断 的 一 
种 形式 区 间 . 在 对 产品 做 抽样 调查 时 ,要 寻求 一 个 产 
品 指标 z 合格 的 区 间 [ ,好 ,使 产品 至 少 有 gc 
99%%) 的 概率 落 在 其 中 , 才 算 生产 正常 . 而 该 区 间 的 
站 点 则 需 通 过 样本 X AE BT OX). TCX). 由 
于 它 的 随机 性 , 需 考查 事件 “以 不 小 于 8 的 概率 使 
产品 指标 x 落 在 [7T,(X),T,(X)]” 的 概率 是 否 不 小 
Fr (比如 r= 二 90%). 此 问题 归结 为 容忍 区 间 问 题 . 

T SHE 6 4B PRO DJ (000,060), X= 
(XXX E HC BL RBS BS — REIS HERE S 
分 布 为 Po 给 定 0 和 8 一 1,0<r><<1, 若 T(X) 和 
TX EMSA. T XTX), HWE 
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Po{ Fol T2(X) ] — FT: CX) ] > B) mr, 
WR UT. X) T? OC 128 M pd Fo Cro B EON 
BKEK r 的 容忍 区 间 . 简称 (8,”) 容 忍 区 间 . 类 似 
H, AEB NAB ER TCX) AP BR TCX) a 
别 满足 

P {FLT (X) | 2 8} Sr, 
PAF el? CX) ] 1 BI. 
容忍 上 限 (tolerance upper limit) 
间 ”. 

F A FRR (tolerance lower limit) 
[E] ". 

假设 检验 (hypothesis testing) 统计 推断 的 一 
种 基本 方法 . 它 是 根据 样本 的 观察 结果 对 总 体 分 布 
的 某 个 命题 的 真 伪 做 出 判断 的 方法 .在 统计 学 上 称 
这 种 命题 为 统计 假设 或 简称 假设 . 一 般 地 ,假设 是 有 
关 总 体 的 分 布 函数 或 总 体 分 布 参数 的 命题 . 例如 要 
检验 总 体 分 布 是 否 是 正 态 的 ;又 如 对 正 态 总 体 
N (p50 ) 要 检验 p> oo CHP m 是 已 知 的 稼 数 ) 是 否 
成 立 . 这 两 例 体 现 了 两 个 不 同类 型 的 假设 检验 问题 . 

假设 检验 有 参数 与 非 参 数 的 区 别 . 如 果 总 体 的 
分 布 族 可 以 用 参数 96 来 确定 ,9 的 变化 范围 用 8 表 
示 , 待 检验 的 假设 ,往往 可 以 用 0€ 6,C9,C 6, H 6, 
非 空 ) 的 形式 来 表示 , 称 它 为 原 假设 ,也 称 为 零 假设 ， 


JL 


URRAK 


HAWEN Ho: 0€0,. C XT RM AE ICO, O, 


C0,0,(10,— 0,36€ 100g H: 0EO, PRA X 
立 假设 或 备 择 假设 .上述 正 态 总 体 的 例 中 , 瓦 。: ux 
Los Hii P> po. 这 是 参数 的 假设 检验 问题 .上 述 的 男 
一 例 要 检验 总 体 分 布 是 否 是 正 态 , 原 假设 是 “总 体 分 
布 是 正 态 ”, 对 立 假 设 是 “总 体 分 布 不 是 正 态 ”, 它 无 
法 参数 化 ,因而 是 一 个 非 参 数 假设 检验 问题 . 又 如 要 
检验 两 个 总 体 的 分 布 是 否 相 同 ,而 分 布 类 型 是 未 知 
的 ,也 是 一 个 非 参 数 的 假设 检验 问题 . 
参数 假设 检验 中 ,如 0, 是 单 点 集 , 则 称 HS 是 
简单 假设 ,如 8, 至 少 含 有 两 个 点 , 则 称 五 ,是 复合 
(或 复杂 ) 假 设 . 检验 是 指 一 个 规则 ,由 样本 X= 
CX, XXX) 按 规则 确定 接受 零 假设 还 是 拒绝 
零 假设 . 检验 规则 可 以 由 样本 空间 中 的 一 个 区 域 来 
刻画 ,给 定 一 个 区 域 W 之 后 , 当 XEW, 拒 绝 假 设 ; 
当 XEW, 接 受 假设 ,W 就 称 为 否定 域 , 亦 称 临界 
R. 给 出 一 个 否定 域 就 是 给 出 一 个 检验 方法 . 如 用 否 
定 域 的 指示 函数 来 表示 : 
1(X EW), 
0 OX EW). 
则 可 理解 为 ; 当 久 EW 时 ,以 概率 1w(X) 拒 绝 零 假 
设 ; 当 XEW 时 ,以 概率 Iw(X) 接 受 零 假设 .一 般 可 
以 考虑 取 值 于 [0,1j] 的 样本 XX B5 n] i BR Gr), 2 
样本 值 为 x 时 ,以 概率 p(x) 拒绝 零 假设 ,这 样 的 检 


Tw (X) S 


验 称 为 随机 化 的 检验 ;PCz) 只 取 0,1 两 个 值 的 称 为 
非 随机 化 检验 . 函数 PCz) 称 为 检验 函数 . 
零 假 设 (zero hypothesis) 见 “ 假 设 检验 ” 
原 假设 (null hypothesis) 见 “ 假 设 检验 ” 
对 立 假 设 Copposite hypothesis) 见 “ 假 设 检 
验 ” 
备 择 假设 (alternative hypothesis) W “BRIZE 


简单 假设 (Csimple hypothesis) 见 “ 假 设 检 


复合 假设 (composite hypothesis) 见 “ 假 设 检 


统计 假设 (statistical hypothesis) 见 “ 假 设 检 
验 ” 

Gel (rejection region) 见 “ 假 设 检 验 ” 

临界 域 (critical region) 见 “ 否 定 域 ” 

随机 化 检 Sy (randomized test) M “假设 检 
a. 

非 随 机 化 检验 (non-randomized test) Jl “dR 

设 检验 ”. 

检验 函数 (test function) WRR Ia”. 

水 平 检验 (evel a test) 一 种 假设 检验 . 是 原 
假设 被 错误 地 否定 的 概率 不 超过 a 的 检验 . 设 总 体 
的 概率 分 布 族 为 多 = (P,0€9),06, 为 参数 空间 O 
的 非 空 真子 集 ,给 定 假 设 互 :EGG@., 设 样本 X 的 分 
布 是 样本 空间 (经 , 胞 *) 上 的 一 个 概率 测度 Po, 当 0 
为 参数 真 值 时 ,拒绝 H 的 概率 可 由 式 子 


E(x) 一 | | GG) P, (a) 


给 出 ,其 中 PCz) 为 检验 函数 . 预先 给 定 一 个 常数 a 
(0a 1) ,如果 检验 函数 g(x) 对 一 切 0 € 0, 满足 
E(x) <a, MMR RK H AR, o H 的 概率 不 
大 于 a, 则 称 这 样 的 检验 为 水 平 a 检验 .a 称 为 检验 9 
的 水 平 , 亦 称 为 显著 性 水 平 . 全 体 水 平 检验 记 为 
O(a). 并且 

ee 
称 为 检验 2 的 真实 水 平 或 称 检 验 的 大 小 . 称 定义 在 
上 的 函数 
AN ud 

称 为 包 络 功效 函数 .水 平 为 a 的 检验 2 使 

Sup [8: (0) 一 B0] 
达到 极 小 值 , 则 称 2 "为 最 严谨 的 水 平 为 a 的 检验 ， 
其 中 B4 C0) = Eog. 


m # Ek F (significance level) 见 “ 水 平 a 检 


e. 
检验 的 大 小 (size of test) WKE a 检验 ” 
包 络 功效 函数 (envelope power function) W, 


参数 统计 推断 


“水 平 a 检验 ”. 

两 类 错误 (error of two kinds) ”参数 统计 推断 
术语 . 即 在 对 假设 作 检 验 时 可 能 出 现 的 两 种 类 型 的 
错误 : 

1. 当 假 设 H. 正确 时 ,做 出 拒绝 Ho A ET. A 
了 “以 真 当 假 ” 的 错误 , 常 称 为 第 一 类 错误 . 犯 第 一 类 
错误 的 概率 为 =P {4E Hi| Ho EM). 

2. 当 假 设 如。 不 正确 时 ,做 出 接受 A BENT, 
犯 了 “以 假 当 真 ” 的 错误 , 节 称 为 第 二 类 错误 . 犯 第 二 
类 错误 的 概率 为 P= P UBESE H,| Hi PEM). 

要 使 犯 两 类 错误 的 概率 a, 都 变 小 ,除了 采用 
性 能 优良 的 检验 法 外 ,通常 就 要 增加 样本 容量 n. 

功效 国 数 (powetr function) IRER BRL. 假设 
检验 中 的 一 种 概率 . 是 指 采 用 某 检验 时 否定 原 假设 
的 概率 . 设 总 体 和 的 分 布 函数 为 FoCz),0OEG,X= 
人 (X0 dE — PE AS , 6, 为 参数 空间 e HJ dE 
空子 集 , 假 定 9 为 9 一 69, 的 一 个 子 集 , 给 定 假设 
H,,0€ 8。 和 备 选 假设 H,:0€ 81，p(x) 为 一 个 检 
验 , 称 定义 在 @ 上 的 图 数 

B,0) = Elo] = EX) (0€ 0) 
为 检验 9 的 功效 函数 . Bo(0) 是 当 参 数 真 值 为 9 时 ， 
拒绝 H, 的 概率 , 当 0€ O0, 时 , 即 为 犯 第 一 类 错误 的 
概率 . 当 0C O, 时 ,1 一 B,(0) 是 犯 第 二 类 错误 的 概 
率 , 此 时 ,p40) 则 是 做 出 正确 决定 的 概率 , 称 为 功 
A. 

7 bg BW (power function) BIZ pk Br”. 

一 致 最 大 功效 检验 (uniformly most powerful 
test) ” 亦 称 一 致 最 强 检 验 . 简称 UMPT. 一 种 水 平 
a 检验 . 设 总 体 的 分 布 族 多 =={Fo(z),0€06},0 
是 参数 空间 , 它 包 含 两 个 以 上 的 元 素 . 考察 检验 问 
题 , 原 假设 H,:10€ 9G,, 对 备 选 假设 H,:0€0,—0— 
0, OH — Hx 0, A 06 —0, FH). 如 果 对 两 个 水 平 为 a 
的 检验 Go, BIXI—9) 0€ 6,,7—1,2, Eo xa, Ax 
一 切 0€ 6,, B,(0) = Eva Z Eo, = B.C BOIL » PUER ER 
E p- BAF p. 如 果 存 在 水 平 为 a 检验 om ,对 一 
切 0€ 0, 和 对 任何 水 平 为 e 的 检验 锡 , 均 及 (OD 
Bo, CO), MRR RE p 是 水 平 a 的 一 致 最 大 功效 检验 
或 一 致 最 强 检验 . 特别 地 , 当 0, 只 由 一 个 点 组 成 时 ， 
称 9 为 水 平 的 最 强 检 验 . 简称 最 强 检验 或 最 大 功 
效 检 验 . 

一 致 最 强 检 验 (uniformly most powerful test) 
即 “ 一 致 最 大 功效 检验 ”. 

最 大 功效 检验 (most powerful test) 
最 大 功效 检验 ”. 

显著 性 检验 (test of significance) 最 常见 的 一 
类 统计 假设 检验 . 确切 地 说 , 它 的 任务 是 判断 某 种 效 
应 是 否 人 存在 , 某 种 假设 是 否 成 立 ; 其 手段 是 :利用 某 
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Ni 


统 计 zs 


种 统计 量 之 值 是 否 超出 了 可 以 合理 地 用 随机 误差 去 
解释 的 程度 ( 即 达 到 显著 性 ), 从 而 做 出 拒绝 或 接受 
原 假设 的 判断 . 其 基本 步骤 为 : 

1. 建立 统计 假设 Ho. 

2. 构造 一 个 合适 的 统计 量 U 和 从 样本 观察 值 
计算 出 统计 量 U S ms u. 

3. 给 定 一 个 显著 水 平 w (0 二 a 二 1), 根 据 在 Ho 
成 立 条 件 下 统计 量 上 U 的 分 布 及 其 性 质 , 确 定 U 的 取 
值 范 围 的 一 个 子 集 W, 使 Py (U € W ) <a. 

4. 考察 观察 值 ,如 果 uEW, 则 拒绝 原 假 设 
瑟 , ,否则 接受 Ho. 

u 检验 (zx-test) 一 种 假设 检验 . 即 利用 遵从 正 
态 分 布 的 统计 量 zx 来 检验 下 列 假 设 Ho 的 方法 . 第 
RHI u 检验 法 如 下 : 

1. 对 正 态 总 体 NC), BH o=o, Tuy Ho: 
H= us RM HP: Spo AHP: Zm). Bits 

u= ESA) ~ Nc) ag H F) 
给 定 检 验 的 显著 水 平 a, 检 验方 法 如 下 : 

对 Ho: BER W-—i(lulzA ,其 中 4 是 N(0,1) 
的 1 一 a/2 分 位 数 , 即 4 满足 P{ |u| A} =a; 

对 Ho :否定 域 Wi = (u> — à? Ho A 是 
N(0,1) 的 1 一 a 分 位 数 , 即 A 满足 P(uzA)-a;- 

对 H”: BER W= {u< à). BA a-0.05 
时 ,A 二 1. 96,4, =1. 645. 


2. 设 有 两 个 正 态 总 体 NGOqí0 AN Ge È), 


已 知 of ol. REUS Ho: p =p (R HP: ww 和 
HV. hy). 统计 量 
bp ¢ 
u 一 —À———iÉ-— N(0,1) (在 H, P), 
i, 0 
ni n; ! 


其 中 n, X 为 第 一 个 正 态 总 体 的 样本 容量 和 样本 均 
值 ,>; X 为 第 二 个 总 体 的 样本 容量 和 样本 均值 . 给 
定 检验 的 显著 水 平 a, 检 验方 法 ( 即 否定 域 ) 可 仿效 
检验 法 1 写 出 . 

t 检验 (t-test) 一 种 假设 检验 . 即 利用 遵从 + 
分 布 的 统计 量 工 来 检验 假设 Ho 的 方法 . 常见 的 
检验 法 如 下 : 

1. RAE ESAE N Cu 0 o? 未 知 , 检 验 Ho: wp 
= us Gk, HP usc pu, MHS”? pS). Bit et 


jaa See quete Hs 


RP n X LS? 分 别 是 样本 容量 .样本 均值 和 样本 
方差 这 里 


给 定 检验 的 显著 水 平 a, 检 验方 法 如 下 : 
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对 H.: RER W-—UTI2t uh 

对 HO : BERW S {Tta}; 

对 HO : BER W= {TSt}; 

Kp tO —DHBS pr. 

2. 设 有 两 个 正 态 总 体 N Ct 07) HN C )， 
方差 相等 但 未 知 , 检 验 Ho: [= tto CRY, H? : usus 
和 HV : jp 之 42). 统计 量 

X, HE X, 


T = ~ tin, +n, — 2) 


其 中 


Se (CD 0 DS 
ni^ bs a ' 


ni» Xi, S: 是 第 ;个 总 体 的 样本 容量 .样本 均值 和 样 
AS 2548 77 28 C= 1,20. 给 定 检验 的 显著 水 平 后 , 检 
验方 法 ( 即 和 否定 域 ) 可 仿效 检验 法 1 得 出 . 

3. 设 有 两 正 态 总 体 Nmy ct 和 NAyc) 方 
差 不 等 上 且 未 知 , 检 验 Hoi = t ,这 是 比 兰 斯 - 费 硕 
尔 问 题 . 谢 菲 尔 (Scheffe,H. ) 给 出 解法 如 下 :分别 取 
得 样本 1902900 s Ln AZ Yrs Yoo Vn, DMB m<m. 
定义 变量 


(i = 1,2, sn), 
WA EZ:= m u, D(Z) =a +n, 03/n2,cov(Z;5Z;) 
=0 GÆj), H. Zi—N Ga — ioi nioi/n;o3). 此 时 
可 用 上 检验 ,检验 Hoi — e= 0. WARIS 


nuce qo HG = 
AY 


其 中 Z 与 i 分 别 是 2;(i 二 1,2,…,n) 的 样本 均值 与 
方差 . 

X^ 检验 (X-test) 一 种 假设 检验 . 即 利 用 遵从 
X^ 分 布 的 统计 量 来 检验 假设 Ho 的 方法 . 常见 的 x* 
检验 法 如 下 : 

l. 设 有 正 态 总 体 N(p,0°), E A Ap 一 Am, 检验 
Ho: ca 一 oo( 或 五 六 :co 委 cl A Hy”: 0 之 06). 统计 
E: 


v-l530n-a-2x0) GEH, T), 
0 j=] 


其 中 X 是 容量 为 ”的 样本 . 给 定 检验 的 显著 水 平 w， 
检验 方法 为 : 

对 Ho: BER WH (RM VSM us: 

对 AS? imu W S= {HSK a} 

对 五 0? ;否定 域 W,= (XS 
其 中 x A x(n) A bu. 


Ze 设 有 正 态 分 布 N(p50°) A 未 知 , 检 验 Hs: a* 
—o,GX Hj? i Poi MHP: o^ So). Ris 


— Xy ~ Y! (n — 1) 


GE Ay 下) 

给 定 检 验 的 显著 水 平 a 后 ,检验 方法 ( 即 否定 域 ) 可 
仿效 检验 法 1 写 出 . 

X^ 检验 还 用 于 判断 分 布 函 数 与 样本 拟 合 的 好 
WERL BE AR web Bir Se”). 

下 检验 CF-test) 一 种 假设 检验 . 即 利 用 遵从 FF 
分 布 的 统计 量 五 来 检验 假设 Ho 的 方法 . 常见 的 下 
检验 法 如 下 : 设 两 正 态 总 体 NCp,ol) 和 NN (jo,02)， 
均值 和 方差 未 知 ,检验 Ho: ai 一 az XX, HP: aKo 
和 H$i.ozo).9ti 


Gk H, F), 
其 中 nS 为 第 i 个 总 体 的 样本 容量 和 样本 方差 (i 
=1,2). 给 定 检 验 的 显著 水 平 a, 检 验方 法 为 : 

对 五 ,: 否 定 域 W= {FSF uiu FSF ,2}3 

对 HO BEM W= {FF-a}; 

对 H3 :否定 域 W= (P<); 

其 中 下 ,为 Fn 一 1,ns 一 1) 的 p 分 位 数 . 

F 检验 还 常见 于 线性 模型 中 回归 系数 是 否 为 0 
的 检验 、 回 归 方 程 是 否 有 意义 的 检验 、 回 归 方 程 拟 合 
不 足 的 检验 等 ;在 方差 分 析 、 因 子 试 验 设计 分 析 中 ， 
因子 的 主 效应 是 否 为 0、 交互 作用 效应 是 否 为 0 的 
各 种 检验 也 都 是 检验 . 

奈 曼 -皮尔 逊 引 理 (CNeyman-Pearson lemma) 
假设 检验 的 基本 引 理 . 在 原 假设 和 对 立 假设 都 是 简 
单 的 场合 ,利用 该 引 理 可 确定 最 强 检 验 的 形式 . 在 这 
个 基础 上 还 可 以 导出 某 些 复合 假设 检验 问题 的 一 致 
最 强 检验 . 设 样本 久 二 (Xi, 义 ;,，…, 闵 ,) 是 连续 型 随 
机 变量 (对 离散 型 有 类 似 的 结论 ) ,分布 密 度 函 数 为 
A(X,9), 其 中 9 是 参数 .对 于 简单 假设 检验 Ho: 0= 
0; Hi 0=0, 如果 检验 图 数 2 满足 

Es Qa) = a, (1) 
Ll (f(a LL BF Ge, 0:)554 
nt ua EE. T 
则 gC(X) 是 水 平 为 a 的 最 强 检 验 . 反 之 , 若 YX) 是 水 
E “的 最 强 检 验 , 则 存在 常数 &, 使 (2) 式 a.e. n TL 
X.» KAPo E Po s Eo X1 MORR. 

BB UE] UL SR EL 4Y 35 HR (monotone likelihood ratio 
distribution family) 似 然 比 具有 某 种 单调 性 质 的 
分 布 族 . 对 样本 X BY SESS A BE PRB Poa) rE 
R',0C OC R,—(—oo,0o0) E ETE GC ÁB ER ICT (2), 
使 得 对 任意 0-0" (0,0 EO), Ufo — fo GO ) E 


参数 统计 推断 


HWE, AA Pe (zx)/Po(z) 是 T(zx) 的 单调 非 降 
(或 非 增 ) 函数 , 则 称 PoCz) 为 单调 似 然 比分 布 族 . 对 
单调 似 然 比分 布 族 ,其 参数 的 单 边 假设 检验 问题 有 
UMP 检验 存在 . 

似 然 比 检 验 (test of likelihood ratio) ”一 种 假 
设 检验 . 设 总 体 的 概率 密度 (或 概率 函数 ) 为 fo (xe) 
Ü — 0, 或 01 (0,2501) ,假设 Ho: 0—0,, XI. f& ix Hi: 
0—0,. FRA X= (X4, Xs, XA BBA 


LG 0) |G): 
r=] 


似 然 比 为 
_ L(x,0)) 
, E0 
A W,-—ir: A> ào) ,其 中 Ao 满足 P(rEw,| 0—60,) 
=a, M e 为 显著 水 平 , 则 由 否定 域 W. 确定 的 检验 
函数 g(z) 二 Iw_(z) CIW, 的 指示 函数 ) 的 检验 广 
法 , 称 为 似 然 比 检验 . 
似 然 比 (likelihood ratio)” 见 “ 似 然 比 检 验 ”. 
广义 似 然 比 检验 (test of generalized likelihood 
ratio ) 一 种 似 然 比 检验 . 设 总 体 的 概率 密度 (或 概 
ZR KRO AY falx), Mik Hy: G0€0)50,CO0,0,=0— 
Os, X yr. f& ix Hi: 0€ 0, ,样本 X —CX, X. XL) 
的 似 然 函数 为 


Lig | 56555 


A 


似 然 比 
à = sup L(x,0)/sup L(x,0) 
0€ 8, 0€ 8, 


称 为 样本 X 的 广义 似 然 比 . 令 克 .=(z: ADAE 
中 人 满足 
s P(x E W.| 0 E€ 0) <a, 

而 e 为 显著 水 平 , 则 由 否定 域 Wo 确定 的 检验 法 
zz) — Iu, (x) 称 为 广义 似 然 比 检验 . 在 许多 情况 
下 ,广义 似 然 比 检验 具有 某 些 优良 性 质 ， 

J” SW EE (generalized likelihood ratio) W 
“广义 似 然 比 检验 ” 

Fe ta Re BS Cunbiased test) 功效 图 数 在 参数 空 
闻 的 特定 子 集 上 满足 不 等 式 要 求 的 检验 . 设 总 体 分 
dg x AF —UFIG,0€06j) ,其 中 参数 0 可 以 是 向 量 ， 
X = (XK 15X25 XV AER. 关于 原 假 设 Ho: 0€ 
9,, 备 选 假设 Hı: 0€ 0, —0—0, 的 检验 问题 . 给 定 
KE a, MRM pr), HMM 8,000 及 


了 ooCPCZ)) 委 wa (0c€c60), 
BCA) 之 wa (9 € 6,5, 


JU ER wz) 是 水 平 a 的 无 偏 检验 ,简称 无 偏 检 验 . 如 

有 果 和 存在 一 个 水 平 a 的 无 偏 检验 g(x), 对 于 水 平 为 a 

的 其 他 无 偏 检验 x), 对 一 切 0€ 861, 均 有 不 等 式 
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B.C) SPO sr. WW g(x) 是 水 平 a 的 一 致 最 强 
无 偏 检验 ,或 称 为 一 致 最 大 功效 无 偏 检 验 . 

一 致 最 大 功效 无 偏 检验 (uniformly most pow- 
erful unbiased test)” 见 “无 偏 检 验 ”, 

相似 检验 (similar test) ”功效 函数 在 参数 空间 
的 特定 子 集 上 保持 常数 的 检验 . 设 总 体 分 布 族 = 
(F,G0,0€ 0) X 为 样本 . 一 般 对 于 @ 的 子 集 8: ,其 
功效 函数 Fog ar) TE OP 上 为 常数 , 则 称 检验 PCz) 对 
FO 相似 ,或 者 说 ,p(x) 关 于 分 布 族 {Fo(x),0E€O') 
相似 .关于 Ho: 0€ 6, H,: 0€ 61 一 86 一 0, HK 
验 问题 ,如 果 检 验 函 数 p(xz) 的 水平 是 a, 且 对 于 O, 
和 6, 公共 边界 W 上 的 各 点 0,Eop(Cz) 一 总 成 立 ， 
则 称 检验 g(x) 是 边界 相似 的 ,简称 相似 的 . EC) 
是 关于 分 布 族 {Fo(zx),9EW) 的 一 个 充分 统计 量 , 则 
对 样本 空间 的 任意 固定 的 事件 4, 对 一 切 0€ W , 存 
在 公共 的 PoC A/t). 对 检验 p(x) 有 定义 :如 果 存 在 
a0 Ka <1, [EX VEW, E EoL p(x)/t | 二 a (Ca. e. 
Pe), MERRE 8g 对 于 (1,W) 有 奈 曼 结构 , 它 显 然 关 
T W 相似 . 

奈 曼 结构 (Neyman structure) UL “FRM ds 
ie. 

不 变 检验 (invariant test) 在 某 种 变换 群 下 保 
持 不 变 的 检验 . 当 一 个 假设 检验 问题 在 某 种 变换 群 
下 保持 不 变 时 ,可 以 要 求 其 检验 也 具有 相应 的 不 变 
HE. BE X= CX Kos XM DAB TR Fo (2) 0E 
9)} 的 总 体 中 抽取 的 一 个 样本 ,其 中 0 是 未 知 参数 ,@ 
为 参数 空间 . 设 G 是 一 个 变换 群 ,G 是 G 的 诱导 变 
换 群 (参见 “不 变 估计 ”). 对 于 Ho: 0€06, H0 
€0,=0—-6, 的 检验 问题 ,者 g € G 的 诱导 变换 g. 
既是 0, 本 身上 的 一 一 变换 ,也 是 0, 自身 上 的 一 一 
变换 , 则 称 该 检验 问题 在 g 变换 下 保持 不 变 . 若 对 
每 个 g€G, 此 检验 问题 在 g 变换 下 保持 不 变 , 则 称 
该 检验 问题 对 变换 群 C 保持 不 变 . 在 某 个 检验 函数 
PCZ) 对 一 切 g€G & x€-« Epler) =z). W 
称 检 验 9g 天 于 GG 不 变 , 简 称 不 变 检验 . A ERX 
几乎 所 有 的 二 成 立 , 则 称 为 几乎 不 变 检验 . 

设 8 是 水 平 a 的 不 变 检验 ,针对 一 切 水 平 a 的 
不 变 检验 ,它们 的 功效 函数 对 一 切 0€ 6, 都 满足 : 
BO) = ERKE plar) = 8,09) WK 9 为 水 平 a 的 
一 臻 最 强 不 变 检验 . 如 果 一 个 检验 y 与 一 个 不 变 检 
BY 8 几乎 处 处 相等 , 则 称 少 对 等 于 一 个 不 变 检 验 , 显 
然 少 是 一 个 几乎 不 变 检验 . 

JL 3E ^ 3E $$ US (almost everywhere invariant 
test) W RARE UE. 

— Wee 5: KS KH (uniformly most powerful 
见 “不 变 检验 ” 
相合 检验 (consistent test) 
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invariant test) 


亦 称 相 容 检验 . 一 


种 大 样本 性 质 满足 的 假设 检验 . 设 总 体 分 布 族 为 多 

= (F,(G7),0€ 8),0, 为 8 的 真子 集 且 非 空 ,假定 对 

每 个 样本 X—O0XG Xs XB ET CTS [n] S 

Hy: 0€ 0,— Hj; 0€ 0, — 0 — 0, 的 一 个 检验 

g(x) ,以 B,(90) 记 其 功效 函数 ,如 果 存 在 二 1, 且 
sup f, (0) Sa (0 € 6, 


lim Esp, Cr) = ] (0 € 6:5, 


则 称 (9} 为 相合 检验 , BBY UE FO HE — 
的 , 则 称 为 一 臻 相合 检验 . 当 一 致 相合 检验 存在 时 ， 
PK ©, Fl O, 是 有 限 可 辨识 的 . 

AME (consistent test) Bl“ FORE”. 

— H 18 & $$ 3$ (uniformly consistent test) Ji, 
“相合 检验 ”. 

贝 叶 斯 检验 (Bayes test) 基于 由 时 斯 方法 的 
假设 检验 .假设 检验 问题 也 是 一 个 决策 问题 . 因而 可 
以 使 用 针对 一 般 决 策 问 题 的 贝 叶 斯 方法 去 处 理 它 . 
RXS Xa XDA F) GEOH 
总 体 中 抽取 的 一 个 样本 ,关于 一 个 假设 检验 问题 
Hy: 0€ 0,-— Hi: 0E€0 一 0 一 0,, 决 策 空间 由 两 点 
ZH, : £7 — (dodi) AP do 表示 接受 H, 的 决策 ,di 
表示 接受 H, 的 决策 . 一 个 检验 函数 o. CBIR PR 
数 ) ,如 果 它 满足 


[RO gdr) = min| RO, p)dr(@), 
P 


HH rE O ERARE LO 0) kR K 
数 6 的 损失 函数 ,R(0,9) 为 风险 函数 : 
R(O,9)= E,L(O,9CX)) 


= [(LO.d, 92) 


+ L(6,d,)[1 — eG) f(x) dz, 
则 称 g 为 zx 相应 的 贝 叶 斯 检验 ， 
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非 参 数 统 计 (nonparametric statistics) ”研究 
非 参 数 统 计 问 题 的 数理 统计 学 分 支 . 一 个 统计 问题 ， 
如 果 其 总 体 分 布 不 能 用 有 限 个 实 参数 去 刻画 ,就 称 
为 非 参数 统计 问题 . 非 参 数 统计 是 相对 于 参数 统计 
而 言 的 . 例如 XisX35***sXut Yo Ys cns Y, 是 分 别 
来 和 目 一 维 分 布下 及 C 的 简单 随机 样本 , 且 假 定 Xi 
X; Xu, Yis Yast yy 相互 独立 ,要 据 此 检验 这 
两 个 总 体 有 相同 分 布 . 如 果 对 问题 的 背景 所 知 其 少 ， 
除了 可 以 认为 ,G 在 R 上 处 处 连续 外 ,再 无 其 他 信 
息 , 此 时 总 体 分 布 就 不 能 用 有 限 个 实 参 数 去 刻画 ,这 
是 一 个 非 参数 统计 问题 . 但 若 基 于 问题 的 背景 ,有 理 
由 假定 和 G 是 具有 相同 方差 的 正 态 分 布 , 此 时 总 
体 分 布 可 由 至 多 三 个 实 参数 所 设 定 , 因 而 是 参数 统 


计 问 题 . 当然 ,以 上 关于 非 参 数 统计 的 定义 也 不 可 完 
全 拘泥 于 文字 ,有 时 还 要 考虑 到 习惯 .例如 ,高 斯 - 马 
尔 可 夫 线 性 模型 ,并 未 对 随机 误差 分 布 的 具体 形式 
ETARE ,按理 ,此 模型 应 归 入 非 参 数 一 类 ,但 习 
惯 上 却 不 将 处 理 这 种 模型 的 理论 和 方法 包括 在 非 参 
数 统计 的 范围 内 . 究 其 原因 是 ,在 这 种 模型 中 ,人 们 
感 兴趣 的 是 回归 系数 及 误差 方差 ,而 这 只 涉及 有 限 
个 实 参数 . 

一 种 统计 方法 ,如 果 主 要 是 用 于 非 参 数 统计 问 
题 , 则 称 这 种 方法 是 非 参数 统计 方法 ;反之 ,是 参数 
统计 方法 . 例如 秩 方 法 (参见 “ 秩 统 计量 ”及 “ 秩 统 计 
方法 ”) 是 非 参 数 统计 的 经 典 方法 ,虽然 在 非 参 数 统 
计 和 参数 统计 问题 中 都 用 到 它 ,但 主要 是 用 于 前 者 . 
应 当 指 出 ,以 上 对 统计 方法 属性 的 界定 不 能 不 分 场 
合 地 一 概 套 用 . 例如 对 点 估计 中 许多 有 用 的 统计 方 
法 , 既 不 能 也 无 必要 对 其 参数 或 非 参数 属性 作 一 个 
明确 的 界定 .大 体 上 说 ,对 于 假设 检验 问题 ,方法 的 
属性 是 可 以 界定 的 .这 是 由 于 在 检验 问题 中 ,往往 要 
求 检 验 统 计量 在 原 假设 下 有 所 谓 的 分 布 无 关 性 ( 参 
见 “ 分 布 无 关 ”) ,这 就 使 得 只 在 狭窄 前 提 下 使 用 的 参 
数 检验 法 不 能 用 于 更 广 的 非 参 数 检验 问题 中 ,从 而 
显示 其 差别 . 例如 上 检验 不 是 一 个 非 参 数 检验 . 

非 参 数 统 计 方 法 (Cnonparametric statistics 
method) ” 见 “ 非 参数 统计 ”. 

韭 参 数 统 计 问 题 (nonparametric statistics 
problem) 见 “ 非 参数 统计 ”. 

HS AX (distribution free) 亦 称 分 布 自 由 . 
统计 量 的 一 种 属性 . 指 其 分 布 与 总 体 分 布 无 关 . 设 样 
RX 的 分 布下 属于 分 布 族 AT oC 多 ,T= 
T(X) 为 一 统计 量 . EH FE .多 。 时 ,7 的 分 布 同 下 
无 关 , 则 称 了 相对 于 Fo ADRK. 这 个 概念 
主要 用 于 假设 检验 . 6, 是 原 假设 ,检验 统计 量 T 
相对 于 Zo 为 分 布 无 关 , 就 可 做 出 基于 了 的 相似 检 
验 . 一 个 显著 的 例子 是 秩 统 计量 . 在 一 些 非 参数 检验 
问题 中 ,往往 在 原 假 设 下 ,样本 为 独立 同 分 布 且 分 布 
连续 ,此 时 , 秩 统计 量 相 对 于 原 假设 下 的 分 布 族 为 分 
布 无 关 的 . 秩 统 计量 的 重要 性 正在 于 此 . 

学 生化 极 差 (studentized range) ”数理 统计 的 
基本 概念 之 一 . 是 极 差 与 样本 标准 差 的 比值 . 设 X= 
(Xi, 闵 :，,…，,X,) 是 从 总 体 中 抽取 的 一 个 样本 , 相 
应 的 顺序 统计 量 为 XS XPS SX! ,那么 极 差 

R= X; — Xt = max X, — min X, 


记 样 本 均值 I 
X= D 
样本 方差 为 
s = 一 
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则 称 统计 量 了 ==R/S 为 学 生化 极 差 ,其 中 S= VS? 
( 取 正 值 ) 为 样本 标准 差 . 

极 值 分 布 (extreme-value distribution) 样本 
极端 值 ( 极 大 、 极 小 等 ) 的 分 布 . 对 从 分 布 子 数 是 
F(X) 的 总 体 中 抽取 的 独立 同 分 布 样本 X Xon 
X, FE 34 2 一 co 时 

E m — min X, A X, = max X, 


的 极限 分 布 , 在 气 P 水文、 地 震 预 报 问 题 以 及 可 和 
性 理论 中 有 很 重要 的 理论 和 实际 意义 . 对 适当 选择 
常数 c>0 及 d, MR c XT +d, HK a AM HF 
G. (x) BER C.(Zz) 为 极 小 值 分 布 . 如 果 6X7 +d, 
依 分 布 收敛 于 G*(z), 则 称 G" (xz) 为 极 大 值 分 布 ; 
称 为 底 分 布 . 极 值 分 布 理论 的 基本 问题 有 : 
1. 有 哪些 分 布 可 以 作为 极 值 分 布 ? 
2. 收敛 于 某 种 特定 类 型 的 极 值 分 布 的 条 件 . 
极 大 值 分 布 的 类 型 : 若 Glzx) 是 一 连续 极 大 值 分 
布 , 则 C 必 寺 下 列 三 个 分 布 函 数 之 一 同类 :，、 0 
I Z3, G? (z)—exp(—e *) (—oo«xr«oo). 
1 
I TM d ee 
0 (Xx0),， 
G 为 正 参 数 ). 
(3) expCe C) 9^ 26r 00s 
a c-r (20), 
k 为 正 参数 ). 
以 上 三 类 分 别称 为 第 1 , IT UAR (E A375. 所 请 
两 个 分 布 函 数 FR Fs 同类 , 指 如 果 存 在 常数 a 0 
及 0 使 Filart) =F (x) ROE 3EiS S Fi F,. 
极 小 值 分 布 的 类 型 : 奋 CCz) 是 一 连续 极 小 值 分 
布 , 则 G 必 与 下 列 三 个 分 布 范 数 之 一 同类 : 
I #.G,(2) =1l—exp{—e"} C—oo«r«oo). 


l—exp{—(—z)“*} (xr«0), 
I 型 . = 
型 G(x) , (220), 
G 为 正 参 数 ). 
]—expí—2a*) (r0), 
I 型 .Cs(Cz) 一 
Bs ose) l (r0), 


G 为 正 参数 ). 

以 上 三 类 分 别称 为 第 I，I ,型 极 小 值 分 布 .第 I 
型 极 值 分 布 又 称 重 指数 分 布 或 交 伯 尔 分 布 ,第 I 型 
和 第 下 型 极 值 分 布 又 称 威 布尔 - 格 涅 坚 科 分 布 . 

极 小 值 分 布 (minimal distribution) 见 “ 极 值 
分 布 ”. 

极 大 值 分 布 (maximal distribution) 
分 布 ”. 

底 分 布 (base distribution) 见 “ 极 值 分 布 ”. 

重 指 数 分 布 iterated exponential distribution) 
见 “ 极 值 分 布 ”. 


见 “ 极 值 
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PJ (B AR 43 TR (Gumbel distribution) 见 “ 极 值 
分 布 ”. 

威 布尔 - 格 勒 坚 科 分 布 (Weibull-PaermeHko dis- 
tribution) 见 “ 极 值 分 布 ”. 

th (6 3} Tn R 5| 35 (domain attraction of ex- 
tremum distribution). 极 值 分 布 的 重要 概念 之 一 . 
是 极 值 分 布 所 能 “吸引 ?的 底 分 布 的 全 体 . 设 Xo Xe, 
X 为 具有 分 布下 的 总 体 的 独立 同 分 布 样本 ,大 
FETE o >0 及 d,, 当 n>oo 时 ,c,X? +d, 依 分 布 收 伍 
于 i 型 极 值 分 布 , 则 称 底 分 布 属 于 i 型 分 布 的 吸 
引 场 . 更 确切 地 称 底 分 布下 属于 G: 的 吸引 场 . 类似 
地 ,可 定义 C ”的 吸引 场 , 其 中 C 和 C” AAT Cl 
SiS I) B/E Ai AR KBD A CS IL “AR SY 
fg"). 

U 统计 量 (U-statistic) 一 种 重要 的 统计 量 . 是 
KT (Hoeffding, W. ) F 1948 年 引进 的 一 种 非 参 
数 统 计量 ,是 样本 均值 的 推广 . 设 XXt Xa 为 
样本 ,gp 为 m 元 的 对 称 函数 , 称 统 计量 

U,= U(X,,X,,.…,X,) 


n 


A 


>»; AX a X, setts XL 


为 基于 Xi Xas’ X, 的 U 统计 量 ,简称 U 5i E. 
GRA U 统计 量 的 核 .U 统计 量 在 估计 理论 与 假设 
检验 中 都 有 重要 的 应 用 . 

拟 合 优 度 检 验 (goodness of fit test) 关于 给 
定 模型 或 分 布 与 观察 数据 拟 合 程度 好 坏 的 检验 . 设 
Xi Xt X, 是 来 自 某 个 未 知 分 布 Fy AY REAR, A 
是 某 个 设 定 的 分 布 族 , 所 谓 拟 合 优 度 检验 就 是 统计 
BREH: FEF 的 检验 . 其 作用 是 检验 选 定 的 统计 
模型 是 否 合适 ,或 者 说 用 已 知 分 布 ( 族 )? 拟 合 现实 数 
据 是 否 合适 . 此 种 检验 的 临界 水 平 ( 或 之 值 ), 可 用 
于 度量 拟 合 好 坏 的 程度 , 称 之 为 拟 合 优 度 . MEARE 
检验 的 早期 代表 性 工作 是 英国 数学 家 、 生 物 统计 学 
家 皮尔 还 (Pearson,K. ) 在 1900 年 发 表 的 关于 拟 合 
优 度 的 x 检验 的 论文 , 常 被 学 者 们 称 为 近代 数理 统 
计 学 的 发 端 . 俄国 数学 家 柯 尔 英 哥 洛 夫 
(Kourmoropos, A. H. ) 在 20 世纪 30 ^E CB] LER 
hi BR OK BENI (Cramer, H. ) 的 工作 是 这 一 方向 的 重 
要 成 果 . 

拟 合 优 度 (goodness of fit) DL ^ SL D HE S 
ao. | 

BX OR Hh US (Pearson test) IPR X GU A HH 
度 ) 检 验 . 一 个 著名 的 拟 合 优 度 检验 . 是 英国 数学 家 、 
生物 统计 学 家 皮尔 还 (Pearson,K. ) 于 1900 年 提出 
的 . 考虑 一 维 的 情况 . 设 Xi1,X; 7X, 是 从 分 布 F 
未 知 的 总 体 中 抽出 的 简单 随机 样本 ,要 检验 的 假设 
有 了 两 种 情况 : 

394 


1. F=Fo, Fo ZZB M. 

2.F € A 是 一 个 给 定 的 分 布 族 . 
把 民 : 王 (一 oo,co) 分 为 适当 个 数 的 连接 区 间 : — oo 
Larla La, L Lar Lar « to n; HAR Xs, 
I3 2C. 中 落 在 区 间 [La ,ai) 内 的 个 数 ,定义 

Y 一 > (n; wo 

其 中 tw 二 (aj) 一 F(a,_1). 在 情况 1 及 原 假设 下 ,FF 
CAIN FoX 完全 由 样本 决定 ,是 统计 量 , 称 为 皮尔 
xb X! 统计 量 . 皮尔 还 证 明了 :在 原 假 设 (f==F,) 成 
立 之 下 , 当 ?一 ce 时 ,六 统计 量 有 自由 度 & 一 1 的 六 
分 布 K;-1( 这 正 是 统计 量 这 名 称 的 由 来 ), 据 此 可 
做 出 原 假设 的 一 大 样本 检验 : 当 X 二 K;_1(a)( 目 由 
度 & 一 1 的 X 分布 的 上 a 分 位 点 ) 时 ,否定 原 假设 ， 
否则 就 接受 原 假设 . 24 n 很 大 时 ,此 检验 有 渐 近 水 平 
a; 在 情况 2, 即 使 在 原 假设 下 ,Ff (因而 z) 也 非 完 全 
CW, be MH XY’ 不 是 统计 量 . 如 果 分 布 族 多 依 
赖 于 7 个 参数 (过 +r 二 一 1), 则 xX? 依赖 于 此 7 个 参 
数 , 以 兴亡 在 此 7 个 参数 活动 范围 内 的 最 小 值 ， 
则 x* 称 为 (在 情况 2 之 下 的 )X Site. 皮尔 逊 起 初 
LA K n> colt X? 的 极限 分 布 仍 为 天 ,但 英国 数 
学 家 、 生 物 学 家 费 希 尔 (Fisher,R.A. ) 于 1924 年 指 
出 ,此 极限 分 布 应 为 K;-1-,. 由 此 得 出 情况 2 之 下 原 
假设 LFE.F) 的 一 个 大 样本 检验 : 当 XL >K, la) 
时 ,否定 原 假设 . 如 果 总 体 为 多 维 的 ,处 理 的 方法 一 
样 .例如 ,在 2 维 情况 ,Xi,X，…X, 是 平面 Ri 上 
的 nn 个 点 ,代替 把 RI 分 为 £ 个 区 间 , 这 里 应 把 R* dl 
分 为 个 两 两 不 相交 的 区 域 ,其 余 一 切 无 变化 . 

斯 米尔 诺 夫 检验 (Smirnov test) 关于 两 组 样 
本 是 否 来 自 具 有 相同 分 布 总 体 的 检验 . 设 Xi XD, 
sy Xu 和 Yi, 了,，,…,Y, 分 别 是 从 未 知 的 连续 分 布 F 
及 C 中 抽出 的 简单 样本 , 竺 检验 的 原 假设 是 H: F 
=G ,分 别 以 I Eg XXn XUI Yo Y, 
Y。 的 经 验 分 布 函数 ,定义 

San = sup FanCz) — Ga (a) l, 


称 它 为 斯 米尔 诺 夫 统计 量 . 基于 它 的 检验 则 称 为 斯 
米尔 诺 夫 检验 : 当 5, CBE HOS Z EE 
H. 其 中 常数 C 由 样本 大 小 nion; KAKF a E 
出 . 注意 到 统计 量 5, 只 与 了,Y,,…,Y, 在 合 样本 
中 之 秩 Ry Rost" RAK 因而 Sw 在 原 假设 成 立 
叶 为 分 布 无 关 的 ,因而 可 定 出 临界 值 C. 当 nn, 和 nn; 
都 不 超过 100 B.C 值 可 由 英国 学 者 哈 特 (Harter) 
和 欧文 (Owen) 的 表 查 出 .在 ni 和 ns 都 很 大 时 ,可 
使 用 俄国 数学 家 斯 米尔 诺 夫 (Crpioe, B. H. ) F 
1939 年 提出 的 下 述 极 限定 理 求 出 C 的 近似 值 : 当 天 
=G Hf, 


-| >) (= D'expC— 225) (zx > 0), 


0 (7 = 0). 
若 事 先知 道 可 能 的 备 选 假设 是 KK: GSFC) (对 
一 切 z, 且 有关 C), 则 检验 统计 量 可 改换 成 
Sin, = sup UF, Que Ce). 
ROB BAR BR ee Fs FSG 时 
im? | As, < 
= i Ee 
0 (z < 0). 
斯 米尔 诺 夫 统计 量 (Smirnor statistic) 
米尔 诺 夫 检验 ” 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 检验 (Kolmogorov test) 一 类 
拟 合 优 度 检验 . ERM SAM RR BR 
(KozworopoB, A. H.) F 1933 年 提出 来 的 . 设 XX 
X, ERA RAS HF RAF 是 某 个 已 
知 连续 分 布 . 要 据 此 检验 H: F-—F,. iü 信人， 
X, 的 经 验 分 布 为 Fr F 
S = sup |F,(z) — F,(x)|. 


它 称 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 统计 量 . 基于 它 的 检验 称 为 柯 
尔 莫 哥 洛 夫 检验 :以 43,>C)} 为 检验 的 否定 域 ,C 值 
Hn RAKE o 定 出 .注意 到 在 H RT, S, 的 
分 布 与 F, 无 关 , 因 此 C WAS, 的 分 布 定 出 . 当 nx 
100 AY, 4 X By (Miller, L. H. ) 的 专用 表 可 查 . 24 on 
很 大 时 ,可 使 用 柯 尔 莫 哥 洛 夫 如 下 的 极限 定理 : 

lim PC n S, S x) 


见 “ 斯 


| =2 1) lexp(— 2P) e. 


0 (xX 0). 

顺便 提 到 的 是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 检 验 同 另 一 类 拟 合 优 度 
检验 , 即 祖 检验 (参见 “皮尔 逊 检验 汪 相 比 , 有 不 少 
优点 . 例如, 它 没 有 XX 检验 那样 因 分 组 的 任意 性 而 
可 能 得 出 不 同 结果 的 弊病 ;又 当 )” 较 小 时 , 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 检验 的 临界 值 C EISE TS d ix 检验 的 
临界 值 只 能 是 近似 的 . 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 统 计量 (Kolmogorov statistic) 
见 “ 柯 尔 葛 哥 洛 夫 检验 ” 

不 相关 检验 (test of non-correlation) 两 个 随 
机 变量 是 否 相 关 的 检验 . 设 ( 和 ,7) 服 从 二 维 正 态 分 布 
N (Caisa ,01,05, DO)O 为 SET 7 x [R] 的 相关 系数 ,假设 
检验 问题 Hy: p= 二 0 Ay: p 关 0, 从 总 体 (&,7) 中 抽 
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取 一 个 容量 为 n 的 样本 (Xi Y), OX,Y0, s CX,» 
Y,) ,采用 统计 量 
17 一 | ds i 

/1— R? 
R 为 样本 相关 系数 . WREAK T — 
tln 一 2) 分 布 . 对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 i 分布 表 
得 临界 值 i。. 当 统 计量 T 的 绝对 值 大 于 zs 时 拒绝 原 
假设 , 即 & 与 7 是 相关 的 ,否则 接受 原 假设 . 

独立 性 检验 (test of independence) 两 个 变量 
是 否 独 立 的 检验 . 设 (&,7) 的 联合 分 布 函 数 为 
F(z,y), 及 7 的 边缘 分 布 肾 数 分 别 为 R(x) 和 
Fly), 问 与 7 是 否 相 互 独立 ? 考虑 检验 问题 . 

Hos Fien =F, EO) 
<— Hi: Fla, FF FM); 

xX 检验 法 可 用 于 此 问题 :从 总 体 习 ,7) 中 随机 抽取 一 
个 样本 (X,Y1) (Kas Y (Xn Yn) HER 
可 能 取 值 的 范围 分 别 分 成 r 个 及 ;个 互 不 相交 的 小 
区 间 , 用 ni 表示 样本 中 “第 一 个 分 量 属于 4 的 第 i 个 
小 区 间 且 第 二 个 分 量 属于 7 的 第 个 小 区 间 ” 的 个 
数 . id 

Hau = Dm Hu 2 na? yc > 27 


i=] k=| 


K, = n2, > ns 一 ca [ooo 

x £ 5 7] 独立 而 n 较 大 时 ,天 ， 近似 服从 Kicin (s-1) 
分 布 . 对 于 给 定 的 水 平 a, H X 分 布 表 中 查 得 临界 值 
Xoo» C60 ,如果 K, 的 值 大 于 此 临界 值 , 则 拒绝 
原 假设 Hoe B mds ux. 

全 相关 系数 检验 (test of multiple correlation 
coefficient)” 见 “独立 性 检验 ”. 

游程 检验 (run test) 判定 奉 干 个 总 体 是 否 同 
质 的 检验 (参见 “ 齐 性 检验 ”). 以 两 个 总 体 为 例 , 设 
Xis Xost, XI YisYos Y, 是 取 H 总 体 x 和 e 
的 两 个 简单 随机 样本 ,将 这 两 个 样本 合并 在 一 起 ,并 
按 大 小 排序 得 LS pa, , 记 
0 (2,25 HW), 
1 (Z, Æ & WMR). 
由 此 得 到 一 个 由 0 和 1 两 个 元 素 组 成 的 序列 ,Am， 
Ai 如果 

Hj- Æ B = Bj = S= Hii A Pjr» 
则 称 yrit gs EP BR. 组 成 这 个 游程 的 à 
的 个 数 /1 称 为 该 游程 的 长 度 . 具有 两 种 类 型 的 游程 : 
0 的 游程 和 1 的 游程 . 设 序列 的 总 游程 数 为 U, 显 然 
2<0U <2 minu; ,2,) +1. 

检验 假设 Ho: F(x) =G), RARE 
RE IKK a, 确 定 临 界 值 x EP OU <u.) <a. 利用 样 
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Hj 一 


本 值 计 算 U WÈ u. 若 usus WAR RK Ho T 
则 接受 HV. 为 了 确定 临界 值 usc DRE Ho 成 
立时 ,U 的 概率 分 布 


Mg rum | 

k 一 k 一 
PU = 2k) = 2 HEM, 

ny, 
PU = 2k + 1) 
mi — 1 wo ni =l d 
C Rc] k k k=] 
n, Fn, 
ny 
(k = 1,2,-*,min(n sn:)). 
3r TE Ug (homogeneity test) JT fr [8] ME FE dj 


验 . FEA TT S CERO R8 FB IR] YY ee. 
WA s AREE EAS), M 6; rp Bou fij A BR UL EE 
本 X-O, Xt X4) t= 1s2s% ss, HZ n= 
ni tnt M AERX ij} Fe TH EAR vr B 5 CE 
假设 H.: s 个 总 体 有 相同 的 分 布 . 此 问题 亦 称 为 多 
样本 问题 .用 Xx 检验 来 处 理 这 个 问题 的 方法 如 下 : 

1. 把 一 切 可 能 的 观察 值 的 集合 进行 分 割 

X -ÜA«A fl A= SRD. 

2. 统计 出 各 种 情形 出 现 的 实际 观察 频数 pi FF 
将 其 列 人 下 表 , 表 中 Mike YR A ACER 1,2, NW 
"mi:U-1.2,- 
A Ay 之 观察 值 的 总 数 . 


3. 在 假设 Ho 为 真 的 情况 下 , 求 出 落 入 A 的 第 
i 个 样本 之 观察 值 的 期 望 频数 EL; n peo HP BERE 
p= P;E Ail Ho} (二 1,2,…,7) 不 依赖 于 jas 
23468 由 于 总 体 分 布 未 知 , 故 用 频率 Bi uin = 
1,2, ,7) 来 估计 相应 的 概率 pis Portes py 
4. 采用 统计 量 
ke - X Hu ) 
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,5) 个 样本 之 观察 值 的 个 数 , ya 是 落 


当 n 充分 大 时 ,统计 量 Ka 的 渐 近 分 布 是 NGG 
4 dg. 给 定 水 平 a, TE? 分布 表 中 查 得 临界 值 
X5 pc-» GO. 若 统 计量 K, WA Ko X-a- (D, 
则 拒绝 Ho Ay WI BEAR Ho. 

齐 性 检验 在 实际 中 有 许多 重要 应 用 . 例如 ,为 比 
较 在 不 同 条 件 下 生产 的 同型 号 产品 是 否 符 合同 一 标 
准 ;比较 不 同 实验 室 ( 实 验 员 或 方法 ) 对 同 种 试验 的 
分 析 结 果 是 否 一 致 和 检验 原材料 的 均匀 性 等 , 均 属 
于 齐 性 检验 问题 . 

同 质 性 检验 (homogeneity test) 


» 
QW o. 


游程 长 度 (length of run) MWER”. 

秩 统 计量 (rank statistic). ”用 于 统计 检验 的 一 
种 统计 量 . 是 基于 样本 值 的 大 小 在 全 体 样本 中 所 占 
位 次 ( 秩 ) 的 统计 量 . 设 Xis Xs tts X, AREAS 4X. 
X (2) 9°" ,和 X 为 该 样本 的 顺序 统计 量 . T Xi Xr, 
X, 互 不 相等 , 则 存在 惟一 的 Re X= Xa R 
为 X, 之 秩 . 记 R= (Ri,R,,…,R,), 称 RR 或 R 的 任 
一 已 知 函 数 为 秩 统计 量 , 使 用 秩 统计 量 的 统计 方法 
为 秩 统计 方法 ,或 简称 秩 方 法 . 特别 重要 的 一 类 秩 统 
计量 是 线性 秩 统计 量 , 即 形 如 


S Cua, (R) 
i=] 


的 统计 量 . 其 中 C ix Gus e, C4 AG A RM, 而 
C* AE XE (o2, 7n) EXC Al PRÉC. 

秩 方法 主要 用 于 统计 检验 , 称 为 秩 检验 . 秩 方 法 
最 主要 的 优点 是 由 秩 方 法 构造 的 检验 统计 量 在 原 假 
设 下 往往 是 分 布 无 关 的 . 

秩 方 法 始 自 斯 皮尔 曼 (Spearman,C.) 于 1904 
年 使 用 秩 统 计量 检验 两 变量 是 否 相 关 的 工作 ,而 威 
尔 柯 克 松 (Wilcoxon,F. ) F 1945 年 关于 秩 和 检验 
的 工作 (参见 “ 威 尔 柯 克 松 两 样本 秩 和 检验 ”), 则 是 
对 秩 方 法 发 展 史 上 的 一 个 重要 贡献 . 

秩 统 计 方 法 (rank statistics method) 
计量 ” 

威 尔 柯 克 松 两 样本 秩 和 检验 (Wilcoxon’s two 
samples rank sum test) 两 样本 位 置 参数 的 秩 检 
验 . REOR] G5: COWilcoxon. F.) F 1945 年 提出 
By. 设 X, XX, 和 Y,,Y, Y, 是 分 别 抽 H 总 
体 F(z) 和 G(xz) 的 两 个 独立 的 简单 随机 样本 . T 
GGO-—Fx—0 APF KOIRA, ARE FC: 

在 (一 co,co) 上 处 处 连续 . 检验 假设 H: 0—0, a^ 
选 假 设 天 : 0>0 (3k 0-0, 2k, 02500, R AY: HEA 
PEA CX, X5. Xn YS Yo Yn) RR sj W= 
Ri 十 Rs 十 … 十 R,. 对 于 某 个 适当 选择 的 常数 C, 当 
W «C 时 ,否定 原 假设 02>0( 若 原 假设 为 02<0, 则 当 
W>C BE: ESL 0350 时 , 当 |W 一 n Gm 十 nn 十 


即 “ 齐 性 检 


见 “ 秩 统 


1)/2|>C 时 否定 ). 这 个 检验 称 为 威 尔 柯 克 松 两 样 
本 秩 和 检验 . 为 确定 此 检验 中 稼 数 C, 需 要 计算 以 下 


P, (W =i) = mY 


N 


n 


N=mt+n, 


pm LIC + Dyes ann +m = oe 


其 中 tmn CE) EM 1,250, N 中 取出 n AS ,使 其 和 恰 
为 的 取 法 总 数 . 对 于 给 定 显著 水 平 a,C 值 可 由 此 
分 布 定 出 ( 按 原 假设 为 0>0,0<0 或 0 关 0,C 值 的 定 
法 不 同 ). 当 m,n 较 小 时 ,C (EA Sit RA A, m, 
n 都 较 大 时 ,可 应 用 有 关 的 极限 定理 . 威 尔 柯 克 松 秩 
和 检验 统计 量 W 是 线性 秩 统 计量 的 特例 . 它 也 可 用 
U 统计 量 的 形式 去 定义 . 


F R rH 


序 贯 分 析 (sequential analysis) 数理 统计 的 一 
个 重要 分 支 . 它 研究 在 样本 容量 不 预先 固定 的 前 提 
下 的 统计 推断 的 理论 和 方法 . 统计 学 中 最 基本 的 概 
念 是 总 体 和 样本 . 总 体 用 随机 变量 刻画 ,其 特性 用 分 
布 函数 描述 ;样本 由 总 体 的 和 若干 个 体 组 成 ,表现 为 数 
据 , 常 称 为 观察 值 , 由 一 组 通常 是 独立 同 分 布 的 随机 
变量 来 刻画 . 样本 中 所 含 观察 值 的 个 数 称 为 样本 容 
量 . 统计 学 的 基本 任务 是 根据 样本 推 新 总 体 特 性 . 因 
为 抽取 样本 需要 费用 ,样本 容量 愈 大 费用 愈 高 . 因此 
自然 希望 在 推断 达到 一 定 可 靠 度 或 精度 的 前 提 下 ， 
样本 容量 愈 小 愈 好 . 而 通常 统计 方法 中 样本 容量 是 
抽样 前 确定 的 ,这 种 做 法 有 时 造成 不 必要 的 浪费 ,有 
时 无 法 达到 所 要 求 的 精度 . 例如 验收 一 批 产品 是 否 
合格 , 即 检验 该 批 产 品 的 次 品 率 是 否 小 于 给 定 值 . 固 
定 样本 验收 方案 是 抽取 UE PP s EC Bc, Bu] 
拒 收 ;否则 接收 . 设 当 抽取 到 m Om 0 PP i NE OC 
ERWA c 个 次 品 , 这 时 理应 停止 抽样 而 拒 收 该 批 产 
dn ,但 固定 方案 仍 要 求 抽 完 二 个 ,而 造成 浪费 . 在 假 
设 检验 中 ,通常 做 法 是 只 控制 第 一 类 错误 ,而 在 固定 
样本 下 ,一 般 无 法 同时 控制 第 二 类 错误 . 序 贯 分 析 是 
解决 这 些 问 题 的 统计 方法 ,是 研究 如 何 进行 序 贯 抽 
样 和 统计 推 新 的 统计 学 分 支 . 序 贯 分 析 的 思想 可 妃 
WH Z| i AF (Dodge, H. F. ) 和 罗 明 (Roming) 于 1929 
年 提出 的 二 样本 验收 方案 :验收 一 批 产 品 是 否 合格 ， 
分 两 阶段 进行 .第 一 阶段 抽取 Ni 个 产品 ,其 中 次 品 

1. 如 果 M, xc, ,接收 这 批 产 品 . 

2. 如 果 Mi2»c , 拒 收 这 批 产 品 ， 

3. 如 果 cI< Mise ,继续 抽取 N> 个 产品 . 


FF R 分 m 


VAM, 记 Na 个 产品 中 的 次 品 数 . HM, HM, 的 
值 作 如 下 决定 : 

l. 如 果 M; + Mises , Be ix Hk = dh. 

2. 如 果 Mi 十 Ms 之 cs, 拒 收 这 批 产 品 . 

这 种 二 阶段 抽样 方案 由 四 个 数 N.N. sc 完 
全 确定 ,是 更 一 般 的 序 贯 验收 方案 的 特例 . 该 方案 中 
包含 两 个 要 素 : 

1. 停止 法 则 :指明 何 时 停止 抽样 . 

2. 决策 法 则 :停止 抽样 后 ,如 何 根据 样本 做 出 推 
Wr. 

上 述 两 要 素 正 是 序 贯 分 析 的 两 要 素 , 即 一 序 贯 
分 析 方 法 由 停止 法 则 和 决策 法 则 组 成 . 序 贯 分 析 的 
主要 内 容 是 序 贯 假设 检验 和 序 贯 估计 ,以 及 延伸 出 
的 序 贯 选择 问题 . 从 方法 上 讲 , 如 通常 的 固定 样本 统 
计 一 样 , 也 有 频率 学 派 方法 和 贝 叶 斯 学 派 方法 之 分 ， 

停止 法 则 (stopping rule) 见 “ 序 贯 分 析 ” 

决策 法 则 (decision rule) M FRA”. 

序 贯 检验 的 基本 结构 (basic structure of a se- 
quential test) 组 成 序 贯 检验 的 主要 内 容 . 所 谓 序 
贯 检验 ,是 指 样本 容量 不 预先 固定 的 假设 检验 方法 . 
D FG,0),0€ 0 id SAM X B4 di PR orn 0 为 参 
数 ,9 是 参数 空间 . 以 > POT 2X, ttti d X 的 
样本 序列 , 即 X ,X;:,…，,X，… 相 互 独立 且 同 分 布 ， 
有 相同 的 分 布 函数 F Ge 00. 假设 检验 问题 H.: 0— 
Oo; Hi: 0 天 0 的 序 贯 检验 的 一 般 结构 或 模型 如 下 : 
以 

Rs =XR, 
id X; (X2, X, 的 样本 空间 37! 
R” =XR, 


记 样 本 序列 空间 . 

序 贯 检验 由 停止 法 则 和 决策 法 则 组 成 .用 C, 表 
IMAZ T n 个 样本 后 还 不 能 作 判 断 的 区 域 ,C* 是 G, 
的 余 集 ,S; 表示 抽 到 个 样本 后 接受 的 假设 的 区 
BS) 表示 抽 到 个 样本 后 拒绝 假设 的 区 域 . 检验 
方法 如 下 : 

1. 停止 法 则 : 令 G,CCR" ,n— 1,2, , iW G, 
CG, ,XR,,nD1. E OX X, XJ E Gn, p IE 
抽样 ,否则 抽取 和 .其 中 (XXX,)E CC 
G,-, XR, 的 意义 是 :者 抽样 在 第 n 步 不 停止 , 则 在 
第 ”一 1 步 当 然 不 停止 . 

2. 决策 法 则 : 令 Si, SECR 且 满 足 

Si U Si = (G1 X RIAGG S NN SL = 2, 
其 中 (G,_1X Ri}) 门 Gs 表示 抽样 在 ”一 1 步 尚 未 停 
JE, 而 在 n 步 后 停止 . (XiXe Xn) ESS, Wn FE 
受 假 设 HR OX Xov Xa) E S7, MGE E 1R x 
Hy. 停止 法 则 可 表示 为 空间 R 上 的 取 整 数值 的 可 
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测 PR C, BI HT T:T(Xi X25 X, = ny HX 

XH Xn) E Gra XK Ri} Gis 于 是 按 停 时 z 抽 取样 

本 Xi X2 X,. 而 决策 函数 可 表示 为 
证 六 


其 中 了 为 指示 函数 , 当 %=1 时 拒绝 原 假设 , 当 % 一 0 
时 接受 原 假设 . 在 R” 中 考虑 ,以 Si Si (2 一 1，2， 
…) 为 底 的 柱 集 是 互 不 相交 的 ,而 以 G, 为 底 的 柱 集 
是 单调 下 降 的 . 

序 贯 检验 中 的 概率 (probability in a sequential 
test) 描述 序 贯 检验 过 程 特 性 的 一 组 概率 . 接受 概 
率 、 拒 绝 概率 和 继续 抽样 概率 分 别 是 描述 序 贯 检 验 
中 接受 原 假设 Ho 的 概率 ,拒绝 原 假设 Ho 的 概率 以 
及 第 一 阶段 抽样 后 无 法 决策 仍 需 继续 抽样 的 概率 . 
称 它们 为 序 贯 检验 中 的 概率 . 在 抽取 了 容量 为 ”的 
样本 后 ,接受 概率 .拒绝 概率 和 继续 抽样 概率 分 别 
是 : | 

PCQS2,0), PCS;,0, P(CG,,0). 
样本 容量 不 超过 n 时 ,接受 概率 、 拒 绝 概率 和 继续 抽 
样 概率 分 别 是 : 


A,,(@) — D PO). 
i=] 

RG) = > POL, 
i=] 


C, = >) PG,;0). 


于 是 ,一 序 贯 检验 的 接受 概率 、 拒 绝 概率 和 不 停止 抽 
样 的 概率 分 别 是 ， 

R(0) = lim R.O), 

C CO) = lim C CH», 


由 于 ACD T-R,CD +C, (0) —1 Al A,R COD) S 
减 ,C,(0) 不 增 , 故 上 面 三 个 极限 存在 , 且 

A) + RC) +C) =]. 
4 9 一 9 US hij 

P(n: = P(vr — n;0) = PCS,.:0) 
是 序 贯 检验 抽取 容量 为 n 的 样本 后 停止 的 概率 ,而 
抽取 有 限 个 样本 后 停止 的 概率 是 PC(90) = ACO) + 
R(0) ,水 不 停止 抽样 的 概率 是 CC(9). 一 般 地 ,一 序 贯 
检验 应 满足 C(0) 二 0, 即 经 有 限 次 抽样 后 停止 抽样 
而 做 出 决策 . 这 种 要 求 是 合理 的 ,但 在 某 些 特殊 情形 
F.CXOD35£0 也 会 出 现 , 并 有 某 种 说 得 通 的 解释 . 

序 贯 检验 的 平均 样本 量 (average sample num- 

ber of a sequential test) 序 贯 检验 样本 量 的 数学 
期 望 . 序 贯 检验 的 平均 样本 量 为 


Elt) = N(0) = 5 nPG0) + co + C(0). 


如 果 序 贯 检验 以 有 限 样 本 停止 的 概率 为 1, 即 C(b) 
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E(t) = N(@) = »nPGS;0), 


FA A A NOD «oo, WMA CO =0, Hit K- 
定 成 立 . 固定 样本 检验 可 视 为 序 贯 检 验 的 特例 , 即 对 
Hin 有 Pn, 0) — 1, AR KRE NOD =n. ^ S,— 
X, Xi eRXGE E(X D «o BECO«oo Ml 
Eo (S) — EGO) E(X). 上 述 关 系 是 序 贯 检验 的 基本 
公式 之 一 .该 公式 首先 由 美 籍 罗马 尼 亚 数 学 家 瓦尔 
fe (Wald, A.) 和 美国 学 者 布莱克 韦 尔 (Blackwell， 
D.) 分 别 于 1945 年 和 1946 年 得 到 . 

序 贯 检验 的 选取 原则 (criteria for choosing a 
sequential test) 评判 不 同 序 贯 检验 好 坏 的 标准 , 
对 一 序 贯 检验 的 基本 要 求 是 有 限 次 抽样 停止 的 概率 
Jy 1. BY C(O) — 0. 此 外 ,和 固定 样本 检验 一 样 , 要 控 
制 第 一 类 错误 概率 ,同时 也 希望 能 控制 第 二 类 错误 
概率 . 例如 ,考虑 检验 问题 Ho: 0x50, Hi: 0250, ,这 
BO, > Oo. 这 时 将 参数 空间 分 为 三 个 子 集 :6 委 0 0 
«0«0,,0220,. 各 一 序 贯 检验 的 接受 概率 4(0) 是 0 
的 减 数 , 且 满 足 4(0,)=1 一 a 及 4(9) 二 Bp, 称 (a,0,; 
B,01) 为 序 贯 检 验 的 强度 . 4(0) 作 为 0 的 函数 常 称 为 
操作 特性 函数 ,简称 OC RJ. HS, Al S: 是 两 个 序 
贯 检验 ,其 OC 函数 分 别 是 A00 ALO), ELE E 

A,(@) = A;(06,) = 1 — a, A (0) < A,0,), 
则 称 Si 强 于 S$: 设 S$ 是 水 平 为 a OR. AS GR 
于 任意 水 平 为 a 的 检验 , 则 在 水 平 为 下 , 称 S$ "是 
最 强 的 . 设 S; fü S; 是 两 个 有 相同 强度 的 序 贯 检验 ， 
其 平均 样本 量 分 别 是 N (OM NO) , 若 满足 

NO s. N,(Q) (0 — 0,,0,), 
且 等 号 不 同时 成 立 , 则 称 S 好 于 S 那么 最 好 的 序 
贯 检验 ,是 指 在 相同 强度 下 最 好 的 检验 , 即 平均 抽样 
次 数 最 少 , 而 又 达到 指定 功效 的 检验 . 

序 贯 检验 的 强度 (strength of sequential test) 
见 “ 序 贯 检验 的 选取 原则 ”. 

操作 特性 函数 (OC function) 
选取 原则 ”. 

序 贯 概率 比 检 验 (sequential probability ratio 
test) 基于 似 然 比 的 序 贯 检验 . 对 于 简单 假设 ,用 
似 然 比 可 构造 的 最 大 功效 序 贯 检验 . 考虑 简单 假设 
Hy: 0—0, Hii 0 — 60, 或 复合 假设 Hy: 0x20; Hi: 
020,. 


Qin = TT fis (J = eras 
接受 域 . 拒 绝 域 和 继续 抽样 域 定义 如 下 : 


Sa = Cr Qr <k), 
f On 


S; = (2, Se]. 


见 “ 序 贯 检验 的 


Gom rU. by < BE < k ， 
这 里 rO S= (T12L), f (zx;0) 是 概率 密度 (或 
概率 函数 ). 由 集 序列 (S:,S’,G,} 确 定 的 序 贯 检验 称 
为 序 贯 概率 比 检验 . 1945 年 ,由 美 籍 罗马 尼 亚 数 学 
Z M/K Wald, A. ) 提 出 . 抽取 z, 后 是 接受 HUE 
受 也, 还 是 继续 抽样 ,取决 于 概率 似 然 比 值 的 大 小 . 
临界 值 RR 要 由 A) =la, A) — D 确定 ， 
即 由 事先 确定 的 第 一 、 第 二 类 错误 概率 计算 临界 值 
的 大 小 . 对 一 序 贯 检验 的 基本 要 求 是 ,以 有 限 样本 停 
止 的 概率 为 1. 序 贯 概率 比 检 验 也 具有 这 一 性 质 . 令 
| 
f (x;00)) 
RW HGiNO Z3 OR z NAA RM. A H Æ 
JERI AJ, Ako 1 A s WU FP R R Re ALF 
PEM: 

1. PON (0) « eo) — 1. RUA BB RF AS E RE 
H 1. 

2. z KR DT AB TF TE. 

3. Es(zid- z; dz) — EGO Ber). 
确定 序 贯 概率 比 检 验 的 临界 值 x。 和 &; 是 困难 的 ， 
这 里 给 出 效果 较 好 的 近似 公式 . 接受 概率 为 

ACO) = PS) 十 PSD 十 …， 

强度 为 (a,0,,B,01) 序 贯 概率 比 检验 必须 满足 A(0,) 
—1—2a,A() - p. 其 临界 值 


z = log 


ar €. 
在 实际 应 用 中 , 取 
ko T a kB, = IE (1) 


PR Ca, bo 8.0, D tp ERR BE ,实际 强度 记 为 (a Oed. , 
06:5 ,那么 由 上 面 的 不 等 式 得 


B 8S 1-BQI-RÉ 
] 一 w ] 一 a' a a’ 
于 是 
t g t a t f 
大 


此 表明 按 (1) 式 确定 的 临界 值 序 贯 检 验 的 实际 两 类 
错误 概率 之 和 不 大 于 标 称 值 的 和 , 且 当 a,B 很 小 时 ， 
实际 的 两 类 错误 概率 a, p 也 不 会 超出 设 定 值 w,A 
KE. 可 能 的 问题 是 ,8 分 别 比 设 定 的 o. 8 小 得 太 
多 ,以 致 造成 过 多 的 抽样 次 数 而 增加 费用 . 

序 贯 概率 比 检 验 的 OC AAR (operating charac- 
teristic function for the sequential probability ratio 
test) 衡量 序 贯 检验 性 能 的 曲线 . 准确 确定 OC HH 
线 是 困难 的 . 美 籍 罗马 尼 亚 数 学 家 瓦尔 德 (Wald， 
A. ) 给 出 了 一 近似 公式 .首先 给 出 瓦尔 德 引 理 : 令 

z=log f(z,0,)—log f (x,0,), 
其 中 r 是 随机 变量 ,有 密度 函数 f(x,0), 9 是 参数 ， 


Fe R 分 dm 


0€ 0, 0 dS US 8l (101,0, CO. X 
1. 对 任意 实数 A, Ese" 00; 
2. P$(z 250) 20, P$ (z«0)0; 
3. Fez 50 , MFE h —A (02250 使 得 


[FER |r mae = 


f(x,0,) 
利用 上 述 结果 可 以 推出 
p m 1 


此 即 为 OC 曲线 的 近似 表达 式 . 对 于 序 贯 概率 比 检 
验 , 可 得 到 平均 样本 量 的 近似 公式 . 由 序 贯 检 验 的 平 


均 样 本 量 的 基本 公式 
_ Ezi +2, do +z) 
ES i Ez) i 
可 以 证 明 有 近似 式 : 


Ex] pepe) 
= A(#lnk, + (1 — AXOPDIn E, 
= Ink, + A(O) (In, — Ink,). 
于 是 
In k + ACA) (In k, — In £j) 
Ez) ` 


24 0— 0, KO, At A FE FINER: 
(1—a)log] E |d-etog += | 


Er) = 


]— a 


Es. (z) 


Blog|  |--a—&ieg [ =F] 
Es (x) | 

截断 的 序 贯 概率 比 检验 (truncation for the se- 
quential likelihood ratio test) ”对 样本 容量 规定 上 
限 的 序 贯 概率 比 检验 . 即 当 zr<N 时 按 序 贯 规则 处 
理 , 当 t=N 时 , 知 z1 十 zx? 十 … 十 zwv<0, 则 接受 H,; 
zi Zi 十 Zz 十 … 十 zw 之 0, 则 接受 Hi. 这 时 显著 水 平 记 
为 TTE: 

ay = > ParlSs) 
P(Ns (rt a eO 

4N 足够 大 时 ,可 用 近似 公式 计算 . 

二 项 分 布 序 贯 概率 比 检 验 (probability ratio se- 
quential test for binomial distribution) 总体 为 二 
项 分 布 时 的 序 贯 概率 比 检验 . E CX X2 hr 
同 分 布 随机 变量 序列 ,其 概率 函数 为 fc =F 
—0) *,z—0,1,0€ 09—(0, D. 考虑 假设 Wy:0< 
0,5; H, :0220, 0, 0, 关于 该 假设 的 序 贯 检验 , 按 有 关 


. Es (r= 


Eg (tr) = 


公式 计算 得 ; 
ca) Tay 
Qon 0, t= ? 
Jm pec 
i=] 


用 临界 值 近 似 公 式 作 适当 变换 得 如 下 序 贯 检验 : 当 
Y,<a, 时 ,接受 原 假设 ; 当 Y, 宇 6b, 时 ,拒绝 原 假设 ; 
M a, Y, <b, 时 ,继续 抽样 . 


ee[1 5 ]- os] 
lel 135] 
log| * = |- n log [1—5 | 


aaa) 


Beak 
区 二 有 
其 中 h(9) 作 为 9 的 函数 由 下 式 确定 : 
Ha a-o + 2] =i 
平均 样本 量 为 
Alog E p E |a - Actos [1 2 


b, — 


OC 函数 为 


ACG) = 


E: 2 


0, 0, 
0 log 5, —Olog| =F | 
IE 28 43 Th FF OR BC EE E BG (sequential probabil- 


ity ratio test for normal distribution) 总 体 为 正 态 
分 布 时 的 序 贯 概率 比 检验 . YE CX, Xo ATA JE 


态 分 布 N(9,1) 的 样本 序列 ,考虑 假设 Ho: 0=0。; 
Hi: 0—0,,0, >b.. 给 定 两 类 错误 概率 a, B, Tyr (uU 
公式 可 得 如 下 序 贯 概率 比 检 验 : 当 抽 得 样本 (X，,， 
X, XB K H M 
1 
X ux den +x, <y log | 这 
时 ,接受 原 假设 ; 当 首 次 出 现 
= 
ES bes +X, >g log| 2 |n 


时 ,接受 对 立 假设 ;上 述 两 种 情况 均 不 出 现时 ,继续 
抽样 . 同时 按 序 贯 概率 比 检验 的 平均 样本 量 和 OC 
图 数 公 式 分 别 为 : 
ECT) 
| ACDlog| z B P- Jta -A0 log]! 1e 
h(0,—0,)?/2 


Bu, oth 


0, 4-6, 
2 


其 中 


an CX, sas oe" 
400 


) #2 TH BIE AS B NO... 


虑 假设 Ho: =o Hi: 0! =o >05; 应 用 序 贯 概率 
比 检验 的 一 般 公 式 , 得 到 如 下 序 贯 检验 : 当 抽取 样本 
CX) Xoo XJ AW A 

XP EXE HH XI 


+n log| 5 
o? — o2 
时 ， 接受 原 假设 ， 首次 出 现 
Xi 十 到; tee +X? 
— B 


oto? [2 log| > 
< 


oio? |2 jou is | + n log 


之 


of 
a 
ot =; 


时 ,接受 对 立 假设 ;上 述 两 种 情况 均 不 出 现时 ,继续 
抽样 . 同时 按 序 贯 概率 比 检验 的 公式 得 到 下 面 平均 
样本 量 和 OC 函数 的 公式 


Boalt ye 
ware og 
(o — o2)6! -- o? cilog| = 
1—48)|* 


a 


[158] - (1 


2020? EG log) x a 


1 


A(o’)== 7 


a 


HP A—AGO HE: 


cioi| 1 一 ] 
h (o? — o) ; 

序 贯 估计 (sequential estimation) 用 序 贯 方法 
处 理 的 一 种 参数 估计 . 是 序 贯 分 析 的 组 成 部 分 . 但 
是 , 序 贯 估计 的 理论 还 未 达到 成 熟 的 阶段 . 序 贯 估计 
的 重要 性 表现 在 两 方面 :其 一 是 序 贯 估计 可 以 满足 
固定 样本 无 法 满足 的 要 求 , 其 二 是 有 较 高 的 效率 . 较 
为 一 般 的 序 贯 估计 模型 ; 设 Xi,X:，… 是 抽 目 Ie 
(F; F—FC* ;0),0= (n, € O— (a,b) X ,—oco 
<a<b<co ) 的 简单 样本 . 在 序 贯 估计 中 ,特别 关注 
以 下 问题 : 

1. 寻找 参数 u 的 估计 , 它 满足 固定 样本 下 无 法 
满足 的 某 种 要 求 . 如 相对 误差 一 致 地 小 ,或 风险 一 致 
地 不 超过 某 一 设 定 的 界限 等 . 参数 7 称 为 讨厌 参数 ， 
它 不 是 估计 的 对 象 , 旦 往往 起 着 不 利于 更 确切 估计 
u BEH. 

2. 寻找 给 定 长 度 和 置信 系数 的 置信 区 间 . 

序 贯 估计 和 序 贯 检验 一 样 , 由 停止 法 则 和 估计 
法 则 两 部 分 组 成 . 前 者 决定 何 时 停止 抽样 ,后 者 给 出 
如 何 根 据 观 察 值 估 计 参 数 的 方法 . 和 序 贯 检验 一 样 ， 
停止 法 则 用 定义 在 R" 上 的 取 整 数值 的 可 测 图 数 = 
一 rz(CXi,X:,…) 表 示人 停止 时 间 . 对 任意 自然 数 ”使 
得 {t= 二 =n} 是 以 某 可 测 集 AV" € 56" ARWER. ZS 


Oo 


g^ — 


为 n 维 波 莱 尔 域 , 实 际 上 和 序 贯 检验 的 停止 一 样 定 
X. 估计 量 有 形式 d=d(X,, Xs, 7X0. 从 两 方面 
衡量 序 贯 估计 的 优良 性 :一 是 要 求 平均 样本 量 尽 量 
小 ;二 是 估计 要 有 某 种 优良 性 ,如 无 偏 性 ,方差 一 致 
最 小 等 ,也 可 以 是 对 估计 精度 的 某 种 要 求 , 如 均 方 误 
差 不 超过 设 定 界限 ,这 种 要 求 在 固定 样本 下 有 时 无 
法 达到 . fr a=d(X,,X25°"" Xr FE g OB , 满 
Æ Eo(d) — g 0) , ER d 为 g CO I Z6 b d iT. 固定 
样本 时 ,CR 不 等 式 给 出 了 无 偏 估计 方差 的 下 界 . X 
国学 者 沃 尔 弗 威 奖 (Wolfowitz,J. ) 将 这 一 结果 推广 
到 序 贯 估计 情形 : 设 Xa ,X;,… 是 独立 同 分 布 随 机 变 
量 序列 ,其 共同 的 分 布 密度 函数 为 f(x;0),0E€ (a, 
b) sg CO) fé YE SE n] ER CX Xo XOd& g (0) 
的 无 偏 估 计 . 假定 下 列 条 件 成 立 : 
I: io UO a, =. 


ae . 2 
2.10) =| [2298 0339 V fez)dr > 0. 


3. 对 任何 nn 及 n ERKE B, 函数 


En (8) = | gx ya seq) 


x econ e 
可 以 积分 号 下 微 商 且 级 数 
317 
dE a 6) — Bl c MAH 
Eg — gt! > EO 


此 定理 的 证 明和 固定 样本 时 类 似 . 对 固定 样本 
六 1 Xr. X, 来 讲 


-" 
E E | = EX,, 
但 是 对 序 贯 样本 可 举 出 使 
x 
E E | — EX, 


成 立 和 不 成 立 的 例子 .因此 要 得 到 序 贯 无 偏 估计 并 
非 易 事 , 具 体 问 题 要 具体 分 析 . 在 序 贯 估计 中 并 不 把 
寻求 无 偏 估计 作为 重要 目标 . 

两 点 分 布 的 序 贯 估计 (sequential estimation of 
two points distribution) 总 体 为 两 点 分 布 的 序 贯 
估计 . 对 给 定 置信 和 度 和 置信 区 间 长 度 , 存 在 两 点 分 布 
的 序 贯 估计 . Be Xi,X;,… 是 独立 同 分 布 随 机 变量 序 
列 , 其 共同 分 布 为 两 点 分 布 :P, X= 1) = p=1— 
P,CX,—0),3X Ht p ÆRMER. 在 固定 样本 条 件 
下 , 当 样 本 量 足 够 大 时 可 获得 小 于 给 定 长 度 的 置信 
区 间 (A A BE re (0, Dd € (0,1) 和 Vp 


F R 分 析 


€ (0,1), 不 存在 p 的 估计 p* 满 足 


2! EP ale. 


而 存在 满足 这 一 要 求 的 序 贯 估计 :对 给 定 的 +,d€E 


(0,1), 令 
t,=infin: X,—1), 
" = 14-7) n —] 2 ET 
oof EI Ten 
则 
af P []£—| |= | 
a ái | P Sedem 
其 中 


sos 
P 一 让 之 和 


正 态 分 布 均值 的 两 样本 估计 (Stein's fixed in- 


terval estimator for mean of normal distribution) 


正 态 分 布 总 体 利用 两 组 样本 来 给 出 均值 的 序 贯 估 


Wr. 在 均值 和 方差 均 未 知 的 条 件 下 ,斯 坦 因 (Stein， 
C. M. ) 于 1945 年 对 均值 给 出 了 有 给 定 长 度 和 置信 
度 的 区 间 估 计 . 方 法 如 下 ,给 /六 0 及 rE(0,1), 从 正 
态 分 布 Nlp,0) 的 总 体 中 先 取 一 个 样本 XXn, 
X. (m2), FRA Ph A Xmti9Xmpe9°*? Xe 
中 f+ 按 下 列 规则 确定 . 记 


as l « 
Ze Nu 
1 


3o, — Kay], 
1 


m— l 


v. = | 
Ò = Vm * tisr(m — 1) 


DJI E n PAB e abt B EDU a 分 位 数 ). 


X 
2 
r= min{nin >m Baz E). 
xu. l ~ 
A, = v 245. 
则 
-|X.- X. or 2 | 
V T VT J 


便 是 均值 w 的 长 度 不 超过 /! 的 置信 区 间 , 其 置信 度 
Wr. 


线性 模型 


线性 模型 (linear model) 一 种 常用 的 统计 模 
型 . 实际 问题 中 , 常 需 研究 一 个 变量 y( 因 变量 ) 与 男 
一 些 变 量 Xi,X2，"… ,Xp( 自 变量 ) 的 关系 ,一 般 可 以 认 
为 它们 有 函数 关系 加 上 误差 , 即 

y = fGixmetsx) + e. 


”由 于 了 一 般 未 知 ,在 局 部 范围 内 可 以 用 简单 的 线性 


40] 


形式 去 近似 ,再 通过 观察 数据 估计 出 其 中 的 参数 ,一 


般 地 VEM 的 n 次 观测 Yı yas ttt Yn AE Ul 
y = 
nx] nxplp+1)x1 axi 
Ele) = 0 
cov(e) = X 
的 模型 , 称 其 为 线性 统计 模型 ,简称 线性 模型 . 其 中 
Yı 
7 = |” 
Yn 
FRA ALW 5] 8E ; 
Tiu Tiz tft Tip 
X x Xo) Tz ''* Lop 
nx p 


al Enz * Tap 
BRA BOTT SER X 中 元 素 的 取 值 对 于 不 同 的 特殊 模 
型 具有 不 同 的 特点 ,可取 离散 值 ,也 可 取 连 续 值 ; 
Pi 
B 


P, 
为 未 知 参数 向 量 ; 。 为 随机 误差 向 量 ;为 协 差 隆 ， 
其 形式 一 般 假定 已 知 . 
线性 统计 模型 (linear statistical model) Ep 


“线性 模型 vr 

W dU f Æ (observation vector) Jl ^£X PET 
HJ”, 

设计 和 矩阵 (design matrix) 见 “ 线 性 模型 ” 


线性 回归 模型 (linear regression model) 一 种 
特殊 的 线性 模型 . 者 变量 y 与 变量 * 王 (ziyzz，…， 
x) BJXE ARR y — f Q0) 6. H. 


Fox) | yF(dy|x), 


FR f(x) 为 y XT x ABA, f(x) KA [BA ER 2C. 通常 
在 正 态 分 布 情形 , 若 f(x) 是 x WAER% Bo 十 有 x， 
此 时 称 为 线性 回归 ,PB。 PROS Fl UR CS BE (8,5 Bs. 
PORA ARM. Ry 为 二 个 观测 ,得 观测 值 向 
E Y S (yi Yot v ,表示 为 如 下 模型 
E "- 
pur. 
E(e) = 0 
cov(e) = o°], 
其 中 1 是 坐标 全 为 1 的 向 量 ,1 An 阶 单位 阵 , 记 
B==(B,,B'), 且 假定 (1,X*) 这 个 矩阵 的 秩 为 p+ 
1 ,而 记 
402 


Xi Zi, Ti? va" 
X'— x2 = Zza Tz Top 
x; 之 nl Tanz E p 
这 里 Bot 为 未 知 参 数 ,。 是 随机 向 量 ， 
E j (regression) 见 “ 线 性 回归 模型 ” 
线性 回归 (linear regression) 见 “ 线 性 回归 模 
型 ”. 
回归 函数 (regression function) 见 “ 线 性 回归 
模型 ” 
回归 系数 (regression coefficient) — M," £ f [s] 
归 模 型 ”. 


方差 分 析 模 型 (variance analysis model) 一 种 
特殊 的 线性 模型 . 其 设计 矩阵 X 的 元 紊 全 为 0 或 1， 
模型 参数 为 因素 水 平 的 效应 值 , 且 满足 一 定 的 线性 
ARR AAR 4,B 的 方差 分 析 模 型 (无 交互 


效应 ) 为 例 ,其 数据 结构 可 表 为 


yy = H+; + B; 3 ei 
(i = 1,2,5°°°,a37 = 152,°**,0), 

> 5. By = 0s 
XX HL, AAR AB 在 水 平 组 合 A,B; 时 的 观测 值 ， 
上 为 总 平均 ,参数 a; 和 分别 为 因素 A,B 在 水 平 
A, 和 吾 时 的 主 效应 (固定 效应 ), 且 eu 一 NM(0,a ) 对 
一 切 i,j,e;j 部 相互 独立 . 它 是 线性 模型 Y==Xpb 十 e 
的 一 种 特殊 形式 ,这 里 

Y! = (Yis Yis Yrs Ya Yar s*y ya» 


T — 
€ — (e, »*** €i €x 1 Eps Cai Ea) 9 


p = (4,0, ,0, ,***,0, Bi 35 *** B5 


1 1 I 

I 

> = 2 
1 1 of 名 


其 中 ,1 为 6 个 1 组 成 的 6X1 向 量 ,T 为 6 阶 单位 
E e~ NO, 1s). 方 差分 析 模 型 一 般 包 括 : 一 种 方 
式 分 组 模型 .多 种 方式 分 组 模型 及 套 分 类 模型 等 , 

协 方差 分 析 模 型 (covariance analysis model) 
一 种 特殊 的 线性 模型 . 由 于 模型 中 不 是 所 有 的 自 变 
量 都 为 可 控 变 量 , 故 自 变量 分 为 不 可 控 的 协 变 量 与 
可 控 变 量 两 部 分 . 相应 地 ,模型 分 为 回归 部 分 与 方差 
分 析 部 分 . 所 以 协 方差 分 析 模 型 是 线性 回归 模型 与 
方差 分 析 模 型 的 一 种 “混合 ”. 一 般 形式 为 

Y = XB + ZY +e (e~ N(0,07)), 

其 中 :7 为 nX1 观测 向 量 ;XB 为 模型 的 回归 部 分 ， 
X 为 nXp 的 已 知 和 矩阵 ,其 元 素 可 以 取 任 意 实数 值 ， 
Bpxi 为 回归 系数 ;ZY 为 方差 分 析 部 分 ,Z 为 nXq 的 
CAR, RoR RA OMY AAT RMS 


(固定 效应 );e 为 随机 误差 向 量 . 

方差 分 量 模 型 (variance components model) 

一 种 特殊 的 线性 模型 . 一 般 形式 为 
Y — XP + u$ Em u$; cbr a Uses 

EA Xu usus 为 已 知 设 计 阵 ;B 为 固定 效应 
向 量 ;6 AX] 的 随机 效应 向 量 , 且 假定 

E) = 0, cov(é,) = oil (i = 1,2,.,k) 

cov($,60 = 0 G ÆJ), 
故 
.cov(Y) = bs A uju + oiu,ul 十 … + ofu,ul. 
每 个 of 称 为 了 的 方差 分 量 , 模 型 也 由 此 得 名 . 此 类 
模型 包括 :一 般 的 随机 效应 模型 和 混合 模型 ,诸如 ， 
单 向 分 类 随机 模型 .双向 分 类 随机 模型 、 双 向 分 类 混 
合 模 型 等 . 

随机 效应 模型 (random effect model) 一 种 方 
差分 量 模型 . 即 只 含有 随机 效应 的 方差 分 量 模型 . 

混合 线性 模型 (mixed linear model) 一 -种 方 
差分 量 模型 . 在 方差 分 量 模型 中 ,把 既 含 有 固定 效 
应 ,又 含有 随机 效应 的 模型 , 称 为 混合 线性 模型 . 

一 种 方式 分 组 模型 (one-way classification 
model) 亦 称 单 因素 方差 分 析 模 型 . 一 类 特殊 的 方 
差分 析 模 型 . 即 只 含 一 个 因素 效应 分 析 的 方差 分 析 
模型 , 一 般 形 式 为 

Wi ae ey 
Ci = 1,2,°°,43 j— Lb,2,*,n2, 


na, = 05€;; ~ N (0,0") 


重复 观测 值 ;x 为 总 平均 ;a 为 因素 的 第 i 个 水 平 的 
主 效应 (固定 效应 ) ;er 为 随机 误差 ， 
单 因素 方差 分 析 模 型 (one-way classification 
model) ” 即 “ 一 种 方式 分 组 模型 ”. 
两 种 方式 分 组 模型 (two-way classification 
model) 一 类 特殊 的 方差 分 析 模 型 . 是 含有 两 个 因 
素 效 应 分 析 的 方差 分 析 模 型 . 其 一 般 数 据 结构 为 
Yir = K +a 十 B; + T + Eijk 
C4 = 1,2,°° 543 J 1,2,"75,0,; k = 1,2,*,n), 


a b a b 
$8 一 0, 2 8; — 0, b» = pee — 0, 
i=l j=l i=] j=1 


€ij C7 N(0,0°) HAB & fà yr. 

其 中 yi 为 因素 4 的 第 i 个 水 平 与 因素 B 的 第 j 个 
水 平 组 合 的 第 次 重复 试验 的 观测 值 ;x 为 总 平均 ; 
a; 和 B; 分 别 为 A 的 第 i 个 水 平和 B 的 第 7 个 水 平 
的 主 效应 ;7;; 为 4 的 第 i 个 水 平 与 B 的 第 ;个 水 平 
的 交互 效应 ;ex 为 随机 误差 . 

套 分 类 模型 (nested classification model) 一 
类 特殊 的 方差 分 析 模 型 . 是 一 个 因素 的 水 平 取 值 依 


线 性 模 型 


赖 另 一 个 因素 水 平 取 值 的 方差 分 析 模 型 . 以 两 个 因 
X A BKW. E BEKEERT 4 的 水 平 值 ， 
则 称 妃 套 于 4 中 ,用 7 表示 因素 已 在 4 取 第 :个 
水 平时 的 第 j 个 水 平 ,j(i)= 二 1,2,…,bi,b; 为 A 为 第 
i 个 水 平时 B 的 水 平 数 . 其 模型 为 

Yip = HG Bo T € 

6 —1,2,75,a4; j= 2,5 R= 1,2," yj) 
ey ~ N(C0,0?) 

有 相互 独立 . 其 中 yi 表示 在 水 平 组 合 A 和 BUM 
的 第 个 观测 值 ;a 为 4 因素 的 第 i 个 水 平 的 主 效 
应 ;Pio 为 水 平 Bj 的 效应 ;ei 为 随机 误差 ,有 是 相互 
Jr SW EB. 

[B] VS FA 25r 85] 5 /]N — 386 f iT (least square estima- 
tor of regression coefficient) 简称 LS 估计 . BR 
估计 的 一 种 方法 .线性 回归 模型 中 ,未 知 参 数 B 的 最 
小 二 乘 估 计 为 满足 

min | Y — X£? 
的 及 .可知 BRE OXT X) B= XY 的 解 . 此 方程 称 
为 正规 方程 . 由 于 线性 回归 模型 中 ,X 和 矩阵 列 满 秩 ， 
故 B 可 解 出 , 记 为 B= (XTX) XY. 

LS 估计 (LS estimator) 回归 系数 的 最 小 二 乘 
估计 的 简称 . 

经 验 回 归 方 程 (empirical regression equation) 
经 过 回归 分 析 得 到 的 变量 间 的 关系 式 . 线性 回归 分 
析 中 ,用 常数 项 p 及 回归 系数 B1,B,,… ,Bs 的 估计 
量 P=(Bo,Bi,…,p,) 代 入 回归 方程 得 到 的 关系 式 y 
二 Bo 十 zi 十 … 十 Bozp, 称 为 经 验 回归 方程 . 

回归 平方 和 (regression sum of squares) 衡量 
回归 拟 合 程度 的 一 个 量 . 线性 回归 分 析 中 ,考察 等 式 

Y — 1Y = (Y — Ŷ) + @ — 1Y) 
其 中 
Y-lYf-XBi-Q00)». 


上 式 两 边 取 模 ,平方 ,可 得 

I Ya | 
上 式 左 端 7Y 一 1 了 1: 为 总 平方 和 TSS; |y —Y ||? 
为 残 差 平方 和 RSS; || Y — AY || * 称 为 回归 平方 和 
SSg. 显然 SSg — TSS—RSS. 

i Mr - B R RJ XX (RE (Gauss-Markov supposi- 
tion) 简称 GM 假定 . 有 关 模 型 的 一 种 基本 假设 . 
线性 回归 模型 中 ,各 次 观测 值 y;,y:,… yn BARA 
关 , 且 有 等 方差 (cov(Y)==o?7,) 的 假定 , 称 为 高 斯 - 马 
^R HA BOE. 

GM 假定 (GM supposition) 
夫 假 定 ”. 

高 斯 -马尔 可 夫 定 理 (Gauss-Markov theorem) 
简称 GM 定理 .阐明 LS 估计 优良 性 的 一 个 定理 . 该 
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即 “高 斯 -马尔 可 


定理 断言 :在 GM 假定 下 ,回归 系数 有 的 最 小 二 乘 
估计 在 它 的 线性 无 偏 估计 类 中 ,是 一 致 最 小 方差 无 
偏 估计 . 

GM 定理 (GM theorem) 
定理 ”. 

方差 稳定 化 变换 《variance stabilize transfor- 


即 “ 高 斯 -马尔 可 夫 


mation) 


均值 u ZBA RARR o—92GO0. xp Y EEM 
- ag df. 


则 忌 的 方差 近似 地 为 o2 CHB). 此 处 £ YU 即 为 
方差 稳定 化 变换 . 

正 态 化 变换 (Cnormalized transformation) 数 
理 统计 的 一 种 重要 而 常用 的 变换 . 若 随 机 变量 Y 不 
服从 正 态 分 布 ,经 过 适当 的 变换 U==f(Y), 使 U R 
从 正 态 或 近似 服从 正 态 分 布 , 该 变换 称 为 正 态 化 变 
换 . 常用 的 正 态 化 变换 主要 有 博克 斯 - 柯 克 斯 变换 . 

博克 斯 - 柯 克 斯 变换 (Box-Cox transformation) 
一 种 常用 的 正 态 化 变换 . 具体 为 


ye =| (A#0), 
ln Y (eR DX, 
其 中 4 为 待定 参数 . 通过 观测 数据 ,可 选择 适当 的 
A, E Y ^ 3E AUI M TEAS A18. 它 由 英国 学 者 博克 斯 
(Box,G. E. P. ) 5 ful FEHR (Cox, D. R. ) 于 1964 年 提 
出 , 故 称 为 博克 斯 - 柯 克 斯 变换 . 

残 差 (residual) ”观测 值 与 其 估计 值 的 差 . 模型 
的 残 差 定 义 为 6 二 Y 一 了 ,其 中 了 = 二 XB 为 拟 合 值 ,Bb 为 
B 的 估计 . 残 差 6 的 分 量 6=yi 一 zB 称 为 第 i 次 观 
察 的 残 差 . 

z £ p ti (residual analysis) 用 于 分 析 模 型 
的 假定 正确 与 否 的 方法 . 其 内 容 一 般 包括 :异常 值 检 
验方 差 齐 性 检验 .误差 的 正 态 性 检验 、. 相 关 性 检验 
以 及 相伴 随 的 方差 稳定 化 变换 , 正 态 化 变换 等 修正 
方法 : 

R Æ E H M (residual sum of squares) 
型 拟 合 程度 的 一 个 量 . 线性 模型 中 , 称 


RSSA Sle = |Y-Y| 


Ae ET A, FE — GER TIE FS RSS/(— p— DIE o? 
的 一 致 最 小 方差 无 偏 估 计 ,p 为 回归 系数 的 个 数 . 

帽子 矩阵 (hat matrix) 一 类 正 交 投影 矩阵 . 对 
CT APER AU Y — XB--e, E(e) =0,cov(e) —c?I ,矩阵 
HAX(X'X) X” 是 将 观测 向 量 Y 正 交 投影 到 由 
X 的 列 向 量 所 生成 的 子 空间 上 的 投影 矩阵 .Y= 
HY. JER H ATER. 

高 杠杆 点 (high leverage case) 自 变 量 因 子 空 
间 中 的 离 群 点 .帽子 矩阵 XC XTX) XT 中 ,对 
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衡量 模 


方差 齐 性 的 一 种 变换 . 假设 Y 的 方差 6 与 


角 线 上 较 大 的 元 素 所 对 应 的 那 一 组 数据 , 称 为 高 杠 
FT £i , B] H = (hy) & h; 相 对 较 大 , 则 《zx; ;yi) 称 为 
AAS. 高 杠杆 点 将 回归 直线 拉 向 自己 ,故而 得 
4. 

强 影 响 点 (influence case) 对 统计 推断 影响 较 
大 的 点 .是 回归 分 析 中 ,对 统计 推断 (如 估计 或 预测 
等 ) 有 较 大 影响 的 试验 点 (my Xa» + Xpis yi)- 探查 
强 影 响 点 的 方法 很 多 ,一 般 用 柯 克 距离 探查 . 

异常 点 《outlier) 残 差 较 大 的 数据 点 . 线性 回 
IH 分 析 中 ,一 个 数据 点 《x i) A CHRE Ò; 比 其 
他 数据 点 的 残 差 大 得 多 , 则 称 (x';,y;) 为 异常 点 . 检 
验 一 个 数据 点 是 否 为 异常 点 ,方法 较 多 ,常用 的 方法 
有 上 上 化 残 差 检验 法 和 均值 漂移 线性 回归 模型 检验 
ik. 

[B] J3 i£ Br (regression diagnostics) 回归 分 析 
的 一 个 分 支 . 对 于 线性 回归 模型 ,诊断 它 的 基本 假定 
E(e)=0,cov(e)=o'l,e~N(0,0°D) SERS. A 
无 强 影响 点 , 当 基 本 假定 不 正确 时 如 何 修正 的 一 系 
列 方法 , 称 为 回归 诊断 . 其 内 容 一 般 包 括 残 差分 析 与 
影响 分 析 两 部 分 ， 

柯 克 距离 (Cook distance) 线性 回归 分 析 中 的 
一 个 概念 . 指 用 于 分 析 、 识 别 线性 回归 分 析 中 强 影 啊 
点 的 一 种 距离 . 它 的 一 般 形 式 为 

D,(M,C) 2 (Bri iac B = p 


其 中 M 为 给 定 的 正定 阵 ,C 为 给 定 的 正 数 ,及 为 回归 
系数 B 的 最 小 二 乘 估 计 , po 为 去 掉 第 :组 数据 
《xi'，yi) 后 得 到 的 回归 系数 的 最 小 二 乘 估 计 . FT PB 
离 的 大 小 ,反映 了 第 i 组 观测 值 (x;',y;) 对 回归 系数 
估计 的 影响 程度 . TZ h YT FE (Cook, D. R. ) 于 1977 
年 提出 , 故 称 为 柯 殉 距离 . 

均值 漂移 线性 回归 模型 (mean shift linear re- 
gression model) 亦 称 均值 漂移 异常 点 模型 . 一 种 
特殊 的 线性 回归 模型 . 常用 于 含有 异常 点 的 数据 . 它 
的 一 般 形式 如 下 ;假定 % + yi, ，…, 对 应 于 个 异 
第 点 , 则 这 种 线性 回归 模型 可 表示 为 
z/B-4- 39; te GET = (isisa), 
zB-e, G € ID. 
写成 矩阵 的 形式 为 

Y= XP + Dn +e, 


Yi 一 


id 
其 中 D-(d,.di di xXx B di—(0,77,0,1,0, 
…,0) , 即 第 :个 分 量 为 1, 其 余 分 量 为 0 的 向 量 ; 
N= G0, stt ,其 他 符号 意义 和 线性 回归 模型 
中 的 相同 . 
均值 漂移 异常 点 模型 (mean shift outlier 
model) 即 “ 均 值 漂 移 线性 回归 模型 ” 


t 化 残 差 (studentized residual) JR fg Æ ^E 4L 


残 差 . 标准 化 的 残 差 . 在 线性 回归 分 析 中 ,将 普通 残 
差 0, 除 以 其 标准 差 的 估计 的 结果 , 称 为 t 化 残 差 . 若 
用 不 同 的 标准 差 估 计量 ,就 得 到 不 同 的 上 化 残 差 . 当 
用 [Fr(1 一 h) 玉 估计 6; AO PR MERE LO? (1 2]? B, 
得 

人 


T; a -一 (1 = 1,2,.… 57), 
CAP hj; 
这 里 6^ —RSS/Q— p— D. r: 为 内 上 化 残 差 . 当 用 
[4 G) 1—2,) JIET 0; 的 标准 差 时 ,得 


ô, Ci = 1,2,°"" n). 


6a) V1— jh; 
这 里 6’ G)=RSSG)/(n— p— 2). Y rn AS t HR 
Æ. RSS(i) 为 去 掉 第 1 组 数据 后 得 到 的 残 差 平方 和 . 

me 4 5X X (studentized residual) BJ "z (LR 
Æ”. 

内 t W 5€ Æ (internal studentized residual) Jl 
“化 残 差 ”. 

^M We X (external studentized residual) Ji 
"t 化 残 差 ”. 

C, Bit (C,-statistic) ”用 于 选择 回归 自 变 量 
的 一 个 统计 量 . 常 记 为 Cs. 其 具体 形式 为 

p= ROS, =n 29). 

其 中 RSS, 为 由 所 选 模型 得 到 的 残 差 平 方 和 ,g 为 所 
选 模 型 中 自 变量 的 个 数 ,6 为 从 全 模型 得 到 的 B 
估计 .用 C, 统计 量 得 到 的 回归 自 变 量 选择 的 一 个 准 
则 , FRA C, HEM. 具体 来 说 ,是 将 Cs 看 成 g 的 函数 ， 
在 以 (gq,C,) 为 点 的 平面 直角 坐标 系 中 , 取 距 第 一 象 
限 角 平分 线 最 近 , 且 使 Cs 最 小 的 点 所 对 应 的 模型 . 


C, 准则 (Cs-criterion)” 见 “Cs 统计 量 ”. 
C, 图 (Co*-plot) H C, 统计 量 选择 目 变 量 的 一 


种 直观 、 有 效 的 工具 . 对 于 每 个 可 能 的 模型 ,计算 出 
对 应 的 C, 统计 量 的 值 ,将 (q,C,) 看 做 点 的 平面 直角 
坐标 ,这 些 点 构成 的 散 点 图 称 为 (g,C,) 图 , 简 小 C, 
图 . 

PRESS # Wl) (criteria of PRESS) 一 种 回归 自 
变量 选择 的 准则 . PRESS 是 英文 Prediction Error 
of Square Sum 缩写 ,是 以 预测 误差 平方 和 作为 选择 
自 变量 的 准则 ,具体 方法 如 下 :从 模型 Y==X,Bh 十 e， 
E(e)—0,covCe) —c?I 中 计算 出 


PRESS,— ` (y; — TB 0)? 
= | 0; ]* 
E i=] E 
将 其 看 成 自 变量 个 数 g 的 函数 ,选择 使 PRESS, 35 
到 最 小 的 自 变 量子 集 . 这 里 r = 《zi ras (T8) 为 


线 性 模 型 


X, WAIT Bi (7) 为 去 掉 第 i 组 数据 (x7 ,y) 后 得 到 
的 有 的 最 小 二 乘 估计 ,6; 为 残 差 ,hi 为 帽子 矩阵 的 对 
角 元 . 

逐步 回归 (stepwise regression) 一 种 回归 变 
量 选 择 的 方法 . 从 一 元 回归 开始 ,然后 每 次 引入 一 个 
自 变量 , 作 回 归 系 数 的 下 检验 ,看 看 该 变量 是 否 应 
当 引 入 . 每 当 引 入 一 个 变量 , 需 看 以 前 引入 的 变量 是 
1&8 y S4 ER CK RAT). BBA BE BEA ER A 
止 , 再 行 引 进 变量 . BREATHE. BARRA 
引入 ,也 没有 变量 剔除 为 止 . 

复 共 线性 (mnulti-collinearity) 亦 称 多 重 共 线 
PE. 设计 和 矩阵 的 一 种 数据 特征 . 在 线性 回归 模型 :7 
—Xf--e, Ete) »09,cov(e) —c?I P, Eikit Æ X 
的 列 回 量 T19T29°** 9 TD, 之 间 有 近似 线性 关系 » Wl 称 
设计 和 矩阵 X 或 线性 回归 模型 存在 复 共 线性 . 衡量 X 
的 复 共 线性 程度 ,一 般 用 X X 的 条 件数 来 度量 . 条 
件数 定义 为 


k= Aic Ain s 

这 里 AQUA X X 的 最 大 特征 根 ,4 为 X'X 的 最 小 
特征 根 .& 越 大 说 明 X 的 复 共 线性 越 强 . 

病态 条 件 (ill-condition) 设计 和 矩阵 的 一 种 特 
征 . £x PE BARE Y= XB--e, ECe) —0,cov(e) — e?I 
Hox X OX 至 少 有 一 个 特征 根 很 小 , 即 很 接近 于 零 ， 
zx [X X | 近似 为 零 , 则 称 设 计 阵 XX 呈 病 态 , 称 
IX XIs0 为 病态 条 件 . 设计 阵 X ERAM X 存在 
复 共 线性 本 质 上 是 一 样 的 . 

方差 扩大 因子 (variance inflation factor) fi 
称 VIF. 表征 自 变 量 观察 值 之 间 复 共 线 性 程度 的 数 
值 . 线性 回归 分 析 中 ,回归 系数 8; 的 估计 量 的 方差 
为 var(p;) 二 oCj;, 其 中 Cj 二 (1 一 Rj)) C; B, 
的 方差 扩大 因子 ,这 里 R Az, WHR p 一 1 个 自 变 
量 的 复 相 关系 数 的 平方 ,显然 Cj 宇 1. 它 的 大 小 可 以 
反映 出 自 变量 的 观察 值 之 间 是 否 存 在 复 共 线性 以 及 
其 程度 如 何 .Cj; 越 大 , 复 共 线性 越 严 重 . 

回归 系数 显著 性 检验 (significant test of re- 
gression coefficients) 检验 基 些 回归 系数 是 否 为 
零 的 假设 检验 . 考虑 线性 回归 模型 


yc 3% P +e, 
nX (p+1)(p+1)X1 


e~ N(0Q,o'l,), 
AB FR — BCE » HAE FE SENI R ROS P) BIA 
AREAS, HM A; Bo = =P, =0. 一 般 用 F 
统计 量 
F= (KSS,., — RSS,)/k 
RSS,/(n— p — 1) 
去 检验 ,这 里 RSS, 为 上 述 模型 的 残 差 平方 和 ， 
RSS, ABER k TRAKE T k ^A% 
量 ) 的 模型 的 残 差 平 方 和 . 用 下 检验 有 许多 优良 性 ， 
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ex kan = yl) 


在 这 方面 ,中 国 统计 学 家 许 宝 又 早期 做 了 许多 工 
作 , 后 来 美 籍 罗马 尼 亚 数 学 家 瓦尔 德 (Wald,A. ) 发 
展 了 他 的 工作 . 
岭 估 计 (ridge estimator) 
偏 估 计 . 考虑 线性 回归 模型 
t — a1 4- XB +e, 


回归 系数 的 一 种 有 


E(e) = 0, 

cov(e) = œl, 
其 中 X 为 中 心 标准 化 后 的 设计 阵 . 其 回归 系数 B 的 
岭 估计 定义 为 BCR) = XTX +R) OXY x Hà 
0 , 称 为 岭 参数 . 一 般 地 ,可 取 一 常数 ,也 可 取 和 观 
测 数据 有 关 的 数 . 将 BOO B3 8 — 4 E Bi GO E EL E 
HJ PE 2C. 24 k ZELO, +00) LAY, 4 ri] EC £8 As 
Aid B;(%) 的 图 形 称 为 岭 迹 , 岭 迹 可 用 来 选择 
BS% k. 岭 估 计 是 针对 X SRA. Ae) Bit 
的 方差 ,提高 其 精度 而 给 出 的 一 种 估计 . 


岭 参数 (ridge parameter) J “IAAT”. 
岭 迹 (ridge trace) 见 “ 崔 估计” 


广义 岭 估 计 (generalized ridge estimate) I 
估计 的 推广 . 对 线性 回归 模型 
Y = al + XB e, 
[re = 0. 
cov(e) = cl, 
其 中 X 为 中 心 标准 化 后 的 设计 阵 . 其 回归 系数 B A 
Jo CW RIT RE BCR) = (XTX + DRO") XTY, X 
HB k=diag (ki,k,, hp) (Ri=20) ;B= (pp, p) 
为 XX 的 相应 于 特征 根 A SA, ee A, 的 正 交 标 
准 化 特征 向 量 组 成 的 矩阵 . 显然 岭 估 计 是 广义 岭 估 
计 在 k,=k,=* =k, 时 的 特例 . 
主 成 分 估计 (principal components estimate) 
回归 系数 的 一 种 有 偏 估 计 . 考虑 线性 回归 模型 
Y =a1 + XB e, 
[re = 0. 
cov(e) = o'l, 
其 中 X 为 中 心 标准 化 后 的 设计 阵 . 将 其 正 交 标准 化 
后 , 转 成 线性 回归 模型 的 典 则 形式 : 
Y = a1 + Za +e, 
VR 一 0, cov(e) = œl, 
其 中 Z=X®; a=O' B.A D=(OsBoi QA X'X 
的 特征 值 A SA, SA, 相对 应 的 正 交 标准 化 特征 
回 量 组 成 的 矩阵 . 当 民 存在 复 共 线 性 时 ,特征 根 A, 
> iA; 中 有 一 部 分 接近 于 零 ， 不 妨 设 
Ane) Aggy eee w A, = 0, 
相应 地 将 模型 分 解 为 
Y =al T Zoa + Zoo +e, 


其 中 P= (Apos Q) i Br = ($us e). e 
= (P). AWII X 的 复 共 线性 的 影响 ,去 挥 模型 
中 Za 部 分 ,得 了 一 a1 十 Zao) 十 e. 求 出 ao) 的 
最 小 二 乘 估 计 Gay = (ZZ) ZY. S 


Qs : 
Pp zm d 2 == D, (Zr CIOZ a Zor 


此 估计 称 为 回归 系数 有 的 主 成 分 估计 ， 

施 坦 估计 (Stein estimator) 回归 系数 有 的 一 

种 有 偏 和 估计. 对 线性 回归 模型 

Y =al + XP+e, 

Eo =, 

cov(e) = o'l, 
其 中 六 为 中 心 标准 化 后 的 设计 阵 . 其 回归 系数 B B5 
施 坦 估计 定义 为 : Bc) cB. x BR. C (Osce 1) , 称 为 
压缩 系数 ,Bb 为 LS 估计 . 虽然 施 坦 估计 为 有 的 有 偏 
估计 ,但 可 以 证 明 : 存 在 0<c<<<1, 使 得 MSECBO — 
MSE C) , 即 可 使 估计 的 均 方 误差 减 小 , 故 施 坦 估计 
可 提高 精度 . 

压缩 系数 (contraction coefficient) 
Ha 

J X & HESS Rl (generalized linear model) fij 
FK GLM. 线性 回归 模型 的 一 类 推广 模型 .事实 上 , 线 
性 回归 模型 也 可 表 为 Ey; = p; xi Bi 1,2, sn) 
H Mis 2s *'* Yn jh Y. 同方 差 , 有 时 还 要 更 强 的 假 
定 :y~NGA,o) .广义 线性 模型 在 以 下 两 方面 作 了 
推广 ， 

1. 存在 一 个 严格 增 的 可 微 归 数 g ,使 m gn 
=x; B (二 1,2,…,n), 这 里 u= Ey, g RJ XE HE OR 
RM. gu) = u 时 ,就 是 一 般 的 线性 回归 模型 ， 
E(y2—gu—zxi f. 

2. y 2st ** $ Wn 相互 独立 H yi 的 分 布 fC Yis pis 
2) 属 于 指数 型 .更 确切 地 说 ,在 固定 2 时, 分布 族 
Fyer o Q ERAR jv 的 指数 型 分 布 族 , 当 然 包 括 
正 态 分 布 . 广义 线性 模型 是 很 实用 的 一 类 模型 ,常用 
的 模型 有 :Logit 模型 ,Probit 模型 ,log-log 模型 等 . 

连接 函数 (link function) 见 “ 广 义 线性 模型 ” 

Logit 模型 (Logit model) 一 种 特殊 的 广义 线 
性 模型 . 其 因 变 量 y 为 属性 变量 , 即 只 取 0,1 两 个 
{H , 故 O0«CEy« 1. 其 连接 图 数 为 
g (p) —log 1,5, 

其 中 p=Ey. 故 其 模型 形式 为 
log EIC 

Probit 模型 (Probit model) 一 种 特殊 的 广义 
线性 模型 . RATE y 为 属性 变量 , 即 只 取 0,1 两 个 
值 , 故 0 二 Ey 过 1. 其 连接 函数 为 

g(p)=@ '(p), 


Ji," 38. f 


其 中 p= 二 Ey,@ 为 N(0,1) 的 分 布 函数 . 故 其 模型 形 
式 为 
o (p)—x'p. 
log-log 模型 (log-log model) 一 种 特殊 的 广 
义 线性 模型 . 其 因 变 量 y 为 属性 变量 , 即 只 取 0,1 两 
个 值 , 故 OL Ey 1. 其 连接 函数 为 
g(p)=log(—log(1—p)), 
其 中 p=Ey. 故 其 模型 形式 为 
log (一 log(1 — p)) = X'P. 


试验 设计 


试验 (experiment) 统计 学 的 重要 概念 之 一 . 
是 为 了 了 解 因 变 量 与 可 控 因 素 之 间 关 系 而 安排 的 一 
种 统计 分 析 过 程 . 目的 在 于 回答 一 个 或 几 个 经 过 精 
心 构思 的 问题 . 一 个 好 的 试验 ,首先 必须 有 明确 目 
的 , 即 明 确 要 回答 的 问题 . 如 为 提高 产品 质量 或 数量 
而 寻找 最 佳 的 或 满意 的 工艺 参数 的 搭配 ;为 开发 产 
品 而 寻找 性 能 稳定 和 成 本 低廉 的 设计 方案 ;为 控制 
生产 过 程 而 寻求 描述 该 过 程 的 数学 模型 等 . 这 里 的 
“实践 活动 "是 指 一 个 试验 的 三 个 阶段 : 

1. 制定 试验 计划 . 

2. 实施 试验 计划 ,记录 试验 结果 . 

3. 分 析 试 验 数 据 , 写 出 试验 报告 及 问题 的 答案 . 

试验 设计 (design of experimental) 简称 
DOE. 统计 学 中 应 用 最 为 广泛 的 一 个 分 文 . 它 是 为 
了 减少 随机 误差 对 试验 结果 的 影响 ,有 时 还 为 了 减 
少 试验 次 数 , 并 使 获得 的 试验 结果 (数据 ) 适 合 使 用 
统计 方法 进行 数据 分 析 ,得 出 有 效 的 和 客观 的 结论 ， 
而 对 试验 进行 的 总 体 安排 . 试验 设计 是 英国 数学 家 、 
生物 学 家 费 希 尔 (Fisher,R. A. ) 在 进行 农业 田间 试 
验 时 提出 的 . 他 发 现在 田间 试验 中 ,环境 条 件 难 于 严 
格 控制 ,随机 误差 不 可 忽略 , 故 提出 对 试验 方案 必须 
作 合 理 的 安排 ,以 减轻 随机 误差 的 影响 ,提高 试验 结 
论 的 可 信 程 度 . 一 项 试验 设计 包括 两 个 内 容 : 安 排 试 
验 计 划 和 数据 的 统计 分 析 . 在 安排 试验 计划 时 就 要 
想到 ,对 将 来 的 数据 如 何 分 析 才 是 科学 和 合理 的 ;在 
进行 数据 分 析 前 就 要 知道 试验 是 怎样 进行 的 ,要 获 
得 哪些 数据 . 这 二 者 是 紧密 相连 的 . 不同 的 试验 设计 
方案 应 采用 不 同 的 数据 分 析 方 法 . 试验 设计 方法 有 
多 种 .早期 的 试验 设计 有 各 种 区 组 设计 、 拉 丁 方 设 
计 、 尤 登 方 设计 等 . 因为 这 些 早期 设计 能 处 理 的 因素 
个 数 较 少 ( 如 区 组 设计 一 般 只 能 对 单 因 素 试 验 进行 
设计 ), 又 不 能 考察 交互 作用 的 影响 ,统计 分 析 方法 
也 较为 复杂 ,这些 试 验 设 计 现 在 已 很 少 使 用 . 新 的 试 
验 设 计 方 法 完全 可 以 替代 它们 . 当今 在 生产 和 科学 
实验 中 使 用 最 多 的 是 正 交 试验 设计 、 响 应 曲面 设计 、 
混 科 设计 、` 饱 和 设计 .参数 设计 、 均 匀 设 计 等 . | 


Wo im it 


因素 (factor) DRAF. 试验 设计 术语 . HH 
响 试验 结果 的 事物 . 因素 分 为 定量 因素 与 定性 因素 . 
定量 因素 是 指 因素 本 身 的 变化 可 以 用 数量 来 表示 的 
因素 ,如 试验 中 的 温度 和 试验 持续 时 间 等 : 若 因 素 的 
变化 只 能 定性 地 描述 ,如 催化 剂 的 种 类 ,农业 试验 中 
种 子 的 不 同 品 种 等 ,这 类 因素 称 为 定性 因素 . 因素 也 
可 分 为 可 控 因 素 与 不 可 控 因 素 . 可 控 因素 是 指 因 素 
的 水 平 在 试验 中 可 人 为 控制 的 因素 ;由 于 技术 ,设备 
等 条 件 的 限制 ,水 平 取 值 不 能 人 为 控制 或 因 花 费 昂 
贵 而 不 去 控制 的 因素 , 称 为 不 可 控 因 素 . 

可 控 因 素 (controllable factor)” 见 “因素 ”. 

不 可 控 因 素 (uncontrollable factor) W “A 
m 

KẸ (devel) ” 亦 称 处 理 . 试验 设计 术语 . 指 试验 
中 因素 所 处 的 状态 . 因素 及 种 状态 ,该 因素 就 及 
个 水 平 . 因素 的 水 平 对 定量 因素 是 一 给 定 值 ,对 定性 
变量 是 一 种 特定 的 措施 或 状态 . 例如 ,在 考察 品种 、 
施肥 量 、 田 间 管 理 措施 对 作物 产量 的 影响 的 试验 中 ， 
品种 .施肥 量 、 田 间 管 理 措施 都 是 因素 .采用 具体 的 
每 一 品种 ,每 一 施肥 量 , 每 一 种 田间 管理 措施 分 别 是 
相应 因子 的 一 个 水 平 . 

处 理 (treatment) 
平 , 有 时 指 水 平 组 合 . 

区 组 (block) 试验 设计 术语 . 在 试验 过 程 中 ， 
保持 试验 操作 条 件 相 同 或 相似 的 若 于 个 试验 组 成 的 
集合 .一 个 区 组 中 包含 试验 的 个 数 称 为 区 组 的 大 小 . 

区 组 因素 (block factor) 划分 区 组 依据 的 因 
素 . 区 组 因素 是 试验 操作 中 的 于 扰 因 素 , 但 区 别 于 误 
差 , 它 能 够 通过 试验 来 估计 或 辨别 出 来 . 同一 区 组 
中 ,区 组 因素 保持 同一 水 平 ,不 同 的 区 组 ,区 组 因素 
可 有 不 同 的 水 平 , 整 个 试验 使 用 了 ”个 区 组 ,就 称 区 
组 因素 有 2” 个 水 平 . 

试验 误差 (experimental error) 亦 称 随 机 误 
差 . 统计 试验 的 一 种 误差 . 指 除 了 被 考察 的 可 控 因 素 
和 区 组 因素 外 的 不 可 控 因 子 对 试验 结果 的 综合 影响 
所 引起 的 误差 . 硅 把 试验 结果 记 为 yW y 常 可 分 两 
部 分 :可 控 因 素 和 区 组 因素 的 影响 部 分 wk 及 不 可 控 
的 随机 误差 部 分 c. BD 

y—H-e. 

这 里 可 加 性 的 假设 已 为 很 多 试验 证 实 是 成 立 的 . B8 
机 误差 。 是 随机 变量 , 它 时 大 时 小 、 时 正 时 负 、 时 有 
时 无 . 以 不 可 预测 之 势 在 影响 试验 结果 y. 理论 和 实 
践 都 证 实 , 在 一 般 场合 下 ,e 取 较 小 值 的 可 能 性 大 ， 
取 较 大 值 的 可 能 性 小 ,并 且 正 负 机 会 相当 . 故常 假设 
e RAES HH N(O0,0°). 

随机 误差 (random error) B ^i i3. 

Mg Mz (response) 试验 设计 术语 . HEATH 
试验 条 件 下 的 试验 结果 . 


试验 设计 术语 . 有 时 指 水 
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主 效应 (main effect) 反映 一 因素 某 水 平平 均 
响应 的 度量 . 一 个 因素 第 i 个 水 平 上 的 所 有 响应 之 
平均 ,与 全 部 啊 应 的 平均 之 差 , 称 为 该 因素 第 i 个 水 
平 的 主 效应 (参见 “交互 效应 ”). 

固定 效应 (fixed effect) 试验 设计 的 基本 概念 
之 一 .试验 中 , 符 因 素 的 水 平 选 取 已 定好 ,该 因素 的 
水 平 效应 作为 固定 参数 , 称 此 为 固定 效应 . 若 因素 的 
水 平 选取 是 随机 地 从 某 一 总 体 中 抽取 ,水 平 效应 值 
是 一 随机 变量 , 称 此 效应 为 随机 效应 . 仅 含 有 固定 效 
应 的 模型 称 为 固定 效应 模型 ;模型 中 仅 含 有 随机 效 
应 时 , 称 为 随机 效应 模型 ;部 分 效应 是 随机 的 ,而 其 
他 效应 为 固定 时 的 模型 ， ee 

随机 效应 (random effect) JL “lay”. 

交互 效应 (interaction) Nodes oem 
设计 的 基本 概念 之 一 . 是 两 个 或 两 个 以 上 因素 相互 
搭配 对 试验 结果 的 特殊 作用 . 璧 如 在 研究 氮肥 N 和 
磷肥 P 对 某 农作物 的 影响 时 , 选 土地 情况 大 致 相同 


P.=0 P—3CPXD 


的 4 块 试验 田 . 进行 如 下 4 个 试验 :其 中 PL =0 表示 
^ Ji 8t AE, P2 = 3 CT 0E xo DM 3 于 克 磷 肥 , 类 似 理 
解 N,—0 5 N,—5CF 82. 上 表 中 间 数 字 表 示 每 公 
再 产量 (千克 ), 从 中 可 以 看 出 ,只 加 5 千克 氮肥 ,每 
A Bui 25( 千 克 ); 只 加 3 千克 磷肥 ,每 公 亩 可 
增加 30 于 克 ; 两 种 肥料 都 加 ,每 公 青 可 增加 90 F 
w. AA 90 FRE PHA 5 千克 氮肥 的 效应 25 千克 ， 
FIA 3 千克 磷肥 效应 30 于 克 , 尚 存 的 35 千克 就 是 
两 种 肥料 同时 施加 时 产生 的 联合 效应 . 它 就 是 交互 
效应 . 因素 4 与 B 的 交互 作用 常 记 为 ABLAT A, 
B,C 的 交互 作用 常 记 为 ABC. 二 个 因素 的 交互 效应 
称 为 二 因素 交互 效应 或 一 阶 ( 级 ) 交 互 效 应 ;三 个 因 
素 的 交互 效应 称 为 三 因素 交互 效应 或 二 阶 ( 级 ) 交 互 
效应 ; 依 此 类 推 . 四 个 因子 A,B,C,D HA 4 个 主 效 
应 ,但 交互 效应 有 11 个 ,其 中 一 级 交互 效应 有 6 个 ， 
二 及 交互 效应 有 4 个 ,三 级 交互 效应 有 1 个 .实际 
中 ,党 把 二 级 以 上 交互 效应 忽略 ,只 考虑 部 分 一 级 交 
互 效 应 . 这 一 观点 不 是 在 所 有 场合 都 正确 ,但 经 验 表 
明 , 有 90%% 以 上 场合 是 妥当 的 . 它 在 试验 设计 中 很 
有 用 ,可 以 大 大 减少 试验 次 数 . 

混杂 (confounding) 试验 设计 术语 . 因素 的 主 
效应 或 因素 间 的 交互 效应 ,与 其 他 因素 (包括 区 组 因 
素 ) 的 效应 或 交互 效应 相 混 合 , 而 在 统计 上 无 法 分 
辩 , 称 为 效应 间 的 混杂 . 避免 混杂 是 试验 设计 的 一 项 
要 求 . 当 一 项 试验 中 因素 过 多 ,又 要 考察 部 分 交互 效 
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应 时 ,大 要 完全 避免 混杂 ,就 要 进行 大 量 试验 , 以 至 
于 工厂 和 企业 很 难 承受 ,与 其 停止 试验 不 如 允许 有 
部 分 效应 发 生 混 杂 . 与 其 被 动 地 让 混杂 随意 发 生 , 不 
如 主动 地 在 试验 设计 阶段 让 一 些 不 太 重 要 的 交互 效 
应 之 间 发 生 混杂 ,而 保证 各 主 效 应 不 受 混杂 干扰 . 

Mt AR Ccontrast) 亦 称 对 比 . 试验 设计 术语 . 指 
参数 (例如 因素 的 主 效 应 或 因素 间 的 交互 效应 ) 的 一 
个 线性 组 合 , 其 系数 之 和 为 零 , 称 为 一 个 对 照 . 系数 
向 量 正 交 的 两 个 对 照 , 称 为 正 交 对 了 照 . 例如 大 QA, xaos 
arbi bs ttt by tes BL, A 


I I 
2,4 = 0, 276, = 0, 
= : 


则 


I 
Jody ob 
i=] t 
分 别 为 一 个 对 照 . E 


则 


Ys TP 2, bi 
是 两 个 正 交 对 照 ， 这 里 A 为 4 因素 的 第 ;个 水 平 的 
主 效应 . 

Xt bk (contrast) BI “xf Ra”. 

TE 32 Xt BR Corthogonal contrast) — A," X; H8 ". 

完全 随机 设计 (completely randomized design) 
一 种 试验 设计 . 按 随机 顺序 进行 的 试验 设计 . 这 里 随 
机 顺序 可 用 抽签 或 随机 数 表 方法 实现 . 

区 组 设计 (block design) 一 种 单 因素 试验 设 
计 方法 .将 全 部 试验 分 成 若干 个 区 组 的 设计 . 使 得 试 
验 中 的 区 组 因素 的 变化 不 干扰 要 考察 的 因素 各 处 理 
《水平 ) 的 分 析 . 

完全 区 组 设计 (complete block design) 一 种 
区 组 设计 方案 . 是 每 个 区 组 都 包含 全 部 处 理 的 设计 
方案 . 

不 完全 区 组 设计 (incomplete block design) 
一 种 区 组 设计 方案 . 是 每 个 区 组 只 包含 部 分 处 理 的 
设计 方案 . 

随机 完全 区 组 设计 《randomized complete block 
design) 一 种 完全 区 组 设计 . 在 完全 区 组 设计 中 ， 
全 部 试验 按 随机 顺序 进行 就 得 到 随机 完全 区 组 设 
it. 

平衡 不 完全 区 组 设计 (balanced incomplete 
block design) 简称 BIB 设计 .一 种 不 完全 区 组 设 
计 . 对 不 完全 区 组 设计 ,将 个 处 理 安排 在 大 小 为 & 
的 5 个 区 组 中 去 ,要求 : 

1. 每 个 处 理 在 同一 区 组 中 最 多 只 能 出 现 一 次 . 

2. 在 不 同 的 区 组 中 重复 r+ 次 . 
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3. 任意 两 个 处 理 , 同 时 在 4 个 区 组 中 出 现 . 
这 样 的 区 组 设计 称 为 平衡 不 完全 区 组 设计 . 由 定义 
可 直接 得 到 ,BIB 设计 的 三 个 必要 但 非 充分 条 件 为 : 


1. nr — bk. 
2. An— 1) — r(& — 1). 
Sb Na 


BIB 设计 (balanced incomplete block design) 
平衡 不 完全 区 组 设计 的 简称 . 

对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 (symmetric balanced 
incomplete block design) 简称 SBIB 设计 . 一 种 特 
殊 的 BIB 设计 .对 BIB 设计 , 当 n==b 时 ,也 即 处 理 个 
Bn 等 于 区 组 个 数 5 时 ,这 样 的 BIB 设计 , 称 为 对 称 
平衡 不 完全 区 组 设计 . 

SBIB 设计 (symmetric balanced incomplete 
block design) ”对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 的 简称 . 

拉丁 方 (Latin square) 试验 设计 中 使 用 的 一 
种 方 阵 .个 不 同 的 记号 (字母 或 数字 ) 排 成 n 行 n 
列 的 方 阵 ,使 得 各 个 记号 在 每 行 每 列 都 各 出 现 一 次 ， 
如 此 的 方 阵 称 为 一 个 阶 拉丁 方 . 例如 

A B C 

B C A 

C A B 
是 一 个 3 阶 拉丁 方 . 

拉丁 方 设计 (Latin square design) 使 用 拉丁 
方 安排 的 一 种 试验 方案 . FH n 阶 拉丁 方 的 行 和 列 分 
别 表示 两 个 个 水 平 的 因素 ,用 拉丁 方 中 的 记号 表 
示 第 三 个 因素 的 个 水 平 ,如 此 的 包含 n 处理 的 三 
因素 试验 方案 , 称 为 一 个 拉丁 方 设计 .例如 n==4( 见 
下 表 ), 第 三 因素 的 水 平 用 ASB.C.D 表示 .在 拉丁 
方 设计 中 ,任何 两 个 因素 的 水 平 组 合 都 各 出 现 , 且 只 
出 现 一 次 . 


亦 称 希腊 


正 交 拉丁 方 (Greco-Latin square) 
拉丁 方 .一 种 特殊 的 拉丁 方 . 由 两 个 同 阶 拉丁 方 相同 
位 置 的 记号 组 成 x 个 记号 对 ,如 果 一 个 拉丁 方 的 每 
个 记号 同 另 一 个 拉丁 方 的 每 个 记号 都 出 现 一 次 , 则 
称 这 两 个 拉丁 方 是 正 交 的 . 当 & 个 同 阶 拉杆 方 中 任 
何 两 个 都 正 交 时 , 称 这 和 个 拉丁 方 相 互 正 交 . 例如 两 
个 3 阶 拉丁 方 


A B C a B Y 
B C A Y a p 
C A B B Y ao 


试 i 计 


相同 位 置 的 字母 对 为 
Aa BB CY 
BY Ca AB 
CB AY Ba 
满足 正 交 条 件 , 故 为 两 个 正 交 拉丁 方 . 
希腊 拉丁 方 (Greco-Latin square) 
IF: 
TE Zł J H i& tt (Greco-Latin square design) 
使 用 正 交 拉丁 方 安排 的 一 种 试验 方案 . 当 存 在 m 个 
相互 正 交 的 2 阶 拉 丁 方 时 ,用 拉丁 方 的 行 和 列 分 别 
表示 两 个 因素 的 ”个 水 平 , 用 这 m 个 拉丁 方 的 记号 
分 别 表示 其 他 mx 个 因素 的 水 平 , 如 此 包含 和 个 处 理 
的 m+ 个 因素 的 试验 方案 , 称 为 一 个 正 交 拉丁 方 
设计 .例如 ,3 阶 正 交 拉 丁 方 设计 为 


即 “ 正 交 拉 


第 三 因素 的 水 平 用 4,B,C 表示 ,第 四 因素 的 水 平 
Hea, p, Y 表示 .在 正 交 拉丁 方 设计 中 ,任何 两 个 因子 
的 各 水 平 组 合 都 出 现 , 且 只 出 现 一 次 .这 个 设计 就 是 
Ls(34) 正 交 设 计 . 任 一 个 正 交 拉丁 方 设计 都 可 改写 
= EI 

结合 类 (associate classes) 试验 设计 的 基本 概 
念 之 一 , 将 某 一 集合 S 按 一 定 的 规则 分 类 的 方法 . 
设 S 是 个 不 同 元 素 组 成 的 集合 ,和 阁 对 任意 0E€S， 
把 S 中 余下 的 2 一 1 个 元 素 , 划 分 成 mx 个 不 相交 的 

S01) G=1,2, sm). 

F 9€ SO.0,WI fg 0 与 9 是 第 7 结合 关系 ,而 称 
SC0) 为 0 的 第 ;结合 类 .换言之 ,38(0,7) 为 与 0 成 
第 i 结合 关系 的 所 有 元 素 的 集合 . 假若 其 满足 以 下 
条 件 : 

1. GS f£ & 0€ S 为 第 :结合 关系 的 元 素 个 数 n 
(i 二 1,2,…,m), 不 依赖 于 05 

2.8905 GHA r 结合 关系 , 记 为 Lp,0]==7, 则 
与 0 为 第 i 结合 关系 而 与 9 为 第 j 结合 关系 的 元 素 
个 数 记 为 pi HARM OS oM—-Wr.i,j=1, 
2,,m E 

如 此 , 则 称 S 上 定义 了 着 个 结合 

部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 (partially balanced 
incomplete block design) 简称 PBIB 设计 . 一 种 比 
BIB 条 件 更 弱 的 不 完全 区 组 设计 . 假定 有 7 个 定义 
T m 个 结合 类 的 处 理 , 现 将 其 安排 在 大 小 为 的 5 
个 区 组 中 去 ,要求 : 
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1. 每 个 处 理 在 同一 区 组 中 最 多 出 现 一 次 . 

2. 每 个 处 理 在 6 个 区 组 中 重复 + 次. 

3. 任何 一 对 第 i 结合 类 的 处 理 , 在 A 和 (i=1,2， 
… ,7m) 个 区 组 中 相遇 . 

满足 上 述 条 件 的 区 组 设计 , 称 为 部 分 平衡 不 完 


是 BIB 设计 . 


PBIB 设计 《partially balanced incomplete block 
design) 部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 的 简称 . 
尤 登 方 设计 (Younden square design) 一 种 区 
组 设计 . 是 由 拉丁 方 导出 的 一 类 两 向 区 组 设计 . 其 构 
造 方 法 是 从 拉丁 方 中 删 去 某 些 行 , 使 得 行 作 为 区 组 
时 是 完全 区 组 ,而 列 作为 区 组 时 构成 平衡 不 完全 区 
组 设计 . 
格子 方 设 计 (lattice design) 一 种 区 组 设计 . 
Fe Xb SB n= 0° Ct 为 素数 基 ) 的 两 向 区 组 设计 . WA 
n= MARE, SHS Let 03 0S EZK” RS 
419 XI Wt Cansar aian) N La G7 D WA i FT 
向 量 ,1 过 aj<<t, 当 为 奇数 时 ,分 别 把 第 i 个 处 理 排 
AB) R— GT-10/2 个 1Xi 的 方块 区 组 中 去 ,其 行列 
坐标 为 
(aii saiz) s (assau) sta 
Cnst) (105152, *41). 
由 于 Lec!) sea] FHSAA 
n=tť, b—t(t--1), k=t, R=t+1, A=1 
的 BIB 设计 ,因此 ,任意 一 对 处 理 , 在 上 述 RR 个 方块 
中 或 同行 或 同 列 相遇 一 次 . 若 当 上 为 偶数 时 , 则 分 别 
把 第 i 个 处 理 排列 到 R=t 十 1 个 ext 的 方块 区 组 中 
去 ,其 行列 坐标 分 别 为 
GoD EO/ Fo FT lois 
(a;,—1581:2 s (aitti) 
larrain) 091,251). 
这 时 任意 一 对 处 理 , 一 次 在 行 , 一 次 在 列 区 组 中 各 相 
遇 一 次 , 按 此 方法 排列 的 设计 就 称 为 格子 方 区 组 设 
计 , 一 般 简称 格子 方 设计 . 
格子 方 区 组 设计 《lattice block design) 
Jd BE 
响应 曲面 设计 (response surface design) Jf 
称 回归 设计 . 一 类 试验 设计 . 一 种 对 二 次 多 项 式 模型 
2B. Bi Fr Tb Pus | 
"Fuer cotes 
"quur pese pde 
分 批 进 行 试验 的 回归 设计 . 试验 分 三 批 完成 ,第 一 批 
试验 ,试验 点 分 布 在 自 变 量 因子 空间 中 以 V 2 为 半 
径 的 球面 上 ,每 个 变量 取 两 个 水 平 :十 1, 一 1. 令 一 ] 
对 应 2, 选 用 一 张 适 当 大 小 的 完备 型 正 交 表 ( 参 见 
“完备 型 正 交 表 ”)L,(2”) 来 安排 试验 . 第 二 批 试验 在 
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球 心 重复 no 次 .第 三 批 试验 分 布 在 半径 为 a 的 球面 
与 坐标 轴 的 交点 上 ,每 个 变量 同样 取 两 水 平 .适当 地 
选择 a no PETER TT BEX 满足 :X X 成 对 角 阵 ， 
以 便 正 规 方程 求解 简便 . 这 样 的 回归 设计 称 为 正 交 
回归 设计 .适当 选择 a 与 no, 使 预测 值 的 方差 在 单位 
球 内 近似 相等 ,这 样 的 设计 矩阵 称 为 旋转 回归 设计 . 
此 种 设计 对 各 次 多 项 式 均 可 类 似 进 行 . 使 用 此 种 设 
计时 要 把 因子 空间 变换 到 单位 正方 体 上 进行 . 
回归 设计 (regression design) 即 “ 响 应 曲面 设 
HW 
IE 35 [8] JA i& iT Corthogonal regression design) 
见 “ 响 应 曲面 设计 ”. 
旋转 回归 设计 (rotation regression design) 
见 “ 响 应 曲面 设计 ”. 
分 割 设计 (split-plot design) | ZR ER ZU til. 
一 种 试验 设计 .在 实际 问题 中 有 一 类 试验 , 它 需 经 ? 
道 工 序 来 完成 . 前 道 工 序 完 成 的 半成品 交 由 下 道 工 
序 去 加 工 . 试验 中 各 个 因素 分 别 属于 不 同 的 工序 ,每 
道 工 序 至 少 有 一 个 考察 因子 . 分 割 设 计 就 是 研究 如 
何 安排 此 类 试验 ,使 得 整个 试验 过 程 中 各 道 工 序 上 
的 因素 水 平 调整 次 数 最 少 ,使 试验 便于 实施 . 
裂 区 设计 (split-plot design) B^» lix it". 
套 设计 (nested design) 一 种 试验 设计 . 考察 
两 因素 A.B 的 试验 , 若 在 试验 中 ,B 因素 的 水 平 选 
取 取 决 于 AAR RAKE. BARREF 4 
因素 . 研究 如 何 安 排 具 有 髓 套 关 系 的 因素 的 试验 , 称 
为 套 设计 . 例如 4 因素 取 二 水 平 4A1, Ao. 对 于 水 平 
A B 因素 取 两 水 平 Bi Bis FRE A, BAR 
取 三 个 水 平 By By, By. 共有 五 个 处 理 . 
AiBn,AiB1,, A; Dj; A,B,,, A2 B23. 
A 因素 与 B 因素 是 般 套 关系 , 即 可 以 推广 到 多 个 因 
素 的 水 平 之 间 的 一 种 骸 套 关系 . 
F iit (factorial design) 一 种 试验 设计 . 
为 考察 因素 的 主 效应 和 感 兴 趣 的 交互 效应 ,用 各 因 
素 的 全 部 或 部 分 处 理 进行 试验 ,使 得 需要 考察 的 效 
应 不 被 混杂 的 试验 设计 , 称 为 因子 设计 . 当 试 验 包括 
因素 的 全 部 处 理 时 , 称 为 完全 试验 ,否则 称 为 部 分 实 
施 . 例如 :三 个 因素 A,B,C 各 取 二 水 平 AS AB, 
B,,Ci,C; 的 试验 ,全 部 水 平 组 合 
A|B,C, , A1BiC,, AL,B,C,, AL,B;C,, 
A;B,C; ,A;B,C;, A;D,C,, ABC 
都 在 试验 中 实施 时 ,就 是 完全 试验 . 如 果 在 试验 中 仅 
实施 水 平 组 合 
A,B,C,, A,B,C; , A;B,C, APBIC， 
则 为 部 分 实施 . 
完全 试验 (complete treatment) 


计 » 


见 “ 因 子 设 


部 分 实施 (factorial treatment) 
a 
混 料 设计 (mixture design) 一 种 试验 设计 .是 
几 种 配料 相 混 合 的 试验 设计 . 试验 中 各 因素 水 平 是 
各 种 成 分 量 的 比例 ,不 是 各 成 分 的 绝对 用 量 . E ALS 
中 考虑 m 个 因素 
Lis Loe segs X0 (2-152;*55m2) 


BAAR 


Ji “AF iz 


Sai = 1, 


因此 ,试验 区 域 是 一 个 正 单 纯 形 . 泥 料 设计 就 是 研究 
如 何在 正 单纯 形 上 安排 试验 (布点 ) 的 方法 . 

混杂 因子 设计 (confounded factorial design) 
一 种 因子 设计 . 是 使 一 个 或 多 个 预先 指定 的 效应 与 
区 组 效应 混杂 ,而 感 兴趣 的 效应 不 与 区 组 效应 相 混 
村 的 一 种 区 组 实施 的 因子 设计 . 

t? 因子 设计 (zi factorial design) 一 种 特殊 因 
子 设计 . dA S RON p 个 因素 ,每 个 因素 取 t 个 水 
des 

TE 32 ì& it (orthogonal design) 一 种 特殊 的 因 
子 设计 . 是 一 种 用 正 交 表 安 排 试验 的 因子 设计 . 对 试 
验 中 的 任何 两 个 因素 的 水 平 组 合 构成 一 个 等 重复 的 

正 交 表 (orthogonal array) 一 种 特殊 的 矩阵 . 
一 个 nXm 矩阵 ,其 第 j IRH 0,1,2,…,t; B 
数组 成 ,对 给 定 的 整数 a 二 1, 从 该 矩阵 中 任意 选 a 
个 列 广 ;有 2，…,jo, 由 这 a 个 列 组 成 nXa ETT AB FE 
@, 把 这 个 子 和 矩阵 的 每 一 行 看 做 一 个 向 量 , 若 恰巧 有 

t Xt, X Xt, A [tn 
AS AS e] [5] i, AL BES 18] EE Ha XR 
TS 
次 . 满足 以 上 条 件 的 nxm BEER A KOE RE ti ote 
tm， 大 小 为 ,约束 为 m, 强 度 为 a 的 正 交 阵列 或 
正 交 表 , 记 为 
Lt) Xt; X XÓ9, 
一 般 也 记 为 OAC, Xt X Xt,). HE 0—2, H 


n=1+ >, @j-1) 


j=l 


的 正 交 表 , 称 为 饱和 正 交 表 . 

饱和 正 交 表 (full OA) MEXR”. 

广义 正 交 表 (generalized OA) [IE RAE 
更 弱 的 一 种 特殊 和 矩阵 . 设 (ai) AnXm 矩阵 ,其 第 j 
列 元 素 anh 1,2,… ,tj 个 自然 数 构成 ,对 任意 ,1 三 
ktj;, 它 在 第 j 列 中 出 现 RC >0 K AER ay 


试 验 设 计 


组 成 的 n AS AR FF SE (aij, s Aij, "t Ai; ) 是 一 个 完全 集 
CB] tj, x t, X nx AO ,每 个 重复 出 现 
RO»? " RU? see ROI” 
i "ij, ^ 


n“! 


次 ,那么 这 样 的 一 个 矩阵 就 称 为 强度 a 的 广义 正 交 
X du gl, XteX 0 Xty). 

7 7K 3E (dummy levels) 正 交 表 中 的 一 种 水 
平 . 给 一 个 因素 虚拟 一 些 水 平 ,或 将 原 表 中 水 平 合 
并 ,使 该 因素 的 水 平 数 增多 (或 减 小 ), 以 使 能 安排 在 
适当 的 正 交 表 中 ,这 种 虚拟 的 水 平 称 为 拟 水 平 ,该 设 
计 称 为 拟 水 平 设计 . 


拟 水 平 设计 (dummy levels design)” 见 “ 拟 水 
E. 
阿达 马 和 矩阵 (Hadamand matrix) — fh iE 25 4B 


EE. 以 十 1 和 一 1 为 元 素 的 正 交 矩阵. BE n X n Br 
方 阵 4 = (dix 中 ,其 中 ai; 二 十 1 或 c l8 


5 0 G ÆJ), 
Aili = 
k=1 


n (i = j), 
称 A An 阶 阿 达 马 矩阵 . 
Æ fE k (difference array) 一 种 矩阵, i GC) 
E t 阶 加 法 群 ,4 是 元 素 属 于 GC() WAX kE, 
如 果 A BSTETIPS AUS TFAA GC) 的 每 个 元 素 恰 
好 4 次 , 则 称 4 为 CG) 上 的 差 集 表 , 记 为 
DAR 1,2). 
= BIE HR (difference OA) —2A ERR. 
AY Bü Lus Grp t= pCR BOR) ,4 之 2 haat 
1) 的 正 交 表 称 为 差 集 型 正 交 表 . 由 于 它们 的 构造 等 
同 于 差 集 表 DCGz,k,t,2) 的 构造 ,故此 得 名 . 此 类 表 
— fit 40, FR: L(t3 ) Ley C3") > Lye C4"), 
Lo (5"') &. 
阿达 马 型 正 交 表 (Hadamand OA) 一 类 正 交 
表 . 型 如 Z C277 (m= 1,2, WIE RR. 由 于 它 
们 的 构造 是 由 阿达 马 和 矩阵 改造 得 来 ,故此 得 名 . 此 类 
RREH Lo), La NE. 
完备 型 正 交 表 (complete OA) — 2S EX X. 
型 如 L«G") 的 正 交 表 ,其 中 为 束 数 或 素数 次 寡 ， 
E ae 
pp 
且 表 中 任何 两 列 的 交互 列 均 在 表 中 . 此 类 表 常 用 的 
有 : 
LIO OVE Le 2 DD SP ae 
Li tb) se V Lud, 
Logg 47") s La C55). 
4 H Ji) (columns of interaction) 试验 设计 的 
基本 概念 之 一 . 在 完备 型 正 交 表 Lea”) 中 , 当 任何 
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两 个 因素 在 表 中 对 应 的 两 列 确定 后 ,这 两 因素 的 交 
互 效 应 在 表 中 占有 的 上 一 1 列 的 位 置 也 随 之 而 惟一 
确定 ,这 上 一 1 列 称 为 该 两 列 的 交互 列 . 

正 交 表 的 并 列 (combination of columns) ik 
验 设 计 的 基本 概念 之 一 . 将 正 交 表 中 某 两 列 连同 其 
交互 列 合并 为 水 平 数 更 高 的 一 列 , 且 该 列 与 原 正 交 
表 中 余下 的 列 仍 构 成 正 交 表 , 称 此 为 正 交 表 的 并 列 . 
例如 ,把 正 交 表 Lis(2! x 37) 第 1 列 与 第 2 列 的 水 平 
组 合 11,12,13,21,22,23 分别 换 成 1,2,3,4,5,6, 合 
并 为 一 个 6 水 平 列 , 便 得 并 列 后 的 正 交 表 

六 

R 分 解 方案 (resolution R) 一 种 试验 设计 方 
案 . 一 个 设计 方案 是 R 分 解 方案 ,是 指 在 此 方案 下 ， 
假定 R—&—1 阶 以 及 更 高 的 因素 的 交互 效应 为 零 
时 ,小 于 等 于 & 一 1 阶 的 因素 的 交互 效应 (包括 主 效 
应 ) 都 可 估 . HR A R/2 的 整数 部 分 . AA RO 
解 方案 同时 也 是 正 交 设计 方案 , 称 为 正 交 R 分 解 方 
案 . 

下 交 R 分 解 方案 (orthogonal resolution R) 
见 “R 分 解 方案 ” 

表 头 设计 (top design) 一 种 试验 设计 方案 . 为 
使 菜 些 感 兴趣 的 效应 不 和 其 他 效应 混杂 ,按照 一 定 
的 规则 将 试验 中 的 因素 安排 在 正 交 表 中 , 称 此 为 表 
头 设 计 . 例如 ,在 正 交 表 L302") 上 安排 缘 为 2 水 平 的 
4 因素 A,B,C,D 的 试验 . 假定 因素 一 阶 以 上 的 交互 
效应 为 零 , 为 使 各 因素 主 效应 不 和 交互 效应 混杂 , 表 
头 设计 应 为 | 


£ Æ bk $ (multiple comparisons) ”因素 效应 
对 照 之 间 的 比较 . 指 推断 因素 效应 对 比 之 间 有 无 显 


著 差 异 的 一 类 检验 方法 . 常用 的 有 Duncan 多 重 比 
较 法 ,Scheffe 多 重 比 较 法 . 


统计 质量 管理 


统计 质量 管理 (statistical quality management) 
质量 管理 的 一 个 分 支 学 科 . 在 质量 管理 中 所 用 的 统 
计 方 法 的 总 称 , 除 了 一 些 常用 统计 方法 (如 回归 分 析 
与 诊 斯 ,方差 分 析 、 多 元 分 析 等 ) 在 质量 管理 中 有 广 
泛 应 用 外 ,还 有 一 些 围绕 产品 设计 、 制 造 、 检 验 等 方 
面 开 发 出 来 的 一 些 独特 的 统计 方法 .它们 是 :统计 过 
程控 制 (SPC) .试验 设计 (CDOE). 测量 系 统 分 析 
(MSA) .可 靠 性 统计 分 析 (RSA) .抽样 检验 (SIT) ,这 
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些 独特 的 统计 方法 构成 统计 质量 管理 的 主体 . 

线 内 质量 管理 (on-line quality control) 统计 
质量 管理 术语 . 指 产品 制造 阶段 的 质量 管理 . 主要 是 
对 生产 现场 进行 及 时 的 动态 管理 ,工序 的 诊断 .调节 
和 改善 ,以 及 产品 的 检验 . 主要 使 用 统计 过 程控 制 ， 
抽样 检验 ,以 及 寻找 质量 原因 的 一 些 图 表 方 法 ,如 调 
查 表 、 排 列 图 、 因 果 图 、 直 方 图 等 . 

线 外 质量 管理 (off-line quality control) 统计 
质量 管理 术语 . 指 产品 设计 阶段 和 工艺 设计 阶段 的 
质量 管理 . 每 个 阶段 又 都 可 分 为 系统 设计 、 参 数 设计 
和 公差 设计 等 三 个 步骤 . 其 中 系统 设计 主要 使 用 工 
程 知 识 和 经 验 , 参 数 设 计 和 公差 设计 要 用 试验 设计 
和 回归 分 析 等 统计 方法 . 

全 面 质量 管理 (total quality control) ”简称 
TQC. 统计 质量 管理 术语 . 它 是 指 企 业 全 体 职 工 及 
有 关 部 门 同心 协力 ,综合 运用 现代 科学 管理 ,专业 技 
术 和 科学 方法 ,经 济 地 开发 .研制 .生产 和 销售 用 户 
满意 的 产品 的 管理 活动 .是 由 美国 通用 电器 公司 的 
$t 48 €& (Feigenbaum, A. V. ) 和 质量 管理 专家 朱 兰 
(Juran,J. M. ) 在 20 世纪 50 年 代 末 和 60 年 代 初 提 
出 的 . 

PDCA 循环 (PDCA cycle) 统计 质量 管理 术 
语 . PDCA 是 计划 (plan) .实施 (do)、 检 查 (check )、 
处 理 (action) 的 英文 缩写 . 质量 管理 的 过 程 按 照 P， 
D,C ,A 先后 顺序 不 停 地 循环 . 即 PDCA 循 环 . 

质量 管理 小 组 (quality control group) 人 简称 
QC 小 组 . 质量 管理 活动 的 基层 组 织 . 是 由 工人 、 工 
程 师 等 组 织 起 来 ,运用 科学 的 质量 管理 思想 和 方法 ， 
为 解决 某 一 质量 问题 而 开展 质量 管理 活动 的 基层 组 
织 , 是 广大 职工 参加 质量 管理 的 一 种 重要 形式 . 


QC 小 组 (quality control group) Bf “JE EE 
理 小 组 ”. 

因果 图 (relation diagram) ” 亦 称 关联 图 、 树 形 
思想 不 集中 WA 压板 压 不 紧 

BH BN C i fd V 压板 夹 紧 力 不 足 

FILIAE 压 紧 头 有 时 压 不 紧 

毛坯 堆放 | 

RF —/T BL 

jain 


PR Eg 


图 .鱼刺 图 . 一 种 用 于 质量 管理 的 流程 图 . 是 分 析 产 
生 质量 问题 原因 所 使 用 的 一 种 图 . 如 某 广 生产 的 曲 
TAT PSK. KAD HY aR BA» MERE DL a PT BL 


TEM EEUU EE RE E, 
从 中 寻找 主要 原因 . 

排列 图 (arrange diagram) ” 亦 称 巴 雷 特 统计 
图 . 一 种 用 于 质量 管理 的 统计 图 . 是 用 来 寻找 影响 产 
品质 量 的 主要 因素 的 统计 图 . 其 原理 是 :引发 质量 问 
题 的 原因 有 多 种 ,但 其 出 现 机 会 不 全 相同 ,大 部 分 质 
量 问题 可 能 是 由 少数 几 个 主要 原因 引起 的 .因此 把 
引发 质量 问题 的 原因 依 发 生 频 率 的 大 小 依次 排列 ， 


频率 
7 少数 几 个 主要 原因 


微不足道 的 多 数 原因 


类 别 


排列 图 
就 得 到 排列 图 ( 见 图 ). 该 图 把 原因 分 为 两 大 类 ;少数 
几 个 主要 原因 和 多 数 微不足道 的 原因 . 人 们 首先 应 
把 资源 用 于 解决 少数 几 个 主要 原因 上 ,从 而 获得 最 
大 效益 . 


巴 雷 特 图 (Pareto chart) ” 努 “ 排 列 图 ”. 
调查 表 (survey form) 亦 称 检查 表 或 核对 表 ， 


一 种 统计 图 表 . 是 记录 、 收 集 数据 的 一 种 好 形式 . 其 
格式 各 种 各 样 ,一般 视 调查 质量 特性 的 要 求 而 自行 
设计 . 企业 常用 的 有 不 合格 品 项 目 调 查 表 、 产 品 故 障 
调查 表 、 工 序 质 量 调 查 表 .产品 缺陷 调查 表 等 ,下 面 
是 一 张 产品 不 合格 项 目 调查 表 . 

产品 不 合格 项 目 调 查 表 


不 合格 原 E 
dd 
I m E 
aww| | | tv ft 
an| |v | | | | 


一 一 一 


E Reti RPM | URL UR a 
EXE ORNOEEONECEN ON 


频数 直方 图 (frequency histogram) 一 -种 用 于 
质量 管理 的 统计 图 . 是 一 种 描述 产品 质量 特性 值 分 
布 情况 的 统计 图 形 . 收集 一 批 产 品 ,一 般 在 50— 200 
个 之 间 ,分 别 测量 其 质量 特性 值 , 按 事先 划 定 的 区 间 
进行 分 组 ,统计 各 区 间 内 的 频数 ;在 横 坐 标 轴 上 算出 


区 间 问 点 , 纵 坐 标 轴 上 算出 频数 . 以 区 间 为 底 边 ,以 
相应 频数 为 高 画 出 一 系列 长 条 矩形 ,这 个 图 形 称 为 
该 质量 特性 的 频数 直方 图 . 通过 频数 直方 图 可 以 看 
出 质量 特性 的 分 布 情况 ,如 分 布 的 位 置 .散布 大 小 ， 
中 位 数 的 位 置 等 ,下 面 给 出 六 种 不 同类 型 的 频数 直 
方 图 .在 进行 质量 管理 时 ,对 非 正 态 型 直方 图 都 要 查 
找 原因 ,及 时 采取 措施 ,改进 质量 . 


正 态 型 偏 态 型 孤岛 型 


锯齿 型 平 顶 型 双 峰 型 


各 种 形状 的 直方 图 

频率 直方 图 (frequency histogram) 一 种 用 于 
质量 管理 的 统计 图 . 是 类 似 于 频数 直方 图 的 一 种 统 
计 图 形 . 假如 把 频数 直方 图 的 纵 坐 标 由 频数 改 为 频 
率 / 组 距 王 频数 /( 样 本 量 义 组 距 ). 该 直方 图 就 是 频 
率直 方 图 . 

过 程 (process) 统计 质量 管理 的 基本 概念 之 
一 . 是 将 各 项 输入 (人 、 设 备 、 材 料 、 方 法 和 环境 等 五 
项 资源 ) 按 一 定 要 求 组 合 起 来 ,并 能 转化 为 输出 的 活 
动 . 一 种 产品 的 制造 党 可 分 解 为 在 干 过 程 .如 一 道 工 
序 .一 个 工段 、 一 项 操作 等 都 是 一 个 过 程 的 例子 , 质 

管理 的 所 有 工作 都 通过 过 程 来 实现 的 . 

过 程控 制 系统 (process control system) 一 种 

统计 质量 管理 系统 . 是 带 有 反馈 系统 的 统计 质量 管 


过 程控 制 系统 框图 


理 系 统 . 见 过 程控 制 系 统 框 图 . 其 中 反馈 系统 具有 收 
集 信息 .统计 加 工 和 采取 行动 三 项 功能 . 在 产品 制造 
中 的 关键 过 程 都 应 建立 过 程控 制 系统 ,用 于 监察 产 
品质 量 波动 ,预防 异常 波动 出 现 , 使 产品 质量 处 于 管 
理 者 的 控制 之 中 . 实现 此 种 控制 的 工具 就 是 选用 适 
当 的 控制 图 . 
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统计 过 程控 制 (statistical process control) fi 
称 SPC. 一 种 统计 质量 管理 方法 . 它 是 用 控制 图 对 
生产 过 程 中 的 质量 特性 及 其 波动 进行 控制 的 一 套 统 
计 质 量 管理 方法 . SPC 的 重点 在 于 防止 出 现 缺 陷 ， 
出 现 废品 . 预防 出 现 缺 陷 永 远 比 事后 矫正 为 好 ,损失 
th >. 当 发 现 缺陷 时 ,立即 查找 原因 ,采取 行动 ,这 里 
SPC 的 一 般 流 程 框图 .SPC 的 目的 是 使 产品 质量 稳 
XE ,满足 顾客 要 求 . SPC 需要 公司 、 企 业 里 每 个 人 参 
与 . 当今 没有 一 个 人 能 把 事情 全 部 做 好 ,但 每 个 人 都 
会 对 事情 有 所 贡献 . 


检查 过 程 质量 指标 的 控制 图 、 各 种 图 形 过 程 
均值 与 波动 能 力 指 数 C 域 Cpk 


否 超出 控制 图 的 界限 
< 一 < 超出 控制 跟 吗 ? | E TOC RA 67 


质量 控制 七 种 基本 工具 
寻找 和 执行 对 策 
jas 没 超出 控制 图 的 界限 
Br 
| 


进行 试验 设计 为 寻找 最 优 
操作 条 件 和 其 他 对 策 | ”方差 分 析 ， 响 应 曲面 
| 分 析 构造 模型 和 预测 


最 优 操作 条 件 的 验证 
试验 或 其 他 对 策 


SPC 一 般 流程 框图 
质量 特性 (quality characteristic) 产品 的 质量 
指标 . 是 用 来 表征 产品 (或 半成品 ?的 性 能 、 可 靠 性 、 
安全 性 、 经 济 性 和 外 观 等 的 质量 指标 . 一 种 产品 的 质 
量 特性 常 有 多 个 ,应 把 注意 力 放 在 影响 产品 质量 .成 
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本 和 顾客 满意 程度 的 关键 质量 特性 上 . 保证 产品 质 
量 特性 稳定 在 设计 规格 内 ,主要 是 生产 者 的 责任 ; 提 
高 产品 质量 特性 是 设计 者 的 任务 . 

波动 (variation) 统计 质量 管理 的 基本 概念 之 
一 .刻画 产品 质量 特性 的 差异 . 没有 两 个 产品 是 完全 
一 样 的 ,即使 自动 化 生产 线 上 的 产品 也 不 例外 . E 
W, As LPR ATES. BRN TRA BE 
是 不 同 的 ,其 间 的 差异 就 是 波动 . 波动 是 客观 存在 ， 
质量 持 有 波动 是 正常 的 ,无 波动 是 不 正常 现象 ;消失 
波动 是 不 可 能 的 ,但 减少 波动 是 可 能 的 ;波动 在 指定 
公差 内 是 可 以 接受 的 ,超出 指定 公差 是 不 能 接受 的 ; 
及 时 报告 波动 超出 公差 是 受 欢迎 的 ,迟到 的 报告 会 
引起 损失 ,是 失职 的 行为 . 

正常 波动 (common variation) 一 种 波动 形 


一 一 一 一 


过 程 受 控 -输出 特性 呈正 态 分 布 , 且 不 变 
AS. 使 过 程 输出 的 质量 特性 呈正 态 分 布 , 且 此 分 布 不 
随时 间 而 变 的 波动 称 为 正常 波动 .正常 波动 过 程 是 
可 预测 的 ( 见 图 ). 这 种 状态 称 为 过 程 在 统计 意义 上 
受 控 ,简称 过 程 受 控 . 
异常 波动 (special variation) 一 种 波动 形态 . 


— 


过 程 失控 -输出 特性 的 分 布 随时 间 变 化 
使 过 程 输出 的 质量 特性 的 分 布 是 随时 间 而 变化 的 、 
不 稳定 的 波动 称 为 异常 波动 . 异常 波动 过 程 是 不 可 
预测 的 ( 见 图 ), 这 种 状态 称 为 过 程 失 控 . 

控制 图 (control chart) 一 种 用 于 质量 管理 的 
统计 图 . 是 根据 统计 原理 制定 ,用 于 分 析 和 判断 过 程 
是 处 于 受 控 状态 ,还 是 处 于 失控 状态 的 一 种 统计 图 . 
CHT 1924 年 提出 的 .一 张 控 制图 是 由 中 心 线 和 
上 下 控制 限 等 三 条 平行 线 组 成 . 中 心 线 与 上 、 下 探 
制 限 是 等 距 的 ,一般 距离 为 数 倍 的 标准 差 . 常用 的 控 


/ ^. AN 
+ 


制图 是 取 3 倍 标准 差 (3c) 作 为 其 间距 离 ( 见 图 ), 这 
意味 着 ,允许 于 分 之 2.7 个 产品 位 于 上 、 下 控制 限 之 
外 ,在 这 个 限度 内 认为 过 程 受 控 , 否 则 认为 过 程 失 
控 . 一 张 控 制图 一 般 只 能 控制 一 个 质量 特性 . 常用 的 
控制 图 有 均值 控制 图 (元 图 .人 图 、z 图 ) 标准 差 控 制 
图 (RK 图 、S 图 )、 不 合格 品 率 控制 图 (p 图 ), 不 合格 
品 数控 制图 (np 图 )、 缺 陷 数 控制 图 (c 图 ) .单位 缺陷 
数控 制图 (w 图 ). 

常 观 控制 图 (conventional control chart) — 
类 控制 图 . 指 中 国 国 家 标准 GB4091. 1— 4091. 9— 
83, 对 其 制订 方法 和 使 用 方法 做 出 详细 规定 的 生产 
过 程 中 常用 的 8 张 ( 对 ) 控 制图 . 

iX 8 张 ( 对 ) 控 制图 可 分 为 两 类 . 计量 值 控制 图 
有 4 对 ,它们 是 : | 

1. 均值 - 极 差 控制 图 , 即 z-R Bg. 

2. 均值 -标准 差 控 制图 , 即 z-S 图 . 

3. 中 位 数 - 极 差 控 制图 , 即 z-R 图 . 

4. 单 值 -移动 极 差 控制 图 , 即 zx-MR B. 
另 一 类 是 计数 值 控制 图 , 它 有 4 张 ,具体 是 : 

5. 不 合格 品 率 控制 图 , 即 p RI. 

6. 不 合格 品 数控 制图 , 即 np B. 

7. 单位 缺陷 数控 制图 , 即 u 图. 

8. 缺陷 数控 制图 , 即 c 图 . 

制订 和 使 用 控制 图 可 分 为 两 个 阶段 :控制 图 调 
试 阶 段 和 控制 图 使 用 阶段 . 这 两 个 阶段 的 具体 操作 
见 右 上 图 . 

异常 现象 (special situation) 统计 质量 管理 术 
语 . 指控 制图 上 点 子 的 排列 与 正 态 分 布 假设 不 相 容 
的 现象 . 以 下 是 一 些 异 常 现象 : 

1. 20 到 25 个 点 子 中 有 1 点 超出 控制 限 . 

2. 控制 限 内 连续 7 点 有 上 升 或 下 降 的 趋势 . 

3. 控制 限 内 连续 7 点 位 于 中 心 线 一 侧 . 

A. 控制 限 内 连续 11 点 中 至 少 有 10 点 位 于 中 心 
线 一 侧 . 

o. 控制 限 内 连续 14 点 中 至 少 有 12 点 位 于 中 心 
线 一 侧 . 

6. 控制 限 内 连续 17 点 中 至 少 有 14 点 位 于 中 心 
线 一 侧 . 

7. 控制 限 内 连续 20 点 至 少 有 16 点 位 于 中 心 线 
一 侧 . 


MSE mR ew 


有 
重新 收集 数据 
建立 新 的 控制 界限 
制订 与 使 用 控制 图 的 框图 


8. 控制 限 内 有 明显 多 于 2/3 BR PR TE o 的 中 
心 区 内 . 

9. 控制 限 内 有 明显 少 于 2/3 WAE o 的 中 
DEA. 

10. 控制 限 内 连续 3 点 中 至 少 有 2 YR TE 20 
和 士 3c KA. 

11. 控制 限 内 连续 7 点 中 至 少 有 3 点 落 在 士 2c 
和 士 3c KA. 

均值 - 极 差 控制 图 (mean-range control chart) 
亦 称 z-R Bg. 一 种 控制 图 . 是 用 于 同时 判断 正 态 分 
布 的 均值 和 标准 差 这 两 个 参数 是 否 保持 在 正常 状态 
下 的 一 对 控制 图 . 其 中 用 于 估计 正 态 均值 的 统计 量 
是 样本 均值 


z = ly, 
用 于 估计 正 态 标准 差 的 统计 量 是 样本 极 差 
R = Xanax — min 
这 是 在 样本 量 n< 时 用 得 最 频繁 的 一 对 控制 图 . 在 
工 图 和 R 图 中 的 任 一 张 图 上 出 现 异常 现象 时 都 要 及 
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时 查找 原因 ,采取 行动 ,使 这 种 异常 现象 不 再 延续 下 
去 ， 

元 尺 图 (元 Rchart) Bl“ (Re HA”. 

均值 -标准 差 控制 图 (mean-standard deviation 
control chart) 亦 称 x-S 图 .一 种 控制 图 . 是 用 于 
同时 判断 正 态 分 布 的 均值 和 标准 差 两 个 参数 是 否 保 
持 在 正常 状态 下 的 一 对 控制 图 . 其 中 用 于 估计 正 态 
均值 的 统计 量 是 样本 均值 


T = E a, 
用 于 估计 正 态 标准 差 的 统计 量 是 样本 标准 差 


HJ8EZJ. XE x EMS 图 中 任 一 张 图 上 出 现 异 常 现象 
时 都 要 及 时 查找 原因 ,采取 行动 ,使 这 种 异常 现象 不 
再 延续 下 去 . 

Z-S BlGr-S chart) 即 “ 均 值 -标准 差 控制 图 ”. 

中 位 数 - 极 差 控制 图 (median-range control ch- 
art) JpPK Z-R 图 .一 种 控制 图 . 是 用 于 同时 判断 正 
态 分 布 的 均值 和 标准 差 这 两 个 参数 是 否 保持 在 正常 
状态 下 的 一 对 控制 图 ,其 中 用 于 估计 正 态 均值 的 统 
计量 是 样本 中 位 数 T, ERITREA Bt ”的 奇偶 性 ， 
Bp 

O PERPARA (n 为 奇数 )， 

” “(样本 中 间 两 个 数 的 平均 (x 为 偶数 ); 

用 于 估计 标准 差 的 统计 量 是 样本 极 差 

R= uu ss 
这 一 对 控制 图 的 使 用 最 为 简单 ,计算 量 最 少 , 适 合 于 
对 样本 均值 未 计算 仍 感 不 便 的 使 用 者 . 虽 精 度 有 所 
损失 ,但 使 用 控制 图 总 比 不 使 用 有 收获 . 

F T RA R 图 中 , 任 一 张 图 出 现 异 常 现象 时 ， 
都 要 及 时 查找 原因 ,采取 行动 ,使 这 种 异常 现象 不 再 
延续 下 去 . 

Z-R [E CZ-R control chart) 
控制 图 ”. 

单 值 -移动 极 差 控制 图 (singte value-moving 
range control chart ) 亦 称 z-MR 图 .一 种 控制 图 . 
是 在 特定 场合 (一 次 只 能 获得 一 个 数据 ) 下 用 于 同时 
判断 正 态 分 布 的 均值 和 标准 差 两 个 参数 是 否 保 持 在 
正常 状态 下 的 一 对 控制 图 . 如 液体 浓度 ,由 于 在 短 时 
间 内 液体 浓度 是 均匀 的 ,无 需 抽 多 个 样品 ,一 次 只 需 
抽检 一 个 样品 的 浓度 ;又 如 复杂 的 化 学 分 析 , 生 物 培 
养 或 破坏 性 检查 ,由 于 成 本 高 或 时 间 长 ,一 次 只 能 检 
查 一 个 样品 . 

在 构造 x-MR 图 中 ,用 于 估计 正 态 均值 的 统计 
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即 “ 中 位 数 - 极 差 


量 就 是 一 个 样品 的 观察 值 ,用 于 估计 标准 差 的 统计 
量 就 是 相 邻 二 个 样品 观察 值 之 差 的 绝对 值 . 

TE x 图 和 RR 图 中 , 任 一 张 图 出 现 异常 现象 时 都 
要 及 时 查找 原因 ,采取 行动 ,使 这 种 异常 现象 不 再 延 
续 下 去 . 

ZX-MR 图 (x-MR chart) 
制图 ”. 

不 合格 品 率 控制 图 (control chart for fraction 
defective)” 亦 称 p 图 .一 种 控制 图 . 是 用 于 判断 二 
项 分 布 的 惟一 参数 (不 合格 品 率 ) 是 否 保持 在 正常 状 
态 的 一 张 控制 图 . 其 中 用 于 估计 不 合格 品 率 的 统计 
量 是 样本 中 的 不 合格 品 数 在 样本 中 所 占 的 比率 . 当 
p 图 上 出 现 异常 现象 时 要 及 时 查找 原因 ,采取 行动 ， 
使 这 种 异常 现象 不 再 延续 下 去 . 

p EC chart) 即 “ 不 合格 品 率 控制 图 ”. 

不 合格 品 数控 制图 (control chart for number 
of defectives) 亦 称 np 图 .一 种 控制 图 . 是 用 于 判 
断 一 过 程 的 不 合格 品 数 是 否 保持 在 正常 状态 下 的 一 
张 控制 图 . 其 中 用 于 估计 不 合格 品 数 的 统计 量 是 样 
本 中 的 不 合格 品 数 ,但 要 求 所 用 样本 的 容量 都 相等 . 
当 np 图 上 出 现 异 和 常 现象 时 要 及 时 查找 原因 ,采取 行 
动 , 使 这 种 异常 现象 不 再 延续 下 去 . 

np 图 (np chart) ” 即 “ 不 合格 品 数 控制 图 ”. 

单位 缺陷 数控 制图 (control chart for defects 
per unit) JPK u 图 .一 种 控制 图 . 是 用 于 判断 泊 松 
分 布 的 惟一 参数 (单位 产品 缺陷 数 ) 是 否 保持 在 正常 
状态 下 的 一 张 控 制图 . 其 中 用 于 估计 单位 产品 缺陷 
数 的 统计 量 是 样本 中 的 缺陷 数 与 样本 中 的 单位 产品 
数 之 比 . 例如 有 如 下 两 个 样本 ,其 中 一 个 方 框 表示 一 
个 单位 产品 , XX 表示 缺陷 , 则 可 算得 单位 产品 缺陷 
数 . 


即 “ 单 值 -移动 极 差 控 


" 本 [xx| x | xx] 
单位 产品 数 ni—4 ns 二 2 
ik 陷 数 £19 cz 一 3 
单位 产品 缺陷 数 um 1.25 u=>=1.5 


当 x 图 上 出 现 异 常 现 象 时 要 及 时 查找 原因 ,采取 行 
动 ,使 这 种 异常 现象 不 再 延续 下 去 . 

u 图 (zx chart) 即 “ 单 位 缺陷 数控 制图 ”. 

缺陷 数控 制图 (control chart for number of de- 
fects) ” 亦 称 c 图 .一 种 控制 图 . 是 用 于 判断 一 过 程 
的 缺陷 数 是 否 保持 在 正常 状态 下 的 一 张 控 制图 . 其 
中 用 于 估计 缺陷 数 的 统计 量 是 样本 中 的 缺陷 数 , 但 
要 求 所 用 样本 的 容量 都 是 相等 的 , 当 c 图 上 出 现 异 
党 现象 时 要 及 时 查找 原因 ,采取 行动 ,使 这 种 异常 现 
象 不 再 延续 下 去 . 


c ÆC chart) 即 " 缺 陷 数 控制 图 ” 

计数 型 累积 和 图 (cusum chart for counted 
data) 一 种 效率 更 高 的 计数 型 控制 图 . 所 用 的 统计 
量 是 从 逐次 抽取 的 样本 中 检 出 不 合格 品 数 (或 缺陷 
Ha 对 其 参考 值 & 值 的 偏差 的 累积 和 


Cm 一 2 (一 k), 


其 中 m 为 累计 抽取 的 样本 数 , 当 累积 和 cc 超过 规 
XE AY Fl XE EB. A 时 , 则 判定 过 程 有 异常 ,应 及 时 查找 原 
因 .采取 行动 ,使 过 程 转 人 正常, 然后 从 零 开 始 再 重 
复 上 述 步骤 . 厂 以 样本 序号 m 为 横 坐 标 和 累积 和 Cm 
为 纵 坐 标 描 点 , 亦 可 用 得 到 的 图 面 信息 来 判定 过 程 
是 否 有 异常 现象 ,其 中 与 h 是 根据 一 定 要 求 确定 
的 .一些 (4,h) 值 可 在 国家 标准 GBA. 887 一 85 rp dX 
到 . 

多 目标 控制 图 (multitarget control chart) — 
种 控制 图 . 是 同时 控制 两 个 或 多 个 相互 依赖 的 目标 
的 控制 图 . 目前 研究 最 多 的 是 两 目标 控制 图 . 

过 程 能 力 指 数 (process capability index) 衡 
量 生产 过 程 的 一 个 指标 . 过 程 满足 顾客 要 求 能 力 大 
小 的 一 种 指数 , 它 的 计算 是 在 如 下 两 个 假设 下 进行 
的 : 

l. 过 程 受 探 ,过程 输出 的 质量 特性 z 服从 正 态 
分 布 NCu, o). 

2. 产品 的 规格 限 ( 下 规格 限 LSL 和 上 规格 限 
USL) 能 准确 反映 顾客 (如 使 用 者 .订货 人 .下 道 工序 
的 操作 者 等 ) 的 要 求 . 因此 这 种 规格 限 应 是 用 文件 形 
式 下 达 的 ( 半 ) 产 品 要 求 . 

过 程 能 力 指 数 的 计算 也 有 潜在 型 和 实际 型 之 
分 . 潜在 过 程 能 力 指数 c, 是 规格 限 的 宽度 (USL 一 
LSL) 与 过 程控 制 限 的 宽度 60 之 比 , 即 
ES USL — LSL 
p Go : 
例如 ,印刷 电路 板 阻 抗 的 规格 限 为 100 土 10Q, 而 生 
产 线 上 该 项 阻抗 X~N C92. 37,2.75) ,阻抗 偏 低 ， 


其 潜在 过 程 能 力 指数 为 
|. 110—90 | 
Ub 52075 c bee 


这 个 指数 尚 可 ,但 其 不 合格 品 率 可 算得 为 0.19, 原 


因 在 于 正 态 均值 y= 二 92. 37 与 规格 中 心 
USL -ELSOD . 
2 
TH EB E e. 实际 过 程 能 力 指数 cy 是 下 规格 限 过 程 能 

力 指数 


M 100 


_ #— LSL 


与 上 规格 限 过 程 能 力 指数 


之 间 的 最 小 值 , 即 
Cy, = MIN CCLC) 
T EG AE 7 
_ USL-LSL | lu — M| 
60 30 
= CL = Rss 
Am 
2| — M| 
USL — LSL’ 
在 印刷 电路 板 阻 抗 的 例子 中 ,可 算得 实际 过 程 能 力 
指数 为 


Cp = min 


— 


95. ot 77-90- LIO 57-92-91 = 0. 29 
QC 2.15. * dodo em 


当 工 程 师 采取 行动 ,把 阻抗 的 分 布 调整 到 
NTO00.8352226205 
这 时 两 种 过 程 能 力 指数 分 别 为 
c,,7min(l1. 35,1. 60) — 1. 35, 

_ 110— 90 
6X2. 26 

两 者 就 较为 接近 了 . 
”潜在 过 程 能 力 指数 (potential process capabili- 

ty index) ” 见 “ 过 程 能 力 指数 ”. 

实际 过 程 能 力 指数 (practical process capability 
见 “ 过 程 能 力 指 数 ”. 

MÆ (measurement) ”统计 质量 管理 术语 . 指 
赋值 给 具体 事物 ,并 用 来 表示 它们 在 指定 特性 上 的 
(大 小 、 多 少 等 ) 关 系 . 所 赋 之 值 称 为 测量 值 ,或 测量 
结果 ,或 数据 . 

量具 (gauge) ”观测 数据 使 用 的 工具 . 是 用 来 获 
得 测量 结果 的 装置 . 包括 用 来 测量 合格 与 不 合格 的 
装置 . 

测量 系统 (measurement system)) 测量 涉及 
的 各 类 对 象 . 是 用 来 对 被 测 特性 赋值 的 操作 、 程 序 、 
量具 、 设 备 、 软 件 
和 操作 人 员 的 集 
合 , 并 用 来 获得 测 
量 结果 . 一 个 测量 
系统 可 看 做 一 个 
过 程 , 测 量 数 据 可 
看 做 该 过 程 的 输 
出 特性 值 ( 见 图 ) xoc RE SERI FH z-R 图 或 区 一 S 图 来 
评价 测量 系统 . 

42 Æ Æ (process variation) 统计 质量 管理 
的 基本 概念 之 一 . 指 99%% 的 过 程 输出 值 所 占 区 间 的 
长 度 , 记 为 PV. 在 测量 值 zx ARMIES BN (pz, 0") 
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index) 


操作 一 ~ 
程序 一 | 事 
设备 一 ~ 
软件 一 > 


Aic 


测量 系统 框图 


数据 (测量 结果 ) 


AY, PV =5. 150, W A. 
例如 对 某 物 体重 复 测 
量 6 次 ,得 数据 217, 
216, 216, 214, 212, "A 
125, HR 2$ R=5, Æ di str E 
正 态 分 布 假设 下 ,测量 

值 的 标准 差 


5 天 一 5 2. 534= 1. 97. 


其 中 d, 是 将 极 差 R 折算 为 6 的 调整 量 , 于 是 该 过 程 
"up 25 
PV —5.156—]10. 15. 
这 表明 :该 测量 过 程 ( 即 测量 系统 ) 在 测 该 物体 时 ， 
99% 的 测量 值 将 散布 在 长 度 为 10. 15cm 的 区 间 上 . 
fat (bias) 测量 的 误差 . 是 测量 结果 的 均值 
与 基准 值 的 差 ( 如 图 ). 而 基准 值 


基准 值 可 通过 更 高 级 别 的 

量具 进行 多 次 测量 , 取 其 A hey | 
平均 来 确定 . 偏 倚 就 是 随 | 

机 误差 . 例如 ,对 一 样品 测 

量 5 次 ,得 测量 值 ( 单 位 : 观测 的 平均 值 


mm) 0. 75, 0. 80, 0. 70, 
0. 75,0. 80, 其 均值 元 =0.76mm , 若 该 样品 用 更 高 级 
别 量具 测量 得 均值 为 0. 80mm, Ml fj fH 0. 76— 
0. 80— —0. 04. 

重复 性 (repeatability) ” 亦 称 设备 的 变 差 . 统计 
质量 管理 的 基本 概念 之 一 . Re SDM ERA 
同一 量具 对 n( 之 1) 个 产品 的 同一 质量 特性 各 进行 


m( 之 2) 次 重复 测量 所 获得 的 变 差 . 记 为 EV ,计算 公 


式 为 

EV =5. 150.. 
其 中 o 为 重复 测量 的 标准 差 . 研究 重复 性 的 前 提 
是 :过 程 受 控 , 质 量 特性 服从 正 态 分 布 . 例如 ,2 位 测 
量 员 用 同一 量具 对 5 个 零件 直径 各 进行 3 KERM 
E ,获得 如 下 数据 : 


|o WERL | 1 测量 员 2 


| 
Moe 
ra [rar [azo [ar [ane [ane as [ane 
ma s [ro|eo[vo| zo [eo | eo [| eo] oo | oo 


TE T-S 图 上 显示 出 测量 过 程 受 控 , 再 计算 极 差 平均 
(E R=25/10=2.5.H R 可 算得 重复 测量 的 标准 差 
R 2.5 


= d; 1.72 1. 45. 


其 中 
d;' =d;* (m,g) 
为 调整 量 , 可 从 专门 表 上 查 得 ,m 为 重复 测量 次 数 ， 
g 二 样品 数 X 测 量 员 人 数 二 nk. 最 后 算得 该 测量 过 
程 ( 即 量具 ) 的 重复 性 
EV=5.15X1.45=7. 47. 

HM (reproducibility) ” 亦 称 测量 员 的 变 差 . 
统计 质量 管理 的 基本 概念 
之 一 . 指 由 有 &( 关 2) 位 测量 


员 用 同一 量具 对 n( 之 1) | 
个 产品 的 同一 质量 特性 各 LA N 


进行 m( 宇 2) 次 重复 测量 | | 操作 者 C 
时 ,各 位 测量 员 的 测量 均 | | 操作 者 A 
值 的 变 差 ( 见 图 ). 简单 地 再 现 性 


说 ,再 现 性 就 是 测量 员 在 测量 技术 上 的 变 差 . 它 的 计 
算 公式 为 


AV = 5. 150,, 

2 

2 2 6, 
O, EE 0, E nm’ 


其 中 o 是 重复 测量 的 方差 ， 


ee Vu i 
| ° d,* 
Lmax S Xmin 分 别 是 & 位 测量 员 的 & 个 测量 均值 中 的 
最 大 值 与 最 小 值 ,4d;* =d: bm,1) 可 从 专门 表 上 查 
得 . 例如 ,在 重复 性 的 例子 中 ， 
p= 9 WH 5 = By VW —1.45^, 
qus CÓ 一 Tuis) 
ier o get 
= (216. 9 — 216. 3/1. 41 
— 0. 43. 


二 0,43 一 1. Oe 
= 0;.29% 
o,= 0.54. 
最 后 算得 该 测量 过 程 ( 即 量具 ?的 再 现 性 
AV 2:5, 15x 0. 54-2. 78. 
ete (linearity) 一 种 测量 术语 . 是 对 测量 系 
统 的 一 项 合理 要 求 . 它 要 求 在 量具 量程 内 , 偏 倚 » 是 
基准 值 z 的 线性 函数 . 这 项 要 求 在 量程 较 低 部 分 
(基准 值 小 ), 偏 倚 要 小 ;在 量程 较 高 部 分 (基准 值 
大 ), 偏 倚 允 许 大 一 些 , 且 按 线性 增长 ( 见 下 图 ). 线性 
还 是 评价 测量 系统 的 一 个 指数 , 它 定义 为 该 直线 斜 
率 5 的 绝对 值 与 过 程 变 差 PV 的 乘积 , 即 
线性 = |b| XPV 
它 是 愈 小 全 好 的 指标 ,减少 过 程 变 差 或 压低 直线 斜 
率 都 可 使 线性 减少 . 


HR EEG | 
de | Kiii | 
| 
观测 的 平均 什 观测 的 平均 值 
量程 的 较 低 部 分 量程 的 较 高 部 分 


测量 系统 的 重复 性 与 再 现 性 的 变 差 (measure- 
ment system variation for repeatability and repro- 
ducibility) 统计 质量 管理 的 基本 概念 之 一 . 是 评价 
测量 系统 好 坏 的 重要 指标 . 简 记 为 R&R. ERD 
好 ,其 计算 公式 为 
R&R= EVY + (AV)? 


= 5.15 Va + o, 

= b. 156,; 
其 中 EV 和 AV 分 别 为 重复 性 和 再 现 性 ,ao 为 服从 
正 态 分 布 的 测量 值 的 方差 ,ca* 为 重复 测量 的 方差 ， 

Om 一 0 十 
称 为 重复 性 与 再 现 性 的 方差 ,an 称 为 重复 性 与 再 现 
性 的 标准 差 . | 
重复 性 和 再 现 性 的 变 差 在 总 变 差 中 所 占 的 百 分 

比 〈 简 记 为 %%R&R) 愈 小 愈 好 ,用 它 来 评价 测量 系统 
(或 量具 ) 是 否 可 以 使 用 . 它 的 计算 公式 为 


% RER = = ROR X 100% 


E. 0 
= 5. X 100% 


Mo 十 ao 


= ————— X 100%. 


V o, co, +a,’ 


R&R=5. 15o,, 
是 测量 系统 重复 性 与 再 现 性 的 变 差 ， 

On =0 十 ao 
是 重复 性 与 再 现 性 的 方差 ， 

TV —5. 15er 
是 测量 系统 的 总 变 差 ， 

or =a,’ +a +a,’ 

是 测量 系统 的 总 方差 ,o。 是 产品 间 的 方差 ,例如 ,一 
测量 员 用 一 量具 分 别 对 个 零件 同一 质量 特性 xz 各 
测量 一 次 , 共 得 n 个 测量 值 LiT"? Ene 零件 间 的 
标准 差 


其 中 


rU 
当 ?” 较 大 时 可 用 样本 方差 计算 o," B 


n 1 
1 EPG 
poi z)?! 


Op 一 


2 = 
Op 


统计 质量 管理 


其 中 去 为 样本 均值 ,d; 为 将 极 差 R 折算 为 os 的 调 
整 量 . 

全 数 检 验 (total inspection) 一 种 检验 方法 . 
是 对 每 件 产品 逐一 检验 ,以 判断 其 是 否 合格 的 一 种 
检验 方法 . 这 种 方法 只 在 少数 特定 场合 下 使 用 . 如 批 
量 小 .单价 高 的 产品 , 稍 有 一 点 缺陷 就 会 带 来 巨大 损 
失 的 产品 ,以 及 量具 和 各 种 测量 仪表 等 . 

抽样 检验 (sampling inspection) 一 种 检验 方 
法 . 用 统计 方法 从 一 产品 批 ( 参 见 “ 产 品 批 ”) 中 随机 
抽取 部 分 样品 进行 检查 ,从 检查 结果 判定 是 接收 还 
是 拒 收 该 产品 批 的 一 种 检验 方法 . 抽样 检验 常 按 事 
先 设计 好 的 抽样 检验 方案 进行 . 抽样 检验 方案 有 多 
种 , 按 单 位 产品 质量 特性 的 不 同 ,抽样 检验 方案 可 分 
为 计数 型 与 计量 型 两 大 类 ;每 类 中 又 可 按 抽样 次 数 
分 为 一 次 抽样 检验 方案 、 二 次 抽样 检验 方案 、 多 次 抽 
样 检验 方案 和 序 贯 抽样 检验 方案 等 . 无 论 哪 种 抽样 
检验 方案 的 制订 ,都 要 根据 生产 方 与 使 用 方 的 要 求 ， 
用 统计 方法 规定 样本 量 和 确定 接收 准则 . 

单位 产品 Cunit product) ”抽样 检验 的 基本 概 
念 之 一 . 它 是 为 实施 抽样 检验 的 需要 而 划分 的 产品 
的 基本 单位 .有 的 单位 产品 目 然 形 成 ,如 一 块 集成 电 
路 一 台 空调 器 、 一 双 皮 鞋 等 ;有 的 单位 产品 要 人 们 
按 一 定 的 长 度 、 面 积 、 重 量 等 去 划分 才能 形成 . 如 一 
升水 、 一 千克 小 麦 、 一 米 光纤 等 . 

单位 产品 质量 特性 (quality characteristic of u- 
抽样 检验 的 基本 概念 之 一 . 是 用 来 表 
示 单 位 产品 质量 的 指标 ,如 一 台 空 调 器 ,从 开始 使 用 
到 第 一 次 需要 维修 的 时 间 , 一 升 自 来 水 中 大 肠 干 菌 
的 个 数 等 .单位 产品 质量 特性 可 分 为 二 类 :计量 的 和 
计数 的 . 可 用 仪器 测量 并 用 实数 表示 的 质量 特性 称 
为 计量 质量 特性 ,如 机 械 轴 的 直径 、 灯 泡 的 寿命 等 . 
可 用 非 负 整数 表示 的 质量 特性 称 为 计 点 的 ,如 一 匹 
布 上 的 疲 点 数 , 一 铸件 上 的 沙眼 数 等 ;还 有 一 些 单位 
产品 只 分 合格 与 不 合格 ,这 样 的 质量 特性 称 为 计件 
的 , 计 点 的 与 计件 的 质量 特性 统称 为 计数 质量 特性 . 

产品 批 (lot of units) 抽样 检验 的 基本 概念 之 
一 . 是 为 实施 抽样 检验 需要 而 汇总 起 来 的 徊 干 单位 
产品 的 全 体 . 通常 可 按 生产 和 流通 过 程 自然 形成 . 如 
一 个 投料 批 、 一 船 小 麦 , 一 工人 一 天 生产 的 产品 等 . 
一 般 还 要 求 同 批 产 品 是 在 生产 稳定 条 件 下 由 同型 号 
同 规格 产品 组 成 . 

批量 (size of lot) 抽样 检验 的 基本 概念 之 一 . 
是 一 产品 批 中 所 含 单 位 产品 的 个 数 . 常用 大 写字 和 母 
N Xm. 

批 的 质量 (quality of lot) 抽样 检验 的 基本 概 
念 之 一 . 是 衡量 一 产品 批 好 坏 的 质量 特性 . 对 不 同 的 
单位 产品 的 质量 特性 ,应 选用 不 同 指标 表示 其 批 的 
质量 . 对 计件 的 质量 特性 ,常用 “不 合格 品 率 ”; 对 计 
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点 的 质量 特性 ,常用 "每 百 单位 产品 中 的 平均 缺陷 
数 ”; 对 计量 的 质量 特性 ,常用 其 均值 ,标准 差 或 变异 
系数 . 

一 次 抽样 检验 方案 (single sampling inspection 
plans) 一 种 最 简单 .最 常用 的 抽样 检验 方案 . 以 计 
数 型 一 次 抽样 检验 方案 为 例 , 它 由 三 个 数 (N n.) 
确定 ,其 含义 是 :从 批量 为 N 的 一 个 产品 批 中 随机 
抽取 容量 为 n 的 样本 ,对 样品 中 的 产品 逐一 检验 v 
其 中 不 合格 品 数 4 不 超过 合格 判定 数 c, 则 接收 该 
产品 批 ; 若 4 之 c, 则 拒 收 该 产品 批 . 其 操作 过 程 可 利 
用 合格 判定 数 c, 当 dc 时 接收 ; 当 dct 拒绝 . 

二 次 抽样 检验 方案 (double sampling inspec- 
tion plans) 一 种 抽样 检验 方案 . 它 可 能 需要 从 一 
产品 批 中 随机 抽取 两 个 样本 来 推断 该 产品 批 是 否 可 
接收 .以 计数 型 二 次 抽样 检验 方案 为 例 , 它 由 7 个 数 
(Nonin: A An R ROME RALE: MAEA 
AN 的 产品 批 中 先 抽取 一 个 样本 ,其 样品 量 为 mE 
不 合格 品 数 ds 委 4, 则 接收 该 产品 批 ; 知 d SR, DU 
拒 收 该 产品 批 ; 各 A <d <Ri, 则 不 作 判 断 , 继 续 抽 
取 容 量 为 n 的 第 二 个 样本 ,车 两 个 样本 中 的 不 合格 
im HJ RIP di d; A, MI Be VA its 4 di 十 
ds 宇 R;, 则 拒 收 该 产品 批 .一般 常 有 R, 二 4; 十 1. 该 

二 次 抽样 检验 方案 的 操作 过 程 见 框图 . 


S 
T 的 样本 


a 的 样本 


jE 收 


二 次 抽样 检验 框图 


多 次 抽样 检验 方案 (multiple-sampling inspec- 
tion plans) 二 次 抽样 检验 方案 的 推广 . 国家 标准 
GB2828 一 87《 逐 批 检查 计数 抽样 程序 及 抽样 表 》 中 
含有 计数 型 五 次 抽样 检验 方案 . 它 可 能 需要 从 一 产 
品 批 中 抽取 五 个 样本 来 推断 该 产品 批 是 否 可 以 接 
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A. 它 由 如 下 16 T ON oni no nis nis ns, Ais Az, 
A3, A45 A55 Ris Ro, Rs Ras R) axe Hn N 是 批量 ， 
ni Ai Ri 分 别 是 第 1 抽取 的 样本 容量 ,合格 判定 数 、 
不 合格 判定 数 ,i=1,2,…,5. 其 操作 如 同 二 次 抽样 
检验 方案 . 当前 四 次 抽样 检验 结果 尚 不 能 做 出 判断 
时 , 即 A 过 di 十 ds 十 ds 十 dy 过 Rs 时 , 则 需 抽 取 容 量 
为 Ns 的 第 五 个 样本 . 若 其 中 不 合格 品 数 ds 与 前 四 
个 样本 的 不 合格 品 数 之 和 :di 十 ds 十 ds 十 di 十 4d; 和 
As 时 , 则 接收 该 产品 批 ; 奉 di 十 dz 十 ds 十 ds 十 ds 之 
Rs 时 , 则 拒 收 该 产品 批 , 其 中 R;=A;+1. 


接收 概率 (probability of acceptance) ”抽样 检 
验 的 基本 概念 之 一 . 它 是 根据 给 定 抽样 检验 方案 判 


定 一 产品 批 可 以 接收 的 概率 .不 同 的 抽样 检验 方案 ， 
其 接收 概率 的 表达 式 是 不 同 的 ,如 计数 型 一 次 抽样 
检验 方案 (N,n,c) 的 接收 概率 L(p) 可 用 超 几 何 分 
布 算得 
L(p) = P(X <c) 
NGO 一 mal N 


ON 
H » P n—d n 

其 中 p 为 一 产品 批 中 的 不 合格 品 率 ,X BABA n 
的 样本 中 不 合格 品 数 , 接 收 概率 L(p) 是 不 合格 品 率 
p IERI EBEN 和 厂 方 与 用 户 要 求 ,可 
由 L(p) 定 出 需 抽检 的 样本 量 x 和 合格 判定 数 c, 对 
不 同 的 一 次 抽样 检验 方案 , 亦 可 用 此 接收 概率 比较 
其 好 坏 , 故 接 收 概率 亦 称 为 抽样 特性 函数 或 操作 特 

表征 接收 概率 (抽样 特性 函数 ) 的 曲线 , 称 为 抽 
样 特性 曲线 , 亦 称 OC 曲线 . 以 计数 型 一 次 抽样 检验 
方案 的 接收 概率 L(p) 为 例 , 它 是 在 区 间 [L0,1j 上 的 
下 降 曲 线 ,p 愈 小 接收 
概率 L(p) 愈 大 , 随 着 p Lo 
的 逐渐 增加 ,接收 概率 
Lip KAU). 这 是 符 OY 
合 厂 方 与 用 户 双 方 期 
望 的 ,大 家 都 希望 以 高 
概率 接收 高 质量 (其 p 
小 ) 的 产品 批 ,同时 又 计数 型 一 次 抽样 检验 方案 曲线 
以 小 概率 接收 低 质 量 ( 其 p 大 ) 的 产品 批 .一 般 地 ， 
OC 曲线 的 中 段 愈 陡 ,相应 的 抽样 检验 方案 愈 灵敏 ， 
du er. 

抽样 特性 曲线 (operating characteristic curve) 
见 “ 接 收 概 率 ”. 

OC 曲线 (operation characteristic curve) J 
“接收 概率 ”. 

平均 抽检 量 (average amount of inspection) 
抽样 检验 的 基本 概念 之 一 . 是 执行 一 个 抽样 检验 方 
案 所 需要 抽取 产品 的 平均 个 数 . 它 是 衡量 一 个 抽样 


bd 


L(p) 
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检验 方案 好 坏 的 一 个 重要 指标 ,平均 抽检 量 愈 小 就 
愈 能 节省 人 力 和 物力 .不 同 的 抽样 检验 方案 有 不 同 
的 平均 抽检 量 的 计算 公式 .例如 ,对 计数 型 二 次 抽样 
检验 方案 
CN 

其 平均 抽检 量 为 

fi |. Pd, < AL + Pd) RJ 

+ ortn PA Kd RO. 
一 般 地 ,二 次 抽样 检验 方案 的 平均 抽检 量 要 比 一 次 
抽样 检验 方案 的 抽检 量 要 少 . 

厂 方 风险 (producer’s risk) ”抽样 检验 的 基本 
概念 之 一 . 是 犯 第 一 类 错误 ( 弃 真 ) 的 概率 . 即 在 抽样 
检验 中 把 合格 批 当 做 不 合格 批 而 拒 收 的 概率 , 记 为 
a. 例如 ,规定 一 产品 批 的 不 合格 品 率 PRL MN AG 
格 批 . 现 有 一 产品 批 由 400 件 组 成 ,其 中 有 4 件 不 合 
格 品 ,应 为 合格 批 .但 按 一 次 抽样 检验 方案 

CN ,n,c) = (400,30,1) 
抽取 30 件 进行 检验 时 ,发 现 其 中 有 2 件 不 合格 品 ， 
按 该 方案 规定 ,应 拒 收 该 产品 批 , 这 就 是 犯 了 第 一 类 
错误 ,把 合格 批 当 做 不 合格 批 而 拒 收 了 ,从 而 厂 方 吃 
亏 了 .为 了 不 使 厂 方 经 常 吃亏 ,在 制定 抽样 检验 方案 
时 , 厂 方 风 险 a AAA, HR 0.01 到 0. 10 之 间 的 
SET AX. 

用 户 风 险 (consumer’s risk) 抽样 检验 的 基本 
概念 之 一 . 是 犯 第 二 类 错误 的 概率 . 即 在 抽样 检验 中 
把 不 合格 批 当 做 合格 批 而 接收 的 概率 , 记 为 B. 例 
如 ,规定 一 产品 批 的 不 合格 品 率 p 宇 0. 05 时 为 不 合 
格 批 , 现 有 一 产品 批 由 400 件 组 成 ,其 中 有 25 件 不 
合格 品 ,应 为 不 合格 批 ,但 按 一 次 抽样 检验 方案 
(400,30,1) 抽 取 30 件 进行 检验 时 ,发 现 只 有 1 件 不 
合格 品 , 按 该 方案 规定 ,应 接收 该 产品 批 , 这 就 犯 了 
第 二 类 错误 ,把 不 合格 批 当做 合格 批 而 接收 了 . 从 而 
用 户 吃 亏 了 . 为 不 使 用 户 经 常 吃亏 ,在 制定 抽样 检验 
方案 时 ,用 户 风 险 8 一般 不 宜 过 大 , 常 取 0.05 到 
0. 20 之 间 的 某 个 数 . 

合格 质量 水 平 (acceptable quality level) 简称 
AQL. 抽样 检验 的 基本 概念 之 一 . 以 计数 型 抽样 检 
验 为 例 , 厂 方 可 接受 的 不 合格 品 率 的 上 限 值 p. 就 是 
AQL. 当 不 合格 品 率 

pAQL 
时 ,认为 是 高 质量 的 产品 批 ,应 以 高 概率 接收 该 产品 
批 . 

过 程 平均 不 合格 品 率 (process average rate of 
defectives) 简称 过 程 平均 . 抽样 检验 的 基本 概念 
之 一 . 它 定 义 为 

yep + d, 
Hp cr 
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其 中 Nis Nos?” 40, 为 从 连续 生产 的 k 个 产品 批 中 依 
次 随机 抽取 的 k 个 样本 的 容量 sdisd2s* sd; 分 别 为 
此 个 样本 经 检验 后 的 不 合格 品 数 . 该 过 程 平均 表 
示 一 段 时 间 的 连续 生产 中 不 合格 品 率 的 估计 值 . 者 
此 种 过 程 平均 累积 了 若干 个 , 壁 如 m 个 , 记 为 pi， 
Bost ,Pm; 且 它们 都 是 生产 稳定 下 的 记录 , 则 其 中 的 
最 大 值 

max {P1 s Pitt Pm} 
可 作为 AQL 的 估计 值 . 

过 程 平 均 (process average) 
合格 品 率 ”. 

极限 质量 水 平 (limiting quality level) 简称 
LQL. 抽样 检验 的 基本 概念 之 一 . 以 计数 型 抽样 检 
验 为 例 , 用 户 不 能 接受 的 不 合格 品 率 的 下 限 值 pi 就 
是 LQL. 当 不 合格 品 率 

P-LQL 
时 ,认为 是 低 质 量 的 产品 批 , 应 以 高 概率 拒 收 该 产品 
fit. 

标准 型 抽样 检验 方案 (standard sampling in- 
spection plans) 一 种 抽样 检验 方案 . 是 一 种 两 类 风 
险 ( 厂 方 风险 和 用 户 风 险 ) 都 得 到 控制 的 抽样 检验 方 
案 . 如 在 计数 型 抽样 检验 方案 的 制定 中 ,双方 ( 厂 方 
与 用 户 ) 共 同 商 定 如 下 四 个 参数 ; 厂 方 风 险 a, 用 户 
风险 8, 合 格 质 量 水 平 po( 又 称 AQL), 极 限 质 量 水 
Æ pi (po 二 p1), 根 据 这 四 个 参数 ,利用 接收 概率 
LC(p) 可 列 出 如 下 两 个 不 等 式 

Lh] 

LG) x B 
由 此 解 出 样本 量 ”和 合格 判定 数 c, 即 得 标准 型 一 
次 抽样 检验 方案 CN ,n,c), 其 中 批量 N 根据 实际 情 
况 确 定 . 

AQL 方案 (acceptable quality level plans) 一 
种 抽样 检验 方案 . 是 只 根据 三方 风险 a 和 合格 质量 
KF pe 而 制定 的 抽样 检验 方案 ,是 主要 考虑 厂 方 利 
益 的 方案 . 用 户 接 收 此 种 方案 的 前 提 是 ; 厂 方 有 连续 
稳定 生产 且 能 满足 用 户 要 求 的 历史 . 在 此 前 提 下 ,用 
户 为 减少 检验 工作 和 费用 ,而 同意 采用 AQL 方案 . 
在 选用 AQL 方案 时 , 常 配 一 个 加 严 抽样 方案 ,一 旦 
发 现 产 品质 量变 坏 或 生产 不 稳定 时 ,立即 改 用 加 严 
抽样 方案 来 保护 用 户 利益 . 

LTPD 7; € (lot tolerance percent defective 
plans) 一 种 抽样 检验 方案 .是 只 根据 用 户 风险 8 
和 极限 质量 水 平 pi 而 制定 的 抽样 检验 方案 ,是 主要 
考虑 用 户 利益 的 方案 . 主要 用 于 小 批量 试 生 产 和 单 
独 提 交 的 少数 批 的 抽样 检验 方案 . 

调整 型 抽样 检验 方案 (sampling inspection 
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即 “ 过 程 平 均 不 


plans with adjustment) 一 种 抽样 检验 方案 . 是 一 
种 随 着 产品 批 质 量变 化 可 对 抽样 检验 方案 进行 调整 
《加 严 或 放宽 ) 的 抽样 检验 方案 . 它 通常 由 三 个 AQL 
方案 和 一 套 转 换 规则 组 成 ,具体 组 成 方式 是 ; 

l. 正常 AQL 方案 . 是 当 过 程 平均 接近 合格 质 
量 水 平 (AQL) 时 采用 的 抽检 方案 . 若 连 续 五 批 或 不 
足 五 批 中 有 两 批 不 合格 , 则 从 正常 转 到 加 严 ; 硅 下 列 
条 件 同 时 满足 :连续 十 批 合 格 且 累计 不 合格 品 数 不 
超过 规定 的 限制 数 、 生 产 正常 ,主管 质量 部 门 同意 
时 , 则 由 正常 转 到 放宽 . 

2. 加 严 AQL 方案 . 是 当 过 程 平均 显著 劣 于 
AQL 时 采用 的 抽检 方案 . 若 连续 五 批 合格 , 则 从 加 
严 转 到 正常 ; 若 累 计 五 批 不 合格 , 则 从 加 严 退 出 本 方 
案 . 

3. 放宽 AQL 方案 . 是 当 过 程 平均 显著 优 于 
AQL 时 采用 的 抽检 方案 . 当 有 一 批 放 宽 检 查 不 合 
格 .或 生产 不 正常 .或 主管 质量 部 门 认为 有 必要 回 到 
正常 检验 时 , 则 从 放宽 转 到 正常 . 

挑选 型 抽样 检验 方案 (sampling inspection 
plans with defectives replaced by nondefectives ) 
一 种 抽样 检验 方案 . 是 一 种 附加 执行 条 款 的 抽样 检 
验方 案 . 所 附加 的 执行 条 款 有 如 下 两 条 : | 

l. 当 按 抽样 检验 方案 判 为 合格 批 时 ,要 将 抽检 
样本 中 的 不 合格 品 换 成 合格 品 后 才能 出 三. 


2. 当 按 抽样 检验 方案 判 为 不 合格 批 时 ,要 将 该 


批 中 产品 逐一 进行 检验 ,并 以 合格 品 蔡 换 不 合格 品 
后 才能 出 厂 . | 

这 种 附加 执行 条 款 的 抽样 检验 方案 适用 于 非 破 
坏 性 检验 的 产品 批 . 

序 贯 抽样 检验 方案 (sequential sampling in- 
spection plans) 一 种 抽样 检验 方案 . 是 根据 似 然 比 
原则 制定 的 一 种 连续 抽样 检验 方案 . 

当 检 验 是 破坏 性 的 或 检验 代价 较 大 ,或 希望 抽 
检 量 尽量 减少 时 , 常 采用 这 种 方案 . 它 事先 不 规定 抽 
取样 本 量 , 在 抽取 一 个 产品 后 一 定 要 对 产品 批 做 出 
下 列 三 个 判断 之 一 : 

1. 接收 . 

2. 拒 收 . 

3. 再 抽 一 个 产品 . 

当做 出 前 两 个 判断 时 则 抽检 终止 . 否则 抽检 就 
继续 下 去 . 直至 得 出 接收 或 拒 收 的 判断 为 止 . 理论 研 
究 表 明 , 序 贯 抽检 方案 的 平均 抽检 量 最 小 . 需要 抽检 
量 很 大 的 概率 是 很 微小 的 ,几乎 是 不 可 能 的 . 计数 型 
序 贯 抽样 检验 方案 的 制定 ,需要 双方 商定 四 个 参数 
值 :三方 风险 a, 用 户 风险 8, 合 格 质量 水 平 pu TR BR 
质量 水 平 pi. 据 此 , 先 计算 两 个 界限 : 
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A=, B=, 


1—a’ 
设 在 第 ”次 抽检 时 累计 检 出 的 不 合格 品 数 为 w, 计 
算 似 然 比 
E pCi EN aote 
BG — p e 
X LSA 时 , 判 该 产品 批 合 格 ; 当 LSB, Al 
品 批 不 合格 ; 当 


L; 


ALB 
时 ,不 作 判 断 , 继 续 抽检 一 个 产品 . 以 上 计算 和 抽样 
从 ?2 一 1 开始 进行 ,不 断 循环 ,直到 做 出 接收 或 拒 收 
的 结论 为 止 ， 

Æ (repetition) 试验 设计 的 基本 手段 之 一 . 
在 相同 条 件 下 超过 一 次 的 试验 称 为 重复 . 试验 总 是 
有 误差 的 ,重复 就 可 以 把 试验 误差 显露 出 来 . 试验 误 
差 是 由 许多 不 可 控 因 子 的 变化 引起 的 ,常用 样本 方 
差 或 样本 标准 差 * 来 度量 : 


fme X ug =e), 
ET 


nce 


s= Js’, 

其 中 zi ,zx:，… ,x 是 nn 次 重复 的 试验 结果 ,zx 是 其 算 
术 平 均 数 .有 了 试验 误差 ,就 可 以 正确 评价 各 因子 效 
用 的 大 小 .重复 次 数 愈 多 ,试验 误差 就 会 估计 得 您 准 
确 , 从 而 可 增加 数据 分 析 结 果 的 可 信和 度 . 但 也 不 能 只 
追求 精度 ,还 要 考虑 到 重复 带 来 的 费用 增加 和 时 间 
延长 . 试验 设计 要 使 两 者 取得 平衡 . 

随机 化 (randomization) 试验 设计 的 基本 手段 
之 一 . 若 从 一 个 包含 自然 数 1 至 的 总 体 中 ,接连 不 
放 回 地 一 个 一 个 地 取出 ,直至 抽 完 为 止 ,这 一 列 数 称 
为 “ 按 随机 顺序 ”抽取 的 ; 阁 前 个 自然 数 就 与 n 次 
试验 相 联 系 , 并 把 n 个 试验 “ 按 随机 顺序 ”重新 排列 ， 
这 个 顺序 被 称 为 随机 化 了 的 ;上 述 过 程 就 称 为 随机 
化 .试验 实施 随机 化 ,可 保证 各 试验 结果 的 相互 独立 
性 ,可 抵消 不 可 控 因 子 对 试验 结果 的 部 分 影响 ,还 可 
减少 没有 考虑 到 的 因子 对 试验 结果 的 影响 . 

三 次 设计 (three steps design) 统计 质量 管理 
的 基本 概念 之 一 . 是 一 个 产品 设计 所 经 历 的 三 个 阶 
段 :系统 设计 ,参数 设计 和 容 差 设计 . 这 是 日 本 田口 
玄 一 提出 的 产品 设计 的 思路 . 其 核心 是 在 传统 的 产 
品 设计 中 增加 了 参数 设计 . 这 一 思路 已 被 愈 来 您 多 
国家 的 工程 师 和 统计 学 家 接受 . 并 在 产品 设计 中 产 
生 好 的 效果 . 

系统 设计 (system design) 统计 质量 管理 的 基 
本 概念 之 一 . 是 产品 设计 的 第 一 阶段 . 它 是 专业 人 员 
利用 专业 知识 .技术 和 经 验 对 产品 进行 的 工程 设计 ， 
使 得 能 依 此 而 制造 出 符合 顾客 要 求 的 产品 . 


参数 设计 (parameter design) 统计 质量 管理 
的 基本 概念 之 一 . 它 是 产品 设计 的 第 二 阶段 . 它 是 对 
产品 系统 设计 中 的 各 种 参数 选择 的 最 佳 搭配 ,从 而 
使 产品 的 质量 特性 波动 小 , 且 在 目标 值 周围 波 动 , 提 
高 产品 的 固有 质量 , 故 有 人 把 参数 设计 又 称 为 稳健 
设计 . 其 实 ,参数 设 计 , 既 包含 稳健 设计 ,还 包含 灵敏 
度 分 析 . 完成 这 一 阶段 设计 ,主要 使 用 各 种 试验 设计 
(DOE ) 等 统计 方法 . 

容 差 设计 (tolerance design) 统计 质量 管理 的 
基本 概念 之 一 . 它 是 产品 设计 的 第 三 阶段 . 它 是 在 参 
数 设计 基础 上 确定 产品 中 各 元 件 、 部 件 的 公差 ,并 在 
波动 允许 范围 内 尽量 选用 二 级 品 或 三 级 品 , 从 而 使 
产品 的 制造 成 本 降低 . 完成 这 一 阶段 设计 主要 用 回 
归 分 析 和 正 交 多 项 式 等 统计 方法 . 

稳健 设计 (robustness design) 统计 质量 管理 
的 基本 概念 之 一 . 稳 建 设计 致力 于 减少 产品 性 能 波 
动 的 研究 与 开发 . 它 的 主要 任务 有 如 下 两 项 : 

1. 如 何 有 效率 地 降低 顾客 手中 的 产品 性 能 波 
动 . 

2. 如 何 保证 实验 室 里 所 得 到 的 最 佳 条 件 到 生产 
线 上 或 顾客 手中 仍然 是 最 佳 的 . 

完成 稳健 设计 主要 使 用 正 交 试验 法 和 内 外 表 法 
等 统计 方法 . 

望 目 特性 (nominal-the-type characteristic ) 
统计 质量 管理 术语 . 是 愈 接近 目标 值 m (0<m<oo) 
愈 好 的 质量 特性 . 其 中 目标 值 m 是 产品 规格 中 指定 
的 值 . 如 瓷砖 的 尺寸 , 稳 压 电源 的 输出 电压 等 都 是 各 
有 目标 值 m WE E RETE. 

望 小 特性 (smaller-the-better type characteris- 
tic) 统计 质量 管理 术语 . 它 是 愈 接近 于 零 愈 好 的 
质量 特性 . 如 橡胶 轮胎 的 磨损 量 .药品 的 毒性 .测量 
误差 等 都 是 望 小 特性 . 

望 大 特性 (large-the-better type characteristic) 
统计 质量 管理 术语 . 是 您 大 愈 好 的 质量 特性 . 如 材料 
的 强度 .弹簧 的 寿命 等 都 是 望 大 特性 ， 

动态 特性 (dynamic characteristic) ”统计 质量 
管理 术语 . 它 是 目标 值 可 随 着 需要 而 变化 的 望 目 特 
PE. 如 空气 调节 顺 ( 空 调 需 ) 的 温度 是 动态 特性 ,因为 
当 人 们 希望 房间 温度 为 25C 时 ,给 它 一 个 信和 号 , 空 
调 器 就 会 在 25C 左 右 波动 ;而 当 人 们 希望 房间 温度 
为 20C 时 ,再 发 一 个 信号 ,空调 器 也 会 在 20C 左 右 
波动 , 它 是 会 随 着 人 们 需要 而 变化 的 望 目 特性 . 类 似 
地 ,汽车 的 速度 方向盘 的 转 回 角 机床 切削 的 深度 、 
轧钢 机 轧 制 钢板 的 厚度 等 都 是 动态 特性 . 假如 把 产 
品 看 做 一 个 系统 ,那么 按 人 们 意志 发 出 的 信号 就 是 
该 系统 的 输入 特性 ,而 该 系统 的 输出 特性 就 是 动态 


特性 ,这 可 从 下 图 上 直观 地 看 出 . 


噪声 因子 


NIE 


可 控 因 子 (control factor) 统计 质量 管理 的 基 
本 概念 之 一 . 它 是 在 生产 和 试验 中 水 平 可 以 指定 并 
加 以 挑选 的 因子 , 即 水 平 可 以 被 人 们 控制 的 因子 .如 
化 工 生 产 中 的 反应 时 间 、 反 应 温度 ,电镀 液 的 浓度 ， 
电路 中 的 电阻 器 和 电容 器 的 电阻 和 电容 等 都 是 可 控 
因子 . 

试验 中 考察 可 探 因子 的 目的 在 于 寻找 其 最 佳 水 
平 搭配 ,使 产品 的 质量 特性 既 接近 目标 值 ,又 波动 最 
小 ,即使 质量 特性 具有 稳健 性 . 

噪声 因子 (noise factor) 统计 质量 管理 的 基本 
概念 之 一 . 它 是 人 们 不 能 控制 、 或 很 难 控制 、 或 花费 

昂贵 才能 控制 的 因子 . 它 是 引起 质量 特性 波动 的 “元 
DX", nx d Ui Fe S| ee A v Vx 25 AD UR IR. 一 项 好 的 产品 
设计 都 应 具有 抗 品 声 因子 的 能 力 , 此 种 能 力 愈 大 , 设 
计 就 愈 完善 .因为 有 些 噪 声 因子 可 能 人 们 至 今 还 不 
知道 ,所 以 要 罗列 一 切 噪 声 因子 是 困难 的 ,但 试验 者 
要 尽量 列 出 噪声 因子 ,并 运用 工程 知识 和 经 验 去 判 
断 其 中 哪些 是 重要 的 ,哪些 可 用 试验 条 件 去 模拟 的 ， 
以 便 考察 它们 对 质量 特性 影响 的 大 小 . 为 罗列 噪声 
因子 ,可 从 外 部 噪声 .内 部 噪声 和 产品 间 噪 声 等 三 方 
面 去 考察 . 

由 产品 之 外 引发 的 一 类 品 声 称 为 外 部 噪声 . 如 
产品 生产 时 的 环境 温度 湿度. 灰 人 竺 .磁场 等 环境 条 
件 都 是 外 部 噪声 ; 又 如 小 汽车 方向 盘 的 设计 要 适应 
老人 与 年 轻 人 .男人 与 女人 ,这 时 购买 者 就 是 方向 盘 
设计 的 一 个 外 部 噪声 因子 ;彩色 电视 机 的 清晰 度 与 
输入 电压 大 小 密切 相关 ,这 时 民宅 的 交流 电压 对 彩 
电 设计 就 是 一 个 外 部 噪声 因子 . 

由 产品 内 部 产生 的 一 类 噪声 称 为 内 部 噪声 . 如 
贮存 时 间 过 长 ,材料 变质 、 元 件 老化 都 是 产品 的 内 部 
品 声 ;又 如 产品 长 时 间 使 用 ,一 些 零 件 发 生 磨 损 也 是 
内 部 噪声 ,因为 这 些 都 会 引起 产品 质量 特性 的 波动 . 

由 产品 间 的 差异 引发 的 一 类 噪声 称 为 产品 间 噪 
Pi. 如 在 一 项 电路 设计 中 需要 1000 的 电阻 ,而 从 市 
场 买 来 的 标 称 值 为 1000. 的 电阻 未 必 恰 好 是 1000, 
可 能 是 999 ,也 可 能 是 1029 ,其 间 差 值 对 电路 输出 
值 会 有 影响 ,此 种 影响 是 不 可 控 的 ,所 以 零 部 件 .元 
器 件 的 实际 值 与 标 称 值 间 的 差异 是 产品 间 的 噪声 因 
子 . 
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把 者 干 个 噪声 因子 综合 成 一 个 因子 ,以 图 减少 
参数 设计 中 的 试验 次 数 , 称 此 为 综合 噪声 因子 . 构造 
综合 噪声 因子 的 关键 在 于 要 知道 被 综合 的 噪声 > 对 
产品 质量 特性 y 影响 的 方向 , 即 当 噪声 因子 水 平 变 
化 时 ,y 是 在 增加 还 是 还 是 在 减少 . 这 一 点 常常 赁 着 
工程 知识 和 实践 经 验 是 可 以 判断 的 . 假如 能 做 到 这 
一 点 ,那么 立即 可 得 出 综合 品 声 因子 的 两 个 水 平 : 
N; 负 侧 最 坏 水 平 , 它 是 使 质量 特性 y 取 最 小 值 
的 各 个 噪声 因子 的 水 平 的 组 合 ;和 N:; 一 一 正 侧 最 坏 水 
平 , 它 是 使 质量 特性 y 取 最 大 值 的 各 个 噪声 因子 的 
水 平 的 组 合 . 这 就 形成 一 个 二 水 平 的 综合 噪声 因子 . 
假如 被 综合 的 噪声 因子 都 是 三 水 平 的 ,那么 各 取 其 
中 间 水 平 组 成 一 个 新 水 平 N,, 插 在 上 述 N.N; 
之 间 , 形 成 一 个 三 水 平 (N,N,,N;) 的 综合 噪声 因 
子 .假如 仅 有 部 分 噪声 因子 可 以 参加 综合 ,那么 把 未 
被 综合 的 噪声 因子 与 综合 噪声 因子 重新 设计 一 张 外 
表 ( 参 见 “ 内 外 表 设 计 ”). 

信和 号 因子 (signal factor) 统计 质量 管理 的 基 
本 概念 之 一 . 指 能 指挥 动态 特性 按 人 们 意志 去 变化 
的 因子 . 信号 因子 总 是 伴随 着 动态 特性 而 出 现 的 . 至 
于 选 什 么 因子 作为 信号 因子 , 那 是 设计 人 员 的 任务 . 
但 他 要 使 信号 因子 的 水 平 改 变 应 该 是 易于 操作 ,并 
且 使 信和 号 因子 对 动态 特性 的 影响 尽 可 能 是 线性 关 
系 , 用 以 减少 动态 特性 的 波动 . 

言 号 因子 的 例子 也 常见 ,钢板 的 厚度 是 通过 轧 


钢 机 的 压力 来 实现 的 ,轧钢 机 的 压力 就 是 信号 因子 ， 


压力 大 小 就 是 信号 因子 的 水 平 :汽车 的 速度 可 用 改 
变 加 速 器 的 位 级 来 实现 ,加 速 器 就 是 信号 因子 ,其 位 
级 就 是 该 信号 因子 的 水 平 . 

标示 因子 (mark factor) 统计 质量 管理 的 基本 
概念 之 一 . 它 是 使 用 时 不 能 挑选 和 控制 .但 试验 中 可 
指定 其 水 平 的 因子 . 如 一 纺织 厂 用 的 棉花 来 自 三 个 
不 同 产地 , 则 可 把 棉花 产地 看 做 一 个 标示 因子 . ATT 
考察 这 个 标示 因子 的 目的 不 在 于 选取 最 好 的 棉花 产 
地 ,而 是 探索 此 标示 因子 与 可 控 因 子 ( 操 作 条 件 ) 之 
间 有 无 交互 作用 . 假如 没有 交互 作用 ,可 能 只 要 选择 
一 种 操作 条 件 就 可 适应 各 个 产地 的 棉花 ;假如 有 交 
互 作用 , 那 可 能 需 对 不 同 产 地 的 棉花 制定 不 同 的 操 
作 条 件 才 能 奏效 . 类 似 地 ,设备 间 的 差别 .操作 人 员 
间 的 差别 ,车 床 转速 之 间 的 差别 等 都 可 当做 标示 因 
子 去 进行 考察 . 

45 ME EE (signal-noise ratio) JR#K SN Eb. 统计 
质量 管理 的 基本 概念 之 一 . 它 是 在 参数 设计 中 用 来 
度量 质量 特性 波动 大 小 的 一 种 指标 . 它 来 源 于 信和 号 
传输 中 的 信 噪 比 .在 信号 传输 中 , 信 品 比 是 定义 为 信 
号 的 功率 与 噪声 的 功率 之 比 的 (常用 ) 对 数 , 再 乘 以 
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10, B 


信号 的 功率 
噪声 的 功率 " 


它 的 单位 是 分 贝 (db). 在 参数 设计 中 ,对 不 同 的 质 
量 特性 , 信 品 比 有 不 同 的 形式 . 如 在 望 目 特性 场合 ,， 
可 把 望 目 特性 y BEHEREN (Eyy =e 看 做 信号 
功率 ,把 望 目 特性 y 897r 2$ VO) — o! 看 做 噪声 功 
率 , 当 望 目 特 性 y 有 个 观察 值 时 ,yx 5; o? 分别 用 
其 无 偏 估 计 人 代替, 可 得 信 品 比 的 估计 值 , 记 为 7: 


Ado 
7 = 10lg = E ib 


SN It = 10lg 


其 中 


在 望 小 特性 场合 ,SN 比 的 估计 量 为 
7 一 一 10lg| mU. (db), 
在 望 大 特性 场合 ,SN 比 的 估计 量 为 
1 1l 
Rp 5l (db). 


无 论 在 什么 场合 , 信 噪 比 愈 大 ,质量 特性 的 波动 愈 
小 . 

灵敏 度 分 析 sensitivity analysis) 统计 质量 
管理 的 基本 概念 之 一 . 它 是 在 参数 设计 中 保持 信 品 
比 基 本 不 变 的 情况 下 ,使 质量 特性 y 向 目标 值 m XE 
渐 靠 近 所 作 的 统计 分 析 . 假如 在 稳健 性 分 析 中 已 使 
y 与 m 的 相距 很 近 , 已 达到 满意 的 程度 , 则 灵敏 度 
分 析 可 上 略 去 . 灵敏 度 分 析 能 成 功 的 关键 有 两 点 : 

1. 选择 灵敏 度 指数 . 目前 用 得 最 多 的 灵敏 度 指 
数 有 两 种 ,一 是 信 噪 比 的 分 子 部 分 


n 


7 =— 10lg 


"rt 


FI— Te YD: 

2. 在 可 控 因 子 中 选择 调节 因子 , 它 的 水 平 变化 
不 使 信 品 比 有 明显 改变 ,但 可 使 灵敏 度 指数 有 显著 
aj AL. 

A ^h X iB iT (orthogonal design by inside and 
outside array) 亦 称 直 积 法 .一 种 试验 设计 . CH 
为 考察 一 类 因子 对 另 一 类 因子 的 影响 情况 ,用 两 张 
正 交 表 垂 直 排 列 的 一 种 试验 设计 . 

参数 设计 问题 中 恰 有 两 类 因子 :可 控 因 子 类 和 
噪声 因子 类 . 若 把 它们 各 放 人 一 张 正 交 表 上 , 诸 可 控 
因子 所 在 的 正 交 表 亦 称 为 内 表 (inside array) ; Wa J 
因子 所 在 的 正 交 表 亦 称 为 外 表 (outside array) , 然 
后 把 它们 垂直 排列 形成 直 积 表 . 下面 是 四 个 三 水 平 


的 可 控 因 子 (4,B,C,D) 和 三 个 二 水 平 噪声 因子 
(M,N,P) 的 直 积 
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表 中 yj 是 内 表 第 1 行 与 外 表 第 7 MAA BC ne 
结果 . 以 每 一 行 数据 (如 第 一 行 Yiyi yi yD rA 
信 噪 比 7 和 灵敏 度 y, 再 对 7 和 了 作 统 计 分 析 , 从 中 
确定 既 接近 目标 值 m 又 使 波动 最 小 的 可 控 因 子 的 
最 佳 水 平 组 合 . 当然 ,对 最 后 结果 作 验 证 试验 是 不 可 
少 的 . 上 述 操作 步骤 见 框图 ， 


参数 设计 问题 


对 因子 进行 分 类 
制定 可 控 因 子 水 平 表 制定 噪声 因子 水 平 表 


—— 


内 外 表 设 计 与 统计 分 析 框 图 


直 积 法 (direct product method) 
TE 


即 “ 内 外 表 设 


抽样 技术 


抽样 技术 (sampling techniques) 统计 学 的 一 
个 分 支 学 科 . 研究 抽样 调查 中 的 抽样 方法 及 总 体 目 


Ho 样 技 R 


标量 估计 方法 (包括 估计 量 的 精度 ?的 一 门 技术 .一 
般 地 ,抽样 方法 可 以 分 为 两 类 ,概率 抽样 与 非 概 率 抽 
FE. 估计 方法 一 般 有 简单 估计 、 比 估计 、 回 归 估 计 等 . 

抽样 调查 (sampling survey) 一 种 调查 方法 ， 
是 按照 一 定 的 程序 ,从 全 体 调 查 对 象 ( 总 体 ) 中 抽取 
一 部 分 (样本 ) 进 行 调 查 , 根 据 样本 数据 估计 总 体 的 
目标 量 . 一 项 完整 的 抽样 调查 还 需 包 括 抽样 误差 的 
估计 . | 

全 面 调查 (census) 亦 称 普查 . 一 种 调查 方法 . 
就 是 将 全 部 调查 对 象 ( 总 体 ) 中 每 一 个 对 象 ( 个 体 ) 都 
进行 的 调查 . 

普查 (census) 即 “ 全 面 调 查 ”. 

调查 目标 量 (Csurvey characteristics) 调查 者 
所 关心 的 总 体 参 数 . 它 包 括 总 体 总 和 ,总 体 均 值 .总 
体 中 具有 某 种 特定 特征 的 个 体 总 数 或 它们 在 总 体 中 
所 占 的 比例 .总体 中 两 个 不 同 指标 的 总 和 或 均值 的 
比值 .总 体 分 位 数 ， 

抽样 单元 (sampling unit) 抽样 技术 的 基本 概 
念 之 一 . 将 总 体 划 分 成 互 不 重要 且 又 穷尽 的 若干 部 
分 ,每 个 部 分 称 为 一 个 抽样 单元 . 抽样 单元 不 一 定 是 
个 体 . 抽样 单元 可 以 是 自然 形成 的 ,也 可 以 是 人 为 划 
分 的 . 抽样 单元 又 可 以 有 大 小 之 分 . 一 个 大 的 抽样 单 
元 (初级 单元 或 一 级 单元 ) 可 以 分 成 若干 个 较 小 的 单 
元 《次 级 单元 或 二 级 单元 ) ,次 级 单元 又 可 以 分 为 更 
小 的 三 级 单元 、 四 级 单元 等 . 最 小 的 抽样 单元 称 为 基 
本 抽样 单元 

基本 抽样 单元 (basic sampling unit ) 
BUR 

FHREHE (sampling frame) 抽样 技术 的 基本 概 
念 之 一 . 记录 或 表明 总 体 所 包含 的 全 部 (初级 ?单元 
或 一 个 较 大 的 抽样 单元 所 包含 的 全 部 次 一 级 单元 的 
名 册 、 清 单 或 地 图 . 在 抽样 框 中 ,每 个 抽样 单元 都 被 
编 上 号 码 . 

抽样 误差 (sampling error) 一 种 统计 误差 . 46 
抽样 调查 中 ,由 于 用 样本 数据 估计 总 体 参 数 所 引起 
的 误差 . 抽样 误差 愈 小 ,估计 量 的 精度 就 愈 高 . 若 0 
为 通过 样本 获得 的 关于 总 体 某 个 参数 9 的 估计 , 则 
抽样 误差 一 般 用 6 的 均 方 误差 

MSE(0)=E(0—0)° 
表示 ,其 中 表示 数学 期 望 .车 £00) 二 0, 则 
MSE(0) —V (8), 

Hip V 表示 方差 . 

可 用 估计 量 (feasible estimator) 一 种 估计 
量 . 如 果 一 个 估计 量 的 偏 倚 及 均 方 误差 都 随 着 样本 
量 的 增 大 而 减 小 ,而 且 偏 倚 比 均 方 误差 的 平方 根 
小 得 更 快 , 即 


见 “ 抽 样 


lim IEO- 0| zc UR 0. 
^  /MSE(0) 
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则 称 这 个 估计 量 是 可 用 的 . 
概率 抽样 (probability sampling) 亦 称 随机 抽 
TE. 一 种 抽样 方法 . 它 是 从 总 体 中 按 一 定 概率 获取 样 
本 的 方法 . 概率 抽样 能 够 保证 样本 的 代表 性 ,避免 人 
为 的 误差 , 它 还 可 以 对 由 于 抽样 造成 的 误差 进行 估 
计 , 因 此 可 获得 估计 量 的 精度 . 概率 抽样 一 般 包 括 简 
单 随机 抽样 、 分 层 抽样 、 整 群 抽样 、 多 阶 抽样 、 二 重 抽 
样 、 系 统 抽 样 等 . 
随机 抽样 (random sampling) 即 “ 概 率 抽 样 ”. 
等 概率 抽样 (sampling with equal probabiliti- 
es) 一 种 抽样 方法 . 它 是 总 体 中 的 每 个 个 体 ( 或 尚 
未 进入 样本 的 个 体 ) 被 抽 中 的 概率 相等 的 抽样 方法 . 
简单 随机 抽样 (simple random sampling) Jf 
称 单纯 随机 抽样 . 一 种 抽样 方法 . 若 从 总 体 的 N 个 
单元 中 一 次 抽取 x 个 单元 ,使 所 有 可 能 的 
N 


个 样本 ,每 个 被 抽 到 的 概率 都 等 于 
ic 
这 种 抽样 称 为 简单 随机 抽样 . 

单纯 随机 抽样 (simple random sampling) Ep 
“简单 随机 抽样 ”. 

简单 随机 样本 (simple random sample) 抽样 
技术 的 基本 概念 之 一 : 它 是 按 简 单 随机 抽样 得 到 的 
样本 . 

设计 效应 (design effect) 衡量 一 个 复杂 抽样 
设计 效率 的 量 . 它 是 从 使 用 该 设计 获得 的 样本 对 总 
体 目 标量 估计 的 方差 ,与 按 相 同样 本 量 的 简单 随机 
样本 获得 的 总 体 目 标量 估计 的 方差 之 比 . 设计 效应 
常用 doff 表示 , 它 的 数值 人 铺 小 ,抽样 效率 愈 高 . 设计 
效应 还 可 用 来 估计 按 此 复杂 抽样 对 一 定 精度 所 需 的 
样本 量 . 

层 (stratum sampling) 抽样 技术 的 基本 概念 
之 一 . 把 大 小 为 入 的 总 体 分 成 二 个 不 相 重 登 的 子 总 
体 , 每 个 子 总 体 称 为 层 . 若 记 层 的 大 小 分 别 为 

N.N NL 


, 


(N, 缘 已 知 ，>, 和 = N,| 
每 层 大 小 N, 对 总 体 大 小 N 之 比 


RAER. 
层 权 (weight of stratum) — "Ez". 
分 层 抽 样 (stratified sampling) 亦 称 类 型 抽 
样 . 一 种 抽样 方法 . 它 是 从 每 层 中 独立 地 进行 抽样 的 
抽样 方法 ， 
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类 型 抽样 (stratified sampling) 
Re”, 

TERES (stratified sample) 抽样 技术 的 基 
本 概念 之 一 . 它 是 分 层 抽样 得 到 的 一 种 样本 . 

4} E BE SL TE (stratified random sampling) 
一 种 抽样 方法 . 指 每 层 都 是 简单 随机 抽样 的 分 层 抽 
样 . 

分 层 随 机 样本 (stratified random sample) 一 
种 随机 样本 . 它 是 分 层 随机 抽样 所 得 到 的 一 种 样本 . 

比例 配置 (proportional allocation) FEA BAN 
一 种 分 配方 案 . 在 分 层 抽样 中 ,每 层 的 样本 量 n 都 
与 层 的 大 小 N, 成 比例 的 样本 量 的 分 配方 案 . 其 中 
28 满足 


即 “ 分 层 抽 


n 为 样本 量 . 

最 优 配 置 (optimum allocation?) 样本 量 的 一 
种 分 配方 法 . 分 层 随 机 抽样 中 ,在 给 定 费 用 下 ,使 估 
计量 的 方差 了 达到 最 小 ;或 在 给 定 精度 要 求 ( 如 给 
定 方差 V) 下 ,使 总 费用 最 小 的 各 层 样 本 量 n 的 分 
配 称 为 最 优 配置 . 假定 费用 函数 为 线性 费用 函数 


i 
C= C, se 3 Cons 
h=] 


其 中 Co 为 基本 费用 ;Cn， 为 第 h 层 中 调查 一 个 单元 
的 平均 费用 , 则 最 优 配置 为 


W,Si] a/c, 
” EWS Se 
K 


其 中 W, 是 层 权 (参见 “ 层 权 ”) ,Si 为 各 层 的 标准 差 . 
zr C=C (一 1,2,…,/), 则 最 优 配置 为 


nn WpS, 
n — NWAS, 
这 时 的 最 优 配置 称 为 奈 曼 配置 . 


zx 5 4 Bl (Neyman allocation) 一 种 最 优 配 
置 . 每 层 中 单位 抽样 费用 相等 的 最 优 配置 (参见 “最 
优 配置 ”). 

事后 分 层 post stratification) 一 种 分 层 方 
法 . 它 是 先 用 简单 随机 抽样 从 总 体 中 抽取 一 个 样本 . 
然后 再 对 样本 中 的 单元 按 某 些 特征 进行 分 层 . 

二 相 抽 样 (two-phase sampling) 亦 称 二 重 抽 
样 . 一 种 抽样 方法 . 在 总 体 中 先 抽取 一 个 较 大 的 样本 
称 为 第 一 相 样 本 ,以 获取 某 些 辅助 信息 ,在 此 基础 上 
再 在 第 一 样本 中 抽取 第 二 相 样 本 ， 

例如 在 分 层 抽样 时 , 当 层 数 wa 未 知 时 ,可 先 从 
总 体 抽取 一 个 较 大 的 简单 随机 样本 ,对 这 个 样本 只 
需 区 分 每 个 被 抽 中 的 单元 属于 哪 一 层 , 从 而 用 以 人 


计 层 数 . 

然后 按 分 层 抽样 在 这 个 第 一 相 样 本 中 进行 再 抽 
样 , 得 第 二 相 样 本 . 这 第 二 全 本 
值 ,并 以 此 对 总 体 指标 量 做 出 估计 . 

二 相 抽 样 常用 于 :第 一 相 抽 样 费用 相对 较 低 ,而 
根据 所 获得 的 辅助 信息 对 估计 量 精度 的 提高 能 足够 
补偿 由 于 需 抽 第 一 相 样 本 而 造成 第 二 相 样 本 量 减 少 
引起 的 精度 降低 的 情形 . 

二 重 抽样 (double sampling) ” 即 “ 二 相 抽 样 ”. 

多 项 抽样 (multi-nomial sampling) 一 种 抽样 
方法 . 设 总 体 包含 N 个 单元 ,对 其 进行 UO Il di 
样 , 在 每 次 抽样 中 , 抽 到 第 i 个 单元 的 概率 为 


oe ess] dq i=1, Da ， 
称 这 种 不 等 概率 抽样 为 多 项 抽样 . 多 项 抽样 中 抽 到 
的 2 个 单元 有 可 能 重复 . 


PPS 抽样 (sampling with probability propor- 
tional to size) 一 种 特殊 的 多 项 抽样 . 是 按 与 单元 
大 小 成 比例 的 概率 抽样 . 

不 放 回 抽样 (sampling without replacement) 
一 种 抽样 方法 . 它 是 在 逐个 抽取 个 体 时 ,每 次 被 抽 到 
的 个 体 不 放 回 总 体 中 ,或 整个 样本 一 次 同时 抽取 的 
抽样 方法 ， | 

严格 的 xPS 抽样 (strict n PS sampling) 一 种 
抽样 方法 . 它 是 每 个 单元 的 人 样 概率 与 其 大 小 严格 
成 比例 的 不 放 回 抽样 . 

放 回 抽样 (sampling with replacement) 一 种 
抽样 方法 . 它 是 在 逐个 抽取 个 体 时 ,每 次 被 抽 到 的 个 
体 放 回 总 体 中 后 ,再 进行 下 次 抽取 的 抽样 方法 . 

整 群 抽样 (cluster sampling) 亦 称 集团 抽样 . 
一 种 抽样 方法 . 设 总 体 HON 个 单元 (初级 单元 ) 组 
成 ,第 i 个 初级 单元 又 分 为 Mi; 个 小 的 单元 (参见 “ 抽 
样 单元 ”) , 称 为 次 级 单元 或 二 级 单元 ,从 总 体 中 按 某 
种 方式 抽取 x 个 初级 单元 ,观测 其 中 所 包含 的 所 有 
次 级 单元 ,这 种 抽样 称 为 整 群 抽样 . 

更 确切 地 说 ,上 述 抽样 应 称 为 单 阶 ( 单 级 ) 整 群 
抽样 ,这 里 每 个 初级 单元 称 为 “ 群 ”(cluster, 也 译 为 
“集团 ”) ,实际 抽样 是 整 群 进行 的 , 故 称 为 整 群 抽样 . 

整 群 抽样 的 主要 优点 是 样本 集中 ,从 而 可 大 大 
节省 调查 费用 ,缺点 是 在 同样 的 样本 量 情形 ,精度 较 
低 . 

集团 抽样 (cluster sampling) ” 即 “ 整 群 抽样 ”. 

单 阶 整 群 抽 样 (single-stage cluster sampling) 
见 “ 整 群 抽样 ”. 

不 等 概率 抽样 (sampling with unequal proba- 
bility) 一 种 为 提高 抽样 效率 的 抽样 方法 . 是 总 体 


mate) 


Ho 样 dx R 


的 每 个 个 体 ( 或 尚未 进入 样本 的 个 体 ) 被 抽 到 的 概率 
不 相等 的 抽样 方法 . 例如 ,最 常用 的 不 等 概率 抽样 是 
人 样 概 率 与 单元 大 小 M; 成 比例 ,简称 PPS 抽样 . 不 
等 概率 抽样 分 放 回 与 不 放 回 两 种 . 例如 , 放 回 的 PPS 
抽样 是 在 总 体 中 独立 地 进行 n 次 抽样 ,每 次 按 


M, 2 
=m (M= 2M; 
的 概率 抽取 一 个 单元 ,此 时 ,总 体 总 量 Y 的 估计 用 
以 下 汉 森 - 哈 韦 茨 估计 : 


Y= iD, 


对 于 按 某 种 不 放 回 形 式 抽取 的 不 等 概率 样本 , 若 T; 
是 第 :单元 进入 样本 的 概率 , 则 了 的 估计 用 以 下 的 
起 维 蒋 -汤姆 森 估计 
Pu = SH. 

iX. R- sb 2X f tt (Hanson-Harwitz estimate) 
见 “ 不 等 概率 抽样 > 

TE HE 2-575 98] HMA tt (Horvitz- Thompson esti- 
见 “ 不 等 概率 抽样 ”. 

多 级 抽样 (multistage sampling) ” 亦 称 多 阶 抽 
FE. 一 种 分 阶段 抽取 样本 的 方法 .第 一 级 抽样 是 从 总 
体 中 抽取 初级 单元 ,以 后 每 一 级 抽样 是 从 上 一 级 抽 
样 得 到 的 抽样 单元 中 抽取 次 一 级 的 抽样 单元 . 由 初 
级 单元 组 成 的 样本 称 为 初级 样本 ,或 一 级 样本 ;从 初 
级 样本 中 抽取 的 由 二 级 抽样 单元 组 成 的 样本 称 为 二 
级 样本 . 

在 多 级 抽样 的 最 后 一 级 ,从 上 一 级 样本 中 抽取 
的 由 最 小 抽样 单元 组 成 的 样本 称 为 末 级 样本 . 

多 阶 抽样 (multistage sampling) 即 “ 多 级 抽 
RE”. 

一 级 样本 (primary sample) J “WARE”. 

末 级 样本 (final sample) Wh“ BARRE”. 

系统 抽样 (systematic sampling) 一 种 抽样 方 
法 .将 总 体 中 的 抽样 单元 按 某 种 次 序 排列 ,在 规定 的 
范围 内 随机 抽取 一 个 或 一 组 初始 单元 ,然后 按 一 套 
规则 确定 其 他 样本 单元 的 抽样 方法 . 

周期 系统 抽样 (periodic systematic sampling ) 
亦 称 等 距 抽 样 . 一 种 系统 抽样 方法 . 将 总 体 中 的 入 
个 抽样 单元 按 某 种 次 序 排列 , 编 上 1 8] 的 号 码 ， 
包含 ”个 单元 的 周期 系统 抽样 即 是 抽取 号 码 为 

h,h + k,h + 2b, ,h + (n — 1)k 

的 ”个 单元 ,其 中 & 是 最 接近 N /n 的 一 个 整数 ,h 是 
从 1 到 上 的 整数 中 随机 抽取 的 初始 单元 的 号 码 . 当 


& 一 一 


n 


时 ,周期 系统 抽样 是 一 个 严格 的 概率 抽样 . 


等 距 抽样 (equal interval sampling) 即 “ 周 期 
系统 抽样 ”. 
散 料 抽样 (bulk sampling) 一 种 抽样 方法 . 它 


是 对 成 批 的 但 不 易 区 分 抽样 单元 的 散装 材料 的 抽 
FE. 例如 ,对 一 批 煤 .水泥 或 矿石 的 抽样 .用 试 样 缩 分 
器 ,等 分 法 等 方法 取得 一 个 或 多 个 子 样本 的 过 程 , 称 
为 样本 缩 分 ;而 获得 的 每 个 子 样本 称 为 细 分 样本 . 从 
较 大 量 的 散装 材料 或 连续 材料 中 一 次 抽取 的 一 定数 
量 的 材料 称 为 份 样 ;若干 份 样 的 混合 样本 称 为 集 样 ; 
散 料 抽样 中 ,由 从 总 体 中 抽取 的 每 个 抽样 单元 采 得 
的 样本 混合 而 成 的 样本 称 为 全 样 . 将 集 样 或 全 样 通 
过 分 取 、 混 合 、 缩 分 等 程序 制 成 测试 样本 的 过 程 , 称 
为 样本 制备 . 

样本 制备 (sample preparation ) 
RE 

KE AS a4} (sample division) 见 “ 散 料 抽样 ” 

细 分 样本 (multiplicate sample) 见 “ 散 料 抽 
B". 

份 样 Cincrement) 见 “ 散 料 抽 样 ” 

集 样 (aggregated sample) 见 “ 散 料 抽样 ” 

全 样 (gross sample) 见 “ 散 料 抽样 ” 

非 抽 样 误 差 (non-sampling error) 抽样 技术 
的 基本 概念 之 一 . 它 是 除 抽样 误差 外 ,由 于 各 种 原因 
引起 的 误差 . 它 不 仅 在 概率 抽样 中 存在 ,而 且 在 非 概 
率 抽样 .其 他 非 全 面 调查 以 至 全 面 调 查 中 都 存在 . 

无 回答 (non-response) 抽样 技术 的 基本 概念 
之 一 . 它 是 由 于 种 种 原因 没有 能 够 对 被 抽出 的 样本 
单元 进行 计量 ,从 而 没有 获得 有 关 这 些 单元 的 数据 . 

敏感 性 问题 (sensitive question) 抽样 技术 研 
究 的 问题 之 一 . 指 调 查 内 容 涉及 私人 机 密 不 愿 或 不 
便于 公开 表态 或 陈述 的 问题 . 

随机 化 回答 (randomized response) 抽样 技术 
的 基本 方法 之 一 . 它 是 为 敏感 性 问题 调查 特别 设计 
的 技术 . 其 基本 特征 是 被 调查 者 对 所 调查 的 问题 采 
取 随 机 回答 的 方式 ,避免 在 没有 任何 保护 的 情况 下 
直接 回答 敏感 性 问题 ,从 而 既 对 被 调查 者 的 隐私 和 
秘密 加 以 保护 ,而 且 又 能 获得 所 需要 的 真实 资料 . 


多 元 统计 分 析 


多 元 统计 分 析 (Cmultivariate statistical analysis) 
简称 多 元 分 析 . 数理 统计 的 一 个 分 文 . 它 是 研究 多 变 
量 总 体 统 计 问 题 的 理论 和 方法 . 其 内 容 包括 一 元 统 
计 学 的 许多 推广 ,如 参数 估计 、 假 设 检 验 、 分 布 理 论 
等 ;也 包括 许多 实用 可 行 的 方法 ,如 回归 分 析 、 判 别 
分 析 、 聚 类 分 析 、 主 成 分 分 析 ( 或 称 主 分 量 分 析 )、 因 
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子 分 析 等 . 在 这 些 方法 中 ,大 多 是 多 变量 所 特有 的 . 

多 元 统计 分 析 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 , 形 成 
T 20 世纪 初 . 1928 年 , 维 夏 特 (Wishart,J. ) 导 出 了 
多 元 正 态 总 体 样 本 协 差 阵 的 精确 分 布 . 20 世纪 30 
年 代 , 英 国 数学 家 .生物 学 家 费 希 尔 (Fisher, R. 
A. ) FM (Hotelling, H. 2, if E Eg RB Bt (Roy， 
S. N. ) 等 人 作 了 一 系列 葛 基 性 的 工作 ,使 多 元 统计 
在 理论 上 得 到 迅速 发 展 . 后 来 由 于 第 二 次 世界 大 战 
以 及 计算 条 件 的 限制 ,多 元 分 析 的 发 展 有 一 段 时 间 
停滞 不 前 . 

随 着 电子 计算 机 的 发 展 和 普及 ,20 世纪 50 年 
代 中 期 以 后 ,多 元 分 析 在 气象 心理 学 、 上 古生物 学 、 教 
育 学 、 医 学 、 地 质 学 等 方面 得 到 广泛 地 应 用 . 近年 来 ， 
许多 统计 学 家 把 正 态 理论 推广 到 更 广泛 的 多 元 分 布 
类 ,如 椭 球 等 高 分 布 族 . 从 而 形成 了 一 个 重要 的 新 分 
支 , 即 所 谓 广 义 多 元 分 析 . 至 今 , 多 元 分 析 仍 是 数理 
统计 中 非常 活跃 的 一 个 分 支 . 

随机 向 量 的 数学 期 望 (expectation of the ran- 
dom vector)” 亦 称 均值 向 量 . 随机 向 量 的 数字 表 
征 . 随机 向 量 是 指 多 个 随机 变量 的 有 序数 组 ,如 

X ecc Piste 
是 p 维 随机 向 量 . 随机 向 量 的 数学 期 望 是 指 每 一 个 
分 量 的 数学 期 望 所 构成 的 向 量 . 具体 表示 方法 是 
EX = (Ex bry yh) 

称 EX dà X WEB. 随机 向 量 的 数学 期 望 EX 
是 随机 和 向量 的 数字 表征 之 一 . 

均值 向 量 (mean vector) ” 即 “ 随 机 向 量 的 数学 
期 望 ”. 

随机 向 量 的 协 方 差 阵 (covariance matrix of 
random vector) ”两 个 随机 向量 的 所 有 分 量 之 间 的 
线性 关联 程度 的 一 种 度量 . E PLAT BS PLI] S X Y 

cov(X ,Y) 

COV(x; 541) 


COV Cx, , y) COV (TI Yn) 


COV (Tzs yi) COV Gy 4 y, ) cov(x, $359 


COv(r,.y,) cov(Gm,,. Y2) cov Cr, , Yn) 


A S 
Hop X Eon 维 随机 向 量 ,Y 是 m 维 随机 向 量 , D 称 
XX SY mpi AE. 一般 地 
cov( X ,Y) Æ cov(Y, X). 
H n = mit, E 为 方 阵 .特别 地 
covCX, X) 


COV C42) 


b> 


COV (XT1 E) COV CR) A 4.) 
COV Cas) COUT T) COV (25435, ) 

rum $ 

COV Cr, ,c,) 


COV(E 44) COV G5 a) 


KB. 称 为 随机 向 量 X 的 协 方差 矩阵 (或 方差 
EE. 

B dL [5 M BY 48 B EE (correlation matrix of 
random vector) ”随机 向 量 的 特征 之 一 . 是 由 随机 
向 量 的 分 量 之 间 的 相关 系数 构成 的 矩阵 . 其 表示 方 
法 为 


OBST) pCGqu s£) pp 
p= PCTs) pgCxy To) px? 2,4) 
pCr, 2) pCr, x2) pri d) 
其 中 
eines COV Cr; cj) Cate ee 


NV D(a) N DG) 

D(x;)-—covCz;c;) G—1,2,:::,). 
称 ROMBRELE X Cp AWAKE. 其 矩阵 的 阶 
BON pX po fl PK RIM. AX HAAS SAAAK, 
则 RA XT FA He. 

ta 18 2€ HK BW (partial correlation coefficient) 

部 分 变量 相关 的 一 种 度量 . 在 已 知 若 二 个 变量 取 值 
的 情况 下 ,描述 另外 知 于 个 变量 之 间 的 线性 相关 程 
BE ORE p 维 随机 向 量 写成 分 块 向 量 的 形式 
Xo 
' 
KP Xog HMB (4 X co JÉé Co — aD E 8] RR. 
HE X BY Fy 22 PETER EAT RSF 


此 处 11, 2222 Wd g Xq 阶 及 (p 一 g) X(p 一 9) 阶 
正定 阵 . LO qX (p—@ BAEK. id 

209 A 255 = DUMP Oot 
此 处 > 为 (一 9)X(p 一 ga) 阶 矩阵 ,每 个 元 素 记 
为 


a 


$ 


Xo 
D(X) = D | — 
Xo 


PEIPER 1 29 (.j71,2.*.p—9). 
WR 22.128 TE BE Xo = xo Bl. Xo I Z& fr 7r BA 
E. 现在 利用 条 件 方 差 , 建 立 偏 相关 系数 . 定义 


Cg 十 ;9 十 站 1.2,*- q 


ÉL E ke — uuu a i.c. EL 
VO pt deo VO Te 
(7 一 0 十 1,9 十 2，…， 力 ) 
称 相 关系 数 Dacia joies N TE SR RE. X co — xo 时 ， 
Xo FAS AT E Lari Xstj 之 间 的 q By fii TH 2S A 
数 . E Ej tit z+j; 之 间 的 简单 相关 系数 的 含义 是 
不 同 的 . 偏 相关 系数 是 在 已 知 子 向 量 X co BU D 
下 ,描述 于 中 两 个 分 量 之 间 的 线性 相关 程度 的 一 
个 度量 指标 .9 MEH Xo WERA q. 俩 相关 系数 


多 元 统计 分 析 


的 递 推 公式 
Da i.q ji 12s 
— Pais is Leto g—1 Patina: 1.27 47104 gti: 12:471 
人 
这 个 递 推 公式 是 用 (一 17 阶 偏 相 关系 数 计算 q 阶 偏 
相关 系数 . 同样 ,可 以 建立 ,在 给 定 Xi — xo Bl Xo 
中 任意 两 个 分 量 c ar; 之 间 的 偏 相 关系 数 
人 
AT aan SON IO otis 
(1,] = 1.25.9) 
此 处 B; j; a1 p Re RB RF 
227 a7 Line Le 
HEG DIR (i,j 二 1,2,…,g). 
th A Æ (partial covariance matrix) ”随机 
向量 的 特征 之 一 . 将 p EEIE X FPA ER: 


Ci 十 1 


X : P | 
x i Pi 十 p: t p: =P 
X = |X|: pe ; , 
Bese ly. 2132.3 
Xaj: ps 
jd 
EX Hoa) 
EX 一 EX o, = | May] > 
EX Hy 
PPM 253 2 
X 
D(X) = D| Xa] = 2 25 2 , 
X (3) 
Dae 23 205 


Wi DE pX p; PREG. j— 1,2, 8 En, Xe 
2:5 B ON IE E EI. 当 给 定 三 xo 时 , 则 有 条 件 方差 
Xo» 
x.) 


D Xa; = Xa) 
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方差 阵 . JR ER Xi 5 Xo B8 Te Ze. 同 理 ,可 得 
Xo 5 Xo I4 Fo 25 EA Xo 5 Xo B A 25 
BE. 称 之 >: 为 在 给 定 于 时 ,Xe 的 条 件 方差 阵 , 亦 
称 X coy WIAA Fe PE. 称 之 3. WERE Xoli Xo H 


RAE TG Æ EID BK X co AY 08 23 25 P. 
$& fF 7; Æ E (conditional variance matrix) 见 


"4m U^ 7; 25 Ee". 

ta 7; ZE EE (partial variance matrix) — Jf th 
TER”. 

广义 方差 (generalized variance) 一 种 行列 式 


的 值 . 通常 指 随机 向 量 的 协 方差 矩阵 的 行列 式 值 , 用 
之 表示 随机 向 量 天 的 协 方差 矩阵 ,之 的 行列 式 值 
det >) Bé X KW)" X Jr zs. 

J 32 48 2€ KW (generalized correlation coeffi- 
cient) 对 两 个 随机 回 量 之 间 相 关 关 系 的 度量 . 设 天 
为 p 维 随机 向 量 ,7 为 g 维 随机 向 量 . B e Es 
Dx TH RAR XY RX AY 的 协 方差 矩阵 , 令 M= 
Du kx Quxy Quy yx W] AES FP EAR A A ZAREUBAC 
0, 其 中 r —rk QD i 22 xcRAR EE D xx HIER AR- 2 
TEL XU BAAEXHERISSEXXSYIBmBN 
义 相关 系数 : 


e -( II)". 
20 =1 Da, 


3.63 —max ix Ài. 


4. & = min Bis 


lr 


5. EY = 


Gr=0, Ae X 5 7 的 广义 相关 系数 为 零 . 上 面 5 
个 式 子 定义 的 样本 相关 系数 分 别称 为 第 一 、 第 二 、 第 
三 ,第 四 和 第 五 广义 相关 系数 ， 

全 相关 系数 (multiple correlation coefficient) 
亦 称 复 相关 系数 或 多 重 相 关系 数 , 表 示 一 个 随机 变 
量 和 一 组 随机 变量 的 相关 性 . E X — Gnome 
Lm) H m 维 随 机 向 量 , 它 和 随机 变量 y (一 维 ) 的 全 
相关 系数 有 如 下 定义 : 设 


y| fy m 22s 
COV Isl | b 
* p 205 oe 
则 称 
R; ay ~ | zee Ee) : 
A Y 2 GE n sq) HEH EM. RB. 
COV(y X) = vs 


cov(X,X) = 5,5 


cOov(y, y) = 0,4. 

S IB 2x XC (multiple correlation coefficient) 
即 “ 全 相关 系数 ”. 

多 重 相 关系 数 (multiple correlation coefficient) 
即 “ 全 相关 系数 ”. 

多 维 随 机 样本 (multidimensional random sam- 
ple) 亦 称 多 元 随机 样本 . 多 元 分 析 的 基本 概念 之 
一 . 是 从 多 维 (多 元 ) 总 体 中 随机 抽取 的 独立 样本 . 在 


P 维 随 机 向 量 的 总 体 中 ,随机 抽取 入 SB X, X, 


Xv, X; —1,2,**, NO FH & Th y , WU] BR Xi, 
X5,tt.Xy 为 样本 容量 为 N 的 P 维 随 机 样本 . 由 容 
量 为 N 的 之 维 随 机 样本 组 成 数据 矩阵 , 记 为 


Ziu II * Tip 
Ns X» 22  *'* Lap 
En, ne Ern: 
X: 
T 
= (XV, X? e XP) = X; 
xi) 
其 中 Xi 表示 p 维 行 向 量 G—1.2.ND;X RAR 


N 维 列 向 量 (j 二 1,2,… ,Pp), 则 XX 是 样本 容量 为 NN 
的 p 维 随机 样本 矩阵 , 阶 数 是 入 Xp. 由 于 历史 上 形 
成 的 习惯 , 亦 称 XX 为 多 元 随机 样本 和 矩阵 ,简称 样本 乍 
PE. RAE X RAS LEH: He RES ABEE X PLUR 
关 分 布 时 , 视 XA B8 BLAB PE ; TE SC bn y FA YT RI Ab TR 
时 ,党 把 入 视 为 样本 数据 矩阵 ,或 样本 观测 矩阵 . 

多 元 随机 样本 《multivariate random sample) 

即 “ 多 维 随机 样本 ”. 
-数据 和 矩阵 (data matrix) 
观测 矩阵 人 (observation matrix) 
样本 ”. 

多 维 随机 样本 均值 向 量 (mean vector of multi- 
dimensional random sample) 亦 称 样本 均值 . 多 元 
分 析 的 基本 概念 之 一 . 是 对 多 维 随 机 样本 取 平 均值 
所 得 的 向 量 . 具体 作法 是 对 每 个 分 量 的 抽样 取 平 均 
值 . 这 里 的 样本 是 

X, = (Ta, Tg" 


每 个 分 量 的 平均 值 是 
N 
nog G= 1257p), 


则 称 X 一 《元 MES Al P 维 随 机 样本 的 平均 
值 回 量 , 即 p 维 随 机 样本 均值 向 量 . 

样本 均值 (sample mean) 即 “ 多 维 随 机 样本 均 
值 ”. 


见 “ 多 维 随机 样本 ”. 
见 “ 多 维 随机 


d (1 = 1,2,.",N), 


样本 协 方差 矩阵 (sample covariance matrix) 
多 元 分 析 的 基本 概念 之 一 . 它 是 用 多 维 随 机 样本 构 
造 的 矩阵 . 具体 构造 方法 如 下 : 设 半 ,和 站,，… ,Xv 是 
样本 容量 为 和 N A) p 维 随机 样本 .样本 均值 向 量 为 


zo eae 
X = N 2.4: 
则 
S= 2; (X, — X)(X, — X)? 
称 为 样本 离 差 矩阵 . 而 


=H = D 

称 为 样本 协 方差 矩阵 . 它 通 常用 来 作为 总 体 协 方差 
矩阵 D(X) 的 估计 量 . TA RAD Eee DER 
体 协 方差 矩阵 DC(X) 的 无 偏 估 计 . | 

样本 离 差 矩阵 (sample deviation matrix) W 
“样本 协 方差 矩阵 ”. 

样本 相关 和 矩阵 (sample correlation matrix? 样 
本 各 分 量 之 间 线 性 相关 关系 的 一 种 度量 . 它 是 多 维 
随机 样本 中 各 个 分 量 之 间 的 相关 系数 ,按照 二 维 有 
序数 组 排列 成 的 矩阵 . 其 构造 如 下 : 

人 

其 中 s RAR MOE) HE SHBG. DIK. 
rj 就 是 p EEIEIE X PHB i 个 分 量 与 第 j 个 分 
量 的 简单 相关 系数 . 记 R= rij) px p 称 及 为 多 维 随机 
向 量 的 样本 相关 系数 矩阵 . 简称 样本 相关 阵 . 

样本 广义 方差 (sample generalized variance) 
一 种 行列 式 . 样本 协 方差 矩阵 立 的 行列 式 dec (D>) 
称 为 样本 广义 方差 .det( 立 ) 是 样本 协 方差 矩阵 变异 
情况 的 一 种 度量 . 

和 矩阵 拉 直 运算 (matrix vec operator) — Ab FEAR 
阵 的 一 种 方法 . 把 矩阵 按照 列 ( 或 行 ) 的 顺序 ,一 列 接 
一 列 ( 或 一 行 接 一 行 ) 地 组 成 一 个 长 向 量 . 然后 进行 
某 些 运 算 , 称 为 矩阵 拉 直 运算 . Heh Bis FIN 
阵 的 向 量化 处 理 . 它 有 两 种 方式 : 

1. 将 和 矩阵 的 列 向 量 依次 一 个 回 量 接 一 个 向 量 地 
组 成 一 个 长 向 量 . U AE nXm BYE, td vec(A)= 
samm) » BR vec 为 


(t, J = 1.2;° P), 


(ay, $21» ""* 9Qnj9Q129G229 *** 445, *** 
校 列 拉 直 算 子 . 4 拉 直 后 的 vec AD E S nm x 1B. 
3) [1] Æ. 


2. 将 矩阵 的 行 向 量 依次 一 个 向 量 接 一 个 向 量 地 
组 成 一 个 长 向 量 , 记 ranCA) = (ansa), 
,am) BK ran 为 按 行 拉 直 算 子 . 

一 般 地 vec(A)Aran(A). K 3 A EX PR AB [E 
时 ,两 者 才 相 等 . 


9QimsQ219 


Q229°** sdm!" 
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Ba LAB EE 4 Tp (distribution of random matrix) 
多 元 分 析 的 基本 概念 之 一 . 它 是 随机 和 矩阵 按 列 拉 直 
后 所 成 向 量 的 分 布 . 即 vec (XX) 的 分 布 ,其 中 Xn 
Xm 阶 的 随机 和 矩阵 . 如 果 随 机 和 矩阵 是 对 称 阵 ,可 以 只 
取 其 上 (或 下 ) 三 角 和 矩阵 的 元 素 拉 直 . 

维 夏 特 分 布 (Wishart distribution) 一 种 随机 
和 矩阵 分 布 . 它 是 由 多 维 正 态 独 立 随 机 向 量 构造 的 随 
机 和 矩阵 的 分 布 . 具体 构造 如 下 : 设 Xi NOD DG 


二 1,2,…,N) 且 相互 独立 , 记 
Ti Xing  7*t* Tip Xi 
x= Lo, X22 ttt Lop = Xi 
EN, Tr? XN, xi) 
M — ECX) 
Aus E Hip u 
Z Ha Hee PEE. a u 
Hn, Eno U FN, ui, 


N 
W= XXX; T AIA 


的 分 布 为 非 中 心 维 夏 特 分 布 , 简 记 W~ WN, S, 
A). 特别 地 , 当 M= O 时 , 称 WRAP CERES A 
布 . 其 密度 函数 为 


Lye p- 1 - 
fW) -" | 3-7 Dexp (tr 25 w) (W> 0); 


Q : (其 他 )， 

其 中 C 是 归 一 化 常数 ， 

Ja g aD N frai N—i+1l 

Cean a Se, 

fin W~W,(N,»>). 

这 个 分 布 是 维 夏 特 CWishart,J. ) 于 1928 年 导 
出 的 . 它 是 多 元 统计 中 的 重要 分 布 之 一 ,也 是 一 元 统 
计 中 分布 在 多 元 情况 下 的 推广 . 当 p = 1 时 , 非 
中 心 (或 中 心 ) 维 夏 特 分 布 退化 成 非 中 心 ( 或 中 心 )X 
分 布 . 

维尔 克 斯 A 统计 量 (Wilks A statistic) ”多 元 分 
析 中 的 一 种 统计 量 . 它 是 多 维 正 态 总 体 的 两 样本 的 
广义 方差 之 比 构成 的 统计 量 . 它 在 多 元 方差 分 析 和 
回归 分 析 的 假设 检验 中 很 有 用 处 .4 统计 量 的 具体 
Mx UE Fi XNO..MD G—1,2, 0. HAE 
独立 ， 20-505 n=n Fn: (n X n; p),Jf H. 


Wi; = DAAT ~ Wol m, 27]. 
-Y XXT ~W,(m,>)), 


n, +1 
则 
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| Wil 
IW ate W, | 
称 为 维尔 克 斯 4 统计 量 , 相 应 分 布 称 为 维尔 克 斯 分 
fg. in A-—ACpiomio n. 34 p=1,2,K n;—1,2 
时 ,维尔 克 斯 分 布 可 化 为 下 分 布 , 见 下 表 . 
Aim in) F SX UR (> p) 


Pony p^1 


2p,2(ni—p) 


n», 


2n;5,2(n;— 1) 


M p>2, Kn >2 时 ,4 统计 量 的 分 布 可 用 X 
分 布 或 下 分 布 进 行 近似 : 


I. V= — [nn 
近似 分 布 为 
oe 一 的 近似 分 布 为 FC pnz sts 


siei In ACp,n; n; 2 BJ 


A 二 一 一 一 一 


当 ts 一 24 不 是 整数 时 , 取 与 它 最 近 的 正 整 数 作 为 FF 
分 布 的 自由 度 . 

维尔 克 斯 A 分 布 (Wilks A distribution) J 
“维尔 元 斯 A 统计 量 ”. 

E HHT 分 布 (Hotelling T? -distribution ) 
多 元 统计 中 的 重要 分 布 之 一 ,也 是 一 元 统计 中 上 上 分 
布 的 推广 .对 于 之 维 正 态 总 体 , 当 协 方 差 矩阵 未 知 
时 ,检验 均值 四 量 及 计算 置信 椭 球 时 ,经 常用 到 T, 
统计 量 . 设 W-—W,GO.I)25u-—N,G.I,R.Hn 
p.d T =n ul Wu 的 分 布 为 非 中 心 T; 分 布 , 记 
为 TTC bns. M u=0 时 , 称 了 ;遵从 中 心 T. 
RMW TT:n). T RAI F 分 布 有 密切 
XR Bp 


"abt S F(pin — p 1,4), 
Ep =p 4 为 非 中 心 参数 . 
T^ 统计 量 (7T?-statistic) ”多 元 分 析 中 的 一 种 
统计 量 . 它 是 多 维 正 态 总 体 的 独立 随机 样本 构造 的 
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统计 量 . 设 X: ~N, U, 2 71,2, , NO AA 8-28 


xr. 则 


Wx = > (X, — X )(X, — X»? 


WAN = ER La 
AX 55 Wx 相互 独立 . 则 称 
T& = NON — 1)(X — WWWX — p), 
AT’ 统计 量 , 且 有 ToT (p, N—1). Xt X, 作 线 性 
ABER: Y,—QX,G—1,2, N) EP QW px p T 
非 退 化 矩阵 . 则 
Y -QX — N, (Qu >) Q7/N), 


N 
Wy = > (一 了 )(7 — Y» 
i=] 


= QWxQ ~ W, N- 1,9 $ Q), 


HY 5 Wy 相互 独立 . 这 时 相应 的 T? Stir E 
T= NON —DQ — QW WY — Qu) 
= NON — 1)(X — WWx'(X— iD 
= Tx. 
这 表明 T? 统计 量 对 样本 的 一 切 非 退 化 的 线性 变换 
QEDER. 此 性 质 称 为 7? 的 不 变性 . 
T? 统计 量 的 不 变性 (invariance of statistic T?) 
n^T* 5i". 
(0. £8 Eb Re HG TE (likelihood ratio test) 一 种 多 
元 统计 检验 方法 . 它 是 根据 两 种 假设 ( 原 假 设 及 备 选 
假设 ) 提 出 的 一 种 统计 检验 方法 . LOXoXe. 
Xn; OW HMO 可 以 是 参数 、 参 数 向 量 或 参数 
矩阵), 把 参数 空间 2 划分 成 两 个 互 不 相交 的 非 空 
T4 0—£0,UQ,. LNN =D. HH PRR: Hy 
RIRI): 0€ Qui Hi EIR): 0€ Q2. 这 时 ,两 
个 极 大 似 然 估 计 之 比 


sup L(X; X25 Xy; 0) 
O IER 

ALX,4X;,; Xy] = supLOX X», X0) 
En 


称 为 似 然 比 统计 量 . 用 统计 量 ALX, » CP Xy HEA 
的 假设 检验 ， By) P(A[X, » CH Xv ISA} 二 a, 其 中 
a 是 显著 性 水 平 ,为 临界 值 . 当 4 委 时 ,和 否定 Heo 
( 原 假设 ), 当 4 二 时 ,接受 五 ,( 原 假设 ), 这 种 检验 
方法 称 为 似 然 比 检验 法 . 

似 然 比 统 计量 dikelihood ratio statistic) J] 
“ 似 然 比 检验 法 ” 

多 元 正 态 总 体 参 数 的 极 大 似 然 估计 (maximum 
likelihood estimates of parameters of multivariate 


一 种 参数 估计 方法 . 其 应 用 的 


normal population) 


条 件 是 :知道 总 体 分 布 的 形式 ,而 总 体 分 布 中 的 参数 
向 量 (或 参数 矩阵 ?未 知 的 情况 下 ,根据 样本 ,可 用 极 
大 似 然 估 计 方 法 求 得 参数 向 量 ( 或 参数 矩阵 ?的 估计 
量 (BD. x X;Cj— 1,2, , NBM P 维 正 态 总 体 
N, CH, X) fi BBY) fb sr BBL EAB, CX) X2 n XO AY 
联合 分 布 密度 函数 为 


LIAA ORS. Go H, » = (2r)- 学 


| 
把 联合 密度 函数 看 成 是 参数 (0 之) 的 图 数 , 称 为 似 
ER PR. LOX Xo nto Xi 204A XT Hu 及 > 


的 导数 等 于 0, 可 解 出 


* exp 


m = X = WU 
l 
^ are. (pe ND, 
N~ 
20521 
ax N? (URA), 
其 中 于 是 样本 均值 ,S 是 样本 离 差 阵 ， 


N 
A= > Kj— iG; — W". 
J71 


称 RS GSESTISS u RIARIK 


似 然 估 计量 . 为 保证 估计 量具 有 无 偏 性 ,和 常 取 样本 协 

方差 阵 
ji 

N 一 1? 

作为 之 的 无 偏 估 计 , 这 时 有 EX =u, 

EN a p » 

多 元 独立 性 检验 (independence test in multi- 

一 种 多 元 统计 检验 . 独立 性 检验 指 下 列 三 


variate ) 
类 检验 : 

1. 对 多 维 (p 维 ) 分 布 总 体 的 各 个 分 量 之 间 是 否 
独立 进行 的 检验 . 

2. 把 多 维 (p 维 ) 随 机 向 量 分 成 个 (4 三 p) 子 问 
量 , 对 这 & 个 子 向 量 的 独立 性 进行 的 检验 . Rk A 
Fo] HAR Bh ABA p 维 总 体 可 化 为 个 低 维 的 
总 体 去 处 理 , 使 得 问题 得 到 简化 . 在 多 维 正 态 总 体 条 
件 下 ,有 如 下 结果 : 设 总 体 瑟 ~ 一 NG 之 ) ,将 下 ,和 
EDS 


XOU tt? 
XO "eb 

X — , 》 H = > , 
XO? T 
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12 > tk 
22 2. 2k 


DoF 2m ps 2 
其 中 Xe uO’ p. HH DuA pX ps MERG 
1,2,*-,h),.pic- p: +e p5p. 设 X, Xo... Xn 
AKAN, DWABA N 的 样本 ,将 离 差 阵 


N 
S= »YQO,— XXX, — X)? 


i=] 


RUM Hbi] 43s 
Su Si. Su 
ga [Su Se =| Su 


Si 9: cC S8 
RBS pX p B REEGA1,2, D, RE Xos 
Xo Xu) te DEEI A SEE ES BG 
Hy: 2),=0 (DN), 


H4: De (不 全 为 0). 
检验 以 上 假设 的 似 然 比 统计 量 为 
S | 
BUT P 


即 V — CAO. BERK P (A CS) =e. 当 假设 成 立 
时 ,还 可 用 六 分 布 近似 , 即 
P(—alnVzuj 
=PAX Gu) + STP HSU) 


—P{X (fu} J4OWN), 
其 中 


ee Me un Le 
a—N— PDA 9 429 


1 5 qi 


r—1489^ 9692 799,’ 


q= p Dap! (a=2,3,4). 
在 大 样本 情况 下 有 一 alnV 的 渐 近 分 布 为 3 CO 
一 些 特殊 情况 ,还 可 得 到 进一步 的 结果 : 
1) &£=2 时 ,V~A(p;, N—p,:—1,p1). 
2) =p 时 ,相当 于 检验 所 有 变量 的 相关 系数 
为 0. 这 时 与 本 6 的 分 布 相同 ， 


E.~ B i (i = 1,2,**,p — 1) 


且 相 互 独立 . 如 果 用 渐 近 分 布 (* ) ,相应 的 参数 为 
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mew sid 
6 


ps TIC 人 
3. 全 相关 系数 (参见 “全 相关 系数 ”检验 . RR 


—2,p;—1l.pi—p—l,iXB Ey 5,,—0 等 价 于 检验 
全 相关 系数 r= 二 0. 统计 量 了 一 1 一 六 ,其 中 

: SiS So 

OS 


为 Tı 与 (zx;,Xx3"… ,Xp) 的 全 相关 系数 . 由 1 Al 
V~ AQU,N— psp— 1); 
从 而 得 到 统计 量 
ET Eur M RE = = 
Bet chc a OHI 


这 就 是 检验 全 相关 系数 r= 0 的 统计 量 . 

全 相关 系数 检验 (test of multiple correlation 
coefficient) ” 见 “ 多 元 独立 性 检验 ”. 

多 元 正 态 总 体 均值 向 量 的 检验 (test specifying 
mean vector of a multivariate normal population) 
一 种 多 元 统计 检验 . 它 是 检验 一 个 正 态 总 体 的 均值 
向 量 是 否 等 于 已 知 向 量 的 问题 . 按 总 体 协 差 阵 已 知 
或 未 知 分 为 两 种 情形 讨论 . 设 XXX, 为 来 目 
多 元 正 态 总 体 N, (us DRR n> p RERA 
H,:u- uS GA E Hau un. 则 : 

1. 协 方差 阵 已 知 的 情形 . 构造 统计 量 

Ti —n(X —u»Y», (X—u), 
其 中 
X= 2x 
Si BOIL TS X GO ,给 定 检验 水 平 a, HE 
AER PTX) =a, RP xL XOGOdBB8 La 
分 位 点 . 

2. 协 差 阵 未 知 的 情形 . 这 时 之 的 无 偏 估计 量 是 
S/ (2 一 1), 构 造 统 计量 

T? = n(n — 1XX — m) S, (X — wh), 

其 中 


S= UX, = ¥) (4-H ~ Wo — 1,3). 


当 假 设 成 立时 , Vn (OX 0 — N,C0, >). ECT? — 
7*(p,n 一 1), 于 是 在 假设 成 立时 ,统计 量 


n7 P mop = 
EF =e F(p,n — p). 
给 定 显著 水 平 Moe dd 
P me 二 
E (n EET Tex 
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Hh F, HEFE pan-pan E @ hi. 

两 个 多 元 正 态 总 体 均 值 向 量 相等 的 检验 (test 
for the equality of mean vectors (in the case of two 
multivariate normal populations)) 一 种 多 元 统计 
检验 . 它 是 检验 两 个 正 态 总 体 的 均值 向 量 是 否 相 等 
的 问题 . 分 别 讨论 两 总 体 协 差 阵 已 知 和 未 知情 形 ,后 
ee M MAU 情况 . 设 XX; 

,天 ,为 来 自 多 元 正 态 总 体 N Cn 区 1) 的 样本 ;Yi， 
Y, co Y, 为 来 自 多 元 正 态 总 体 NOS XO WRK, 
H X.Y WHE 1 > pm p. 要 检验 的 假设 为 
Ho: h=hsHa: nv. uj. 

L BJrEBE X Xs 已 知 的 情形 . 选取 统计 量 

= A 
式 中 
Y= X= OY, 
当 假设 Ho 成 立时 ,To~(p), 可 用 以 检验 Ho. 

2. 协 差 阵 未 知 但 相等 的 情形 ( 即 2 == 25 

XN 用 如 下 统计 量 


Am 
ob np Se 35535 


x m ni — 1 

s= Xa, -3a, - x», 
i=] 

$, = Sg, eu — YY. 
i=] 


当 假设 Ho REN, T’ ~T? Cpm +m — 
计量 


2), 从 而 统 


nid-n;— p decns 
mae FC psn Hn:— 


给 定 显著 水 平 <, 其 否定 域 为 PUE.) =a, HP F, 
A FGO,n-n—p—45rf f E @ rbi. 
3. 协 差 阵 未 知 且 不 等 的 情形 . 2525 22 相差 其 
大 时 ,可 用 如 下 方法 . 令 
= (¥— 7 


F-— p= l): 


(X 一 了 )， 


1 1 
2. mn, 一 p?! Jn N (n, — D? 


xem c ree 
| > ee SS 


T (nj; 一 np T’ 
其 中 


, 


(k = 1323. 


= 


ME Hy 成 立 " 
f—pctlm 
fp 
WUT Fp, f — p- D Ar fi, 24 min Gn 2; oof, 
T^ MEF x». 

多 元 正 态 总 体 协 差 阵 的 检验 (test specifying 
covariance matrix of a multivariate normal popula- 
tion) 一 种 多 元 统计 检验 . 用 以 检验 一 个 多 元 正 态 
dd dod i 个 已 知 正定 阵 . 设 XX, 

X, 为 来 自 多 元 正 态 总 体 NA(u, 立 ) 的 随机 样本 ， 
n> p. 考虑 下 面 两 种 假设 检验 问题 : 

1. 检验 假设 

Hy: >) = >, (已 知 正 定 阵 )， 


Har 2 dog 
利用 似 然 比方 法 得 统计 量 


e 4S3 
~ 全 0 


np n 
2 2 


A= 


式 中 


exp 


- Xa — XX(X, — X)"; 


X = d 

当 假 设 五 ,成 立时 ,一 2 ln4 的 极限 分 布 为 
APLI 
pe 

4r di. 给 定 显 车 水 平 a, 否定 域 上 的 概率 为 

P(—2]1n Axi)—a,d'B XV Wilh A. 

2. 检验 假设 
Ay: 20748 25 (EHEER), 


ar 2,750 2 
式 中 >。 为 已 知 ,a RA, 24 250 — 1, 时 ,这 个 检验 为 
球 性 检验 . 检验 假设 Ho: =o? > 的 似 然 比 统计 


量 为 
Pai 
Mie ee eg 
fel Do's} /e} 
ie 
zo # VS 
OU C fe SIE 
当 假设 A, 成 立时 ,统计 量 
E = -p- EEEH? inw 
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的 近似 分 布 为 
e(t i 


分 布 . 给 定 检验 水 平 ,否定 域 上 的 概率 为 PC XE} 
==a, 其 中 难为 相应 的 临界 值 ， 

球 性 检验 (sphericity test ) 
协 差 阵 的 检验 ” 

几 个 多 元 正 态 总 体 均 值 向 量 相等 的 检验 (test 
for the equality of mean vectors in the case of sev- 
eral multivariate normal populations) 一 种 多 元 
统计 检验 . 它 是 在 协 差 阵 相 等 时 ,检验 多 个 正 态 总 体 
均值 向 量 是 否 相 等 的 问题 . 设 有 个 总 体 ,分别 抽 取 
样本 如 下 : | 


见 “ 多 元 正 态 总 体 


XP XY ye Oi ir N, Chs, ae 
Xj” 6 aia Xn x Ns, > ), 
X12 XP ee XD N CA， p» )» 


n.p (a—1,2,,5,H(X7,a—1,2, h.t], 
2,… ,na} 样 本 相互 独立 ,要 检验 的 假设 是 : 

Ho: Hi = bp = te = bh 

Ha: (hsa = 1,2, ,k} 不 全 相等 . 


利用 似 然 比方 法 得 统计 量 


E 
A= , 
E+ B 
其 中 
k 
B= J nP —X)Xo-—xy 
为 组 间 离 差 阵 , 这 里 


Se 
X =; 2,5 Ca 152, sk), 


zl: 
n 
k 
E= > ar - X@)y(X@ — X?)r 


为 组 内 离 差 阵 . 统计 量 A A Cp n — E, k— D. 从 而 
给 定 显著 水 平 ,检验 H 的 否定 域 为 P{A<A.)= 
a, 其 中 A, 为 维尔 克 斯 分 布 的 下 分 位 点 . 

几 个 多 元 正 态 总 体 协 差 阵 相等 的 检验 (test for 
the homogeneity of covariance matrix in the case of 
multivariate normal populations) 一 种 多 元 统计 
检验 .用 以 检验 多 个 正 态 总 体 的 协 差 阵 是 否 都 相等 . 
设 有 个 总 体 ,分 别 抽取 样本 如 下 : 


XP XM oe XP ~ N GS, 91) 
XP X e XD Za N, (Hz, > 
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X® X, XO NOS )， 


id n—nji4-n;4r nin» p (a2—1,2,7:,£5),XI, 
a=1,2,°"° y. ,£—1] 923 ex sy 相互 独 立 ， 要 检验 假设 


Ay; p pu a. 
Ha: (2254 = 1,2, k RAS. 
利用 似 然 比方 法 ,得 统计 量 


其 中 
,= Mae XOP — Ky! 
t=1 
(a= Is 2.,***, b), 


x = lys (a = 1, 23° esk), 


Ma t=] 


k 
S= 2,8. 


根据 无 偏 EER, 将 As 中 的 mm 用 ?一 1 代替 ,用 
n—kTV IB FE AS. RM. p<5 n 1220 (a= 
1,2, 4),]0 —2 In A; /c 的 渐 近 分 布 为 


EPIO EIs DJ. 


2e°+3p-1 [N^ 1 1 
TDI 2; n,—1 - 
ks psn. WE EXRAR MEA n9 (a—1,2, 7 
&) 时 ,一 2 Indy /6 MIA HN Fo) KP 


Cj E ]— 


Fi 
-— A ngs 
l—a h i 
= ge 
f=5pp+ DE— 1), fale, 
a: — d] 
= 2p + 3p — 1 | GO 1 | 
a= 64—0DO-D reas a=k]? 
= LEVEL 5 1 1 | 
CR eg a Vue 2 fa — BNE TL 
6(k — 1) = (uc I9 (n — k) 
A f.<00 (BN as 一 a? 过 0) ,可 令 
b ETT En 
i | gs 
这 时 
一 o {in A? 
a re a Ese 


fi (6,+2ln 47 ) 

几 个 多 元 正 态 总 体 的 均值 向 量 和 协 差 阵 相等 的 
同时 检验 (simultaneous test on mean vectors and 
covariance matrices in the case of multivariate nor- 


一 种 多 元 统计 检验 . 它 是 检验 多 


mal populations ) 
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正 态 总 体 是 否 相 等 的 问题 . 设 XO G— 1.2. sna) 
为 来 自 第 a EAN, Cues Ua FEA (a= 1,2,°° 
k) ,它们 相互 独立 n pid 
n= Di" 
检验 & 个 正 态 总 体 是 否 相 等 就 等 价 于 检验 假设 


Aly; Mi. I HW eS Mes 2, me tas en zo 
Hi {Hey = 1,2,*, 5) 不 全 相等 ,或 
(Dre = n2, RAGRS. 


其 似 然 比 统计 量 为 
»* TE IS fre Tae 


A, 


其 中 
^ (X 


X JE S;G=1, De …,&) 的 意义 参见 "“ 几 个 多 元 正 态 总 
体 协 差 阵 相等 的 检验 ”将 中 的 ni 用 一 1 代替 ， 
n f n—k 代替 后 ,得 统计 量 为 . 在 假设 Hor 
时 ,一 26ln A7 有 如 下 近似 分 布 : 
P{— 2€lnA; «x t) 
= PUCCD St} 
WoL a 4 


— XX — X)"; 


I 


pe pU sn 


+ 007), 
其 中 | 
f— L6 -DbpTrD. 
k 
D E-i LETS 
D. Pos Ji —D5rn 
p—k+2 
Tne ED’ 


p EN : 
Wi oe Y (n; 一 cu (n 一 "3 
6p. rp Op a 26pc 1) 
1 ] EE 
l 7 一 & (kh—1)(~4+3) 
1 Loc 
x b ap 
COP! = Bp DOR 2) 
(n—k) (p+ 3) 
aes OG ae es ek Poa 
(n — k)’ (p + 3) (n — ky 
- (— 2k? + 7k + 3pk — 2p? — 6p — 4)). 
EKERI FF —2Eln ay 的 渐 近 分 布 为 x! Cp. 
多 元 线性 模型 (multiple linear model) 数理 
统计 的 一 个 重要 分 文 . 它 是 多 个 因 变 量 与 多 个 自 变 
量 的 线性 模型 . 它 的 理论 和 应 用 包含 的 内 容 很 广泛 ， 
一 般 地 ,多 元 线性 模型 包含 :多 元 线性 回归 模型 ;多 


=X 


元 方差 分 析 模 型 ;多 元 协 方差 分 析 模 型 等 . 如 果 自 变 
量 都 为 连续 (离散 ) 变 量 , 则 称 为 回归 分 析 模 型 . 如 果 
变量 没有 明显 的 量 的 概念 ,例如 ,把 “民族 ”作为 一 个 
变量 时 , “汉族 “满族 ”等 就 不 是 量 的 概念 ,人 们 称 
之 为 名 义 ( 尺 度 或 属性 ) 变 量 , 这 种 情形 都 属 方差 分 
析 模 型 . 如 果 在 全 部 自 变 量 中 ,有 一 部 分 是 连续 (高 
散 ) 变 量 , 男 一 部 分 自 变量 是 名 义 ( 尺 度 ) 变 量 ,通常 
称 为 协 方差 分 析 模 型 ， 

多 元 回归 分 析 《multivariate regression analy- 
sis) 讨论 多 个 自 变 量 与 多 个 因 变 量 的 线性 依赖 关 
系 的 理论 和 方法 . 它 是 多 元 分 析 的 各 种 方法 中 应 用 
最 广 的 一 种 . 设 自 变量 XA aa sAn 与 因 变 量 Y;, 
Y, SY, AAPEMKKA, EDN n 组 独立 观测 值 
iJ (Ya DATED Ys NA pa e » c (£=1,2,°%, 
n). ic 


Jar X: Yip 
Y= Ya Yz Yap 
Yn Vn2 Y È 
Xi X32 Lim 
Ho, Tz Lom 
x= P" ， 
Xn Tn? X nm 
Bu Bs Bus 
b. 
ga [Bn Ba Br Aa 
= TS een px B 
Pol Bm? Bmp 
Ei, E Eip E 
E og E E! 
p= 21 22 2p A i l 
ET Es Enp ET 
1 
1 
1, = . 
1 
则 称 模型 
| X B+ &, 
£& ^ N0, 9) G= 2,7.) 且 独 立 


为 多 个 自 变量 (mm) 与 多 个 因 变量 (p) 的 线性 回归 分 
析 模 型 . 亦 称 多 元 多 重 回归 分 析 模 型 (或 简称 多 对 多 
回归 ), 其 中 六 = 0, : X,) 为 已 知 数据 阵 , 且 其 秩 
rank(X) 二 m 十 1;YY 为 可 观测 的 随机 阵 ;e 为 不 可 观 
测 的 随机 误差 阵 ;B, DAR m BRE. 

多 元 多 重 回归 分 析 , 主要 讨论 多 对 多 回归 模型 
中 参数 的 估计 及 有 关 参 数 的 假设 检验 问题 ,或 直接 
利用 模型 进行 预测 及 控制 . 
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多 元 多 重 线性 回归 分 析 模 型 (linear regression 
model of many dimension-multiple)” 见 “多 元 回归 
分 析 ”. | 

线性 回归 模型 参数 阵 的 估计 (estimate of pa- 
rameter matrix of linear regression model) 一 种 
多 对 多 回归 模型 的 参数 估计 . 是 对 多 元 多 重 线性 回 
归 模 型 的 回归 系数 阵 6 和 误差 的 协 方差 阵 之 的 佑 
it. BRE 8 的 最 小 二 乘 估计 为 B=(X7X) XY. 
其 中 X=(1,: Xi). do 

1 


Lx XI| I- 14 X; 

J 1. 

Lx =X1{I-—J|¥ 

y-lxn,y-lyn, 

n n 

于 是 LETRA | 

有 M ¥Y7—X7B 

B i LixL xy 


ia Y=X6, WREE 
Q= Y- Ý) Y- Ý) 
= Y'Q, — X (X"X) -XOY 
| = Ly 一 Te , 
其 中 


La-Y| L——J Y, Lyx= Ly. 
误差 量 的 协 方差 阵 立 的 估计 为 


= —À1 —Q. 
其 中 p DAB BR DATA TRE. 


回归 系数 阵 的 显著 性 检验 (test of regression 
coefficient matrix) ”考察 某 几 个 自 变 量 对 pp 个 因 
变量 的 作用 是 否 显著 的 问题 . 不 妨 假设 检验 后 面 > 
个 目 变 量 , 记 
C= CL, CX, : X;) A (Ci : 595 


X; 为 n Xr 阶 数据 阵 . 
Di 
B= 5 | B: 为 > Xp 阶 参数 阵 . 


2 


问题 化 为 检验 参数 阵 Ho: Bi — 0. 利用 似 然 比 检验 

法 得 统计 量 

H IQ | 

.. [RQF (Qu — QD] * 

其 中 QE EIR A FES, H 
Q~W,(n—m—1,>5), 

而 Qn 二 (一 Ci(C1C1) CY. 当 五, 成 立时 , 回 
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A 


统 dx SE 


归 模 型 的 残 差 阵 
(Hy FP) 
Qu—Q-— Wr. 2]. 
HQn—-Q5Q my, 故 


Aces NOG) 

给 定 显著 水 平 a, ERM P{A<A,} =a. 

回归 变量 的 选择 《selection of regression vari- 
ables) 回归 变量 的 选择 问题 . 在 回归 分 析 中 ,变量 
的 选择 是 实际 应 用 中 的 一 个 重要 问题 . 如 果 将 某 个 
重要 变量 遗漏 ,回归 效果 一 定 不 好 ;如 果 回 归 方 程 中 
包含 一 些 对 因 变 量 影响 不 显著 的 变量 ,不 仅 增加 计 
算 量 ,而且 将 使 回归 方程 不 稳定 .在 应 用 回归 方法 解 
决 实际 问题 时 ,对 进入 回归 方程 的 自 变 量 ,一 般 参 考 
专业 知识 并 结合 数学 方法 从 中 精心 选择 . 

数学 上 常用 的 租 选 回归 变量 方法 有 : 

1. 前 进 法 (逐步 引入 法 ). 首先 从 自 变量 中 选 出 
与 因 变 量 线 性 相关 系数 最 大 的 一 个 ,经 统计 检验 A 
其 回归 系数 显著 不 为 零 , 则 把 该 变量 引入 回归 方程 . 
其 后 根据 同样 的 原理 ,在 余下 的 自 变量 中 选 出 最 相 
关 的 变量 ,并 经 检验 后 引入 回归 方程 . 如 此 重复 ,每 
步 引 入 一 个 目 变 量 , 直到 再 没有 显著 的 目 变 量 可 供 
引入 为 止 . 

2. 后 退 法 (逐步 剔除 法 ). 与 前 进 法 相反 ,首先 将 
全 部 目 变 量 引 入 回归 方程 ,然后 从 回归 方程 中 找 出 
其 系数 与 零 差 异 最 小 的 变量 , 奋 经 检验 其 回归 系数 
SSHNBRA GDS MARAE. 如 此 一 个 个 地 吻 
除 变量 , 直至 再 没有 不 显著 变量 可 被 旭 除 为 止 . 

3. 逐步 回归 法 .与 前 进 法 相似 .但 考虑 到 前 面 各 
步 引 入 回归 方程 中 的 变量 的 重要 性 会 随 着 新 目 变 量 
的 引入 发 生变 化 ,如 果 已 变 得 不 再 重要 了 ,就 应 及 时 
把 它 从 回归 方程 中 剔除 . 所 以 ,在 每 步 引 入 新 变量 之 
后 , 奇 经 统计 检验 ,其 系数 与 零 的 差异 已 不 显著 , 则 
删除 该 变量 . 如 此 了 逐步 进行 ,直至 既 不 能 引入 新 变 
量 , 又 不 能 剔除 前 面 已 引入 的 变量 为 止 . 

4. 最 优 回归 子 集 法 . 设 有 mm 个 自 变 量 ,其 任意 
子 集 都 可 和 因 变 量 建立 回归 方程 ,这 样 , 一 切 可 能 的 
回归 方程 共有 2, 一 1 个 .该 方法 是 根据 某 一 准则 从 
中 选 出 一 个 最 优 子 集 . 常用 的 选择 变量 的 最 优 准则 
有 均 方 误差 最 小 准则 BIE ;准则 、Cj 统 计量 准则 、 
AIC #29) BIC 准则 、 信 息 统计 量 准 则 等 . 

前 进 法 (forward selection procedure) 
归 变 量 的 选择 ”. 

后 退 法 (backward elimination procedure) Ji, 
“回归 变量 的 选择 ”. 

逐步 回归 法 (stepwise regression procedure) 
见 “ 回 归 变 量 的 选择 ”. 

最 优 回 归 子 集 法 (best subset for regression) 
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见 “ 回 


见 “ 回 归 变 量 的 选择 ”. 

方差 分 析 (analysis of variance) 与 回归 分 析 
不 同 的 一 种 线性 模型 . 它 与 回归 分 析 所 研究 的 共同 
内 容 是 模型 参数 的 估计 、 检 验 一 些 因 素 ( 自 变 量 ) 对 
某 个 (或 多 个 ) 指 标 ( 因 变量 ) 之 间 的 关系 . 二 者 的 差 
别 在 于 : 

1. 回归 分 析 所 涉及 的 目 变 量 一 般 是 连续 的 , 方 
差分 析 中 取 的 是 属性 因素 (如 医学 上 的 阴性 、 阳 性 
F). 有 时 虽然 因素 本 身 是 数量 型 的 ,但 也 只 是 选 定 
几 个 值 . 可 以 说 因素 本 身 也 就 离散 化 了 . 

2. 回归 分 析 在 于 建立 自 变 量 与 因 变 量 的 回归 郴 
数 关系 ,方差 分 析 的 重点 在 于 判定 各 因素 对 指标 有 
无 影响 和 影响 的 大 小 .因素 间 的 交互 作用 是 否 存 在 
等 . 

3. 回归 分 析 的 设计 和 矩阵 ,一般 要 求 是 满 秩 的 ,在 
方差 分 析 中 设计 阵 的 元 素 ,一般 只 取 0,1 两 个 值 , 因 
而 设计 矩阵 多 为 降 秩 的 ,需要 加 上 约束 条 件 . 

4. 方 差分 析 比 回归 分 析 处 理 的 问题 要 复杂 些 . 
回归 分 析 的 主要 内 容 在 于 回归 函数 ,方差 分 析 要 涉 
及 诸多 的 效应 估计 和 检验 ,方差 分 解 等 . 

如 果 设 计 和 矩阵 满足 正 交 化 条 件 , 在 计算 上 就 有 
一 种 简便 格式 : 

Y—Xa-re, Ee=0, D(e) = oly, 
式 中 XE NX eB. 

满足 一 定 约束 条 件 所 考虑 的 统计 问题 大 致 有 : 

1. 检验 各 种 效应 是 否 存 在 ,4 二 4 二 … 二 a, 一 
O(rSk). 

2. 在 经 检验 某 种 效应 存在 ,进一步 提出 w =, 
的 检验 问题 ,或 a 一 a; 的 估计 问题 . 

3. 在 分 析 的 基础 上 , 定 出 各 个 因素 的 一 个 (或 多 
个 ) 最 好 的 组 合 , 称 为 最 优化 条 件 ,以 便 对 指标 ( 变 
量 ) 发 挥 好 的 效果 . 

协 方 差分 析 (analysis of covariance) 
差分 析 模 型 与 回归 模型 的 一 种 线性 模型 . 
Y=X,a+X,Bte, Ee=0, D(e)=o'ly, 
AF Xa 是 模型 的 方差 分 析 部 分 ,设计 和 矩阵 X, 中 
的 元 素 一 般 取 值 0 或 1, 参数 向 量 gw 有 一 定 的 约束 
RIF: XP 是 模型 的 回归 部 分 ,设计 矩阵 X. 中 变量 
是 连续 型 的 . 因为 含有 两 种 类 型 因素 (连续 型 ,属性 
型 ) 的 混合 , 故 称 之 为 协 方差 分 析 模 型 . 但 是 这 两 部 
分 不 能 同等 对 待 ,主要 的 还 是 方差 分 析 部 分 , 而 回归 
部 分 只 是 因 某 些 变量 不 能 完全 人 为 地 控制 而 不 得 已 

引入 的 . 为 此 ,需要 介绍 协 方 差分 析 应 用 的 技巧 . 


研究 方 


第 一 步 , 由 
Y—X,p=X,a+e (1) 
求 出 a 的 最 小 二 乘 估 计 
a = (XX) Xi Y — XP). (2) 


第 二 步 , 由 Y—X,a=X.P+e, it p 的 最 小 二 
3 fh i 
B= (X7X.) UXT — Xo (3) 
| = (XTX) XT O — Xp 
B= (XXD XIĦ — Xo 
在 某 些 约束 条 件 下 解 出 的 a,B, 便 是 协 方差 分 析 模 
型 中 参数 向 量 a, p 的 最 小 二 乘 估计 . 
协 方差 分 析 模 型 (model of analysis of covari- 


由 (4) 


ance) 见 “ 协 方差 分 析 ”. 
多 维 列 联 表 (multidimensional contingency 
table) 一 种 统计 模型 . 一 个 总 体 中 的 个 体 革 可 有 


多 种 属性 . 例如 ,就 某 一 种 属性 4 而 言 , 它 属于 7 个 
类 Ais A,,……, A, 当中 之 一 ;就 男 一 个 属性 B 而 言 ， 
ERT s TŽ B,,B,,…,B, 当中 之 一 ;就 属性 C 而 
言 , 它 属 于 t 个 类 Ci,C;,… ,Ci 当中 之 一 .其 目的 是 
要 考察 个 体 半 在 +XsXt 个 类 中 的 频率 分 布 和 属性 
A,B,C 是 否 相 互 独立 . 以 上 的 情况 就 是 三 维 列 联 表 
(或 你 =rXs Xt 重 列 联 表 ). 一 般 可 以 设计 m EX 
IK 3 (m 2). 二 维 列 联 表 可 以 在 平面 上 表示 如 下 : 
样本 Xi,X,s X, 在 AB; 类 中 出 现 的 次 数 为 


2 其 频率 为 n,/n (19123 AD 
= t 5j EX 


1 5 J=152 5°55) 


n = Dm, 表示 第 1 行 元 素 的 和 
t (i = 1,2,° ,7); 

= ,表示 第 j 列 元 素 的 和 
G = 1,2,°*,5)3 


n= S Yu 表示 总 和 . 


列 联 表 的 用 处 : 

1. 可 以 用 每 个 类 (4;B;) 的 频率 
(AiB;) 的 概率 . 

2. 可 以 用 来 检验 两 个 属性 A, B 是 否 独 立 . 检验 
统计 量 为 


nij/n 去 估计 类 


( — REY 
-55A 


一】 j=l 


多 元 统计 分 析 


RP P;, 表 示 事 件 {(4=4;,B=B,} 的 概率 ， 
pe a 
是 已; 的 佑 计量 .可 以 证 明 : 当 4 与 已 独立 时 ,统计 
BY 的 极限 分 布 是 X 分 布 ,自由 度 为 
(CE 

主 成 分 分 析 (principal component analysis) 
亦 称 主 分 量 分 析 . 多 元 数据 处 理 的 重要 方法 之 一 . 是 
将 多 个 指标 综合 为 少数 几 个 综合 性 指标 的 一 种 统计 
分 析 方 法 . 在 多 指标 (变量 ) 问 题 的 研究 中 ,变量 间 经 
常 存在 一 定 的 相关 性 . 当 变 量 很 多 时 ,在 高 维 空间 中 
研究 样本 的 分 布 规律 常常 比较 困难 ,而 主 成 分 分 析 
的 一 个 目的 是 简化 数据 结构 , 找 出 m (m po S 
相关 的 主 成 分 分 量 来 代替 原来 众多 的 p 个 变量 .在 
这 过 程 中 , 既 要 达到 降 维 目的 ,又 要 尽量 多 地 反映 原 
来 的 信息 量 . 主 成 分 分 析 的 另 一 个 作用 是 揭示 变量 
之 间 的 一 些 关 系 . 例如 , 主 成 分 应 用 在 回归 分 析 中 ， 
可 以 揭示 回归 变量 间 的 近似 共 线 关系 . 这 对 于 数据 
分 析 ,将 带 来 一 些 重要 信息 . 

1. 当 总 体 协 方差 阵 之 已 知 时 ,根据 协 方差 阵 > 
提供 的 信息 ,获得 的 主 成 分 , 称 为 总 体 主 成 分 . 具体 
作法 是 : 设 X = GEL E p 是 P 维 随 机 向 量 ， 
D(X) 王 之 已 知 ,之 的 特征 根 按 大 小 排列 为 A AS 

宇 宇 0, 相 应 的 特征 向 量 是 单位 正 交 向 量 Li SL», 
LIU] X WAR PEMA 
Zo c—IX-(E-, v5» 
这 p 个 主 成 分 不 相关 , 且 有 DZ) =A, Z: 与 原 变 量 
xi 的 相关 系数 为 


一 Lis VA] xg (i,k = 1525**5), 

AP EREE OL, 的 第 ;个 分 量 , 亦 称 为 原 变量 
zx; 在 主 成 分 Z 中 的 载荷 . 而 m 是 之 阵 的 对 角 线 上 
的 第 i 个 元 素 .第 个 主 成 分 Zi 的 方差 DOZO =A, 
它 所 提供 的 方差 信息 可 用 比率 

T. 
来 度量 , 称 为 主 成 分 Za 的 方差 贡献 率 . 而 称 

Maj SA (m < p) 


为 主 成 分 ZiZa oe 的 累积 方差 贡献 率 . 一般 令 
m 所 取 的 最 小 正 整数 能 使 累积 贡献 率 之 0.85. 有 时 
也 用 相关 和 矩阵 及 代替 协 方差 阵 之 作 主 成 分 分 析 . 


2. 当 总 体 协 方差 阵 习 未 知 时 ,根据 其 估计 量 之 


确定 的 主 成 分 ， 称 为 样本 主 成 分 . S XoXo te XN 
是 来 自 总 体 容 me 样本 协 方差 阵 为 


2 = ws 
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式 中 
N 
S= >, (%,— XY, — X». 
id SAV RAE RR ADA, A, 0, AA BO e GE I 


量 是 单位 正 交 化 向 量 l,l,, sty. > z,—IIX,X 为 
任 一 次 观测 , 称 zi 为 第 & 个 样本 主 成 分 (& 一 1,2， 
esp). IEE X= (Eas Lass 2a) 代 人 上 式 得 
第 a 个 样本 的 第 个 主 成 分 

Loe = HEX, (k=1,2,°" ,p04=1,2,.",N). 
id Za = (Zal map. Ed 则 称 Za 是 第 a 个 样本 X. 的 
主 成 分 (a 二 1,2,*…,N). 

在 实际 应 用 中 ,不 同 的 变量 往往 有 不 同 的 量 纲 ， 
为 了 消除 由 于 量 纲 不 同 可 能 带 来 的 不 合理 结果 ,对 


原 数据 常 采用 标准 化 变换 
x Xo — Ti 
m I e eS 
N Su4/CN — 1) 
(a = 1,2,**,N; i-—1,2,,.5). 


变换 后 的 数据 阵 仍 记 为 了 X(N X p 阶 ), 这 时 ,样本 协 
方差 阵 就 是 样本 相关 系数 阵 , 即 


R= xr 


1 
INT 
从 玉 阵 出 发 确定 的 样本 主 成 分 ,在 实际 应 用 中 可 能 
更 加 合理 . 把 p 个 指标 综合 为 少数 几 个 主 成 分 后 ， 
还 可 以 再 利用 主 成 分 数据 进行 聚 类 分 析 、 判 别 分 析 
和 回归 分 析 等 . 由 此 可 知 , 主 成 分 分 析 也 可 以 被 看 做 
是 多 元 数据 处 理 中 的 一 个 重要 步骤 . 

主 分 量 分 析 (principal component analysis) 
即 “ 主 成 分 分 析 ”. 
总 体 主 成 分 (principal component for popula- 

见 “ 主 成 分 分 析 ”. 
方差 贡献 率 (contribution rate of variance) 
见 “ 主 成 分 分 析 ” 

积累 方差 贡献 率 (contribution rate of accumu- 
lated variance) 见 “ 主 成 分 分 析 ” 

样本 主 成 分 (Principal component for sample) 
见 “ 主 成 分 分 析 ”. 

因子 分 析 (factor analysis) ”多 元 统计 分 析 中 
的 降 维 方法 之 一 . 即 把 原来 的 可 观测 向 量 , 综 合成 少 
数 几 个 不 可 观测 的 所 谓 公 因子 的 线性 组 合 与 特殊 因 
子 之 和 . 这 种 共同 因子 是 对 原 变 量 的 一 种 高 度 概括 . 
所 以 在 每 个 具体 的 因子 分 析 实 例 中 ,对 这 些 公 因子 
含义 的 解释 往往 是 它 的 难点 之 一 . 因子 分 析 的 形成 
和 早期 发 展 ,一 般 认 为 是 从 斯 皮尔 曼 (Spearman， 
C. ) 在 1904 年 发 表 的 文章 开始 ,他 用 这 种 方法 解决 
智力 测验 得 分 的 统计 分 析 问 题 . 后 来 在 心理 学 、 教 育 
学 .社会 科学 、 经 济 学 等 领域 都 取得 了 成 功 的 应 用 . 

设 XS (TiTi P d 是 可 观测 的 随机 向 量 ， 

440 


tion) 


其 均值 向 量 为 oa READ. 因子 分 析 模 型 是 
X-—u-c-AF-t, 
AP FA m REPL E On ).H ECF)=0, 
DG) -—I,.€ 7 p ?EBSDLI ER ,H ECO-—O, 
0; 0 


o; 


De) = AM, cov(F,&) = 0, 


0 a, 
式 中 AA px m 阶 参 数 和 矩阵 ;F PROS X WAEAFT; 
E 称 为 全 的 特殊 因子 (或 惟一 因子 );4 称 为 公 因 子 F 
的 载荷 矩阵 . 4 中 元 素 a;; 二 cov(zi,Fj;) (1 二 1,2,…， 
Pj 二 1,2,…,m), 表 示 第 i 个 变量 在 第 j 个 公共 因 
子 上 的 载荷 . 4 中 各 行 元 素 的 平方 和 记 为 


ho, = daz, (7 二 1 ,2,* sp). 


称 hs 为 变量 x 的 公 因子 方差 , 它 反 映 变量 x 对 m 
个 公 因子 的 依赖 程度 . 4 中 各 列 元 素 的 平方 和 记 为 


p 
q2; zx a Ci = 1 ,2 ，… 5m). 
i=] 


WR qu 为 公 因 子 Fj 对 互 的 贡献 , 它 是 衡量 公共 因子 
相对 重要 性 的 指标 . 

在 以 上 因子 分 析 模 型 中 ,要 求 公 因 子 下 正 交 
(或 不 相关 ) , 即 D(F) 二 7,, 这 样 的 因子 分 析 模 型 称 
为 正 交 因子 模型 . 更 一 般 地 , 若 m 个 公共 因子 相关 
( 斜 交 ), 即 DCF) =V (V 20) kN. A Ao 
析 模 型 称 为 斜 交 因子 模型 . 

在 实际 应 用 中 ,要 估计 参数 矩阵 4, 通 常 是 用 总 
Pk OD Ty ED CRORE AR Hh HED = S/ ON — D ROS 
征 根 及 特征 向 量 ,经 过 适当 运算 ,可 得 到 4 的 估计 量 
4(S 含 义 (参见 “样本 协 方差 矩阵 ”). 


公共 因子 (common factor)” 见 “因子 分 析 ”. 
特殊 因子 (Special factor)” 见 “因子 分 析 ”. 


A FE t i (actor loading matrix) 见 “ 因 子 
分 析 ” 

公 因 子 方差 (variance of common factor ) J, 
“因子 分 析 ”. 


正 交 因子 模型 (orthogonal factor model) JA, 
“ 因 于 分 析 ” 

和 斜 交 因子 模型 (oblique factor model) 
子 分 析 ”. 

因子 旋转 (factor rotation) 一 种 变换 . 就 是 旋 
转 因 子 的 坐标 轴 . 在 因子 分 析 中 , 当 求 得 公共 因子 及 
其 因子 载荷 阵 4 后 ,对 公 因 子 要 给 出 具有 实际 意义 
的 合理 解释 . 如 果 公 共 因 子 难以 和 实际 问题 相对 应 ， 
可 对 公 因 子 进行 旋转 ,使 得 旋转 后 的 公 因子 具有 实 
际 意义 . 常用 的 旋转 方法 有 两 种 : 


见 “ 因 


1. 方 差 极 大 的 正 交 旗 转 . 记 因 子 载 倚 阵 为 


| Avo dod Aom 


dpl dp SE G pm 


变量 x; 的 公 因 子 方差 为 


hi = Piu (7 = sp). 
J 三 1 


Ven S you iu. 2 
ALA AU EE 4 的 总 方差 ,其 中 
o d, = 2208 (J = 1,2,°.",m) 
当 每 个 因子 的 载 集 ( 即 4 中 每 一 列 ) 的 绝对 值 趋 于 0 
或 1 时 ,V(4) 值 就 大 ,这 时 相应 的 公共 因子 具有 简 
单 的 结构 . 所 请 方差 极 大 的 正 交 旋转 , 即 选 择 正 交 阵 
r, EVADIR RK. M m—2 时 , 正 交 阵 可 表 为 


cos 9 — sin 9 


di; = 


~ 


sin @ coso |]. 
适当 地 选择 旋转 角度 oA ACTH RA BIARK; 
当 m> 时 ,可 逐次 对 每 两 个 因子 进行 旋转 ,mm 个 公 
因子 全 部 配对 旋转 , 共 需 旋转 C 次 . 全 部 旋转 完结 
称 为 一 轮 ( 或 一 个 循环 ,一 圈 ). 一 轮 完成 后 再 继续 做 
下 一 轮 . 每 轮 后 ,总 方差 单调 不 减 且 有 界 , 因 此 ,该 算 
法 一 定 收敛 . 在 实际 计算 时 , 当 V 值 变化 不 大 时 ,可 
停止 旋转 . 

2. 方 差 极 大 的 斜 交 旋 转 .大正 交 旋转 后 的 公 因 
子 仍然 没有 明显 的 实际 意义 , 亦 可 作 方 差 极 大 的 斜 
AC yere. 选择 适当 的 非 退 化 和 矩阵 PCOP3EIESZ E), f 
4P 的 总 方差 达 最 大 的 变换 称 为 方差 极 大 的 斜 交 旋 
转 . 变换 矩阵 PP 是 一 般 的 非 奇 异 和 矩阵 , 故 具 有 更 大 的 
选择 性 . 具体 旋转 方法 与 方差 极 大 的 正 交 旋 转 相 同 . 

方差 极 大 的 正 交 旋转 (varimax orthogonal ro- 
tation)” 见 “因子 旋转 ”. 

方差 极 大 的 斜 交 旋转 (Coblique rotation of vari- 
max)” 见 “因子 旋转 ”. 

因子 得 分 (factor score) 一 种 估计 值 . 是 在 因 
子 分 析 中 ,对 不 可 观测 的 公 因 子 做 出 的 估计 值 . 因子 
分 析 是 将 变量 分 解 为 公 因 子 和 特殊 因子 的 线性 组 
合 .由 于 mm 个 公 因 子 能 反映 原 p 个 变量 的 相关 关系 
(m 达 Pp), 故 反 过 来 考察 ,将 公 因 子 表 成 变量 的 线性 
HS F;—bumidt6jr;ToeT6,x,Cj—1,2,-7,m), 
如 能 佑 出 好, 就 可 以 估计 F; 的 值 , 称 之 为 公 因 子 E, 
的 得 分 . 这 样 ,就 把 p 维 空间 的 问题 化 为 m On p) 
维 空间 的 问题 . 在 低 维 空间 Ra 中 ,进一步 考察 样本 


多 元 统计 分 析 


分 类 或 把 样本 的 公 因 子 得 分 作为 进一步 分 析 的 原始 
A E. i FS barit bgr: t'e tbr (j= 二 1,2,*…， 
m) ,合计 (6; ,i 二 1,2,…,p，j 二 1,2,… sm) 常用 的 方 
法 有 两 种 : 

1. 回归 法 .假设 原 变 量 均 为 标准 化 变量 . 在 最 小 
二 乘 意义 下 ,用 回归 分 析 方 法 可 建立 FS Fes, 
对 rite ,zp 的 回归 方程 

F = (Ê f, Ên) SAR X, 
其 中 AWA Fears RA X WAKE. 此 方法 是 汤 
3f 4& (Thompson, K. ) 提 出 来 的 ,所 得 因子 得 分 Ê, 
文献 上 常 称 为 巴特 利 特 因 子 得 分 . 

2. 加 权 最 小 二 乘法 . 在 因子 分 析 模 型 中 ,特殊 因 
FWA # var(e,)=0? (二 1,2,…,p) 一 般 不 相等 . 以 
1/2; 为 权 , 在 加 权 最 小 二 乘 意义 下 ,得 

P= Daya Dr xs 
其 中 D= diag (0i, 03,305). FRÆ X~N,CAF, 
D), W) F 的 最 大 似 然 估计 与 加 权 最 小 二 乘 估 计 一 
Si. 这 个 估计 也 称 为 巴特 利 特 因子 得 分 . 在 实际 应 用 
中 ,利用 样本 可 得 到 样本 相关 阵 ,进而 求 得 4,D 
的 估计 为 4,D, 代 入 上 式 , 对 每 个 样本 
XC sey) (1525) 

可 计算 相应 的 因子 得 分 

Pn 0 2 

典型 相关 分 析 (canonical correlation analysis) 
研究 两 组 变量 之 间 相 关 关 系 的 一 种 统计 方法 . 例如 ， 
在 经 济 学 中 ,研究 两 组 (价格 与 消费 ) 变 量 之 间 的 一 
些 变 量 关 系 ;在 生物 学 中 ,研究 生物 群体 与 生活 环境 
诸 变量 的 关系 ;在 地 质 学 中 ,岩石 群 与 形成 原因 诸 变 
量 之 间 的 关系 等 .假设 要 研究 的 是 两 组 变量 x ,x;， 
Lp E Yi Ys yg 的 相关 关系 ,可 对 每 组 变量 各 
自 找 出 变量 的 线性 组 合 , 使 这 两 个 线性 组 合 形成 的 
新 变量 具有 最 大 的 相关 , 称 这 种 相关 为 典型 相关 ,这 
两 个 新 变量 称 为 典型 变量 . 设 下 一 (zzz，…,zo) ， 

Y= (yy ttv ,随机 向 量 
bi 
Y 
的 均值 为 0 向 量 , 协 方差 矩阵 光正 定 , 其 阶 数 为 (p 
+q)X (Pta). ADR pq. 如 果 存 在 @ — Can; 
anst sp) M By = (by 9b2 tib ,使 得 
p(aiX,biY) = max p(a’X,PY), 


var (a? X) —] 
var (Bt Y)=1 


则 称 ai 天 ,2 了 是 下 ,7 的 第 一 对 (组 ?典型 相关 变量 ， 
它们 之 间 的 相关 系数 称 为 第 一 个 典型 相关 系数 . 如 
果 存 在 a, = (asas as). Tl b, = Chis bas ts 
b.) (r— 2,3, pA: 
l.a7 X ,b1Y 和 前 > 一 1 对 典型 变量 不 相关 . 
O.var(a X)—1;, var, Y)=1. 
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3.a; X SRY JN X,Y 的 线性 组 合 中 相关 系数 
最 大 者 , 则 称 aX bY Dy XY 的 第 > 对 典型 相关 变 
E. 它们 之 间 的 相关 系数 , 称 为 第 ”个 典型 相关 系 
数 . 

在 典型 相关 分 析 中 , 当 总 体 协 方差 阵 之 未 知 时 ， 


根据 其 估计 量 之 确定 的 典型 变量 , 称 为 样本 典型 相 
KER. i 


Z hi ( 1,2, N) 
a 一 CQ 一 上 Lo 
Y, 


为 来 自 总 体 
| 
Y 
AREAS CN T7 p+), ER DD TT 25 
P pou 
E 2 205 
的 估计 量 为 
- 1 Su S12 
227 NF Sa "i 


AP XS pXp MER, H 


N 
= >) (X. 一 X)(X,— X)", 
a=] 


N * 
= SOC — XXX, 一 了 )7， 


& 
= l 


$5 = X) Y. — Y)(Y, 一 YY. 


特征 方程 | S12 S22 S21 — $n | — 0 pa | Sa Su Si d 
A 82; | — 0 具有 相同 的 非 零 特 征 根 
ee au E 

fa JA C$, S5 S4 —A8,)0a,—0 (r—1.2.--. pou[fg 
特征 向 量 Oy ya 和 … oo 又 从 (SSiSi 一 12S2) 有 一 
0 (r= 二 1,2,…,p) 可 得 特征 向 量 B. B5. Bp W 
(a7 X ,[EYO S X.Y 的 第 r 对 样本 典型 变量 . oar X, 
及 7) 一 4 为 第 -个 样本 典型 相关 系数 (一 1,2,…， 
p). 

典型 变量 (canonical variables) 
分 析 ”. 

典型 变量 的 相关 系数 (correlation coefficient of 
canonical variables) 见 “ 典 型 相关 分 析 ” 

多 维 数据 的 图 示 法 (graphical representation of 
multidimensional data) 用 平面 图 形 表 示 多 维 数 据 
的 一 类 方法 . 图 形 直 观 、 形 象 ,容易 给 人 留 下 深刻 印 
象 . 最 常用 的 图 示 法 有 雷达 图 法 和 星座 图 法 等 : 

1. 雷达 图 法 :雷达 图 的 具体 作法 是 :以 O 点 为 
圆心 ,以 适当 的 长 度 为 半径 画 一 个 圆 ,然后 将 圆 分 成 
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见 “ 典 型 相关 


相等 的 x 个 弧 , 分 别 连结 圆心 与 各 个 分 点 ,得 到 m 

个 辐射 半径 ;将 这 m 个 半径 所 在 的 直线 分 别 作 为 m 
个 变量 的 坐标 轴 ; 以 圆心 O 为 各 坐标 轴 的 公共 原 
点 ,并 分 别 以 各 坐标 轴 指 向 圆周 的 方向 为 它们 各 自 
的 正方 向 ,再 分 别 根据 数据 波动 的 大 小 将 每 条 坐标 
轴 标 上 刻度 . 这 样 ,就 可 将 每 一 个 m 维 样 本 点 表示 


COA AR 
R 
EN KEY) 
D 
YN) GR 


结 相应 的 坐标 , 便 形 
Am 边 形 表 示 一 个 


v (4) 


(2) (5) 


(1) 
在 一 个 平面 图 上 . 知 按照 顺序 连 
成 一 个 m 边 形 . 换 句 话说 ,用 一 
m 维 样本 点 的 特征 . 
2. 星座 图 法 :星座 图 就 是 将 样本 点 标 在 一 个 半 


N 


< 


AA ,很 像 天 文学 上 表示 星座 的 图 象 . 在 作 星座 图 之 


前 , 先 要 将 每 个 高 维 样本 数据 (zu: a 二 1,2,*…,n;j 
=], 2, m) RRR x ME yw， 并 使 其 值 落 在 
[0, 右 范围 内 . 可 取 如 下 变换 
而 一 min 
Yai Max Taj 一 min xa, i 
(a= 1,2,*,5,] = 1,2, sm). 


此 时 OS ys. EFIT ACi Ded. 
m). NU —A TUN w >o, 8818 
3: =]. 
星座 图 的 具体 作法 :以 O 为 圆心 ,以 1 为 半径 
作 一 个 上 半圆 . 并 作 相 应 于 这 半圆 的 直径 .将 O 看 
成 原点 ,平面 看 成 复 平面 , 则 X. On 维 向 量 ) 的 星座 
为 


Ly 一 = De ej = Mw, cos yy +i Dy SIN ys. 
Za 的 路 径 由 下 列 m 1 个 半圆 内 的 点 顺序 连结 a 而 
成 , 它 的 坐标 为 : 

{ (0,0), ^w, COS yj, 2,9; sin Yaj ) ; 
= 1 ,2，… $215] 
通过 星 Z。 Br ELTE BP fe n] 4 ri ZU IB RET FE AK 


点 的 特征 . 

3. 当 样本 容量 较 大 时 ,可 先 算出 样本 的 主 成 分 
(参见 “ 主 成 分 分 析 ”) ,然后 取出 前 二 (或 三 ?个 主 成 
分 , 画 出 常规 的 二 (或 三 ) 维 点 的 散布 图 作为 多 维 数 
据 的 一 种 近似 表示 . 这 种 图 有 助 于 发 现 多 维 数据 中 
的 异常 点 . 

雷达 图 法 (radar chart) 
m. 

Z pk Hi E (constellation graphical method ) 
见 “ 多 维 数据 的 图 示 法 ”. 

判别 分 析 (discriminate analysis) 多 维 数据 的 
统计 分 类 方法 . 在 现实 世界 中 ,分 类 判断 问题 是 经 常 
遇 到 的 . 例如 ,医生 根据 某 人 的 一 些 化 验 结 采 ,要 判 
断 是 属于 健康 人 还 是 病人 ;考古 学 家 从 古 幕 中 挖掘 
出 一 具 上 骨骼 ,要 判断 它 的 性 别 ;在 天 气 预 报 中 ,根据 
已 有 的 资料 气温、 气压、 湿度 、 风 向 等 ), 判 断 明天 是 
晴天 、 阴 天 还 是 雨天 等 . 这 些 问题 的 共性 是 ,人 们 需 
要 依据 从 个 体 上 测 得 的 一 些 指标 来 判断 个 体 属 于 哪 
个 类 型 ( 即 总 体 ). 一 般 地 , 设 有 上 个 总 体 ,希望 建立 
一 个 准则 ,对 给 定 的 任意 一 个 样本 互 ,依据 这 个 准 
则 ,能 够 判定 它 属于 哪 一 个 总 体 . 当然 ,这 种 准则 在 
某 种 意义 下 必须 是 最 优 的 . 例如 , 错 判 概率 最 小 或 错 
判 损失 最 小 等 . 这 就 是 判别 问题 的 一 般 要 求 . 

在 实际 应 用 中 , 作 判 别 之 前 ,需要 有 一 批 来 自 各 
类 且 类 别 已 清楚 的 样本 (有 的 书 上 称 为 训练 样本 )， 
并 首先 利用 这 些 样本 的 信息 ,具体 建立 判别 准则 (或 
判别 函数 ). 因此 判别 分 析 亦 称 为 "有 师 可 学 ”的 分 
类 . 由 于 对 假设 的 前 提 、 判 别 的 依据 及 处 理 的 方法 之 
不 同 ,可 得 出 不 同 的 判别 方法 . 常用 的 判别 方法 有 : 
距离 判别 法 、 费 希 尔 判 别 法 、 贝 叶 斯 判别 法 、 逐 步 判 
别 法 、 序 贯 判别 法 、 似 然 比 判别 法 、 概 率 判 别 法 等 . 

距离 判别 (discrimination by distance) 一 种 
常用 的 多 维 数据 分 类 判别 方法 . 它 是 根据 样本 与 哪 
一 个 总 体 的 距离 最 近 , 就 确定 该 样本 属于 哪 一 个 总 
体 的 一 种 判别 方法 . 设 有 k A P 维 总 体 CQ 
2022) ,它们 的 均值 向 量 和 协 方差 矩阵 分 别 为 

Us D: G1,2,,&). 


见 “ 多 维 数据 的 图 示 


用 
D(X,Q) = (X — wT SIX — u) 
RRES X 到 总 体 Q; B EB BS CZ DU AR T8] BS 
距离 ” 其实 根 据 需 要 ,可 采用 任何 一 种 距离 ). 判别 
的 准则 为 
XEQ (车 DG,Q) < D(X,Q,), 

| At se tet = 167, b), 
fr 判 
Eu. YXG-12,- 
估计 . 设 从 Q RQ 


(车 有 两 个 或 两 个 以 上 最 小 距离 ). 
,&) 未 知 , 可 利用 抽取 的 样本 来 
Q 中 分 别 抽 取 如 下 随机 样本 


多 元 统计 分 析 
Qi: Xi XP ee XI. 
Qo: X XP yore 267 
Q,: X1 Xe yee As 
记 
>. 
一 1 


此 处 下 2G 一 1，2，… 
EH. 


kR.o—1,.2,.*,n03g 3 p HE fal 


i 


1 
p = l (X 一 
~ i ne b 


XCyCX Ax xX)? 


时 ,之 的 估计 量 为 


:一 之 

a= ae = 

后 ,用 估计 量 代 替 总 体 参数 , 便 可 得 到 相应 的 判别 

ie 当 & 王 2 时 , 称 为 二 总 体 ( 或 二 级 ?距离 
判别 . i X X,- Die 


W(X)= + (DQ) — D(X,Q,)] 


=(X—p">) u-—u 


== (X E ua, 
其 中 
u = a + EL IL ON T H) 
XC EE.W CXO 28. X B Z c F a pa Be. 称 为 判别 系 
数 . 判别 准则 为 
XEQ W(X) >0), 
$ EQ, (W(X) <0), 
 #) (W(X) = 0). 
Fe AH. 4 kR=2,p=1 时 ,有 之 一 ,于 是 
(= n 《AI 一 H) 
o : 
此 处 y= Ca t 4152/2. 不 妨 设 pa e XX EST B] A] dE 
则 为 


W(X) = W(x) = 


r€Q, (r0), 
待 判 (rx = y). 
线性 判别 函数 (linear discriminate function) 
一 种 判别 准则 .在 判别 分 析 中 ,利用 样本 的 线性 函数 
进行 判别 , 则 称 此 函数 为 线性 判别 函数 . 判别 函数 中 
的 系数 , 称 为 判别 系数 ， 


sea (r < um, 
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判别 系数 (Cdiscriminate coefficient) 
Fi) FI) PR BL”. 

Z RÀ Gk Xi 3! (discrimination of two popula - 
tions) 判别 分 析 的 一 种 情形 . 判别 分 析 中 , 需 判 别 
的 总 体 个 数 & =2 的 情形 , 称 为 二 总 体 判 别 . 

贝 叶 斯 判别 (Bayes discrimination) 一 种 常用 
的 多 维 数据 分 类 判别 方法 . 它 是 把 贝 叶 斯 决策 思想 
用 于 判别 分 析 而 得 到 的 判别 方法 .用 贝 叶 斯 判别 法 
进行 判别 妇 类 时 ,所 带 来 的 平均 损失 为 最 小 . 设 有 & 
个 总 体 ; Qi, Qo, Ci 分 别 具 有 P 维 密度 PR 数 
P (X), P(X), PiX), BUR k A PR BLISS Ac 
验 概 率 分 别 为 


k 
d.d: ,gl 9 20, Soa: = 1} 。 
i-1 


判别 法 D= UD Ds, 7 D) Fe 2 |B] R? 的 一 个 划分 . 
PGD LG DIARREE Q 而 用 
判别 法 D FIRT, RAIA Q; 的 概率 及 其 损失 , 简 
WA PGO LGD. WA 

LOID =O G = 1,2, ,k), 


P(jlisD) zi? Pi(z)dz (j Æi). 
HB D ARSCH AS 
g(D) = d Y PGIDLGIO. 
^k X SIR QG— 1,2; 


见 “ 线 性 


,站 ,1 关 站 被 错误 地 归 和 人 
Q; 的 平均 损失 为 
h,(X) = YeLGloP.00. 


贝 叶 斯 判别 的 解 D. LD; Di ，… ,D7 ) 满 足 
g(D*) = ming(D), 

其 中 DD,,=={X| h,CX)<h; CX), jt j 1,2...) 
G—1,2,1 4). D’ 称 为 是 按照 贝 叶 斯 决策 思想 制 
定 的 判别 法 , 它 具 有 平均 损失 最 小 的 优良 性 质 .但 应 
用 此 判别 法 时 ,必须 知道 上 个 总 体 的 分 布 密度 函数 、 
先 验 概率 和 损失 消 数 等 信息 . 当 & 个 总 体 服 从 多 元 
正 态 分 布 ,有 公共 的 协 差 阵 , 且 各 总 体 先 验 概率 相 
等 ,各 错 判 损失 相同 时 , 贝 叶 斯 判别 与 使 用 马 氏 距离 
的 距离 判别 等 价 . 

费 希 尔 判 别 (Fisher discrimination) 通过 投 
影 变 换 的 一 种 分 类 方法 . 它 的 基本 思想 是 选择 投影 
方向 ,使 得 来 自 不 同 总 体 的 p 维 样 本 点 的 投影 尽 可 
能 地 分 开 , 而 来 自 同一 总 体 的 样本 点 的 投影 尽 可 能 
地 集中 . 设 有 k 个 总 体 Q; Qj QU MA Q; 中 


抽取 样本 
XP XP ,Ks (i=1,2,.,k), 
记 
k 
B= 2 nx NVC = Ys 


aX^(1—1,2,* 


称 为 组 间 离 差 阵 ; 
b= Dav 


i=] e=] 


Wk £8 V SS ES RP XOX DAA RE Q; 的 样 
本 均值 及 总 均值 . 投影 方向 a 应 使 得 判别 率 

"Ba 

a'Ea 

达到 最 大 值 . 它 等 价 于 使 AC) =a" Ba 在 条 件 a Ea 
—] 下达 最 大 值 . 利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 求 条 件 极 值 ， 
这 时 投影 方向 a 正好 是 矩阵 E ”如 的 最 大 特征 根 对 
应 的 特征 向 量 . 

在 二 总 体 判 别 场合 ,由 于 只 有 一 个 非 零 特征 根 
对 应 的 特征 量 可 用 ,这 时 费 希 尔 准 则 下 的 线性 判别 
pa Au X) =a X. 对 于 待 判 的 新 样本 Xi a) = 
vsk) U(X) —a! X FY HEM A 
Lete a| -一 lu CX) — u(i) | 

0; 

G m t; i = 152,°%,k) 
当 存 在 : At 


lu(X) —uct)| — |uCX) — u(i) | 
Ô, B Ô; : 


n XO?)(x9? uM XO) 


a 
A(a) — 


XEQ, 


待 判 


其 中 


1 
ó? — aSa 
n; — 1 


为 Q; 的 样本 投影 后 的 样本 方差 . 而 且 


S, = - Dar - 
在 多 个 总 体 的 场合 ,因为 非 零 特征 根 可 以 有 多 
DS ARIA AZAÀAGZUSIRAQDO miimin(G, p). Br 


yo ) (X? ie X35 J 


以 对 应 的 mm 个 特征 向 量 a.a» * An, 都 应 该 效用 于 分 
A. 这 时 作 投 影 变 换 : 

ye") (xe" 

yo" xo 

B = s (0,,05,***,0,,) G E 152;*** »k) 


yo xo 

其 中 Y? YP YO (i 二 1,2,…,k) 是 来 自 总 体 
Q: 的 经 过 变换 后 的 样本 ( 维 数 已 变 为 m). 其 后 就 可 
以 使 用 距离 判别 或 贝 叶 斯 判别 等 其 他 方法 对 变换 后 
的 样本 作 判 别 分 析 . 由 于 变换 后 的 m 个 变量 具有 无 
关 性 等 优点 ,使 其 后 的 判别 分 析 工 作 更 为 方便 . 

组 间 离 差 阵 (between groups dispersion mat- 
rix)” 见 “ 费 希 尔 判 别 ”. 

组 内 离 差 阵 (within groups dispersion matrix) 
见 “ 费 希 尔 判 别 ”. 

聚 类 分 析 (clustering analysis) 多维 数据 的 统 
计 分 类 方法 . 它 与 判别 分 析 的 最 大 差别 是 事先 并 不 
知道 所 需 聚 类 的 各 个 样本 各 属 何 类 ,甚至 分 类 数 也 


可 能 未 知 . 因此 聚 类 分 析 也 称 为 “无 师 可 学 "的 分 类 . 
聚 类 分 析 中 ,首先 需要 解决 分 类 依据 , 即 什么 样 的 对 
象 比较 亲近 ,从 而 应 该 聚 成 一 类 ;然后 是 研究 把 对 象 
分 配 到 各 类 中 的 方法 . 在 实践 中 ,由 于 聚 类 目的 要 求 
不 同 ,分 类 的 准则 和 方法 也 可 以 有 差别 . 设 有 NN 个 


m SE RE AS AY BX HE Ae EE 
X X12 Lim 
X X2 X52 Lom 
dd een 
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Glan, X 是 N SAW m IHRER. 这 时 可 提 
出 如 下 的 分 类 要 求 : 

1. N 个 学 生 如 何 按 成 绩 分 类 . 

2. 学 生 的 哪些 门 功课 的 成 绩 比 较 相 似 . 

前 者 的 聚 类 对 象 为 样本 (和 抢 阵 中 的 行 ); 后 者 是 
变量 ( 列 ). 为 区 分 二 者 ,依次 称 为 Q 型 聚 类 和 RE 
RX. 然而 ,脱离 应 用 背景 ,从 纯 数 学 考虑 ,一 个 和 矩阵 
的 行 、 列 可 由 应 用 者 自行 定义 .所 以 两 型 的 区 分 就 不 
是 本 质 的 了 . 为 方便 ,把 要 聚 类 的 样本 或 变量 统称 为 
FEE KY AR. 

分 类 的 依据 是 分 类 对 象 之 间 的 亲近 度 . 亲近 度 
可 以 用 距离 度量 ,这 时 ,两 个 分 类 对 象 被 看 成 是 两 个 
点 ,距离 最 近 的 两 个 点 最 亲近 . 亲近 度 也 可 以 用 相似 
性 (或 相关 性 ) 来 度量 ,这 时 ,两 个 分 类 对 象 被 看 做 是 
两 个 向 量 , 其 夹 角 最 小 (或 相关 系数 最 大 ) 的 两 个 回 
量 最 亲近 . 

最 常用 的 聚 类 方法 是 谱系 聚 类 法 .开始 时 ,每 个 
对 象 各 成 一 类 ,然后 把 最 亲近 的 两 个 对 象 合 并 为 一 
类 . 以 后 的 每 一 步 都 是 从 现存 的 类 中 ,合并 最 亲近 的 
两 类 为 一 类 , 即 每 步 减少 一 个 类 ,直至 得 到 所 需 的 类 
XX (或 最 终 只 有 一 个 大 类 ) 为 止 .合并 过 程 ,包括 合并 
时 的 亲近 程度 可 绘制 成 一 个 谱系 聚 类 图 .需要 注意 
的 是 ,一旦 有 一 类 内 含有 多 于 一 个 对 象 , 类 与 类 之 间 
的 亲近 度 也 有 多 种 意义 ,从 而 对 应 着 不 同 的 聚 类 结 
IR. 谱系 聚 类 方法 也 可 以 是 反 向 进行 的 . 即 先 把 所 有 
对 象 都 放 在 一 个 大 类 中 ,然后 按 一 定 的 准则 逐步 分 
割 , 每 步 总 是 把 现存 类 中 的 某 一 个 分 割 成 两 个 ,直至 
得 到 所 需 类 数 或 每 个 类 都 只 含 一 个 对 象 为 止 . 此 外 ， 
还 有 动态 谷类 法 和 有 序 样本 聚 类 法 等 ,它们 分 别 适 
用 于 分 类 对 象 很 多 和 样本 的 顺序 不 能 变更 的 聚 类 场 
入 

样本 间距 离 (distance between two samples) 
样本 间 亲 近 程 度 的 一 类 度量 . 聚 类 分 析 中 , 当 聚 类 对 
象 为 样本 时 ,样本 点 间 的 距离 是 刻画 样本 之 间 亲 近 
程度 的 一 类 度量 . 因为 表示 距离 的 度量 方法 有 许多 
种 ,因此 也 就 形成 了 多 种 多 样 的 聚 类 方法 . 下边 介绍 
几 种 在 聚 类 中 常用 的 距离 . 设 X= Criss te Tim) 
G—1,2,** ,NN) 是 样本 容量 为 N 的 m 维 样本 . 两 个 


多 无 统 计 分 析 


样本 X, 5 X; 之 间 的 距离 用 di 表示 . 则 : 
1. RAAB 
dja | 5 |za 一 二 ?| 7 
有 几 个 特例 : 
当 g 二 1 ff, a= >} [zs 一 xx| 称 绝对 距离 ; 


M =l leaa ARAE 
氏 距 离 ( 即 欧 几 里 得 距离 ); 

= q= 2k A k— coll] ,d;; (o9) = max | ra — Z je | 
称 为 切 比 雪夫 距离 . 

2. 兰 斯 距离 (要求 — € 

eae — 
ah) = E - zr 
(457 = 1,250" QN). 
3. 马 氏 距离 ( 即 马 哈 拉 详 比 斯 距离 ) 
d,.,(M) = (X, — X, 3] (X, — Xp 


~ 


(147 = 152595941) 


其 中 
1 
2 E 
S= > — Xy(X, — X)'; 
zu 1 7 
X= LUX 


1 


马 哈 拉 诺 比 斯 距离 (Mahalanobis distance) 
见 “ 样 本 间距 离 ” 和 “距离 判别 ”. 

相似 系数 (similar coefficient) 聚 类 分 析 中 聚 
类 对 象 亲近 程度 的 一 类 度量 . 在 聚 类 对 象 为 变量 时 ， 
有 如 下 定义 : 

1. 变量 间 的 相似 系数 . 两 个 变量 向 量 的 夹 角 余 
ZA 


N 
»—— 
C1:(1)= COSO IU TUER 


(T :Se jt "PX 

BRP ris zy G=1,2,°°,N) RRA X 的 观测 值 
X;G=1,2. ,NN) 中 的 第 z 个 和 第 /个 样本 观测 值 ， 
两 向 量 夹 角 余 弦 称 为 相似 系数 . 当 c= 1 时 , 夹 角 "一 
0, 这 时 C1,(1)= 二 1, 说 明 两 个 癌 量 完全 一 样 . 当 两 个 
向 量 正 交 时 , 夹 角 w= 二 90°, 这 时 C4 (1) 0, BE B3 PP [8] 
量 不 相关 (垂直 ). 

2. 变量 间 的 相关 系数 . 是 观测 数据 作 标 准 化 处 
理 后 的 夹 角 余弦 , 即 
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Ss (Lit a zx) S Tı) 
C,,C2) 一 = 


c > (n o—$)* E > (rà — xij» 
i=1 i-i 


(5,4 = 1.2,**,m), 
式 中 


s lx 
D= 2215 (t = 1,2, e,m). 


2E Ej 3€ 7 ja] AY RE BS (distance between two clus- 
ters) 类 与 类 间 亲 近 程 度 的 度量 . 聚 类 分 析 中 经 常 
要 计算 类 与 类 之 间 的 距离 ,用 DD 表示 类 Q, 与 类 Q, 
之 间 HY) FE BS. 设 Q, 的 样本 为 XU. pn Ue XU SQ, 
中 的 样本 为 A , d yt XU ,它们 的 均值 (重心 ) 分 
BAX? 30 X? ,do 表示 两 样本 Xi? A XS? 之 间 的 
距离 . 类 与 类 之 间 的 距离 有 以 下 几 种 定义 方法 : 
1. RAPA: 
D,, CI) = mind. 
i€Q, 
jeQ, 
即 类 与 类 之 间 的 距离 用 两 类 中 最 近 的 样本 距离 表 
Zh. 设 某 一 步 将 Q, 与 Q, 合并 成 一 个 新 类 , 记 为 Q., 
U Q, 5j Qi(k 关 p,q) 距 离 的 计算 用 
D,(1)= min{d;;} 
i€q. 
j€Q, 
= min (mind;;, mind;;j 
‘EQ ieQ, 
j€Q, j€Q, 
= min(D,,D,). 
即 类 间距 离 为 两 类 中 最 近 的 样本 距离 . 
2. 最 长 距离 法 :并 类 的 准则 是 按照 类 与 类 之 间 
的 最 长 距离 
D,,C2) = maxid;j. 
i€Q, 
j€EQ, 
设 某 一 步 将 Q, 与 Q, 合并 成 一 个 新 类 , 记 为 Q.. 
Q, 与 其 他 Q Ge p 4228 I] EB 33 FH 
D4C(OD — max {d;;} 
T 
je Q, 
= = max {max d;;,max dij 
je iu 
= max(D,,D,4) (k ~ p,q). 
找到 距离 最 大 的 并 类 ,直至 所 有 样本 并 成 一 类 . 
3. 重心 法 : 设 Q, 和 Q, 的 重心 分 别 是 x íX ^ , 
U Q, 5j Q, 之 间 的 距离 定义 为 


Di, T (Xo Nr XYON (XP m X9). 
设 某 一 步 ,将 Q, 与 Q, 合并 成 一 个 新 类 , 记 为 Q 
Q. 的 重心 为 


Xo — a (NX ae NXV), 


其 中 ON,» N, 分 别 表 示 类 Q, 与 Q, 中 样本 个 数 (N， 
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+N,=N,). ERT, Q, 5 Qi(k 关 p,q) 距 离 的 递 推 计 
算 公式 为 


n. = Ne N,N 


N, peau ot m ND ES N? 
BDH REA RA Seca EB RE AH. 
4. 类 平均 法 :计算 类 Q, 与 Qi 的 距离 ,是 利用 两 
类 元 素 中 两 两 之 间距 离 平 方 的 平均 值 
Dia = ku > 2,4. 


类 平均 法 的 聚 类 递 推 公式 为 (Q， YQ, 与 Q, 合并 的 
新 类 ) 


DES 


N, 
N, 

5. 离 差 平方 和 法 :这 种 方法 来 源 于 方差 分 析 . 如 
果 类 分 得 正确 ,同类 样本 的 离 差 平方 和 应 当 较 小 ,而 
类 与 类 之 间 的 离 差 平方 和 应 当 较 大 . 于 是 产生 了 离 
EVA ME. 两 类 Q, 与 Q, 之 间 的 距离 为 


N,N 


pe N, N (XP 一 X@P)T (XP — X), 


设 某 一 步 将 Q, FQ, 合并 成 一 个 新 类 , 记 为 Q, 
Q, 与 其 他 Qi(k 关 p,q) 类 的 距离 为 
NONS. Ni 
NON, N,N, 
Jb URL EE 前 . 离 差 平方 和 法 是 把 两 类 合并 
后 ,增加 的 离 差 平方 和 作为 平方 距离 . 下边 列 出 谱系 
聚 类 法 中 的 五 种 类 间距 离 的 统一 计算 递 推 公式 . 设 
Q, 类) 与 Q@,( 类 ) 侣 并 成 Q,( 类 ), Q= (QQU SN, 
RN, 分别 表示 Q, 与 Q, 中 的 样本 个 数 , 则 新 类 Q, 
与 其 他 类 Q(k 关 p,q) 的 距离 平方 的 统一 公式 为 

D —uu D qoa D. BD D — Dials 
式 中 a, 8,2, Y 是 参数 .不 同 的 聚 类 方法 ,分 别 取 不 
同 的 参数 值 ( 见 下 表 ) ,其 中 入 =N 二 NoN  Q, 
中 样本 的 个 数 . 


Dj, = 54D}, + ND. 


M Di. 


最 长 距离 法 


重心 法 


类 平均 法 


离 差 平方 和 法 
(Ward 法 ) 


HE xs BE GK (hierarchical clustering methods) 
JU FEE Sp Hp”. 

By AS BE AE FE (dynamical clustering methods) 
IR PRE RAK. — KRKA. RTRKHRRBRE. 


a ie ni amd e Pe il zin. a wr a Ea ai a i a in RN 


具体 作法 是 : 先 粗略 地 进行 预 分 类 ,然后 再 逐步 调 
整 ,直到 把 类 分 得 比较 合理 为 止 . 这 种 分 类 方法 较 之 
系统 聚 类 法 ,具有 计算 量 较 小 .占用 计算 机 存 贮 单元 
少 方 法 简单 等 优点 ,所 以 更 适用 于 大 样本 的 聚 类 分 
pr. 


ERA | -| 初始 分 类 | | 分 类 是 否 合 再] BAG | 


否 


修改 分 类 


动态 聚 类 法 的 聚 类 过 程 ,可 用 以 框图 来 描述 . 框 
图 的 每 一 部 分 , 均 有 很 多 种 方法 可 采用 .将 这 些 方法 
按 框图 进行 组 合 ,就 会 得 到 各 种 动态 聚 类 法 . 

有 序 样本 聚 类 法 (clustering methods of or- 
dered sample) ”对 样本 保持 顺序 的 一 种 聚 类 方法 . 
N 个 有 序 样本 分 为 k(x 志和 N) 个 类 的 所 有 可 能 的 分 
法 有 

pl 
k—1 
种 . 在 某 种 损失 函数 意义 下 ,可 以 保证 求 得 最 优 解 . 
故此 法 亦 称 最 优 分 割 法 . DU N 个 有 序 样本 分 成 
个 类 ,用 5bCN,k) 表 示 某 一 种 分 法 . 即 
{29 十 3592 一 1). {teste + 1,44 — 1), 
sory {feste + lse N}, 
R'Baáa-l«ü«-mn4]mN. 


定义 这 种 分 法 的 损失 函数 为 
LCN ,k)] = Ds 3) 
式 中 in FNL, 


hy] d 


DG — 1) = > (X, — X?y'(X, — X?) 


表示 第 t 类 样本 的 距离 平方 和 . 如 果 分 法 07 CNR) 
使 得 
ZL2. CN,A) |] = min LEN k) ] , 

则 分 法 b. CN ABE NN 个 有 序 样 本 分 为 & 类 的 最 
优 解 . 英国 数学 家 、 生 物 学 家 费 希 尔 (Fisher,R.A. ) 
给 出 了 一 种 算法 ,可 以 获得 最 优 分 割 法 ON). 

最 优 分 割 法 (optimal breaking method) W 
“有 序 样本 聚 类 法 ”. 


时 间 序 列 分 析 


时 间 序 列 分 析 (time series analysis) 动态 数 
据 处 理 的 统计 方法 . 在 工业 、 经 济 、 国 防 和 科学 技术 
等 许多 领域 ,被 考查 的 对 象 在 其 发 展 过 程 中 ,由 于 受 
到 各 种 偶然 因素 的 影响 ,往往 表现 出 某 种 随机 性 , 它 
们 常 以 一 串 随时 间 而 变化 的 数据 序列 形式 被 人 们 记 
录 到 . 这 种 序列 通常 称 为 随机 序列 或 时 间 序 列 . 其 严 


BY dB) Fe 589 ay af 


格 定 义 为 随机 过 程 的 一 个 现实 . 分析 研究 这 些 序列 
的 数学 方法 称 为 时 间 序 列 分 析 方 法 ,有 时 也 称 为 时 
序 分 析 . 时 序 分 析 的 目的 是 为 了 进行 预报 BRA 
制 等 . 时 间 序 列 分 析 包 括 时 间 序 列 的 频 域 分析 和 时 
域 分 析 两 个 基本 方面 . 德国 学 者 舒 斯 特 尔 (Schus- 
ter ,A. ) 于 1898 年 首先 使 用 周期 图 观察 时 序 的 周期 
性 ;此 后 英国 数学 家 、 生物 学 家 费 希 尔 (Fisher,R. 
A. DF 1929 年 研究 有 关 周 期 图 的 分 布 ; 傅 里 叶 分 析 
方法 是 时 序 研究 的 最 早 最 重要 的 方法 ;然而 ,英国 学 
者 尤 尔 (Yule,G. U. ) 于 1920 年 引 和 人 滑 动 平 均 、 自 
回归 过 程 后 ,使 人 们 离开 了 频 域 方法 ,使 用 时 域 方法 
长 达 30 余年 (1920 一 1950); 直到 美国 数学 家 丹尼尔 
(Daniell,P. J.) F 1946 年 提出 平滑 周期 图 概念 , 才 
又 唤起 人 们 对 频 域 方法 研究 的 兴趣 ;其 后 ,英国 统计 
学 家 巴特 利 特 (Bartlett,A.C. ) 于 1948 年 ,美国 统 
计 学 家 图 基 (Tukey,J. W. ) 等 人 于 1949 年 对 窗 估 
计 性 质 的 研究 ,开创 了 频 域 分 析 的 近代 理论 . 当前 ， 
时 域 分 析 与 频 域 分 析 都 得 到 长 足 的 进步 . 

时 间 序 列 (time series) 见 “ 时 间 序 列 分 析 ”. 

ARRA (white noise) 亦 称 纯 过 程 或 最 简 随 机 
过 程 . 一 类 时 间 序 列 . 它 是 期 望 为 零 的 不 相关 随机 变 
量 的 平稳 序列 {a,} (一 0, 士 1, 士 2,…). 其 协 方差 
0 GFt), 


cov(a,,a,) = 
a (s 


或 


g? -T ] i 
cCOV(O d.) = on | ego? dà, 
=F 


其 中 0<o «oo. 从 而 白 噪 声 具 有 向 数 谱 密度 
g? 
fA = On (= 7S AS T). 


ARS KREK A OCR. RUT BEM BUR BS 
颜色 频率 都 有 相同 的 能 量 , 即 功率 谱 对 所 有 的 频率 
都 有 相同 值 .有 时 ,和 定义 白 噪 声 a 是 独立 同 分 布 序 
列 , 可 称 之 为 独立 白 噪 声 , 以 示 区 别 . 

ah 3X #2 (purely random process ) 
ja. 

3E SS HJ jB] FF ZU (stationary time sequence) 一 
类 重要 的 时 间 序 列 . 设 时 间 序 列 m, G0. cl.) 
RAHM: 

Ex, = py; 


Bp" E R 


COV (taz — Ex,r,— =i 
则 称 其 为 平稳 时 间 序 列 . 由 此 可 见 , 所 谓 平 稳 性 即 期 
望 为 常数 ,与 时 间 上 无 关 , 协 方差 是 只 与 时 间 差 上 一 : 
有 关 的 函数 . 
平稳 线性 序列 (stationary linear sequence) 
一 类 重要 的 时 间 序 列 . 线性 序列 可 以 看 成 是 以 日 咒 
声 为 输入 的 线性 滤波 器 的 输出 .序列 z, 表示 为 日 品 
声 a, 的 无 穷 级 数 
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如 果 满 足 条 件 
则 称 !z'} 为 一 般 线 性 序列 , 亦 称 无 穷 阶 滑动 平均 过 
程 . 如 果 满 足 条 件 

2, lz, | < oo, 
WU ER C) 2g TET 90. 由 于 在 此 两 种 条 件 下 ,序列 
{zx} 都 具有 平稳 性 , 即 Ex,—0 5 £ TR E(x xr) 
rlf 一 5) 只 与 时 间 差 (1 一 s) 有 关 , 故 称 此 种 序列 {x,) 
为 平稳 线性 序列 . 通常 使 用 最 多 的 是 形 如 单 边 滑动 
和 

= Sean, 


的 线性 序列 ， 称 此 为 物理 可 实现 的 . 对 此 线性 序列 ， 
On FR pki AL 


G(u) A Saw #0 u| x 
W|G Cu) BY x 
G'(u) A es 


a 
3 in| <, 
ee 

= San F 


称 此 a, 的 表达 式 为 无 穷 阶 自 回归 过 程 , 亦 称 线 性 序 
列 的 逆转 形式 . 

线性 序列 (linear sequence) 
A". 

— fd £k TE FR 3) (general linear sequence) J 
“平稳 线性 序列 ”. 

无 穷 阶 滑动 平均 过 程 (moving average process 
of infinite order)” 见 “平稳 线性 序列 ”. 

物理 可 实现 性 (physical realizability) 
稳 线 性 序列 ”. 

S Br B [B] J3 ct ££ (autoregressive processes 

of infinite order) WL“ ERA EFE AJ". 

线性 序列 的 刻 转 形式 (inverse form of linear 
sequence) WPR REF Y”. 

平稳 时 间 序 列 的 预报 (prediction of time 
series) 一 种 估计 . 是 根据 现在 和 以 前 时 刻 的 序列 
值 ,对 未 来 时 刻 的 序列 值 做 出 估计 . 设 x.(t=0, 土 1， 
十 2,…) 是 平稳 时 间 序 列 , 对 120, 用 zz,x 1，,… 对 
未 来 时 刻 t 十 / 的 随机 变量 x, HAT ATT ic AZ), 
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见 “ 平 稳 线 性 序 


见于 


称 为 对 c BS LRL. 最 常用 的 预报 方法 是 最 小 均 方 
误差 线性 预报 方法 . 具体 叙述 如 下 ; 设 Y 了 属于 zx,(s 志 
t) 所 张 成 的 线性 空间 党 ,, 定 义 预报 值 区 (2) 是 使 
E |x Y IK BYARD AY BEY = 2,1). He x 
一 他 (CO) 为 预报 误差 ,而 oF — E | x 5 00 |? KAM 
TR 1x 28 7 28 0 称 为 预报 步 长 ,预报 误差 方差 of 必 随 
步 长 LSB A so} Ol op RH AER) 
方差 预报 的 误差 方差 ,可 以 对 平稳 序列 提出 如 下 分 
FE: 0i 0, RUE PU Co LER AS 1E DU] B, SX dE D XE TE 
的 ;车 of 二 0, 则 称 序 列 {x,) 为 奇异 的 ,或 决定 性 的 . 

最 小 均 方 误差 线性 预报 (linear least squares 
见 “ 平 稳 时 间 序 列 的 预报 ”. 
预报 误差 方差 (mean squares errors of pre- 
见 “ 平 稳 时 间 序 列 的 预报 ”. 

正则 序列 (regular sequence) Ji, “Æ RAAT [al F 
列 的 预报 ”. 

非 决 定性 序列 (non-deterministic sequence ) 
见 “ 平 稳 时 间 序 列 的 预报 ”. 

决定 性 序列 (deterministic sequence) 
稳 时 间 序 列 的 预报 ”. 

育 异 序列 (singular sequence) 
列 的 预报 ”. 

完全 非 决 定性 序列 (purely non-deterministic 
sequence) ”时 间 序 列 分 析 的 重要 概念 之 一 . 对 任意 
平稳 序列 x, G—0, t1. 2,0. vm ss 
t) FEAR (ne s St) Br IK BR RE ax A], DA LCS 
LC, tU). 4 07, — 9 ,对 一 切 t 成 立 , 于 是 一 步 线 
性 均 方 预 报 误差 oi 二 0, 妈 (x,) 是 决定 型 的 ,可 以 完 
全 无 误 地 做 预报 . 而 对 一 切 t 4, BRASH SZ 
共 子 空间 ， 


prediction) 


diction) 


见 “ 平 


见 “ 平 稳 时 间 序 


D a = (0), 
则 称 序列 {zx}) 为 完全 非 决 定性 序列 , 它 必 是 非 决 定 
性 序列 .使 {zx,} 为 完全 非 决 定性 序列 的 充 要 条 件 是 
其 谱 测 度 ( 参 见 “ 自 协 方差 函数 ”绝对 连续 , 且 谱 密 
HE f() 满 足 
m Seni: 


动 平均 
e m 
其 中 g0, t 
3^2: oo, 
E Ea, —8,,. 反之 ,有 此 种 表示 的 序列 , 必 为 完全 
非 决 定性 的 ， 


沃 尔 德 分 解 (Wold decomposition) “RATE 


的 分 解 . E EK IR $8 (Wold, H. O. A. ) 在 讨论 预测 
问题 中 获得 的 . E m (2-0, 1, 十 2,…) 为 平稳 过 
FE, 则 xı =U, +V, $P U, 为 完全 非 决定 性 序列 V, 
为 决定 性 序列 , 且 忆 ,与 V, 不 相关 , 称 此 等 式 为 沃 尔 
德 分 解 . 即 平 稳 过 程 可 以 分 解 为 两 部 分 :一 部 分 V. 
是 可 以 无 误 地 作 预 报 , 即 预报 误差 为 零 ; 另 一 部 分 
U 预报 误差 方差 为 正 , 并 且 不 含 无 误 预 报 的 成 分 . 

自 协 方 差 晃 数 (autocovariance function of sta- 
tionary sequence) 平稳 序列 的 重要 数字 特征 之 
一 . 它 反映 了 平稳 序列 在 不 同时 刻 之 间 的 线性 关系 
结构 . 设 时 间 序 列 zx,(z 一 0, 士 1, 土 2,…) 是 平稳 序 
JJ, BR RA Y, = cov Cx, t) 0, EL, 02,7203 
平稳 序列 x, 的 自 协 方差 函数 .平稳 性 保证 了 自 协 方 
差 晴 数 7; 仪 与 有 关 , 而 与 1 无 关 . 


B BN 25 PRA Y, 具有 性 质 : 

1. Y,—var Cr). 

2. Mele (R07 SET EZ 
3. Y, X,. 


4. Y, (&R 一 0, 士 1, 士 2,…) 是 非 负 定 序列 , 即 对 任 
意 正 整数 n 和 时 刻 Li £2,» *** SE, 及 复数 215925 ix $a 
有 


y, —, 8:8; = 0. 
7, 的 非 负 定 性 的 充分 必要 条 件 可 表 为 

ie | "arco. 
EFOR AERE ROC 规定 FOOTER D 


达 式 是 惟一 的 , 称 CO DA THÉ Ar i BRL LOST Jr RS BE 
称 为 谱 测 度 ,如 果 F(X) 是 绝对 连续 的 , 则 可 表 为 


À 


Fes [ra TEA 


=R 


BK f (ADAGE. 

it 4y B (spectral distribution) W“ Ah # 
pK BX”. 

if uw Æ (spectral density) W“ BMA PR 
BY”. 


Á fH 2€ AW Cautocorrelation function) 平稳 
序列 的 重要 数字 特征 之 一 .用 它 度 量 平 稳 时 间 序 列 
现实 z 与 延迟 的 现实 + 的 相关 程度 . 设 时 间 序 
列 六 (一 0, 士 1, 士 2,…) 是 平稳 序列 , 称 函 数 


COV CZ, X444) 


N var(zx,) * var (Tiya) 
(p 0; l; E2) 
为 平稳 序列 x B5 AHRR. OF Re PE RUE T. BK 
RX o, Lk AK, MSHI 上 无关. 
A THE ARR AE JR : 
1. 0 =l. 


Pe = 


时 间 序 列 分 本 


2. |o, | il (一 0, 士 1, 士 2,…). 

3. P- = Pr. 

4. ER EER" A HDD 2 PR PBL”). 

如 果 r, =a, — hai — ** — Olia B EAE S, 
即 为 MA Cg) FF3I] Ca 为 阶 数 ,参见 “ 自 回归 滑动 平均 
Ex 339") , WU EROS PROBUS TE JR : 0, —0. 24 kg 时 . 
称 之 为 自 相 关 函 数 的 截 尾 性 . 

3E 8 FF. 5 AY (a TR SE ER E (partial autocorrelation 
function of stationary sequence) ”平稳 序列 的 重要 
数字 特征 之 一 . 它 可 用 于 模型 识别 与 统计 分 析 . 设 
z,(t—0, +1, 02,0 BEY BL SC (ED F8 FF 90 , Rid 
相关 函数 就 是 在 给 定 Leis Lizo" Lia WARE FP , 
z, 与 x, A T TER R R, R 

icm AE en BC CAD ES. 

LE (2, sep E Cs <P ee war 19 
HE $= Êl | Lists ta) G—t:uUt— 
k) RIR x, 用 Leis moss tt Lng TERE BRD FA 25 
fh VE BY x 在 由 zz ttn Te A A ZR ES 
间 的 投影 . A c 又 是 正 态 序列 (参见 “ 自 回 归 滑 动 平 
均 模 型 ”), 则 £, 与 条 件 期 望 OR aes "eye ETÀ 
相 重 合 . AY R—1.2, ,分 别 用 xoa Zirri > 
Xx:_1 对 x. 作 最 小 方差 估计 , 即 选择 系数 Gi Gores 
Js， 使 得 


k 
6= E(x, — X, pt) 
j=] 


达到 最 小 值 . 由 此 可 知 gj 满足 方程 
1 pı "* f-i| |P e 
P 1 Pr—2| | Pao EE 
Bil Pr-2 cU 1 Prr Pr 
其 中 o, 是 序列 x, H3 AHX RR. 由 此 确定 的 Ck 
宇 1) 称 为 平稳 序列 x, AY Ad FR PK. oe, 是 
AR(p) 序 列 ( 参 见 “ 自 回归 滑动 平均 模型 ”3), 则 9 = 
0. 34 b p, 称 之 为 AR(p) 序 列 的 偏 相 关 函 数 的 截 
尾 性 质 . 偏 相 关 哺 数 的 递 推 公式 为 
Qi = Pej ~ Petita Ry 
(7 = 1,2,°*,k), 


k 
Pati 一 Dy Pea; * Ty 
= j=l 

9,11 = n , 


Pi = Pi. 
TE SC b YT 6E F E EE H a HE Zs SOK hd TK BH 
FE AS a K PR BC AY) (EL 
样本 自 协 方差 函数 (sample autocovariance 
function) 一 种 估计 量 . 它 是 自 协 方差 函数 根据 平 
稳 序 列 的 有 穷 样本 的 估计 量 . 设 x, 是 零 均 值 平稳 序 
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xr 是 有 穷 样本 观测 值 , 称 


列 9 19 之 2 9 


T—k 
y E Lu OSST- 1), 
~k ~~ © k om f=] 


0 (k >T), 
为 样本 自 协 方差 函数 . 它 具 有 非 负 定性 , 故 仍 为 一 个 
自 协 方差 函数 列 . 如 果 样 本 自 协 方差 函数 定义 为 


0 (CR 
由 于 序列 Ye 不 具有 非 负 定性 , 故 通常 不 便于 使 用 . 
如 果 o, 是 线性 平稳 序列 ,a 是 独立 白 噪声 , 目 Ea? 
0<<oo, 则 有 相合 性 
五 | 和 一 和 | 二 0 (T=). 
如 果 再 有 44 = Ea; «oo , MA 巴特 利 特 公式 


TS 
cov CX, 5, ) 一 T 25 Vitr “ete, ap Yate, aa.) 
1 ju Be: 


二 一 co 
l 
Ms T g’ Ye Ye, RE O at 


若 右 端 简 记 为 T RG +k.) +0(1/T) , Y, 有 渐 近 正 
态 性 ;对 任意 pow 

LT (0.9, VT Gr, YF > NOS, 
其 中 D xKApBuS; R-[RG sk] Æ pXp 
St AB EE. 如 果 线 性 过 程 系数 g; 再 增加 条 件 |g; | 二 
ceo! (j21),HP ec 8 是正 常数 , 令 pcr) = 
O{ dog 7)') ,其 中 0<ae<co, MA 38 3E HE RU 
速度 


max |7, — ¥,| = Oc (leg log Ty) 


OSST) 


概率 为 1 成 立 . 

EZ EA H 88 (sample autocorrelation func- 
tion) 一 种 估计 量 . C Æ BAA Pe BAR DOE SY 31] 
的 有 穷 样本 的 估计 量 . 设 {x,) 是 平稳 零 均值 序列 ， 
X129""" 9» TT 是 有 限 样本 观测 值 . 样本 A 协 方差 ES 
数 记 为 Y, HA BLTHOS PRÜUBGE LW i Y./ Y (k=0, 
c1.200,20).'E 5E B UMS ŽARA | FE RU 
相合 性 及 相同 的 收敛 速度 . 如 果 {x,}) 是 线性 过 程 ( 参 
见 “ 平 稳 线 性 序列 ”) ,a 是 独立 白 噪声 ,月 Eat <oo, 
WX} 2, 20,5; 0 有 


cov (Pr » Ox, ) = 未 > { Pate, Pih, "b Pick, Pk, 


+ 2% Pe, Pe, — 2L Pr, Pr Pee, 
T Dx, CuO | ) TOL ys 
亦 称 巴特 利 特 公 式 . 此 外 ,对 线性 过 程 ,只 要 有 条 件 
Ea; <, M] 2, 有 渐 近 正 态 的 联合 分 布 . 
巴特 利 特 公式 (Bartlett’s formula) 
A TRAE PH”. 
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见 “ 样 本 


RE ZS fa 48 HK HBL (sample partial autocorrela- 
Ara FAR PRAT. 由 方程 

l £i EE US Pa £i 
Di 2 Pz = Ê: 


tion function) 


(k 1) 


Bi Pal ct 1 Dar Pr 
确定 的 qu CD , 称 为 平稳 过 程 x 的 样本 偏 相关 函 
数 . 其 中 Pi (k= 二 0, 土 1,…) 是 平稳 过 程 r 的 样本 自 
相关 函数 . 样本 偏 相关 孔 数 作为 偏 相关 函数 的 估计 
具有 强 相 合 性 、 渐 近 无 偏 性 和 渐 近 正 态 性 . 其 计算 方 
法 可 采用 "平稳 序列 的 偏 相关 函数 "中 的 迭代 公式 ， 

自 回归 滑动 平均 模型 (autoregressive-moving 
average model) 一 类 特殊 的 平稳 序列 所 满足 的 重 
要 的 有 限 参 数 模型 . 其 定义 如 下 :; 设 平稳 序列 (x,} 满 
足以 下 模型 ,六 一 PT 一 PT 一 …… 一 DT 一 一 
—60,a,.,(4—0, t1, 0, Xn (a) 
为 日 噪声 ,对 一 切 ts 有 Ea, —0, Ea? = o! ,Eaixz,— 
0. 实 系数 多 项 式 eG —1—9u— pu 一 … 一 pu? 和 
Ou) —1—01u — hu —  — 01 无 公共 根 , 且 它们 的 
根 都 在 单位 圆 外 . 称 以 上 差分 方程 为 自 回归 滑动 平 
均 模 型 ,简称 ARMA Cp PIRA. 满足 此 模型 的 平稳 
序列 称 为 自 回归 滑动 平均 序列 ,简称 ARMA (p,q) 
序列 . 实 系数 Apo PrO 0:0, Ao 被 称 为 
模型 的 参数 , 非 负 整数 p 和 g 为 模型 的 阶 数 . .q— 
0 时 ,以 上 的 ARMA(p,0) 模 型 被 称 为 自 回 归 模 型 ， 
简称 AR(p) 模 型 . 相应 的 ARMA(p,0) 序 列 称 为 自 
回归 序列 或 AR(p) 序 列 . 4 p — 0 时 ,以 上 的 AR- 
MA(0,g) 模 型 被 称 为 滑动 平均 模型 ,简称 MA CDS 
型 ,相应 的 序列 称 为 滑动 平均 序列 或 MA Ca) FF FT. 

由 于 自 回 归 滑 动 平均 模型 满足 条 件 :9g(w) 与 
90(w) 的 根 都 在 单位 圆 外 . 故 存在 传递 形式 和 逆转 形 
式 : 


iri ha T 


7; 满足 


j=0 


而 且 |g;| 与 zj| 都 有 以 负 指 数 速 度 趋 于 零 的 性 质 ， 
即 存 在 ci 270,0; 20 及 £1 Ose 2*0, 使 | gj | < 
ce GSO |r| Kch G0). 从 而 使 传递 形 
式 和 逆转 形式 的 级 数 都 是 均 方 意义 下 和 几乎 必然 意 
X. Fu S HS. 

ARMA (p,q) #& RU CFF 3I) (autoressive-moving 


average model (sequence) of order (p,q)) JL“ 


回归 滑动 平均 模型 ” 

AR(p) 模 型 (序列 ) Cautoregressive model (se- 
quence) of order p) 见 “ 自 回归 滑动 平均 模型 ”. 

MA (g) 模 型 (序列 ) (moving average model 
(sequence) of order q) ” 见 “ 自 回归 滑动 平均 模 
m". 

尤 尔 - 沃 克 方 程 (Yule-Walker equation) ”描述 
自 回 归 序 列 参 数 与 其 协 方 差 函 数 之 间 关 系 的 方程 . 
B z(t 二 0, 土 1,…) 是 p 阶 平稳 自 回归 序列 ,其 自 协 
方差 函数 为 YC 二 0, 土 1,…). 称 方程 组 

Ve = Gri Pro 二 二 ON» (k >O) 

为 尤 尔 -沃克 方程 ,其 中 popop 为 自 回 归 系 数 . 
取 其 前 p 个 方程 联 立 , 则 给 出 自 回 归 模 型 参数 
9,919, 5 自 协 方差 Yis Yast Y, 之 间 的 依赖 关 
A. 以 样本 自 协 方差 函数 3,2, y, 代替 自 协 方差 
PKI Š Yis Yast ,7Y,, 于 是 , 联 立 解 尤 尔 -沃克 方程 的 前 
b 个 方程 ,得 参数 的 解 9 1,9 ,,…, 多 , 称 之 为 自 回归 
模型 参数 的 尤 尔 -沃克 方程 估计 , 亦 称 矩 估计 . 

自 回 归 模 型 参数 估计 Cestimation of parame- 
ters of autoregressive model) 一 种 参数 估计 . 它 是 
根据 自 回归 序列 的 有 限 样 本 ,对 自 回归 模型 的 参数 
进行 的 估计 . 估计 方法 较 多 ,常见 的 有 和 矩 估计 、 最 小 
二 乘 估 计 和 极 大 似 然 估 计 . 设 {xz} 是 自 回 归 序 列 , 它 
满足 以 下 自 回 归 模 型 :x,= Ati HRT tee + 
ppt- 十 ay 其 中 a, NARE, HEIE, DEN o, 
模型 中 的 未 知 参数 矢量 为 

a = (ff ,ot)T = (9599,07. 
1. FART. WO JEFES BL OR BC LR 


(A l £ sees yg mara 
Q, " e 1 TV Pp—2 pe 
& dba ha o 1] le 
p b 
ó? = 513 e DZA = ald = 21665.) 
j=] j=l 
23 B BARE AP 


ro = T £ E — rj 

是 样本 方差 . 矩 佑 计 又 称 为 尤 尔 -沃克 估计 (参见 “万 
R-AK 9521 FB”). 

2. 最 小 二 乘 估计 (LS 估计 ), 设 

SQ) = S na Ee Tego Mm —— pap). 
使 其 达到 最 小 的 BY 称 为 自 回归 系数 的 最 小 二 乘 佑 
tt. 8^ 可 由 如 下 方程 组 求解 得 到 
LT-» LT) 
2 D Ttip 十 ^ Dy Fresh rej 


LT—p 


ap we ep T. nte; 
t—]1 


1 NA 
m 13 PRECIUM E 
t=] 
令 
1 NA 
L 
i = oD taces 
t=] 


则 最 小 二 乘 估计 的 近似 解 为 


qr ys n Ls EP 
Py - yt Yo Aii Yz- Yz 
9; Ya 92-3 25 ve 
‘ 1 
P n L 
= uum FAC ) 
] X 
p T= > ` rr P o Pe), 
t=] 


4 T RAK MA, 为 样本 自 协 方差 函数 ), 因 
此 最 小 二 乘 估计 与 矩 估计 十 分 接近 . 
3. 最 小 平方 和 合计. i 


SC) = b> (Esa, |i sz; 7 x72)7, 


k-—oo 


其 中 Eas E a ,; XT) 表示 Ap TE Gri X2» ag d 
张 成 的 线性 空间 Z Carr WRR. 它 是 参 
数 B 的 函数 .使 SC6) 达 到 最 小 的 6 称 为 自 回归 参数 
8 的 最 小 平方 和 佑 计 . Bos T2p. 


T—i 
di; = m XU = di Gj 0,1,*,02, 
4 一 1 十 ; 
则 最 小 平方 和 估计 的 近似 解 为 
2 | d d; ds di, n: do 


9, = d d; ue d;, d; 
9, d d; An d,, dop 


x 1 a " 
g^ = 7T (do 一 da — dy — + 


它 是 一 种 近似 的 极 大 似 然 估计 . 

4. 极 大 似 然 估计 (参见 “ 自 回 归 滑 动 平均 模型 参 
数 的 极 大 似 然 估计 ”). 

以 上 四 种 估计 中 ,和 矩 估 计 最 为 简单 ,是 与 最 小 二 
乘 估计 相近 ,较为 常用 . 

自 回 归 参 数 矩 估计 (moment estimation of pa- 
见 “ 自 回归 模 


T LopPp »n 


rameters of autoregressive model) 
型 参数 估计 ”. 

最 小 平方 和 估计 (least sum of squares esti- 
mates)” 见 “ 自 回归 模型 参数 估计 ”. 

滑动 平均 模型 参数 估计 (estimation of parame- 
ters of moving average model) 一 种 参数 估计 . 它 
是 根据 滑动 平均 序列 的 有 限 样 本 对 其 模型 参数 做 出 
的 估计 . 估计 方法 较 多 ,但 大 都 比较 复杂 而 且 涉 及 非 
线性 运算 . 和 矩 估 计 方 法 虽然 较为 简单 ,然而 精度 不 
高 . 设 x, 是 滑动 平均 序列 9X1 929° TT 是 样本 观察 
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值 ,假定 滑动 平均 模型 为 

T, = a, — lia: — 
其 中 a, 是 白 噪 声 , 具 有 零 均值 和 方差 o,a = (0 ,0,,， 
…,0,,0 )” 是 未 知 参 数 . 
和 矩 估计 : 设 Y, 是 样本 自 协 方差 函数 , 则 由 

EA +Â E +e) (b — 0), 

8 C— 0,4 0,0, ,,- E +Â- (1 LR Eg) 
确定 的 4 一 (8, ,0, ,*-*, io) 称 为 滑动 平均 模型 参 
数 o Bg AR TT. 这 里 求解 & 可 用 迭代 方法 . 改 方程 为 

yi 

0, XS n C 0,0,,, did 
给 定 0, ,00 和 6^ 一 组 初 值 ， 比如 0, —0,—- — 
二 0,F 二 7, 则 可 进行 迭代 ,达到 给 定 精度 后 停止 
迭代 . 

自 回归 滑动 平均 模型 参数 矩 估 计 (parametric 
estimation of  autoregressive-moving average 
model) 一 种 参数 估计 . 它 是 根据 序列 的 有 限 样 本 
对 ARMA 模型 参数 用 算法 进行 的 估计 . 设 n 是 自 
回归 滑动 平均 序列 ,ziyzz，…,z7 是 样本 观察 值 . 假 
EK 回归 滑动 平均 模型 为 TX PX PX 
9,2,—,—a,—0,a,—; — 05a,.; — *** — Qa, , BP a, ZEB 
噪声 ,均值 为 零 ,方差 为 和 ,其 未 知 参数 为 

a= CB" 07)" = (Gp ,ps 0 0, ,0, 0) 

矩 估计 分 三 步 : 设 P, 是 样本 自 相关 函数 ,首先 


oon — ü d; os 


k 


(k = 0), 


X n (1x bz), 


Hi 
à) ( À ba bond as 
BI 3 beu! T 
9, De ub oP 8, 8p 
确定 自 回 归 参 数 (9 0o 的 估计 ,然后 令 
w, =X, — ATi — pT, 


= pr lsP a 2:5» 
计算 w 的 样本 自 协 方差 函数 Y. (0) ,最 后 将 w 近似 
看 成 滑动 平均 序列 , 即 
Ww A = Uds 0a cm vdd, 
由 方程 组 
Jw) =F 4 60 4r 05, 
P, Cw) = à  C0Ó,--0,0,,,- 4-0, Akg), 
确定 滑动 平均 参数 的 估计 (0 TTE KD 和 g^ 小 
a= (P,P, B58, Bo 500% 58,67)” 
为 参数 a 的 矩 估 计 . 

自 回 归 滑 动 平 均 模型 参数 的 最 小 二 乘 估计 
(least squares estimates of parameters of ARMA 
model) 一 种 参数 估计 . 它 是 根据 序列 的 有 限 样 本 
对 ARMA 序列 (参见 “ 自 回 归 滑 动 平均 模型 ”) 的 模 
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型 参数 用 最 小 二 乘法 进行 的 估计 . 设 mcr 
是 样本 观察 值 . 为 估计 模型 参数 a= (9,00 = (9， 
Pos ee s Pps Ors O29 tta Oas 0)", AE WMA å, =Q, T, = 
OCKO), h P TELE HE AF ARE aT) 
的 估计 aus. H. 


定义 残 差 平方 和 
Sores > a. 


使 残 差 平方 和 SCB) 达 到 最 小 的 E 称 为 参数 
B = CQ, T PEL 12,50, ;055 T d 
的 最 小 二 乘 估计 . 再 取 


62 一 


作为 e 的 估计 . 

自 回 归 滑 动 平均 模型 参数 的 最 小 平方 和 估计 
(least sum of squares estimates of parameters of 
ARMA model) 一 种 参数 估计 . 它 是 根据 序列 的 
有 限 样本 对 ARMA 模型 参数 进行 最 小 平方 和 估 
Tos 设 v 是 ARMA 序列 (»X1;:225"7!'* 3 £T 是 样本 观察 
值 ,模型 参数 为 a= (97,007 = (98.9 p ibs 
… 002) 设 â= ÉsCai lasts xr REOR ELS 
ar 对 (zi,X2，… ,XT}) 所 张 成 的 线性 空间 的 投影 , 即 a 


l 
T—P 


S CB) 


的 线性 最 小 方差 估计 . 使 平方 和 


SC) = > (Ê, Ca, | xy xot) Y 


k=— oo 


达到 最 小 的 B XII SSK b= CP s Pset P00, 
06,)! 的 最 小 平方 和 估计 . i o^ 的 相应 估计 取 做 


Aes ESA). 


EIFI) xz, 为 MA CQ) KIE JI), x, =a, — hiai — 
hrao — —0,a TE a 2,922003 xi xs tmr 
不 相关 , 即 有 Elä; Es 9229 77) =0 (Exc —q). 故 
此 时 有 

T 
SQ = p (És(a, [ris Ta x72). 


k=—ą +1 


若 序列 zx, 为 ARMA ,可 近似 表 为 
z, = a, — ai 一 一 Ogaa (Q 充分 大 ). 
故此 时 
SCB) = 3 (E sCa, xim ap) Y. 


k=—Q+1 
不 论 哪 种 情况 ,$(C8) 极 小 值 的 求法 都 需 数值 解法 . 

自 回归 滑动 平均 模型 参数 的 极 大 似 然 估计 
(maximum likelihood estimates of parameters of 
ARMA model) 一 种 参数 估计 . 它 是 根据 序列 的 
有 限 样本 对 ARMA 模型 参数 进行 最 大 似 然 估计 . 


假定 x, 是 零 均 值 正 态 ARMA 序列 ,模型 参数 为 a 
eB io^) (Gs sO 00s 090) vy 
xr 是 样本 观察 值 . 则 x, 的 对 数 似 然 函 数 为 


L(a|zi, x5, xr) 一 一 Slog 2n + slog M; | 
一 Ti g’ 一 S (2) 
ps 7e 


使 之 达到 最 大 的 5 称 为 参数 a 的 极 大 似 然 佑 计 . 式 
中 记 X= zirT 2r) ,Mr=o {Exx y ,SS(a)= 
Z M;,Mr 的 行列 式 记 为 | Mr | we Am. 

目 回 归 模 型 的 偏 相 关 定 阶 法 (determining the 
order of AR model by partial autocorrelation func- 
tion) AR 模型 阶 数 的 估计 方法 之 一 . 它 是 根据 
AR 序列 的 有 限 样本 ,使 用 偏 相 关 函 数 截 尾 性 ,对 
AR 模型 的 未 知 阶 数 进行 判定 . 设 z(t 二 0, 土 1,…) 
为 AR(po) 平 稳 序列 ,po 为 模型 中 p 的 真 数 , 它 的 偏 
相关 系数 Gs 有 截 尾 性 (参见 “平稳 序列 的 偏 相 关 锋 
数 ”)， 即 当 k> bo 时 s Q = 0. 给 定 样 本 Lis T23"? XT» 
FLEAS f FER PBB Gu C DU FE AB d FR PK BC”) 
有 相合 性 及 渐 近 正 态 性 , 故 统计 量 


ptk 


Qi? T 56, 


j=p+1 


34 p> po 时 , 渐 近 服从 L GO oP AB. 由 此 可 检验 某 个 
p 是否 可 作为 po 的 估计 . 如 果 经 检验 判断 p po. DU 
提高 p 值 再 进行 检验 ,直到 出 现 不 显著 为 止 . WA 
为 此 最 后 的 p 值 是 序列 的 阶 的 估计 . 

滑动 平均 模型 的 自 相关 函数 定 阶 法 (determin- 
ing the order of MA model by autocorrelation func- 
tion) MA 模型 的 一 种 初步 定 阶 法 . 它 是 根据 MA 
序列 的 有 限 样 本 ,使 用 自 相关 也 数 截 尾 性 质 ,对 MA 
模型 的 未 知 阶 数 进行 判定 . 设 zx,(t 二 0, 土 1,…) 为 
MA(g) 序 列 ,g 为 模型 阶 数 . FE ROS PRÉC oC 
“AA ER COP UE TE : RO 时 ,os 一 0. 对 已 给 
样本 15X29 xr TRI BITES BAA KR RR ô CB AL 
“PEAS BL TH OS PR”) A HA TE IE S HE. 由 自 相 
关 函 数 的 巴特 利 特 公 式 有 


var( VT ô) — 1-- 2», ei + o0). 
将 右 端 o, AREA eid 
V;-1T2»), 

MVT à, (—q-- 1.4 tK; K 为 充分 大 的 数 ) 
以 大 概率 落 人 区 间 [ 一 2V .2V ] AN o TE q RE. 
但 由 于 VTP (Gimq1,.q47- K)RE a y. 
这 种 方法 只 能 作为 初步 定 阶 法 . 

信息 准则 (information criteria) AR 模型 的 


一 种 定 阶 法 . 为 了 根据 样本 数据 确定 AR 模型 的 阶 
数 ,1971 年 ,日 本 学 者 赤 池 弘 次 ,引入 了 所 请 AIC 


时 间 序 列 分 析 


(Akaike Information Criteria) 方 法 ,通常 人 们 认为 
它 是 定 阶 的 可 靠 方法 . 设 zx,(t= 二 1,2,…) 是 AR(p) 
序列 | P 为 模型 的 真正 阶 数 ， * Tis 29° TT 是 其 样 
本 ,以 AR(&) 模 型 对 此 样本 进行 拟 合 ,其 残 差 方差 
的 估计 记 为 ôt. AIC 的 一 般 形式 为 

AIC(k) = log? + 2 A. 


使 AIC(CA) 达 最 小 的 &, 作 为 真 阶 p 的 估计 p.ix H 
需 预先 选 定 p 的 某 个 上 界 P, iE k EL, PIPER. 
而 柴田 证 明了 , 当 了 了 趋 于 无 穷 大 时 ,用 AIC 对 AR 
序列 定 阶 ,大 多 数 情况 可 以 把 阶 数 定 准 ,有 时 也 会 偏 
高 ,但 不 会 偏 低 , 即 有 所 谓 过 拟 合 现象 , 故 表明 不 
具有 相合 性 . 虽然 如 此 ,AIC 方法 仍 不 失 为 可 以 接受 
的 方法 . 后 来 赤 池 弘 次 于 1978 年 又 从 贝 叶 斯 观点 引 
人 了 新 准则 BIC, 形 如 : 


BIC(k) = log ô? + 


而 汉 恩 - 奎 因 引 入 准则 
kc log log T 
T 


k log T 
—T 


H (&) = logói + (c 2» 2,98 8D. 
在 适当 条 件 下 ,用 后 两 种 准则 得 到 的 估计 阶 fp 有 相 


合 性 . 

如 前 所 述 ,使 用 以 上 准则 都 需 人 为 地 选 定 PO 
po) ,但 选 定 方法 没有 理论 原则 可 寻 . 为 解决 这 个 问 
题 , 安 鸿 志 、 陈 兆 国 、 汉 恩 (Hannan,E.J. ) 证 明了 定 
理 : 设 二 为 AR(Cp) 序 列 , 白 噪声 esG) 有 独立 性 且 
Pet()<co, 令 P(T)=O(og7T) ,0<Z<co ,在 0 瓜 
k «CP CD rp fii BIC GO ARAM RIDA p. WU B— p 
(几乎 处 处 成 立 ), 从 而 给 出 求 PCT) TTR. A oe H 
ARMA 序列 , 则 准则 相应 改 为 


BIC(k, D) = log, + 


H(k,D) = loga} + €t De og log T 

(c > 2), 
其 中 或 为 白 噪声 方差 的 估计 ,例如 用 最 小 二 乘 或 极 
AAA TT. 

AIC Jj ik (Akaike information criterion) J 
“信息 准则 ”. 

BIC 准则 (Bayesian modification of the AIC) Jl, 
“信息 准则 ”. 

最 终 预 报 误 差 准 则 (final prediction error crite- 
ra) 对 AR 模型 的 一 种 定 阶 法 . UE oc. 是 平稳 
AR (p) J| 9X1 9F29°°° TT 是 样本 y^ 是 样本 H 协 方 
差 图 数 ,分 (7 一 2 ,2 ) 是 拟 合 AR(n) 参 数 的 最 小 
二 乘 估 计 . 称 


FPE(n) = [1+ E e E DA 
为 最 终 预 报 误差 .使 FPE(z) 达 到 最 小 的 ” 称 为 
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统 d 学 


AR (pz) 模 型 阶 数 p 的 估计 . 此 方法 是 赤 池 弘 次 于 
1969 年 提出 的 所 谓 改进 的 残 差 方差 图 方法 . 最 终 预 
报 误差 准则 名 称 的 来 源 是 对 AR(z) 序 列 观测 值 拟 
fr & Br AR 模型 ,使 得 一 步 预报 均 方 误差 达到 最 小 ， 
RA k RAB pA ABA. 所 以 定 阶 依据 这 种 准则 
是 合乎 实际 目的 的 . 

自 回归 序列 的 预报 ( prediction of AR se - 
quence) AR 序列 的 预报 .平稳 AR 序列 的 最 小 均 
方 误差 线性 预报 ,可 以 使 用 有 限 样本 给 出 明确 的 表 
达 式 . dh Xi 是 AR(p) 序 列 , 即 满足 

一 ATi — PRX PX = Ars 
iia a, ,为 白 噪声 , 则 其 / a 硕 报 为 
TU) LUI Pe se Oa = fp) 0). 
M <0 nO) —zxo 详细 写 出 递 推 形式 为 

rz) gc, $x,4 d + 9:3; 1» 

£,(2)— PL) F Piti H e PX pas 

Zp) = p2, — 1) + P2 — 2), 

posee dc ps 

TH = Oat pp 

(7). 
由 此 可 见 ,zZ,(1) (二 0) 仅 依赖 于 上 及 上 以 前 一 1 个 
时 刻 X 的 值 :zz s**t s Tipi’ 这 正 是 AR 序列 预 
报 的 特点 . 

求 和 自 回归 滑动 平均 序列 的 预报 (prediction of 
ARIMA sequence) 一 种 非 平稳 线性 序列 的 预报 . 
由 于 ARIMA 序列 经 适当 步 差 分 后 ,化 为 平稳 AR- 
MA 序列 , 故 ARIMA 序列 的 预报 可 以 利用 ARMA 
序列 预报 的 方法 给 出 算法 .者 时 间 序 列 x, 是 ARI- 
MA (p.dsq) FF Jj. 34 4—1 时 , 令 w,— 2, — xs, Bü] 
w, 为 ARMA (p,q) FF JJ. 由 样本 ziy,zz，… 
wr. 设 预 报 步 长 /, 由 于 


l 
+ D Wess 
j= 


4 
9 LT 得 ， 


TU» 3» *** 


Xu — X, 


zd) = x, + DERE 


m xo, C Hf f£ ARMA 序列 预 预报 值 进行 计算 . M d=2 
22: 1 十 X42 为 ARMA(p,g) 序 列 ， 


时 s Wi — Hy T 
H 
#0) = 2, + Ma, —z 0 >) 0+ 1—jwG. 


对 于 更 高 阶 4 的 情况 ,可 逐步 导出 预报 公式 . 
自 回 归 滑 动 平均 序列 的 预报 (prediction of AR- 
MA sequence) ARMA 序列 的 预报 . 平稳 ARMA 
序列 的 最 小 均 方 误差 线性 预报 ,可 以 利用 平稳 线性 
序列 的 预报 方法 ,只 需 将 ARMA 序列 化 为 传递 形 
式 或 逆转 形式 .但 是 ,使 用 如 下 递 推 公式 更 便于 求 预 
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TRAE. 设 r, H ARMA C.o) FA, 
u= pt- Tt øta t tO 
Fabiani hara 0 
是 平稳 可 逆 的 ,ca: 为 白 噪声 . 当 预 报 步 长 >q 时 , 预 
报 值 为 
二 的 
其 中 , 当 / 一 j/ 委 0 (j==1,2,…,p) 时 ， 
DL 


如 果 0g » MEAE HE Zs KOR TAR 


" 一 .51 l . 
Cu (1) _ e. 
1.2) = i 
NOD ER C " O 1 
di Pa = — Q 
n s e 
£,Cl) 81 s 
4,02) g 
s k sr Xue E 0 
: : A ; 
x(q) 84 = 9 S| 
j=q+1 


其 中 gj 为 二 的 传递 形式 (参见 " 自 回归 滑动 平均 模 
型 ”) 的 系数 . 当 OL jp. 9! —9, 1 ;j7 5,9; 0. M 
PLS 时 上 式 第 三 项 为 0. 迭代 初始 时 刻 o 可取 
£, Cj) —0. ?4 p—0, 0] x, A MAG): 

x£, = a, — hia — 06, 一 … 
AY TE LA E XÉ1E S RP UGOR gj, 而 GAS. 

滑动 平均 序列 的 预报 (prediction of MA se- 
quence) 见 “ 自 回归 滑动 平均 序列 的 预报 ” 

平稳 线性 序列 的 预报 (prediction of stationary 
linear sequence) 一 种 特殊 类 型 时 间 序 列 的 预报 . 
对 平稳 线性 序列 , 若 已 知 某 时 刻 及 其 以 前 一 切 时 刻 
的 值 ,对 将 来 进行 预报 (参见 “平稳 时 间 序 列 的 预 
JR 70. 此 处 可 以 有 明确 的 表达 式 . E x,(t 二 0, 土 1， 
…) 为 零 均值 线性 序列 ,已 知 Lis da deos t A IF 
列表 为 无 穷 滑动 阶 平均 形式 


= py m (go = 1), 
j=0 


a 为 零 均值 方差 a 的 白 噪 声 , 则 步 长 为 /二 0 的 预报 
值 为 


E A PEN 9 


£&U)- x Dean- J* 
BUR 2A BI WHO 3E 4) BS 


i-] 


e) = by e 
j=0 
i-1 


var(e,@)) = o ugs 
23} ) 存 在 逆转 形式 (参见 “平稳 线 性 序列 ”) 


â, = p yn (Xo = ]), 
i 2 步 预 报 值 又 可 表 为 


oo 
- i 
ÈU = DAP aaj 


j=l 


其 中 
i—1 
n epp mem q sp. 
i=] 


而 mV Hr; 故 由 逆转 形式 给 出 的 预报 公式 ,直接 可 
以 利用 已 知 的 Lis Liis Ten 

求 和 自 回 归 滑 动 平均 模型 (integrated autore- 
gressive moving average model) 简称 ARIMA 模 
型 . 一 种 非 平 稳 时 间 序 列 模型 . 如果 时 间 序 列 c (一 
0, 士 1,…) 是 有 一 定 增长 趋势 的 非 平稳 序列 ,经 过 差 
分 运算 Vz 二 Xx, 一 x,-1 三 w,, 变 为 平稳 ARMA Cp.) 
序列 , 则 称 . 满足 一 阶 求 和 和 上 自 回归 请 动 平 均 模 型 . 


若 序列 w 仍 不 平稳 ,可 取 二 次 差分 了 ?x 一 wi 一 
w- Jd MEZV t =z — z HH z= V^ 


zi TIFA ARMA Cq) FF XII, MER 六 满足 dg BOR AM 
自 回归 滑动 平均 模型 , 记 为 ARMA(p,d,g),， 其 中 
podia ABR. 

ARIMA 模型 (integrated autoregressive mov- 
ing model) 求 和 目 回 归 滑 动 平 均 模 型 的 简称 . 

季节 模型 (seasonal model) — 2& fii A CJ 
ARIMA 模型 . 在 许多 实际 问题 中 ,随机 序列 的 变化 
包含 很 明显 的 周期 性 规律 . 例如 固定 海域 的 海水 温 
度 的 变化 有 一 定 的 随机 性 ,但 是 每 年 间 又 有 很 强 的 
相似 之 处 , 即 类 似 于 周期 性 的 规律 . 这 种 规律 是 由 于 
季节 变化 的 原因 所 引起 的 . 描述 这 种 现象 可 以 用 季 
节 性 模型 . 设 * 是 一 个 正 整 数 ,xz, 是 随机 序列 ,定义 
季节 差分 为 

M tmm D ke J 

二 阶 季节 差分 为 

V0 302545 
一 般 d 阶 季节 差分 

Vr, z,—zZ2,» 
Hep z= Vir. WRF r, 经 4d 阶 季节 差分 运算 
Vir: 后 变 为 ARMA(p,q) 序 列 , 则 称 z, 为 (p,4d,9) 
阶 季节 序列 . 通常 ,经 一 阶 季节 差分 往往 就 可 以 平稳 
了 ,高 阶 季节 差分 一 般 不 用 . 

非 线 性 时 间 序 列 模 型 (nonlinear time series 
model) ”时 间 序 列 的 一 类 重要 模型 . 设 {zx,} 是 平稳 
序列 ， 

E(x |Zx_ iix) 
表示 给 定 X19 Te-29 "°" BJ 2R fF Fs T 的 条 件 期 望 ， 
| ) 表 示 给 定 Tiı—1 ?XTi—29""" 时 sT: 的 条 件 期 望 预 
报 , 即 


Ey fel FR 


»j 分 析 


Fei Le apre) 
-一 Om EE a E 
id e, x,— £2, CI, UA r= plnit +e. 
34 BR BSEC 9g 仅 依 赖 于 Tist rp ART 
历史 值 时 , 称 {z,} 服 从 有 限 阶 自 回归 模型 
qe UC T, a uq ua m.) ey 
否则 称 为 无 穷 阶 和 目 回 归 模 型 . 
当 9 仅 被 有 限 个 参数 所 决定 时 , 称 之 为 参数 模 
型 . 若 参 数 模 型 不 能 表 为 Liis Zis" s Lip AI ZR E 
组 合 时 , 则 称 之 为 参数 型 非 线性 模型 . 例如 双 线 性 模 
型 .门限 自 回 归 模 型 、 指 数 自 回 归 模 型 、 自 回归 条 件 
异 方差 模型 (参见 相应 各 词 条 ). 4 2 是非 参 数 型 的 
任意 函数 时 , 称 为 非 参 数 模型 . 它 也 是 非 线 性 模型 . 
参数 型 非 线 性 模型 (parametric form nonlinear 
model) 见 “ 非 线性 时 间 序 列 模型 ” 
双 线 性 模型 (bilinear model) 一 种 非 线性 模 
型 . d zx,(t 二 0, 十 1,…) 是 一 Puy e 列 ,满足 
S Sa Ti 一 Sete oe y Sone €, 4X, p 


f=] 了 一 


其 中 uis 是 独立 随机 变量 序列 ,oj,c ,名 EES 
数 . 称 此 模型 为 双 线 性 时 间 序 列 模型 , 简 记 为 
BL(p,r;m,k). 34 by — 0 (对 一 切 22), 则 以 上 模型 
为 线性 的 . 当 好 不 全 为 0 时 ,由 于 乘积 项 ec, BITE 
在 ,使 得 模型 为 非 线性 的 . 

双 线 性 时 间 序 列 模 型 (bilinear time series 
model) 见 “ 双 线性 模型 ”. 

门限 自 回归 模型 人 (threshold autoregressive 
model) 一 种 非 线 性 模型 . 它 是 汤 家 豪 (CTong ,H. ) 
于 1977 年 提出 的 . 作为 AR 模型 的 一 种 推广 ,其 非 
线性 表现 在 xa 5 二 之 间 的 函数 关系 上 .实际 上 ， 
门限 自 回归 模型 就 是 按 段 线性 逼近 非 线 性 自 回 归 模 
型 

= 6 ad ost) ees 
me 
fa? + ax +e 4 zi <r, 

i D 十 adr te, K yr, 
K Ple”) ee 
随机 变量 序列 ,二 者 相互 独立 ,但 方差 可 以 不 同 ;r 
是 一 个 实数 ;ao a5” ,an 和 am 是 实 参数 , 称 为 门 
限 参 数 . 此 模型 称 为 自 激 门 限 自 回归 模型 , 简 记 为 
SETAR (2;1,1). 括号 中 第 一 个 参数 表示 子 模型 
数 , 后 两 个 参数 分 别 表示 线性 子 模型 的 阶 . 此 模型 所 
以 称 之 为 自 激 的 ,是 因为 所 考虑 的 变量 是 一 维 的 , 表 
示 与 多 维 变量 情况 的 区 别 . 类 似 地 ,可 以 定义 

SETARCGQ; ki,k,,* ,ki). 

自 激 门 限 自 回归 模型 (self-exciting threshold 

AR model)” 见 “门限 自 回 归 模 型 ”. 
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`] BR B HW (threshold parameter) 
回归 模型 ”, 

指数 自 回 归 模 型 (exponential autoregressive 
models) ”一 种 非 线 性 模型 . E Æ JR p ve (Ozaki, 
T. ) 和 哈 根 (Haggan,V. ) 在 1978 年 为 研究 非 线 性 
随机 振动 理论 而 提出 的 , 最 简单 的 就 是 二 阶 指数 自 
回归 模型 


见 “ 门 限 自 


te ced do se 
其 中 
an=otrexp{—Yzi_,} G=1,2), 
而 7.99.7 和 Xs ERER (e) PARR. 简 记 为 
EAR(2). 类 似 可 以 定义 不 阶 指数 自 回归 模型 
EARC). 

自 回归 条 件 异 方差 模型 (autoregressive condi- 
tional heteroscedasticity model) 一 种 非 线 性 模 
型 , 在 经 济 现象 中 ,对 诸如 通货 膨胀 率 、 况 换 率 、 股 票 
价值 等 数据 拟 合 较 好 的 一 类 模型 . 设 随机 序列 (x,) 
服从 如 下 自 回 归 模 型 


E E a E EE E E oD ers (1) 
H 
e| F 1 ~ NO,h,), (2) 
其 中 
F -1= 021s Trs") 


为 由 (Tris Tzs" ÆR g 代数 . (2) 式 表示 在 给 
EF ite 的 条 件 分 布 为 正 态 N(0,h,). WR h 
满足 如 下 模型 

h, = he, 1,e 2 ,C1 42, (3) 
HP ACOE q 763E fà nT MY p RC. IR CD. (2) 和 (3) 
为 自 回归 条 件 异 方差 模型 .实际 使 用 中 ,和 常 取 户 为 如 
下 的 线性 参数 模型 


q 
h, = a+ `X ael, (4) 


其 中 系数 满足 a0, 250 (&—1,.2, 7.9). 
此 外 ,关于 e 具有 条 件 正 态 分 布 的 假定 可 以 被 
如 下 模型 代替 
e, 一 ERZ, 

H H (e) Ax ral op i Fy, Ee, = 0, E} =1, e 与 
te; str. 联合 以 下 三 式 

A nd ED H+ ers 

e 二 &hz, 


q 
= 2 
h,= a, + > (2 m 


7 一 1 


FR AR(GO-ARCH GOES , BD p BY AR.g 阶 条 件 
异 方差 模型 . 

时 间 序 列 回归 模型 (regression model of time 
series) 动态 数据 处 理 中 常用 的 模型 . 在 形式 上 与 
经 典 回 归 模 型 完全 相似 . 其 一 般 形 式 为 
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yG) —ayz, G) Haz: G) + Har 0) HEG), 

其 中 z(t), 2.) ,° 52,0) A B ECT 9I CIS IH K 
数 ). 此 模型 包括 了 几 种 常见 的 模型 . [81 A eS BT 
言 分 为 : 

1. 纯 回 归 型 . Bloc; CO ES HE BEL B. 

2. 随机 回归 型 . BD x; GO AREOLA. ELTE 

F 4 = oe), SS t— 1} 

可 调 ,其 中 o( * PIRE IE LBS] o Bh. 

3. 纯 自 回归 型 . 即 zi — yG—0 G2, 
PP). 若 其 中 系数 特征 多 项 式 


b 
actu) = 1 一 SJ awl 


的 根 都 在 单位 圆 外 , 称 为 平稳 线性 自 回 归 模 型 . 如 果 
alw) 的 根 都 在 单位 圆 内 , 称 为 纯 爆 发 式 的 AR 模型 . 
若 有 根 在 单位 圆 上 出 现 , 单 位 圆 内 不 出 现 , 称 为 非 稳 
定 的 AR 模型 . 

RE e(t) 的 假定 有 如 : 

1. elt) 是 独立 同 分 布 的 , 即 i.i.d. 假定. 

2. elz) 为 收 钙 系 , 即 对 任何 平方 可 和 实数 列 a) 
CBN $a « 09) WA 

^ae) 

JLF kb Ab ui AC. 

3. Elz) 为 线性 序列 (参见 “平稳 线性 序列 ”). 

4. EO ARR FE JJ. B EGO ART Z, aA, H 

EG 55, 4590,88. 

其 中 Z, 为 某 单调 非 降 o RFI. 20 世纪 末期 ,在 以 
上 各 种 假定 下 进行 广泛 的 .特别 是 渐 近 理论 研究 ,中 
国学 者 也 有 诸多 诬 刻 的 结果 ， 

平稳 线性 自 回归 模型 (stationary linear autore- 
gression model)” 见 “时 间 序 列 回 归 模 型 ”. 

纯 爆 发 式 的 AR 模型 (purely outbreak form's 
AR model) 见 “ 时 间 序 列 回归 模型 ” 

非 稳 定 的 AR 模型 (unstable AR model) M, 
“时 间 序 列 回 归 模 型 ” 

周期 图 (periodogram) 一 种 统计 量 . 它 是 平稳 
过 程 隐 含 周期 检测 和 谱 密 度 估计 的 一 种 重要 工具 . 
19 世纪 末 (1898) ,德国 学 者 舒 斯 特 尔 (Schuster， 
A. ) 在 研究 地 球 物 理 与 经 济 数据 隐 含 周期 问题 中 首 
先 提 出 来 的 . 使 用 平均 周期 图 进行 谱 估 计 , 则 是 20 
世纪 40 年 代 以 后 的 事 , 这 方面 做 出 重要 贡献 的 学 者 
有 美国 数学 家 丹尼尔 (Daniell,P. J. 2 (1946) ,英国 
统计 学 家 巴特 利 特 (Bartlett,A.C. )(1948) ,美国 统 
计 学 家 图 基 (Tukey ,J. W. ) (1940). 

给 定 零 均值 平稳 序列 {zo HT 个 观察 值 1， 之 2， 
…,X7， 称 定义 在 [一 Xx,xj 上 的 函数 

Ir x(w) = =| 2, (eem 


2 


为 此 平稳 序列 的 周期 图 ,简称 周期 图 . 称 
Ir x(w) = Irw) 


为 修正 周期 图 ,一 般 仍 称 为 周期 图 . 如 果 x, 是 高 斯 
HIRA, FHE DEN o, M 
2u p 


I, AIr x(w) , Ug vs 


T 
[p=0,1,-+./ = || 
(T/2WV T/2 的 最 大 整数 部 分 ) 是 独立 的 , 且 
T. 
a^ X, P 天 05> 9 
NN 
20 Yi E — 055 TA 为 偶数 | , 
其 中 邓 服 从 自由 度 为 ， 的 eS 
潜 周 期 检测 (search hidden periodicities) Jf 
称 隐 含 周 期 检测 . 检测 在 白 品 声 掩 盖 下 周期 信号 的 
周期 . 设 离散 谱 过 程 


k 
qm > Acos (wt + @) +a, 
i=] 


k 
= 2 (a;cos wt + B;sine;t) + a, 
i=] 


Af@ +a, 

其 中 a, EAR EET MOI SUELE 
是 随机 变量 ); ji) 是 周期 函数 , 它 隐 含 在 噪声 a 之 
中 ,所 以 称 {w;} 是 隐 含 周期 或 潜 周 期 (实际 上 ,周期 
是 2x/w;). 使 用 周期 图 来 搜索 隐 含 周期 {w} 的 过 程 ， 
称 为 潜 周 期 检测 . 

设 zyzi,， ,zr 是 给 定 的 了 个 样本 观察 值 . 计 
算 周 期 图 


2 
, 


9 T 
Tr,x(w) = 7| > dues 
t=1 


其 中 ww 任意 给 定 . 由 于 周期 图 有 性 质 : 当 了 趋 于 无 
F KB OST. ww (i =1,2,°,k) Irx( 5 logT 
同 阶 ;对 于 eo G-—1.2, 5. Ir xo) T B. 
这 样 ,两 个 数量 级 差别 是 很 大 的 ,通常 了 RRA H, 
可 将 两 者 区 分 开 来 , 亦 即 能 检测 给 定 的 c 是 否 为 隐 
含 周 期 . 

英国 数学 家 、 生 物 学 家 费 希 尔 (Fisher, R.A.) 
T 1929 年 在 其 著名 论文 中 ,对 max(7;) 给 出 小 样 检 
验 , 以 检测 oc, 的 最 大 峰 的 隐 含 频率 , 所 使 用 的 统计 
量 是 


T/2 


g 一 max(1,)/ 341, 
p=1 


其 中 
2a p 


T,=Ir,x(@,); 2c NEC NE. 


m I 
hed | 人 | 


时 间 序 列 分 本 


零 假 设 为 
Ho: @=8:=0 G=1,2,°,k), 

并 且 假 设 zx, 服从 正 态 分 布 . 这 种 检验 方法 是 用 周期 
图 坐标 分 布 进行 检验 . 

隐 含 周期 检测 (search hidden periodicities ) 
即 “ 潜 周期 检测 ”. | 

谱 4y i Att (spectral distribution estimation) 
平稳 时 间 序 列 谱 分 布 函数 的 估计 . 给 定 平稳 过 程 
zi 一 0, 土 1],…) 的 了 个 观察 值 Lisas" s Tr 计算 
其 修正 周期 图 


T 
Tio) = xp | ne]? Col €. 
称 
[270 Fs il T}.x(0)d0 
为 此 平稳 时 间 序 列 谱 分 布 函数 H Co B ME 若 对 


每 个 V, 


] < 
以 概率 1 成 立 , 则 对 HOER ERA a 5 y, 
lim" si Danie 
以 概率 1 成 立 . BB E Coo B fbi H OBAMA. 
值得 注意 的 是 ,17,x(w) 却 不 是 谱 密 度 的 相合 估计 . 
iE Eh; (spectral density estimation) Jf 
Wr RES it. 平稳 序列 谱 密 度 的 估计 方法 . 设 zx ER 
有 连续 谱 的 平稳 时 间 序 列 , 其 自 协 方差 函数 和 自 相 
K PHL SY BA 
X, 


4,7 cov Cr X44) , P= yr 
0 


其 谱 密 度 函 数 和 非 正 规 化 谱 密 度 函 数 分别 为 : 
ee re ceo 
flw) = 25, 24 Pe ; 


‘dA = H(w,) — H Co) 


hCo) = i > Ye 4 


k=—co 


所 谓 谱 估 计 就 是 利用 样本 观察 值 cl roo ,zr 来 估 
计 谱 密度 函数 fl(w) 或 h(w). 谱 估计 方法 很 多 ,从 参 
数 性 质 上 分 有 非 参 数 谱 估 计 和 参数 谱 估 计 . 参数 谱 
{htt ot ARAA A AD BL ILU RE HE SES 
谱 估 计 有 窗 谱 估计 、 极 大 似 然 谱 估计 、G 谱 估 计 . 


i fh tf (spectral estimation) 即 “ 谱 密度 估 
ma 
数据 窗 (data window) 时 间 序 列 分 析 的 基本 


概念 之 一 . 即 为 了 减 小 谱 估 计 的 偏 度 , 对 数据 采用 加 
权 的 处 理 方法 . 给 定 平稳 序列 的 了 个 观察 值 mn 
… ,Xr, 由 此 构造 一 列 新 的 观察 
ych,*z, G-—10,2.-5T15, 
其 中 凡是 一 个 适当 的 常数 列 , 称 为 数据 窗 . 例如 
497 


统 计 学 


0 (t€ (0,T D , 
1 (CE 60; 1755 
t 


h? = | 


7 OLTE), 
fees] (7 和 发 (1 一 5) 三 )， 

( L (a—5T«tT), 
did. "A ant | 
f m 7 [1 COS T (Oct 1). 


Pa Y f& VEO EF A B5 336 985 E PRB ORI FH [dr Cw) |? 4X 
蔡 修正 周期 图 I7,x_-x(w), 有 


i des | ER |*Wz.(o — 6)d6, 


其 中 
] T 
d (o) -7gi4 ^ Xu 
T 
x= od da 
E 
R= Y^. 
t=] t=] 
T 
H = 2r >h? 
t=] 
4 Ah], M) 


Id zr Co) |^ Ipx-x(o2. 
在 谱 估 计 中 ,如 果 谱 窗 有 不 连续 点 ,加 数据 窗 可 
以 显著 地 减 小 谱 估 计 的 偏 度 . 
窗 谱 估计 (window spectral estimator) 重要 


的 谱 估 计 之 一 . 给 定 零 均值 平稳 时 间 序 列 二 的 了 个 


观察 值 List XT, 修正 周期 图 为 
Tr,x(w) = z-| Dre |o Cip. 
称 定义 在 [一 x,xj 上 的 函数 
h(w) = | I} x(W (w — 0)d0 
为 此 平稳 序列 非 正 规 化 谱 


At ne 


T ccs 


(此 处 7; 为 自 协 方差 函数 ?的 窗 谱 估计 ,其 中 
= Dy AG" 


h(w) = 


W(8) = 


称 为 谱 窗 ,并 且 称 
Ms) (一 一 (N 一 1)，…,N 一 1) 
为 延迟 窗 . 加 窗 谱 估 计 的 目的 就 是 使 其 具有 相合 性 . 
通常 评定 估计 量 优 劣 的 标准 是 均 方 误差 
EL f(w)— fw) }*, 
但 它 可 分 解 为 
E[h(w) — h(o) }? 

= E[Á (w) — Eh(o) P + LEÁ(Qo) — ho) *, 
前 一 项 为 方差 ,第 二 项 为 偏 度 . 故 对 A Ca P CERE BI 
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W(90), 使 两 者 都 变 小 才 是 理想 的 选择 . 
几 种 常见 的 延迟 窗 为 : 
1. 截断 周期 图 窗 : 
1 (|s| C MD, 


EE | (ls| > MD, 
其 中 M (<T 一 1) 为 窗 参 数 ( 以 下 同 )， 
2. 巴 特 利 特 窗 : 


_ Isl 
wf M 
0 (ls| =M). 


3. 矩形 窗 ( 或 称 丹 尼 尔 窗 ): 


ACs) = sin| M 


4. — RR f CE FR EL AE BO: 
TS 
36s » Mull cos 41 
0 


EH a€(0,1/4J HEM. 
5. 图 基 - 汉 明 窗 : 取 a=0. 23 的 一 般 图 基 窗 . 
6. AEM STA: BM a—0.25 的 一 般 图 基 窗 . 


(|s| xz MD, 


TS 


M 


Cls| <M), 
(|s| > M), 


7. HAAS PA: 
-| 者 + Sigg (le) 
E een 
0 (|s| > MD, 
sco =~ lit) (s| <M), 
0 (lst > MD. 


8. 巴特 利 特 - 普 里 斯 特 利 窗 : 


M 


m 窗 (Spectral window) 见 “ 窗 谱 估 计 ”. » 
HEIR BW (lag window) ” 见 “ 窗 谱 估 计 ”. 


th HS 3 Ait (entropy maximization spectral 


estimation) WR KAMEN Oi iT. € f(w) 是 
平稳 序列 2 一 0, 十 1,…) 的 正规 化 谱 ( 密 度 范 数 )， 
称 


ICf) = | log f(w)dw 


为 平稳 序列 x. BOREAS. 假定 二 的 前 m 十 1 BENT 
差 函 数值 
/,—cov (x, Lipk) (R—0,1,:* m) 


CL AD ,在 约束 


2 e” f (wdw = z (k 
0 


Fo ET REA ICÓOXSSIBCK TR EE ERI, rS 
FI B5 f tt PR A AR KO 38r d 3T. 给 定 观 察 值 mix 


一 0， + 1,…， 十 7) 


rp Al RRA BT RY, NGA 25 88 
BLO S LE iB AE op IEEE TS t. A TA] 
题 实 质 上 归于 求解 尤 尔 - 沃 克 方 程 


7 K UON fs $i 7 
7 Yo "ul ce 内 Y, 
Tasi 23 Yo Dn s 
4 
=F DY, — 9 — OV ns 
BBS HR KB TE 
ô? 
Jiu) el (Jw| < m) 
2m "e" 
h- Xee*| 
k=1 


所 以 又 称 此 f COO NÉ B8 fiit. 
i (spectral entropy) MRAKA”. 
id 4g ftit (spectral moment estimator) 见 “ 极 
Xs. 
B [E iid f& iT (autoregressive spectral estima- 
tor) 一 种 重要 的 谱 估 计 方 法 . 它 属 于 参数 估计 方 
ik. Pa ZX):2X25'** TT 是 正 态 平稳 时 间 序 列 X, AY) RE 
本 ,选择 Pr 满足 : 当 了 一 co 时 ，Pr 一 co， 
log T 
= T 
WS Pr pA IBISETOSIZSTBIBR T 
(EPP GPP eee T PPT, 


eG. 


然后 得 到 
frw) = Z a (lw| <x), 
Nee P 
Ro. 称 few) 3h x 的 谱 密 度 函 数 f(w) 的 
自 回 归 谱 估计 . 


AW it Ait (maximum likelihood spectral 
estimate) 一 种 谱 估 计 方 法 . 是 没有 固定 谱 窗 的 自 
适应 方法 . 卡 彭 (Capon,J. ) 于 1969 年 在 地 球 物理 
研究 波 数 分 析 时 首先 使 用 了 这 一 方法 . 设 nG-—0, 
土 1,…) 为 零 均值 平稳 序列 ， X19X29°°° 9 TT 是 样本 ， 
R= CÓ; Dux v RH Pr 是 样本 自 相 关 函 数 . 记 

Ec e mye s 
NEDFT 的 某 正 整数 , 则 序列 x 的 极 大 似 然 谱 
估计 为 


fu = ER um 
HP r RRHH E. CEH E COTES UR 
优 方法 允许 某 一 特定 频率 不 变形 的 通过 ,而 抑制 所 
有 其 他 频率 分 量 . 
G iiit (G-spectral estimator) 一 种 谱 估 计 
方法 . C d B E (Gray H. L. ) 于 1975 年 提出 的 . 


时 间 序 列 分 析 
它 特别 适用 于 ARMA (p,q) 序 列 的 情况 ,属于 非 参 
数 估 计 方 法 . 设 zt 一 0, 士 1,…) 为 平稳 ARMA(C»?, 
q) 序 列 , 谱 密度 为 
fiéo).,o€ [r,r], ZX;:X325** XT 
是 样本 . FE JB A AH AR REAR BL TH XK BR CA a 
TA p: 和 Pi. 序列 x, 的 谱 密 度 的 G 谱 估 计 定 义 为 
f,(w)= 2Re[e, CF, (9)) — F4Co) ] +1 
Gn 2 q,|«| <7); 

其 中 Re 表示 实 部 ， 

F,(w) = Dee “i n > max{0,p — q — 2}; 
(eH e, ,变换 ， 其 定义 如 下 :对 于 

一 了 ls 


A, peg 5 A, 


eee a x 
e(Ay=| ^ t€ i 
Ak+n—i Age CA 十 2n 一 1 
1 1 1 
FA ay Gk] Ag+ 
Ak+n—1 ktn Gk--2n—1 
当 以 上 分 数 的 分 母 为 零 时 , 令 


e CAD e, 4CAD. 及 eo(Ai)= CA. 
以 上 定义 的 谱 密度 f(w) 的 G 谱 估计 具有 相合 性 

多 元 时 间 序 列 分 析 (multivariate time series 
analysis) 对 多 变量 时 间 序 列 的 研究 . 实际 中 ,许多 
问题 不 仅 是 观察 单个 过 程 x,, 而 且 是 同时 观察 多 个 
过 程 Lis Lusto Lue 或 者 说 为 向 量 时 ,需要 分 析 
多 变量 时 间 序 列 

二 

例如 ,在 工程 上 要 研究 电流 与 电压 同时 随时 间 变 化 
的 情况 ;在 化 学 变化 中 要 分 析 压 力 、 温 度 和 体积 的 变 
化 关系 ;在 气象 预报 分 析 时 需要 同时 考虑 该 地 区 的 
雨量 、 气 温和 气压 等 记录 资料 .不仅 要 把 他 们 各 分 量 
看 做 单 变量 过 程 来 研究 ,而 且 要 研究 各 分 量 之 间 的 
关系 及 变化 规律 ,从 而 对 时 间 序 列 做 出 预报 和 控制 . 
这 就 是 多 元 时 间 序 列 分 析 . 其 最 典型 的 模型 就 是 多 
元 ARMA 模型 . 

Bi#(cross-spectrum) 多 元 时 间 序 列 分 析 的 
一 个 概念 . 指 互 谱 密度 函数 . 设 zx, 二 (te ty)" 是 平 
稳 双 变量 过 程 , 即 满足 : 

1. {xu} 和 {zxz) 是 两 个 单 变量 平稳 过 程 . 

2. cov Cri T2 4X X. d& s— t HJ ES C. 
EDA 25 eR 

R4 CR) =COV (Lius xai), 
互相 关 函 数 
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Ra (k) 


V Ry, (0) * Ro. CO) 


XT BR Hh. Rie Ck) Fl Piz CES St Bll KA 8: B7; 25 ER X 
和 互相 关 函 数 , 且 

Ris(k)= Ro (—&k). 
再 假定 zi 和 rat A WER halo M helo) 
区 别 起 见 称 它们 为 自 谱 》, 则 称 


halw) = > Rye ™ 


k= — oœ 


为 Xu 和 Xz 的 互 谱 , 类 似 地 仍 称 hi; Co) A Bod. FR 
h Cw) hy Cw) 
h(w) = 
ha(w) how) 
为 平稳 二 元 时 间 序 列 z, 的 谱 阵 . 相应 于 单 变量 情 
JE. ,使 用 互相 关 函 数 代替 互 协 方差 晴 数 ,得 到 正规 化 
互 谱 . 由 于 Riz GO AD FEB PR X , 因而 互 谱 hi; (w)— 
般 为 复 值 函数 , 即 可 表 为 
hi; Co) = Pis(w) iQ Coo) , 
其 中 Pao Cof Qi; Co) yA SE [E PRI. 
(spectrum matrix) 见 “ 互 谱 ” 
相干 函数 (coherency function) ” 亦 称 相干 . 简 
称 相干 . 两 过 程 在 各 频率 上 分 量 间 的 线性 相关 程度 . 
设 hia《(w) 是 平稳 二 元 时 间 序 列 Le = (xu a 的 互 
谱 hy CDI ho C) SPA I E cs BS EI m. S p 
hi; (w) 


V hy Go) Ag, Cw) 


Qa CR) = 


Wi.(w) = 


Hg OB CRAS [Wii LS LE: F PRL |W: Cw) | 


的 曲线 称 为 相干 谱 . BERI Wa Co |? 为 相干 或 平 
方 相干 . Wis《w) 可 以 认为 是 zu 和 zx 中 频率 为 w/27 
的 分 量 的 随机 系数 之 间 的 相关 系数 , 它 没有 量 纲 , 且 
0 Wis(w) | &i1. 
所 以 PR AC IW Cw) | 反映 了 Xu 和 Xz 两 过 程 在 各 频率 
上 分 量 间 的 线性 相关 程度 . 因此 又 说 Wi; Con JA € 
域 中 的 相关 系数 . 
1B Fili (coherency spectrum) 
E he i (cross-amplitude spectrum) 
PBN. 多 元 时 间 序 列 的 频 域 特征 之 一 . 设 
hi; Co) — Pw) —1Q)2(w) 
是 平稳 二 元 时 间 序 列 m = (zuyzz) 的 互 谱 , 记 其 极 
坐标 形式 为 


Th" FF PR BC”. 
亦 称 幅 值 


h,,(w) = M,,(w) - etii ， 


其 中 
M,,(w) = |hi(o) | = CPG + Qu), 
FEM zu Qi2(w) 
(w) — — tan Po 


Mi; Cw) fy Ay Er Ug HS , di» (w) 称 为 互相 谱 . 
幅 值 函数 (amplitude value function) 
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即 “H. 


幅 谱 ”. 
多 元 ARMA 模型 (multivariate ARMA model) 
多 元 时 间 序 列 中 的 重要 模型 . 多 元 ARMA(p,g) 模 
型 定义 为 
mcs rb med. 
— a, t Bia, ++ + B,a,_,, 
其 中 
gps Ge es ae 
是 零 均值 平稳 r 元 随机 过 程 ; A ,人 »A, 都 是 r 
阶 方 阵 ; 
a= (Arsan yan)" 
fer TOA PS ,满足 
Ea;0 A Eaa =Q (res), 
而 ts 时 为 零 ;Q Ær WIESE; BB. B, 都 
是 > 阶 和 矩阵 .定义 


AG) = MAZ 
CA, —I Er Dr ER [vr E Ek TA 为 向 后 推移 算 子 ， Ba, = 


Zap) 
BU) C RZXB, e 


多 元 ARMA 模型 平稳 和 可 北条 件 分 别 是 |4(z)| 和 和 
1B(z) | 的 零点 都 在 单位 圆 外 . 24 g= 二 0 时 , 称 为 多 元 
AR(p) 模 型 ; 当 »—0 时 , 称 为 多 元 MA (gq) 模型 . 

在 单 变量 ARMA 情形 ,只 要 补充 一 些 简 单条 
件 , 自 协 方差 渔 数 就 可 以 确定 惟一 的 ARMA 模型 . 
但 在 多 元 ARMA 模型 情形 则 不 然 ,寻求 在 什么 条 
件 下 ,可 以 使 给 定 的 互 协 方差 消 数 可 识别 惟一 的 多 
元 ARMA 模型 ,是 多 元 时 间 序 列 分 析 的 典型 问题 . 


RJ SE E SETTE 


AY fete (reliability) 判定 系统 或 元 器 件 性 能 
的 指标 之 一 . 指 产品 在 规定 的 条 件 下 和 规定 的 时 间 
内 完成 规定 功能 的 能 力 . 这 里 三 个 “规定 ”和 一 个 “能 
力 ” 是 重要 的 ,其 中 规定 的 条 件 是 指使 用 条 件 、 维 护 
条 件 、 环 境 条 件 和 操作 技术 等 , 它 是 比较 可 靠 性 高 低 
AY BU $e ; 

“规定 的 时 间 ” 是 可 靠 性 的 核心 ,不 谈论 时 间 就 
无 可 靠 性 而 言 . 而 “规定 的 时 间 ” 的 长 短 又 随 着 产品 
不 同和 使 用 目的 不 同 而 异 . 譬如 火箭 发 射 系统 只 要 
求 在 几 分 钟 内 可 靠 , 海 底 电 绕 却 要 求 几 十 年 可 靠 , 一 
般 电 视 机 知 有 几 万 小 时 可 靠 已 能 使 顾客 满意 . 可 见 
可 靠 性 是 与 时 间 紧 密 相连 ,可 靠 性 是 关于 时 间 的 质 
Ë. 

“规定 的 功能 ” 常 指 产 品 的 各 项 性 能 指标 . 各 项 
性 能 指标 都 已 达到 , 则 称 该 产品 完成 规定 功能 ,否则 


就 称 为 丧失 规定 功能 ,或 简称 失效 或 故障 . 最 后 ,“ 能 
力 ” 是 度量 产品 可 靠 性 高 低 的 尺度 ,由 于 产品 失效 带 
有 随机 性 ,不 能 仅 看 一 个 产品 而 定 ,而 需要 在 观察 大 
量 同 类 产品 之 后 而 定 , 辟 如 ,100 台 计 算 机 在 上 一 0 时 
其 规定 功能 都 达到 ,而 在 :二 1000 小 时 后 ,已 有 5 台 
失效 (没有 全 部 完成 规定 功能 ) ,这 表明 t= 1000 小 
时 后 , 它 完成 规定 功能 的 能 力 只 有 9526.8 — ER 
号 计算 机 在 1000 小 时 后 ,完成 规定 功能 的 能 力 为 
99%, 则 后 者 比 前 者 的 可 靠 性 高 . 

可 靠 性 数学 理论 (mathematical theory of relia- 
bility) 统计 学 的 一 门 分 支 学 科 . 它 是 研究 系统 或 
元 器 件 的 失效 机 理 及 其 寿命 的 统计 规律 的 学 科 . 可 
靠 性 数学 理论 通过 对 失效 现象 建立 合理 的 数学 模 
型 ,对 收集 到 的 寿命 数据 进行 统计 分 析 , 以 及 在 各 种 
资源 约束 下 对 系统 可 靠 性 进行 优化 等 方面 的 研究 ， 
为 提高 系统 的 可 靠 性 提供 定量 的 依据 . 

可 靠 性 理论 是 随 着 大 工业 生产 的 出 现 而 发 展 起 
来 的 . 随 着 信息 化 社会 的 到 来 ,可 靠 性 问题 越发 显得 
重要 .科学 技术 的 进步 ,特别 是 从 20 世纪 40 年 代 
起 ,大 型 复杂 的 军事 装备 .计算 机 、 航 天 航空 设备 、 核 
电站 等 工业 的 迅速 发 展 ,使 得 可 徘 性 得 到 了 真正 的 
重视 . 

20 世纪 70 年 代 以 来 ,计算 机 的 广泛 使 用 ,计算 
机 网 络 、 通 讯 网 络 、 各 种 信息 管理 系统 的 出 现 , 使 得 
网 络 可 靠 性 、 软 件 可 靠 性 等 问题 提 到 了 议事 日 程 .在 
这 种 强大 的 实际 需要 的 推动 下 ,可 靠 性 数学 理论 作 
为 可 靠 性 的 基础 之 一 ,也 获得 了 空前 的 发 展 . 

寿命 \lifetime) ”可靠 性 统计 的 基本 概念 之 一 . 
它 是 产品 从 开始 工作 到 首次 发 生 失 效 的 时 间 , 或 相 
邻 两 次 维修 间 的 工作 时 间 、 或 生物 体 的 生存 时 间 ;还 
有 一 些 产品 的 寿命 不 以 时 间 长 短 计 算 , 而 以 次 数 多 
少 计算 ,如 蛇 形 管 ,不 断 地 去 弯曲 它 , 直 到 发 生 断 裂 
的 弯曲 次 数 作 为 它 的 寿命 ,为 了 统一 处 理 , 国 内 外 文 
献 常 把 五 次 弯曲 折算 成 1 小 时 计算 . 

由 于 产品 的 失效 是 随机 发 生 的 , 故 寿命 是 随机 
变量 .常用 了 表示. 

寿命 分 布 dife distribution) 可靠 性 统计 的 基 
本 概念 之 一 . 它 是 寿命 这 个 随机 变量 的 分 布 . 常用 其 
4] fn PBX 

FG)-—PCG xi) 
All BE PR Bx 
SASF Ct) 
表示 . 常用 的 寿命 分 布 有 指数 分 布 、 威 布尔 分 布 、 对 
数 正 态 分 布 . 伽 玛 分 布 等 . 

平均 寿命 (mean life) 可 靠 性 统计 的 基本 概念 
之 一 . 它 是 寿命 的 数学 期 望 .平均 寿命 是 常用 的 一 种 
可 徘 性 指标 . 对 不 可 修复 产品 ,平均 寿命 就 是 平均 寿 
终 时 间 , 记 为 MTTF ;对 可 修复 产品 ,平均 寿命 是 指 


可 # 性 Sod 


平均 无 故障 工作 时 间 , 记 为 MTBF. EUT 3X8 
命 , 其 密度 水 数 记 为 1() ,分 布 消 数 记 为 FG), 则 平 
HEMAN: 

EO) = [ifod - [dF CO = | Fade, 


其 中 下 (二 1 一 下 (GD). 对 于 平均 寿命 ,可 通过 寿命 试 
验 , 获 得 失效 时 间 , 用 统计 方法 去 估计 它 . 

平均 寿 终 时 间 (Cmean time to faiture) 
均 寿 命 ”. 

平均 无 故障 工作 肝 间 (mean time between fai- 
ture)” 见 “平均 寿命 ”. 

RJ @ Æ (reliability) 度量 系统 性 能 好 坏 的 指 
标 之 一 . 它 是 系统 在 规定 的 工作 条 件 下 和 在 规定 的 
时 间 内 完成 其 规定 功能 的 概率 . A T 表示 系统 的 
寿命 , 则 系统 在 时 刻 t 的 可 靠 度 ROA 

R@)=P(T>t)=1—-FQ) Gz0, 
XE F A x 4 p ea. 在 可 靠 性 或 寿命 数据 统计 
^ Tr ERU KSCR PFO HE i 2g FE). 可靠 度 依 
赖 于 时 间 z, DSL JS Ae BR A n] 3E E PR C. 在 生物 统计 
等 领域 中 亦 称 R(t) 为 生存 函数 . | 

RJ Se E BW (reliability function) 
RE. 

[X B] RJ $2 JE (interval reliability) 度量 系统 性 
能 好 坏 的 指标 之 一 . 它 是 刻画 系统 在 一 段 时 间 内 能 
正常 工作 的 概率 . AHS —1 表示 系统 在 时 刻 : 
TE , Lto sto d-£ 129 — Be At T8] EXC [8] Bü] YE Lto to Fe JE 
的 区 间 可 靠 度 为 

R(t,to) = P(S) = 1, ST St +t}. 

Xi to RAF ARAN RCT ,to) 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 
为 稳 态 区 间 可 靠 度 . 

A AS [x iB] RJ $€ FE (stationary interval reliabi - 
lity) — DW," px [a] n] SE RE ". 

分 位 点 寿命 (quantile life) 可 靠 性 统计 的 基 
本 概念 之 一 . 使 可 靠 度 至 少 为 p OO< pK WRK 
的 时 间 长 度 i BRAY b 分 位 点 寿命 . 即 

t, = sup{z: F(x) 之 p), 
这 里 不 为 可 靠 度 函 数 . p —0. 5 时 ,to.s 称 为 中 位 寿 
f. 

中 位 寿命 (median life) ” 见 “ 分 位 点 寿命 ”. 

可 用 度 (availability〉 度量 系统 性 能 好 坏 的 指 
标 之 一 . 它 是 表示 任 一 时 刻 上 系统 处 在 正常 状态 的 
概率 . 记 为 A GO. 可 用 度 依赖 于 时 间 上 有 时 亦 称 可 
用 度 函 数 或 点 可 用 度 . A 

lim Ati) =A 
存在 , 则 4 称 为 稳 态 可 用 度 . 它 反映 了 在 长 期 运行 
的 情况 下 ,系统 处 在 正常 状态 的 概率 ， 

RJ FH RE ER & (availability function) 

E”. 


见 平 


VUE 


Jk, 可 用 
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AA) ABE (point availability function) 
RE". 

fa AS RI HIE (stationary availability) 
i". 

KW (failure rate) 度量 系统 性 能 好 坏 的 指 
标 之 一 .已 工作 到 时 刻 上 的 产品 ,在 时 刻 上 以 后 , 单 
位 时 间 内 发 生 失 效 的 概率 , 称 为 该 产品 在 时 刻 上 的 
失效 率 函 数 , 简 称 失效 率 , 记 为 ”~(i). 它 与 寿命 分 布 

函数 F(t). E E PROC jc) 和 可 靠 度 函数 之 间 有 如 下 

关系 


见 “ 可 


见 “ 可 用 


r(t) 一 Cae eee RU 
RG) RÆ) R(t) 
MM E XS S BY ey. HARE wa AC IB BY T h RA 
布 . 可 见 , 失 效率 函数 与 寿命 分 布 一 样 ,都 是 全 面 刻 
画 产 品 寿命 统计 规律 性 的 一 个 可 靠 性 特征 ,也 是 可 
靠 性 特有 的 概念 . 失效 率 愈 小 ,产品 的 寿命 您 长 ,可 
靠 性 愈 高 .失效 率 在 生物 医学 研究 中 称 为 危险 率 ,在 
人 寿 保 险 和 人 口 学 中 称 为 死亡 率 ， 
失效 率 的 基本 单位 是 菲 特 (fit)， 
1 菲 特 = 107°/ 小 时 . 
它 的 含义 是 :每 1000 个 产品 工作 一 百 万 小 时 后 ,只 
有 一 个 产品 发 生 失 效 ; 或 者 每 一 万 个 产品 工作 十 万 
小 时 后 ,只 有 一 个 产品 发 生 失 效 . 产品 的 失效 率 越 
小 ,产品 的 可 靠 性 傅 高 ,反之 ,失效 率 愈 大 ， 产品 的 可 
靠 性 愈 低 . 中 国电 子 元 器 件 的 可 靠 性 等 级 就 是 按 失 
效率 大 小 来 制定 的 . 失效 率 不 超过 1X107 /小 时 的 
元 器 件 可 定义 为 五 级 ,失效 率 不 超过 1X10“"/ 小 时 
的 元 器 件 可 定 为 六 级 产品 ,类 似 地 ,失效 率 不 超过 1 
X10”/ 小 时 的 元 器 件 可 定 为 九 级 产品 . 


ERMA 


交付 使 用 点 


如 图 所 示 , 失 效率 曲线 ,又 称 为 浴盆 曲线 , 它 表 

一 个 产品 失效 的 规律 . 产品 开始 工作 后 失效 率 在 

下 降 , 中 间 有 一 段 相 对 平坦 的 阶段 ,最 后 迅速 上 升 ， 

EH £56 BRAD RE. 这 条 了 曲线 可 明显 地 把 产品 的 寿 
命 分 为 三 个 阶段 : 

1. 早期 失效 期 :大 多 是 由 于 原材料 不 均匀 、 制 造 
工艺 中 缺陷 而 引起 的 . 当 这 些 原因 都 暴露 出 来 后 , 产 
品 就 可 交付 使 用 . 

2. 偶然 失效 期 :这 是 产品 稳定 工作 期 ,发 生 失 效 
纯 属 偶然 . 这 时 尽力 做 好 产品 的 维护 和 保养 工作 ,可 
用 足 这 一 时 期 . 

3. 耗损 失效 期 :由 于 老化 疲劳、 腐蚀 等 原因 ,使 
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失效 率 急 速 增加 . 这 时 要 及 时 替换 部 件 或 更 新 设备 ， 
不 可 人 存 有 侥幸 心理 ,以 免 酿 成 大 祸 或 措手不及 ,影响 
正 产 生产 . 

危险 率 (hazard rate) 见 “ 失 效率 ” 

死亡 率 (force of mortality) 见 “ 失 效率 ” 

浴盆 曲线 (bathtub curve) WRAZ”. 

烤 机 (burn in) 可 靠 性 统计 的 基本 概念 之 一 . 
指 可 靠 性 研究 中 提出 的 新 闻 题 .为 了 把 早期 失效 产 
品 筛选 出 来 , 定 出 浴盆 曲线 中 的 交付 使 用 点 ,需要 做 
多 长 时 间 的 寿命 试验 ? 这 个 问题 在 可 靠 性 中 称 为 烤 
BL. 烤 机 是 对 一 批 产 品 作 全 数 检 查 和 寿命 试验 ,在 交 
are 一 段 时 间 . 为 加 速 此 种 试验 的 进 

了 ,还 可 采用 加 速 寿命 试验 ,以 加 大 应 力 换取 时 间 ， 

pave 日 交付 使 用 . 

| & F fF (residual life time) 可 靠 性 统计 的 
基本 概念 之 一 . 它 是 系统 生存 到 上 时刻, 其 剩余 寿命 
的 长 度 . A x 记 寿 命 , 则 时 刻 t 的 剩余 寿命 的 分 布 
PRA F(z) 为 
Fa +2) —FQ) 


FC) 


Fix) = 
平均 剩余 寿命 为 
l fe. 
DSEG is SD = _—| Ferdz: 
F (15-4: 


ie] As Xp dB Y Tp (residual life distribution) J 
“剩余 寿命 ” 

平均 剩余 寿命 (mean residual time) 
寿命 ” 

寿命 分 布 类 (classes of life distributions) nf 
靠 性 统计 的 基本 概念 之 一 . 它 是 具有 某 些 共同 性 质 
的 寿命 分 布 所 成 的 函数 族 . 在 同一 个 寿命 分 布 类 中 
研究 的 问题 有 :类 中 寿命 分 布 的 界 , 在 某 些 运算 下 的 
封闭 性 问题 ,与 指数 寿命 分 布 的 差异 ,以 及 在 寿命 分 
类 中 的 统计 间 题 等 . 

20 世纪 60 年 代 起 ,对 寿命 分 布 类 开始 了 系统 
的 研究 ,研究 得 较 多 的 有 失效 率 单调 的 类 ,失效 率 平 
均 单 调 的 类 ,新 比 旧 好 ( 差 ) 的 类 ,新 比 旧 平均 好 ( 差 ) 
的 类 ,平均 剩余 寿命 单调 的 类 ,新 比 旧 调 和 平均 好 
( 差 ) 的 类 等 . 

失效 率 递 增 类 (increasing failure rate class) 
简称 IFR 类 . 一 种 寿命 分 布 类 . 它 是 失效 率 随 时 间 
递增 的 寿命 分 布 类 . 设 下 是 一 个 寿命 分 布 ,7(0) = 
0. AXI EK r > o, 

FO) 
F(t) 

Xt tee RCP = 1— F), WE EF RR B ON 
F € IFR. AF ARE RE SMP € IFR 等 价 于 其 
Fe FR PR A 


WRR 


TO) 
= F(t) 


对 上 递增 . 

失效 率 递 减 类 (decreasing failure rate class) 
简称 DFR 类 .一 种 寿命 分 布 类 . 它 是 失效 率 随时 间 
递减 的 寿命 分 布 类 . 若 对 固定 的 z 之 0， 

F(t 二 x) 
F(t) 

Xt ce P= 1 一 了 ), 则 称 下 是 失效 率 递 减 的 , 记 为 
F € DFR. 

A By XE SE 15] 6 18 SE (increasing failure rate av- 
erage class) 简称 IFRA 2€. 一 类 寿命 分 布 类 . iF 
是 一 个 寿命 分 布 , 厂 


一 log F(t) 
Xf: we CF =1—F), MURR 是 失效 率 平 均 递增 的 
寿命 分 布 , 记 为 下 EIFRA. 若 已 有 失效 率 函 数 >(i)， 
则 FEIFRA, 当 且 仅 当 


二 | rdu 
L Jo 


递增 . E 

— Slog FG) 
Xf 2 EU. MU BR E ARARE B VALE] OP Th PRK. 记 
A FEDFRA. 


失效 率 平 均 递 减 类 (decreasing failure rate av- 
erage class) 简称 DFRA 类 . 见 “ 失 效率 平均 递增 
re 
新 比 旧 好 的 类 (new better than used class) 
简称 NBU 类 . 一 类 寿命 分 布 类 . A A fap dn F 满足 
F GF 30 F GOFCy) 
(x, y20,F—1—F), 
则 称 Tot eles wid F€NBU.- Ext 
AR SK e pn] , UR OF 属于 新 比 旧 差 的 类 , 记 为 FE 
NWU. 
新 比 旧 差 的 类 (new worse than used class) 
简称 NWU 类 . 见 “ 新 比 旧 好 的 类 ”. 
新 比 旧 平均 好 的 类 (new better than used in 
expectation class) 简称 NBUE 类 .一 类 寿命 分 布 
类 . aA ap F HHE AR, H 


二 | Foods « FO) 


(Vi>o0F=1-F), 
则 称 五 属于 新 比 旧 平均 好 的 类 , 记 为 FE NBUE. E 
上 述 不 等 式 反 疝 , 则 称 玉 属于 新 比 旧 平均 差 的 类 ， 
记 为 FENWUE. 
# EE IE 3E 25] zÉ B3 A (new worse than used in 
简称 NWUE 类 . I," 39r EG IH Æ 


expectation class) 


均 好 的 类 ”. 


平均 剩余 寿命 递减 类 (decreasing mean residu- 
al life class) 简称 DMRL 类 .一 种 寿命 分 布 类 .是 
平均 剩余 寿命 随 工 作 时 间 增 长 而 递减 的 寿命 分 布 
Je. 设 下 为 寿命 分 布 , 行 其 平均 剩余 寿命 


BO) = rl F (x)dx 


对 zt 递减 (= 二 1 一 下 ), 则 称 下 属于 平均 剩余 寿命 递 
减 类 , 记 为 FEDMRL. 若 


BE) = zl F(x)dx 


对 递增, 则 称 属于 平均 剩余 寿命 递增 类 , 记 为 F 
EIMRL. 

平均 剩余 寿命 递增 类 (increasing mean residual 
life class) 简称 IMRL 类 . 见 “ 平 均 剩余 寿命 递减 
2. 

新 比 旧 调和 平均 好 的 类 (harmonic new better 
than used in expectation) 简称 HNBUE 类 .一 种 
寿命 分 布 类 . 它 是 用 调和 平均 值 刻 画 的 一 类 寿命 分 


Ag. 设 寿命 分 布 有 均值 x 二 ,平均 剩余 寿命 为 
n) = rl Feadz. 
若 对 之 0, 有 
Tale use o 
hace | = 
WERE 属于 新 比 旧 调和 平均 好 的 类 , 记 为 下 EHN- 


BUE. 上 式 等 价 于 


二 | Foods sux 99) 


ERASER H MEEF JAT IB va RUE 
均 差 的 类 noy FC HNWUE. 

新 比 旧 调和 平均 差 的 类 (harmonic new worse 
than used in expectation class) 简称 HNWUE 
类 . 见 “ 新 比 旧 调和 平均 好 的 类 ”. 

指数 分 布 (exponential distribution) 常用 的 
寿命 分 布 之 一 ,用 来 描述 电子 元 右 件 和 某 些 设备 等 
的 寿命 分 布 ,其 分 布 函数 为 

F()=]1—e "' (0), 
A>0 为 参数 . 指数 分 布 的 失效 率 为 常数 , 它 就 是 指 
数 分 布 中 的 参数 4. 指数 分 布 的 平均 寿命 是 失效 率 
的 倒数 . 

指数 分 布 有 一 个 重要 性 质 一 一 无 记忆 性 , 即 对 
一 个 没有 失效 的 元 件 来 说 ,在 下 一 个 时 间 段 里 发 生 
失效 的 概率 与 已 使 用 过 的 时 间 是 无 关 的 . 餐馆 中 使 
用 的 盘子 寿命 就 是 一 个 例子 ,盘子 寿命 的 终结 是 打 
REESE TH). E Fb xb — ERST BJ» IC 1] 88 BER FH — 
段 时 间 内 被 打 雁 的 效率 与 已 使 过 一 段 时间 无 关 . 这 
也 是 常数 失效 率 的 直观 含义 . EN RRA FB XX 

FG)—1—e67-9 
(Z2 u220,A250;A,. y ABR), 
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则 称 FF 为 双 参 数 指数 分 布 . p 是 门限 参数 , 称 为 保证 


寿命 . 
N & AE AD FH (two-parameter exponential 
distribution) ” 见 “ 指 数 分 布 ”. 


保证 寿命 (guarantee life) 见 “ 指 数 分 布 ”. 
威 布尔 分 布 (Weibull distribution) 常用 的 寿 
命 分 布 之 一 . 指 由 瑞典 科学 家 威 布尔 (Weibull, W. ) 
T 1939 年 提出 的 . 两 参数 威 布尔 分 布 的 分 布 函数 为 
F(t) = 1 — exp{— at*} (人 全 0)， 
Aa>0, A 为 扩 度 参数 ,a 为 形状 参数 . a=1 时 , 则 为 
指数 分 布 . 三 参数 威 布 尔 分 布 的 分 布 函数 为 
PQS | 1G Se 0), 
A,a>0, 420 为 参数 ,px 称 保证 寿命 ， 


WESA (Gamma distribution) # AA A ar 
分 布 之 一 . 其 密度 函数 为 
fa = mte (0), 


a, A220 ON ZG UC AAB wR. 当 a — 1 if, 05 
分 布 即 为 指数 分 布 . 
对 数 正 态 分 布 (lognormal distribution) 常用 
的 寿命 分 布 之 一 . 它 是 寿命 的 对 数 服 从 正 态 分 布 的 
Ae OH OS Ap. AF 
log z~N(p,0"), 
随机 变量 z 称 为 有 对 数 正 态 分 布 , 即 x 有 密度 函数 


f(z) = l 


5," ‘log z — u) i (z > 0), 


li 
Em 一 
52-0, — co poo 8 BK. 对 数 正 态 分 布 的 失效 率 
先 递增 , 然 后 递减 . 

& EB IE 4 23 fp (truncated normal distribution) 
正 态 分 布 的 一 类 变换 . 指 取 正 值 条 件 下 , 正 态 分 布 的 
条 件 分 布 . 密度 函数 为 


FQ) = 


nv dE CR 
ac 27 


o>0, —oo« poo KBR, i 
dal 
[e] 


其 中 多 为 N(0,1) 的 分 布 函 数 . 截 尾 正 态 分 布 的 失 
效率 是 递增 的 ， 

系统 可 靠 性 模型 (system reliability model) 
系统 的 一 些 典 型 的 可 靠 性 模型 . 在 进行 可 靠 性 的 定 
量 研 究 中 ,提出 了 许多 系统 的 模型 . 设 系 统 由 个 独 
立 部 件 组 成 ,部 件 : 的 寿命 为 x;, 相 应 的 分 布 孙 数 为 

F(t) (1=1,2,.",n). 

记 系 统 的 寿命 为 x, 相应 的 寿命 分 布 为 F(z). 其 可 靠 
性 模型 系统 分 别 为 : 

1. 串联 系统 . 若 任 一 部 件 失效 即 引 起 系统 失效 ， 
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则 系统 为 串联 的 . 此 时 系统 的 寿命 和 可 靠 度 为 
T= miN T; ` 


Fe) = || Fe (G20) F=1-F). 
i=l 


2. 并 联系 统 . 若 所 有 部 件 失效 才 引 起 系统 失效 ， 
则 系统 为 并 联 的 . 此 时 系统 的 寿命 和 寿命 分 布 为 
£ = max i, 


Fi) = [[F;o @>0). 


3. (k/n) CF) RB. AR BR PUL EBA 
时 系统 才 失 效 , 则 称 为 (&/n)(F) 系 统 . 此 时 LX (hye 
这 里 r—c4 A Lisz tn 中 第 个 最 小 的 顺序 
量 . 当 zj,zz，…z 独立 同 分 布 Gz) 时 ,系统 寿命 分 
布 为 
F(t) = > a (t 之 0). 


l=k 


4. RINO RA. 车 有 或 个 以 上 部 件 正常 
时 系统 就 正常 , 则 称 为 (&/n)(G) 系 统 . (k/n)(G) 系 
统 即 串 联系 统 ;(1/n)(G) 即 并 联系 统 ;(k/n)(G) 即 
[(n—k+1)/n|(F) KS. 

5. 冷 备 系统 . tA = 时 部 件 1 开始 工作 ,其 
AR ”一 1 个 贮备 起 来 . 假定 在 贮备 过 程 中 部 件 既 不 失 
效 , 也 不 劣化 ( 即 其 寿命 不 变 ) ,一 旦 部 件 1 失效 ,部 
件 2 瞬时 接替 工作 ,一 直到 所 有 备件 用 完 并 失效 时 ， 
系统 才 失 效 ,此 时 


qm py 
i=] 
F(t)= Fx F,x-*F,(t), 
这 里 * 表示 卷 积 , 即 HAOSU VOA 
He [ve dues, 
0 


积分 是 在 闭 区 间 L0,tj 上 进行 的 . 

6. 热 备 系统 . 系统 由 工作 部 件 及 一 些 贮 备 部 件 
组 成 .但 是 部 件 在 贮备 过 程 中 性 能 可 能 会 劣化 或 发 
ERX. 

7. R/M ME FRR. 系统 有 串联 结构 ,系统 
失效 , 当 且 仅 当 有 & 或 和 个 相 邻 的 部 件 失效 . 

(Ft) BK BE (series (parallel) system) J 


“系统 可 靠 性 模型 ” 
% FA) & KB (cold (warm) standby system) 
见 “ 系 统 可 靠 性 模型 ”. 
结构 函数 (structure function) 描述 二 状态 系 


统 性 状 的 函数 .2 元 结构 函数 9 是 A> (0,1) E 
一 个 映 象 ,其 中 m 是 由 分 量 只 取 0,1 (BS n m 
量 组 成 . 设 系 统 由 个 部 件 组 成 ,部 件 与 系统 只 有 正 
常 ( 用 1 表示 ) 和 失效 (用 0 表示) 两 个 状态 ,部 件 i 


的 状态 用 x; 表示 ，, 记 
X= (219X299 Ln) 

为 部 件 的 状态 向 量 . 假定 系统 的 状态 完全 由 部 件 的 
状态 所 确定 ,此 时 ,结构 函数 的 值 表示 系统 的 状态 . 
Q(x) =0 表示 系统 在 x 下 处 于 失效 状态 ;p(x) 二 1 X 
示 在 x 下 系统 正常 . 

关联 系统 (coherent system) 结构 函数 有 单调 
性 的 一 类 系统 . 设 系 统 由 nn 个 部 件 组 成 ,相应 的 结构 
函数 为 9. 此 系统 为 关联 系统 . 如 果 它 的 结构 函数 9 
满足 : 

1. 单调 性 . BV xc y H eO Kgy). 这 里 xy 
表示 分 量 间 有 cy, (i 二 1,2,*…,n). 

2. 部 件 与 系统 的 可 靠 性 有 关系 . 即 对 任意 i (1 
人 in), 存 在 x 使 

0—9(0;,x)«91;,,x2—1, 

这 里 (0;,x),(1;,x) 分 别 表示 x 中 第 :个 分 量 取 0 或 
1 时 的 状态 向 量 . 

直观 上 讲 ,结构 函数 的 单调 性 反映 了 用 性 能 好 
的 部 件 组 成 的 系统 , 比 用 差 的 部 件 组 成 的 系统 的 性 
能 要 好 ;第 二 个 条 件 说 明 , 每 个 部 件 对 系统 的 可 靠 性 
都 是 有 贡献 的 ,因而 在 可 靠 性 意义 下 是 不 可 少 的 . 许 
多 典型 系统 ,如 (k/n)(F) 系 统 、 网 络 系统 等 都 是 关 
联系 统 的 特例 . 

关联 系统 的 可 靠 度 (reliability of a coherent 
system) 衡量 关联 系统 性 能 好 坏 的 指标 之 一 . 它 是 
关联 系统 在 规定 条 件 下 .规定 时间 内 完成 预定 功 负 
的 概率 . 记 关 联系 统 的 结构 函数 为 p(x), 若 用 只 取 
0,1 值 的 随机 变量 r 表示 部 件 i 的 状态 , 记 p; 为 部 
fr i 的 可 靠 度 , 即 p;— Ex; id 


P= (Pis fost? pr), X= ris xum 
则 系统 的 可 靠 度 表 为 
h(p) = Eq(x) = P(q(x) = 1j. 
若 部 件 ; 的 寿命 为 ,相应 的 分 布 函数 为 到 ()， 
则 系统 的 可 靠 度 函数 为 
F(t) = AF), F), F,GQD 
G2 0,F =1—] Ff), 
E /)\\ 88 S (minimal path set) ”可靠 性 统计 的 
基本 概念 之 一 . 设 关 联系 统 由 1,2,…,n 个 部 件 组 


成 ,x 为 其 状态 向 量 ,9p 为 结构 函数 ,PCxz) 一 1, 则 称 x 
为 路 向 量 . 进一步 ,者 对 任意 y x ,都 有 Oy) =0, B] 
VR x 为 最 小 路 向 量 . y<x 表示 yin G — 1.2. an) 
且 至 少 有 一 个 下 标 j W yj. E x 是 一 最 小 路 问 
量 , 记 
alije lja 
称 为 相应 于 x 的 最 小 路 集 . 从 工程 上 讲 , 任 一 最 小 路 
集中 的 部 件 都 正常 , 即 可 保证 系统 正常 . 
EE [E ER (path vector) AW“ RB) Be”. 


By h B [5] Bt (minimum path vector) 
HE”. 

最 小 割 集 (minimal cut set) 可靠 性 统计 的 基 
本 概念 之 一 . 设 关 联系 统 由 1,2,…,n 个 部 件 组 成 ,x 
为 其 状态 向 量 ,9? 为 其 结构 函数 . 石 VCx) 一 0, 则 称 x 
为 割 向 量 . 进一步 , 若 对 任意 y x BA 9C — 1, DU] 
BR x 为 最 小 割 癌 量 . y>x 表示 yiÉrG-—1.2.,—5.) 
且 至 少 有 一 个 下 标 jE y; 2). 若 上 是 一 最 小 割 向 
Hid 


见 “ 最 小 


co (x) 0i: x;—0), 

称 为 相应 于 x 的 最 小 割 集 . 从 工程 上 讲 , 任 一 最 小 害 
集中 的 部 件 都 失效 ,即使 系统 失效 . 

Zi (oq) (cut vector) D," E] |. 

Be /|\ il [8] E (minimum cut vector) 
zl Se”. 

部 件 重 要 度 (importance of components) J£€ 
量 部 件 重要 性 的 指标 . 它 用 来 度量 关联 系统 中 的 每 
一 部 件 在 可 靠 性 意义 下 的 重要 性 . 记 h(p) 为 关联 系 
统 的 可 靠 度 函数 .部件 i 的 重要 度 定义 为 


IQ) = A 
(i) = 25, (p). 


见 “ 最 小 


特别 地 , 当 
IE 

时 ,此 时 部 件 ; 的 重要 度 亦 称 为 i 的 结构 重要 度 . 

PM £& RJ SE E (network reliability? 度量 网 络 性 
能 好 坏 的 指标 . 网络 是 关联 系统 的 一 种 特殊 情形 ,网 
络 可 靠 度 主要 研究 网 络 可 靠 度 的 算法 ,以 及 算法 的 
复杂 性 .由 于 计算 机 网 络 .通讯 网 络 等 的 出 现 ,网 络 
可 靠 性 成 了 20 世纪 80 FRU RR OR. 
网 络 可 靠 度 计算 的 方法 主要 有 : 

1. 分 解法 . 设 网 络 相 应 的 可 靠 度 函数 为 h(p)， 
利用 分 解 公式 

hCp) — p;h Cli, p) -gqih CO; p), 

其 中 Pi 为 弧 1 的 可 靠 度 ,pi 十 g; 二 1,p= (pis poses 
b Op): (10 p) Og p 中 第 1 个 分 量 分 别 为 0,1 
的 向 量 . 由 上 式 ,h(p) 的 计算 化 为 nn 一 1 个 变量 的 
hOp) A: DRA. 


2. 先 求 出 所 有 最 小 路 集 41,As;,…, Ans AAH 
A RAER S= A,A An 中 至 少 有 一 最 小 路 
集 正 常 . 于 是 系统 可 靠 度 

R= PI UA Fs 
这 里 ,A; 表示 第 i 个 最 小 路 集 正常 AP RMA H 

容 矿 公式 或 不 交 化 方法 求 得 . 

3. 大 型 复杂 网 络 的 计算 机 算法 . 

故障 树 分 析 fault tree analysis) 简称 FTA. 


可 靠 性 统计 中 的 一 种 定性 定量 分 析 方 法 . 故障 树 分 
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析 是 定量 评定 不 希望 的 事件 ( 称 为 顶 事 件 了 ) 发 生 的 
概率 ,并 找 出 导致 了 发 生 的 各 种 基本 事件 的 所 有 可 
能 组 合 的 一 种 分 析 方 法 . 是 由 20 世纪 60 年 代 波 音 
公司 的 科学 家 们 发 展 起 来 的 .由 于 它 所 使 用 的 图 示 
像 一 棵 从 项 事件 了 倒 长 的 树 , 故 障 树 由 此 得 名 . 进 
f; FTA 的 步骤 是 : 

1. 选 择 项 事件 T. 

2. 建立 故障 树 . 由 演绎 的 方法 ,从 项 事件 了 按 
逻辑 关系 逐 级 分 解 . 行 了 的 发 生 由 次 级 事件 4,B 
(或 更 多 ) 中 任 一 发 生 
而 引起 , 则 由 逻辑 或 门 
JET 5 A.B MRR; 
a A,B KAT 7 
发 生 , 则 由 逻辑 与 门 相 
联系 . 依 此 逐 级 分 解 下 
去 ,到 不 能 分 解 的 基本 
事件 为 止 . 上 述 过 程 用 
图 示 表 出 即 得 顶 事件 

一 个 故障 树 . 建树 过 程 需要 熟练 的 工程 专业 人 
员 与 可 靠 性 工作 者 相 结合 

3. 定性 定量 评定 . 定性 评定 用 来 找 出 造成 了 发 
生 的 所 有 可 能 的 基本 事件 的 组 合 . 定量 评定 是 根据 
基本 事件 发 生 的 概率 计算 顶 事 件 7 了 发 生 的 概率 . 

FTA 直观 形象 ,便于 工程 技术 人 员 掌 握 , 但 是 
对 大 型 复杂 系统 建立 故障 树 需 要 大 量 的 工时 ,有 时 
还 会 遗漏 重要 的 失效 模式 .尽管 如 此 ,由 于 计算 机 的 
普遍 使 用 ,使 大 型 故障 树 的 定性 定量 评定 变 得 现实 
和 快速 了 . 

目前 FTA 已 从 航天 、 核 能 等 部 门 的 应 用 扩展 
到 了 机 械 . 电 子 等 产业 . 

可 修 系 统 模型 (models of repairable system) 
一 种 可 靠 性 模型 . 它 是 允许 对 失效 部 件 进行 修理 ,使 
其 恢复 功能 的 可 靠 性 模型 . 由 于 引入 了 修理 ,使 系统 
可 靠 性 得 到 了 提高 ,但 是 模型 的 分 析 更 复杂 了 . 

可 修 系 统 研 究 的 内 容 有 :系统 首次 失效 时 间 的 
分 布 ; 可 用 度 ;(0, 旨 中 失效 数 的 分 布 以 及 与 修理 有 
关 的 指标 在 时 刻 修理工 忙 的 概率 . 

ee 

马尔 可 夫 过 程 模型 . 疹 部 件 的 寿命 及 修理 时 
TE pe 系统 的 状态 可 用 时 间 连 续 状 态 
离散 的 马尔 可 夫 过 程 来 描述 . 

2. 交替 更 新 过 程 模型 . 系统 的 工作 及 修理 的 周 
期 性 变化 由 一 个 交替 更 新 过 程 来 描述 . 

3. 其 他 随机 过 程 模型 . 用 更 复杂 的 随机 过 程 ,如 

马尔 可 夫 更 新 过 程 等 来 描述 系统 的 状态 . 
马尔 可 夫 过 程 模型 (Markov process model) 
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见 “可 修 系统 模型 ” 
交替 更 新 过 程 模 型 (alternating renewal pro- 
cess model) 见 “ 可 修 系统 模型 ” 

更 换 策 略 (replacement policy) 一 种 减 小 失效 
的 预防 性 措施 . 系统 的 突然 失效 会 造成 重大 损失 ,有 
时 甚至 是 灾难 性 的 .为 了 尽量 减少 失效 带 来 的 损失 ， 
往往 采取 失效 前 更 换 的 预防 性 措施 . 但 是 ,过 分 频 
繁 地 进行 预防 性 更 换 也 会 引起 费用 的 增加 . 因此 ,更 
换 策略 需要 研究 在 某 种 费用 准则 下 何 时 进行 更 换 的 
问题 . 常用 的 更 换 策 略 有 : 

1. 年 龄 更 换 策略 . 系统 在 失效 时 或 当 其 年 龄 为 
T 时 进行 更 换 .7 的 确定 是 使 长 期 运行 下 的 单位 时 
间 费 用 最 小 . 

2. 成 批 更 换 策略 . 系统 在 失效 时 或 kT CR = 1, 
2,…) BEA ETT E HR. T 的 选取 使 (0,T] 中 的 平均 费 
用 最 小 . 

3. 带 小 修 的 更 换 策略 . 系统 在 &7 时 刻 进行 更 换 
(k = 1,2,…), 在 相 邻 更 换 之 间 失 效 时 只 进行 小 修 ， 
使 系统 恢复 到 失效 前 的 状态 ,T 的 选取 是 使 (0,T] 
中 的 平均 费用 最 小 . 

还 有 更 换 依赖 于 系统 状态 的 策略 ,不 完全 小 修 
的 更 换 策略 及 费用 依赖 于 修理 次 数 的 策略 . 

年 龄 更 换 策 略 (age replacement policy) J 
“更 换 策 略 ”. 

成 批 更 换 策略 (block replacement policy) Jl 
“更 换 策略 ”. 

a h i AS E HR BK (replacement policy with 
minimal repair) JL ERREK”. 

检测 策略 (inspection policy) 一 种 减 小 失效 
的 预防 性 措施 . 很 多 情况 下 系统 的 失效 只 能 通过 检 
测 才 能 发 现 ,过 多 的 检测 或 系统 长 时 间 处 于 失效 状 
态 都 会 引起 费用 上 的 损失 . 因此 ,检测 策略 需要 合理 
地 确定 一 串 检 测 时 间 点 0 过 zi ox 二 … ,使 某 个 
H br eh IK Be) CRRA). 

寿命 数据 统计 分 析 (statistical analysis of life- 
time data) 可 靠 性 统计 的 一 种 定量 分 析 方 法 .通过 
寿命 试验 或 现场 收集 的 参 试 个 体 的 寿命 记录 , 称 为 
寿命 数据 . 通过 对 寿命 数据 的 分 析 得 到 有 关 寿 命 分 
布 的 信息 , 称 为 寿命 数据 统计 分 析 . 

寿命 数据 统计 分 析 是 可 靠 性 工作 的 基础 ,这 种 
分 析 有 其 自身 的 特点 : 

1. 数据 的 不 完全 性 . 原因 可 能 是 长 寿命 产品 的 
寿命 试验 不 能 进行 到 所 有 产品 都 失效 时 终止 ,以 及 
现场 数据 的 不 完全 性 等 . 

2. 可 修 系 统 相 邻 故障 间隔 数据 及 加 速 寿 命 试 验 
数据 的 分 析 , 需 要 不 同 的 处 理 方法 . 


3. 由 部 件 寿命 试验 数据 如 何 综合 成 系统 可 靠 度 
的 估计 等 . 

寿命 试验 (life testing) ”可靠 性 统计 的 一 种 实 
践 活动 . 它 是 获得 寿命 数据 的 手段 . 进行 寿命 试验 ， 
一 般 先 从 一 批 产 品 中 随机 抽取 一 个 样本 ,然后 把 此 
样本 放 在 相同 的 正常 应 力 水 平 ( 工 作 温度 或 工作 电 
压 ) 下 进行 试验 ,观察 其 工作 状态 ,对 照 事先 确定 的 
失效 判 据 , 当 发 现 有 样品 失效 时 ,立即 记录 其 失效 时 
间 . 

进行 寿命 试验 的 目的 有 三 个 : 

1. 弄 清 产 品 的 寿命 分 布 . 

2. 估计 产品 的 各 种 可 靠 性 指标 . 

3. 解剖 失效 产品 ,人 研究 其 失效 机 理 . 

常用 的 寿命 试验 有 现场 寿命 试验 \、 实 验 室 寿 命 
试验 、 截 尾 寿 命 试 验 以 及 加 速 寿命 试验 等 . 

现场 寿命 试验 (life test on the spot) 一 种 寿 
命 试验 . 它 是 把 产品 放 在 实际 使 用 场所 并 让 其 正常 
工作 ,从 中 获得 失效 数据 的 试验 . 如 飞机 的 操纵 杆 、 
汽车 的 行驶 里 程 . 大 型 发 电 设备 等 都 是 在 现场 寿命 
试验 中 获得 失效 数据 的 

如 此 得 到 的 寿命 数据 是 珍贵 的 有 说 服 力 的 .但 
由 于 组 织 管理 工作 繁重 ,投资 大 ,时 间 长 ,只 能 在 少 
数 场合 使 用 

实验 室 寿 命 试 验 (life test in laboratory) — 
种 寿命 试验 . 它 是 在 实验 室内 使 产品 在 模拟 现场 的 
主要 使 用 条 件 下 进行 的 寿命 试验 . 如 电子 元 器 件 在 
恒温 箱 内 作 寿 命 试验 ,电缆 在 一 定 电 压 下 作 寿 命 试 
验 等 ,此 种 试验 管理 简便 ,投资 少 , 有 重复 性 ,便于 产 
品 间 的 比较 ,和 常 被 实际 采用 . 

截 尾 寿命 试验 (censoring life test) 一 种 寿命 
试验 . 它 是 投 试 产 品 中 ,有 部 分 产品 失效 就 停止 的 寿 
命 试验 . 这 时 获得 的 失效 数据 称 为 截 尾 样本 . 

常用 的 截 尾 寿命 试验 有 如 下 三 种 : 

1. 定时 截 尾 寿 命 试验 . 又 称 I 型 截 尾 寿命 试验 , 
是 试验 在 事先 规定 的 时 间 停 止 ,此 时 获得 的 失效 数 
据 个 数 为 随机 变量 . 如 对 50 个 样品 进行 寿命 试验 ， 
事先 指定 2000 小 时 时 停止 试验 . 这 时 失效 数 可 能 是 
20 个 ,也 可 能 是 30 个 .为 了 不 使 失效 数 过 少 或 过 
多 ,恰当 地 规定 试验 停止 时 间 是 实施 定时 截 尾 寿命 
试验 的 关键 . 

2. 定数 截 尾 寿命 试验 . 又 称 I 型 截 尾 寿命 试验 . 
是 试验 在 事先 规定 的 失效 个 数 ( 如 60% 失 效 ) 达 到 
时 停止 试验 . 此 时 试验 停止 时 间 是 随机 变量 . 如 对 
50 个 产品 进行 寿命 试验 ,事先 规定 试验 到 有 60 的 
样品 失效 时 停止 试验 . 这 时 停止 试验 的 时 间 是 第 30 
个 产品 发 生 失 效 的 时 间 . 由 于 试验 停止 时 间 不 易 控 
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制 ,恰当 规定 失效 比例 是 成 功 进 行 定 数 截 尾 寿命 试 
验 的 关键 . 

3. 随机 截 尾 寿命 试验 , PA n ncc 
品 的 寿命 试验 , 田 从 一 个 已 知 分 布 产生 nn 个 随机 数 
n, 其 中 是 第 i 个 样品 的 截 尾 时 间 . 当 第 i 个 产品 
寿命 到 达 7 时 ,就 停止 试验 ,这 时 就 得 截 尾 时 间 v; 
当 第 i 个 产品 在 之 前 就 失效 ,这 时 就 得 第 i 个 产 
品 的 失效 时 间 .综合 上 述 , 在 随机 截 尾 寿命 试验 中 
可 以 得 到 的 数据 是 

(yið) G—1,2,*,n). 
其 中 y=min Ger), 是 只 取 0 与 1 的 函数 ,6==0 
表示 寿命 超过 截 尾 时 间 ,6= 二 1 表示 寿命 低 于 截 尾 
Ay , Bf | 
| {0 €; 2 7), 
v7 dg ues p 
这 时 0, 4-0, - +6, 是 失效 数据 个 数 . 

加 速 寿命 试验 (accelerated life testing) 一 种 
寿命 试验 . 为 了 在 较 短 的 时 间 中 获得 产品 的 失效 数 
据 , 在 加 大 的 应 力 条 件 ( 如 压力 、 电 流 、 温 度 ) 下 进行 
的 寿命 试验 称 为 加 速 寿命 试验 . 对 加 速 寿命 试验 数 
据 的 统计 处 理 , 要 求 推 断 正 常 使 用 条 件 下 产品 的 可 
靠 性 指标 ,如 可 靠 度 .平均 寿命 等 . 常用 的 加 速 寿命 
试验 方式 有 : 

1. 恒定 应 力 加 速 试验 . 选 定 若干 组 样品 在 高 于 
正和 党 水平 的 不 同 应 力 5.52 ,ss 下 进行 ,每 组 试验 
到 有 若干 个 样品 失效 时 终止 . 

2. 步 进 应 力 加 速 试验 . 选 定 一 组 高 于 正常 水 平 
的 应 力 51,52，… ,54 .一 组 样品 在 5, 试验 三 时间 后 把 
应 力 提 高 到 s;, 未 失效 的 样品 持续 试验 i, 时间 ,试验 
依 此 进行 下 去 ,到 一 定数 量 的 样品 发 生 失 效 时 终止 . 

3. 序 进 应 力 加 速 试验 . 试验 时 所 施加 的 应 力 水 
平 随时 间 等 速 上 升 . 

柯 克 斯 失效 率 成 比例 模型 (Cox’s proportional 
hazards model) 一 种 寿命 统计 模型 . 它 是 利用 附 
加 信息 的 统计 模型 . 该 模型 是 柯 克 斯 (Cox,D. R. ) 
于 1972 年 提出 的 . 

在 通常 的 寿命 数据 分 析 中 ,除了 寿命 数据 (可 能 
是 不 完全 的 ) 外 ,还 可 以 同时 收集 到 个 体 的 其 他 信 
息 , 如 不 同 的 试验 条 件 ( 在 生物 医学 的 例子 中 ,如 性 
别 、 年 龄 ) 等 . 把 这 些 附属 的 信息 考虑 到 模型 中 去 可 
以 得 到 更 好 的 统计 推断 . 

最 简单 的 参数 型 失效 率 成 比例 模型 有 如 下 形 
式 : 相 应 于 附加 变量 z( 可 以 是 向 量 ) 的 失效 率 为 

WC es eni 
这 里 AGO JJ z —0 时 的 失效 率 ( 已 知 ),8 BRAS 
数 向 量 ,T 表示 转 置 .相应 的 统计 问题 为 ,观察 到 一 
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组 (z;,z”) 的 条 件 下 ,对 有 进行 推断 . 

普兰 - 梅 尔 估 计量 (Kaplan-Meier estimator) 
一 种 估计 量 . 当 寿 命 数据 为 不 完全 样本 时 ,一 种 估计 
未 知 总 体 生 存 函 数 的 非 参 数 估 计量 . 是 卡 普 兰 (Ka- 
plan, E. L. adii agate ) 于 1958 年 提出 的 . 
其 后 这 个 估计 量 被 称 为 卡 普 兰 - 梅 尔 估 计量 或 乘积 
限 估 计 . 设 在 随机 截 尾 方案 下 有 一 组 观察 数据 

(yi, 0; 1152, *** n). 

w Yay Ba Ro Say A Yis Mg. "t 
0050 tt 9o A TELE JO CON. 
则 在 


ys 的 顺序 量 ， 
> Yo) 的 Ò fü . 


yo E yo Kya) 
这 种 简单 情形 下 ,总体 生存 函数 F(z) 的 卡 普 兰 - 梅 尔 
估计 量 为 
4 Oo) 
R(t) = ll E x: Ss ger ^ 


(j: Igp 


He FR RR f& bt (product limit estimator) BP“ 
普兰 - 梅 尔 估计 量 ” : 
软件 可 靠 性 (software reliability) ”可靠 性 理 


论 的 内 容 之 一 . 它 专门 研究 计算 机 软件 的 可 靠 性 问 
题 . 在 特定 的 环境 中 和 在 一 定 的 时 间 间 隔 中 ,软件 正 
常 运行 的 概率 , 称 为 软件 可 靠 度 . 而 软件 在 时 刻 上 正 
常 的 概率 , 称 为 软件 可 用 度 . 

H 20 世纪 70 年 代 起 ,计算 机 已 渗透 到 现代 社 
会 生活 中 的 各 个 方面 . 宇航 、 空 中 交通 控制 .通讯 . 防 


务 等 系统 都 要 求 计算 机 特别 是 相应 的 软件 有 极 高 的 


可 靠 性 . 因此 ,软件 可 靠 性 问题 就 越 来 越 受到 重视 . 
目前 ,对 软件 可 靠 性 的 概率 模型 软件 失效 数据 的 统 
计 分 析 以 及 与 费用 有 关 的 软件 运行 时 间 的 优化 模型 
等 方面 都 有 研究 . 

tk CF RI FA Æ (software useful degree) 
件 可 靠 性 ”. 

软件 可 靠 度 (degree of software reliability) 
见 “ 软 件 可 靠 性 ”. 

捷 林 斯 基 - 莫 兰 达 模型 (Jelinski-Moranda mod- 
el) 一 个 软件 可 靠 性 模型 . 它 是 捷 林 斯 基 (Jelinski) 
及 莫 兰 达 (Moranda) 于 1972 年 提出 的 最 早 的 一 
软件 可 靠 性 模型 ,也 是 以 后 许多 模型 的 出 发 点 . 模型 
的 假定 为 : 

1. 一 个 软件 系统 原始 的 错误 个 数 N 是 一 个 未 
知 参数 . 

2. 软件 相 邻 故障 之 间 的 时 间 有 独立 的 指数 分 
布 ,其 参数 与 系统 中 残存 的 错误 数目 成 正比 ,比例 因 
TAA. 

3. 当 查 出 一 个 错误 时 , 它 被 完全 排除 . 

Zi N(z) 为 (0,tj] 中 发 现 的 软件 错误 数 ， 
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见 “ 软 


N(0)=0. 
RG)—N-—N(t) 
为 到 时 刻 上 为 止 软件 中 残存 的 错误 数 , 则 有 


e (1—6» 


N 
P(RGO) = k} = n 


(k = 0,1,**,N). 

可 靠 性 优化 模型 (optimal models in reliability) 
一 类 可 靠 性 模型 . 在 可 靠 性 问题 中 ,涉及 有 限 资源 的 
合理 利用 的 模型 称 为 可 靠 性 优化 模型 . 

典型 的 模型 有 ， 

1. 可靠 度 最 优 分 配 模 型 . RAS n STARE 
组 成 ,R; 为 第 j 个 子 系统 的 可 靠 度 ,h (Ri,R,,…， 
R ) 表 示 系 统 的 可 靠 度 , 记 gi;(R;) 为 第 7 个 子 系统 
的 可 靠 度 为 R 时 所 需 第 i 种 资源 的 数量 ,b; 为 第 i 
种 资源 的 总 量 ,i 二 1,2,…,k. 问题 为 求 Ri, Ros, 


Ras 使 可 靠 度 最 大 ;maxh(R,,R,,…,R,) 满 足 约 束 
条 件 : 

Os Kis 1 (7 一 1,2,°..,7) (1) 

Ys (RD S b. 05152, 5) (2) 
或 者 求 RS Rss …,R,, 使 总 费用 最 小 : 

min 1 F,(R,)s 
约束 条 件 为 (1)(2) 以 及 
ACR,,R,,,RO ZR, 

这 里 R 是 预定 的 可 靠 度 ,f;(R;) 为 第 7 个 子 系统 可 
Se BN R; 时 的 所 需 费 用 . 


2. 备件 最 优 分 配 模型 . 设 系 统 由 个 部 件 串联 
组 成 ,每 个 子 系统 使 用 同型 部 件 . E cki 分 别 为 第 j 
种 部 件 的 单价 及 使 用 的 个 数 ,R;(k;) 为 第 j 个子 系 
统 使 用 &; 个 部 件 时 的 可 靠 度 , 系 统 的 可 靠 度 可 表 为 


k,) = TRE 


R Gh; v 
IR] UH SCARE hoy ok, ,使 费用 最 小 ， 
minc, 
VIR AR E Ri shoot skn 为 正 整数 ， 及 
I (k;) > Ra; 
RAR koker sk, ,使 可 靠 度 最 大 ， 
max [ | R, (k;), 
URREN kokom k, 为 正 整数 ,及 
Sok Ses 
R, 为 系统 可 靠 度 要 求 ,c 为 总 的 费用 


上 述 问 题 一 般 都 是 复杂 的 非 线性 约束 的 最 优化 
问题 . 
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计量 教育 心理 学 (statistical educational psy- 
chology) 数理 统计 学 在 教育 心理 测量 学 中 应 用 的 
一 门 学 科 . 它 是 以 数学 形式 表现 教育 心理 现象 ,并 进 
行 统计 推断 的 一 门 学 科 . 所 用 到 的 概率 分 布 有 二 项 
分 布 和 正 态 分 布 ,数字 特征 有 平均 值 . 方 差 、 标 准 差 、 
相关 系数 ,还 用 到 参数 估计 、 假 设 检验 .回归 分 析 、 典 
型 相关 分 析 、 因 子 分 析 等 多 元 统计 方法 . 

英国 人 类 学 家 高 尔 顿 (Galton,F. ) 在 1869 年 的 
《遗传 与 天 才 ) 一 书 中 指出 ,人 类 智力 的 分 布 为 正 态 
分 布 .对 某 人 进行 测试 , 则 被 试 者 的 测验 得 分 zx 为 
一 随机 变量 ,根据 统计 推断 ,可 假定 x 服从 正 态 分 
布 N(py,o), 其 中 

E(x)-cH, Da =a 
SAA x 的 平均 值 和 方差 . 称 o 为 标准 差 , 而 <= (x 
— 40/6 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1). 被 试 者 参加 两 
次 测验 (或 一 次 测验 中 两 个 项 目 ) 的 得 分 (zx,y) 为 二 
元 (二 维 ) 随 机 向 量 , 记 
» = ep eT 
VDG) VDO) 

PR 2 为 相关 系数 ,并 知 一 1] 委 po 委 1 成 立 . 设 某 次 测验 
HAN 个 同类 被 试 者 参加 ,得 分 依次 为 mox 


dus 


z= Wt s 一 ye — xy, 
BK X 15° 98 分 别 为 样本 均值 .样本 方差 .样本 标准 差 . 
N 个 同类 被 试 者 参加 两 次 测验 (或 一 次 测验 的 两 个 
项 目 ), 得 分 依次 为 
(xis yid s Gxas ya2 s ttt (ZN YN), 
记 工 ,si;y ,sy 分 别 为 相应 于 z,y 的 样本 均值 和 样本 
方差 ,并 记 


j N 
N24 085-2) 230 


— n——-—————— — g 
Sp 


称 Y 为 样本 相关 系数 . 统计 学 上 证 明 : 当 (z,y) 的 总 
VAS 38 M VA Cot roy s 0 上 Am) 为 参数 的 二 元 正 态 分 布 
时 ,Srz,9y，y, 工 ,7) 分 别 为 相应 参数 的 极 大 似 然 佑 
计 . 

心理 测量 (psychological measurement) 实验 
心理 学 的 专用 术语 . 它 是 指 用 统计 学 方法 对 心理 测 
验 的 结果 定量 化 . 实验 心理 学 的 创始 人 冯 特 
(Wundt, W. ) F 1879 年 在 德国 莱比锡 大 学 设立 世 
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界 第 一 所 心理 实验 室 ,发现 被 试 者 的 观察 力 、 词 的 联 
想 力 和 反应 能 力 都 很 不 相同 ,从 而 提出 了 人 “个别 差 
异 ” 的 问题 .英国 人 类 学 家 高 尔 顿 (Galton,F. ) 在 
1883 年 出 版 了 《人 类 才能 及 其 发 展 的 研究 ) 一 书 , 提 
出 了 心理 测量 、 测 验 等 术语 . 美国 卡特 尔 (Gattell,J. 
Mok) 对 “个 别 差 异 ” 的 研究 贡献 最 大 ,他 得 出 结论 : 
学 生成 绩 的 优 少 与 智力 的 高 低 有 密切 的 关系 . RE 
tf Ht (Ebbinghaus, H. ) 认 为 ,智力 的 高 低 在 于 综合 
能 力 的 差异 ,并 于 1896 年 用 首创 填充 法 来 测量 学 生 
的 智力 . 厄 润 (Oehrn) 编 制 一 套 测验 ,将 智能 分 成 四 
种 :知觉 \ 记 忆 、 联 想 和 运动 机 能 . 法 国 比 内 (Binet,， 
A.) F 1894 年 至 1898 年 间 提 议 , 测 验 应 包括 测量 
记忆 、 表 象 .想象 理解 .上 暗示、 美的 欣赏 道德 情感 、 
意志 力 和 运动 技能 ,发 明了 智力 测验 常 模 量 表 ,推动 
了 教育 心理 学 的 发 展 . 随 之 而 来 的 有 智力 测验 .能力 
倾向 测验 、 教 育 测 验 、 人 格 测验 等 . 比 内 的 贡献 在 于 
提出 智 龄 和 实 龄 这 两 个 实际 可 行 的 测量 单位 ,找到 
了 正确 的 测量 智力 的 途径 . 1904 年 ,斯 皮尔 曼 
(Spearman, C. ) 提 出 智力 的 因子 分 析 . 德国 心理 学 
Zi KK fe (Stern, L. W. ) F 1912 年 提出 了 智商 的 概 
念 ,指出 智力 的 相对 稳定 性 . 美国 心理 学 家 韦 克 斯 勒 
(Wechsier,D. ) 提出 了 离 差 智商 ,为 智商 的 稳定 性 
研究 提供 了 一 个 良好 的 指标 . 

教育 测量 学 (educational measurement) 计量 
教育 心理 学 研究 的 基本 内 容 之 一 . 它 是 研究 心理 状 
态 与 教育 情况 的 测量 和 评价 的 科学 . 

教育 测量 学 在 20 世纪 30 年 代 就 已 概括 了 心理 
与 教育 的 测量 与 评价 的 经 验 . 美国 桑 戴 克 
CThorndike,E. L. ) 等 23 人 合 著 的 《教育 测量 学 中 
指出 ,就 其 测验 类 型 的 发 展 来 说 有 两 个 特点 :一 是 由 
幼儿 园 、 小 学 测验 ,发 展 到 中 学 ,大 学 的 各 种 重要 测 
验 . 如 课程 重点 的 单 科 测验 .文化 推理 智力 测验 、 能 
力 倾向 的 分 类 测验 .教育 技能 与 教育 程度 测验 等 ;二 
是 从 局 部 分 散 的 单 科 测验 ,发 展 到 综合 性 成 套 ( 系 
列 ) 的 测验 . 就 其 发 展 来 说 有 三 个 方面 :一 是 根据 教 
学 系统 进行 配套 测验 ,借以 做 出 教学 决策 ;二 是 按照 
测验 (考试 ) 的 几 项 质量 指标 (信和 度 、 区 分 度 、 难 度 等 ) 
建立 相应 的 题库 ;三 是 提高 测验 (考试 ) 的 社会 地 位 
与 作用 . 教育 测量 能 从 心理 和 教育 两 个 方面 测 得 集 
体 和 个 人 身心 发 展 的 现状 和 特征 ,为 教育 决策 提供 
信息 与 依据 . 如 根据 学 后 的 智力 和 学 习 能 力 做 出 安 
排他 们 进入 最 适当 的 层次 学 习 的 决策 ;根据 教学 效 
果 做 出 改革 课程 .教材 和 教 法 的 决策 ;根据 在 校 学 生 
成 绩 及 职业 教育 成 绩 做 出 职工 使 用 的 决策 . 

上 述 教 育 测量 只 是 在 从 智育 方面 作 了 综述 . 在 
中 国 ,教育 测量 常 从 德育 .智育 .体育 三 方面 来 衡量 . 
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对 于 德育 的 测量 ,应 从 定性 .定量 两 方面 建立 相应 的 
测量 指标 ,如 有 道德 有 觉悟 \, 爱 人民 、 爱 劳动 、 爱 钥 
国 , 遵 纪 守 法 等 方面 .体育 同 智育 一 样 , 可 以 通过 测 
验 进 行 测 量 , 但 是 体育 除了 成 就 测验 之 外 ,还 要 求 身 
体 素 质 达 到 规定 的 标准 . 

测量 (measurement) 计量 教育 心理 学 的 基本 
概念 之 一 . BH we C Stevens, S. S. ) 称 :“ 就 其 广义 
来 讲 , 测 量 是 按照 法 则 给 事物 指派 数字 ”. 

测量 有 四 种 水 平 :类 别 、 等 级 、 等 距 、 比 率 , 有 直 
接 测 量 和 间接 测量 之 分 . 心理 测量 是 间接 测量 . 因为 
可 以 运用 许多 有 效 的 统计 方法 ,心理 学 家 育 欢 用 等 
E A. 布朗 (Brown,F.G. ) 称 ;“ 所 谓 测 验 是 对 一 
个 行为 样 组 ( 即 样本 ) 进 行 测量 的 系统 程序 ”. 系统 的 
程序 是 指 测验 在 编制 .实施 、 评 分 等 方面 都 依据 确定 
的 规则 . 测验 与 考试 是 同义词 . 

中 国 早 在 春秋 战国 时 , 考 和 试 两 个 字 就 分 别 用 
于 表达 考察 的 意思 . 东汉 时 ,考试 一 词 就 正式 使 用 
了 ,而 测验 一 词 直到 20 世纪 初 才 出 现 于 汉文 中 .但 
在 某 些 特定 场合 有 特定 的 用 法 :如 “升学 ”是 用 考试 
而 不 用 测验 ,对 心理 学 用 心理 测验 而 不 用 心理 考试 . 

测验 (test) WME”. 

#ix(examination) WAE”. 

智能 (intelligence and ability) 计量 教育 心理 
学 的 基本 概念 之 一 . 它 是 智力 和 能 力 的 总 称 . 20 tE 
Zu 20 年 代 , 美 国 (教育 心理 学 ) 特 以 专栏 ,要 求 心理 
学 家 各 抒 己见, 探讨 智力 的 涵义 与 性 质 、 功 能 ,但 至 
今 仍 无 确定 的 定义 . 现 将 有 代表 性 的 论点 概述 如 下 : 

1. 智力 是 抽象 思维 的 能 力 , 如 判断 、 理 解 、 推 理 、 
记忆 、 创 造 等 能 力 . 

2. 智力 是 适应 环境 的 能 力 , 适 应 是 智力 的 本 质 . 

3. 智力 是 学 习 的 能 力 ,获得 知识 的 能 力 . 

上 述 论 点 阐明 了 智力 的 必要 条 件 . RR 
(Thorndike E. L. ) 把 智力 活动 分 为 三 类 : 

1. 社会 的 智力 . 即 了 解 他 人 和 与 他 人 相处 的 能 
Jj. 

2. 实践 的 智力 . 即 了 解 事物 及 应 用 理论 与 科技 
B3 8E 7J. 

3. 抽象 的 能 力 . 

对 智力 的 衡量 可 分 为 三 个 方面 : 

1. 层次 或 高 度 . 

2. 距离 或 广度 . 

3. 速度 或 敏捷 . 

智力 又 可 分 语言 和 操作 两 个 方面 . 

智力 (intelligence) W“ E”. 

智力 结构 理论 (theory of intelligent structure ) 
计量 教育 心理 学 研究 的 基本 内 容 之 一 .该 理论 用 数 
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学 方法 去 分 析 智 力 构 成 的 因素 (智能 ). 

智力 结构 理论 在 智力 没有 确切 定义 的 情况 下 是 
各 反 已 见 的 ,较为 一 致 的 提 法 是 ,人 类 的 智力 是 由 一 
般 因 素 与 特殊 因素 两 类 因素 构成 的 . 1904 年 ,英国 
心理 学 家 斯 皮尔 曼 (Spearman,C. ) 开 始 用 因子 分 析 
统计 方法 提出 智力 二 因素 论 ; 桑 戴 克 (Thorndike， 
E. L. ) T 20 世纪 20 年 代 末 期 提出 多 因素 论 ; 后 来 
出 现 的 群 因素 论 认 为 有 ?7 种 基本 智能 , 即 运算 、 言 
语 、 空 间 、 词 汇流 畅 . 推 理 . 记忆、 知 党 速度 ,而且 这 些 
因素 之 间 都 有 正 相 关 关 系 , 并 承认 既 有 一 般 的 智力 ， 
又 有 相当 数量 不 同 的 心理 能 力 群 的 某 些 智力 结构 ， 
这 为 智力 结构 理论 的 发 展 莫 定 了 一 定 的 理论 基础 . 

智力 测验 (intelligence test) 计量 教育 心理 学 
研究 的 重要 课题 之 一 . 它 是 评价 学 习 知 识 和 技能 能 
力 的 重要 手段 . 智力 测验 的 目的 在 于 测量 智力 的 高 
AK. f Es D IK fe (Stern, L. W. ) 提 出 用 智商 系数 解释 
儿童 智力 的 高 低 : 智 商 王 智 龄 / 实 足 年 龄 . 

智力 测量 的 创始 人 是 法 国 的 比 内 (Binet,A. ), 
他 用 年 龄 做 测量 智力 的 准则 ,编制 斯 坦 福 - 比 内 量 
表 ,在 几 十 年 间 几 经 修订 . 智力 量 表 是 用 于 测量 儿童 
的 智力 相当 于 哪 一 个 年 龄 的 水 平 , 称 之 为 该 儿童 的 
t us. 

PARRE F 1979 年 对 斯 坦 福 - 比 内 智力 量 
表 作 了 第 三 次 修订 . 其 特点 是 : 测 题 按 难 易 程度 顺序 
排列 ,不 以 年 龄 分 组 ;放弃 比率 智商 ,采用 标准 化 智 
商 ; 测 题 有 所 变动 ,测试 对 象 扩 大 为 2 至 18 岁 .标准 
化 智商 在 美国 韦 克 斯 勒 (Wechsier ,D. ) 儿 童 智 力量 
表 (1939) 中 开始 采用 , 它 是 将 同年 龄 组 的 原始 分 数 
转 为 标准 分 数 , 用 标准 正 态 分 布 函数 值 作为 智商 的 
大 小 . 

智商 (intelligence quotient (IQ)) 

智 龄 (mental age) Jl“ TM”. 

标准 化 智商 (standardized IQ) 


见 “ 智 力 测 


见 “ 智 力 测 


数学 能 力 测验 (aptitude test of mathematics) 
一 种 特殊 才能 测验 . 心理 测验 包括 智力 和 能 力 测验 . 
能 力 测验 又 分 一 般 能 力 和 特殊 能 力 测 验 . 1904 年 ， 
英国 心理 学 家 斯 皮尔 曼 (Spearman,C. ) Hg] B] AX 
力 可 分 为 一 般 因素 和 特殊 因素 两 类 以 后 ,对 于 特殊 
才能 的 研究 引起 广泛 注意 . 1915 年 ,美国 西 肖 尔 
(Seashore,C. E. ) 编 制 了 一 套 音乐 能 力 测验 , 罗 杰 
斯 (Rogers,C. R. ) 编 制 了 数学 能 力 测验 等 ,这 类 测 
验 又 称 为 能 力 倾向 测验 ,在 职业 指导 上 也 有 其 作用 . 
数学 能 力 有 多 种 表现 ,如 记忆 能 力 、 理 解 能 力 .逻辑 


推理 能 力 、 抽 象 思维 能 力 、 创 造 性 思考 能 力 、 运 算 能 
力 、 应 用 数学 能 力 、 逻 辑 表 达能 力 、 空 间 想象 能 力 等 . 
对 于 数学 能 力 测 验 , 所 用 试题 格式 除了 选择 题 、 是 非 
题 ,填充 题 外 ,还 应 有 图 解 题 ,计算 题 、 推 理 题 等 配合 
编制 测验 . 

能 力 倾向 测验 (aptitude test) 
a". 

教育 测验 (educational test) ”教育 测量 学 研究 
的 重要 课题 . 指教 育 评价 和 人 才 选 拔 的 重要 手段 , 它 
同 智力 测验 有 所 不 同 , 后 者 是 测量 学 习 知 识 和 技能 
的 能 力 ,偏重 于 一 般 心 智能 力 的 测量 . 前 者 着 重 考查 
学 科 所 培养 的 特殊 能 力 . 

教育 测验 可 按 大 、 中 、 小 学 所 设置 的 课程 ,编制 
各 学 科 的 测验 或 综合 学 科 测 验 . 

根据 教育 测验 的 不 同上 且 的 和 要 求 ,通常 分 为 两 
大 类 : 

1. 判别 参考 性 测验 . 亦 称 标准 参考 性 测验 . 通常 
用 来 测量 学 生 对 某 一 学 科 或 某 一 组 学 科 知 识 和 技能 
的 学 习 成 就 ,又 称 成 就 测验 . 即 测验 学 生 对 所 学 内 容 
的 熟练 程度 .是否 达 到 到 教学 目的 和 教学 内 容 所 规 
定 的 标准 要 求 . 

2. 常 模 参 考 性 测验 . 通常 用 来 比较 每 个 被 试 者 
在 全 体 被 试 者 中 的 相对 位 置 ,因而 常 模 参考 性 测验 
没有 一 个 固定 的 数量 标准 . 升学 考试 就 是 一 种 常 模 
参考 性 测验 . 

最 早 的 综合 成 就 测验 是 斯 坦 福成 就 测验 ,编制 
T 1923 年 ,新 版 本 于 1973 年 完成 . 

判别 参考 性 测验 (criterion-referenced tests) 

见 “ 教 育 测验 ”. 

成 就 测验 (achievement test)” 见 “教育 测验 ”. 

常 模 参考 性 测验 (norm-referenced tests) Jil 
“教育 测验 ” 

斯 坦 福 成 就 测验 (Stanford achievement test ) 
见 “ 教 育 测验 ”. 

学 术 能 力 倾向 测验 (scholastic aptitude test) 
简称 SAT. 一 种 特殊 才能 的 测验 . 它 是 美国 三 种 大 
学 人 学 考试 中 的 一 种 , 该 测验 从 1926 年 开始 使 用 ， 
主要 是 测量 学 生 是 否 具备 在 大 学 进行 学 习 和 研究 的 
能 力 ,而 不 是 学 生 在 中 学 阶段 学 到 多 少 知识 . 

测验 内 容 分 为 语言 和 数学 两 部 分 ,目的 是 检查 
学 生 的 词汇 量 、 阅 读 理 解 能 力 、 逻 辑 推理 能 力 、 运 算 
能 力 、 概 念 运用 能 力 、 思 考 能 力 及 解决 实际 问题 的 能 
HE. 

测 题 格式 为 选择 法 ,所 列 选 项 有 4 或 5 个 , 选 对 
得 1 分 ,不 选 零 分 , 选 错 得 一 1/3 或 一 1/4 分 . 测 题 
(试题 ) 总 数 为 220—235 个 ,平均 成 绩 在 400—500 


见 “ 数 学 能 力 测 


分 之 同 ， 

标准 化 测验 (standardized test) 教育 测量 学 
研究 的 重要 内 容 之 一 . 它 对 测验 大 纲 ( 考 试 大 纲 )、 试 
题 类 型 .试卷 布局 .试题 覆盖 面 .测试 (测验 .考试 ) 方 
式 、 评 分 方法 等 都 要 给 定 标准 要 求 ,是 一 项 系统 工 
FE. 对 于 试卷 .试题 标准 要 求 的 质量 指标 主要 有 信 
度 、 效 度 、 区 分 度 、 难 度 . 

信和 度 是 指 测验 试卷 能 测量 被 试 者 真实 水 平 的 可 
信 程 度 ; 效 度 是 指 测 验 试卷 能 达到 测验 目的 的 有 效 
程度 . 前 两 项 是 对 考试 评价 的 指标 . 区 分 度 是 指 试题 
能 鉴别 被 试 者 真实 水 平 高 低 的 程度 ;难度 是 指 试题 
对 于 被 试 者 而 言 的 难 易 程度 . 后 两 项 是 对 考试 题目 
分 析 的 指标 . 通过 试卷 评分 得 到 被 试 者 的 原始 分 数 ， 
计算 平均 分 数 与 标准 偏差 ,利用 正 态 分 布 原理 建立 
常 模 , 从 而 得 到 被 试 者 的 标准 化 分 数 . 

信和 度 (reliability)” 见 “标准 化 测验 ”. 

效 度 (validity)” 见 “标准 化 测验 ”. 

常 模 (norms) 心理 与 教育 测量 学 的 基本 概念 
之 一 . 它 是 解释 同类 集体 (被 试 者 全 体 ) 的 测试 结 
(分 数 ) 的 参照 指标 (标准 或 样板 ). 其 中 有 参照 点 ( 基 
准 ) 及 位 置 单位 . 测试 结果 得 到 的 是 原始 分 数 , 称 为 
绝对 值 . 为 了 使 得 同类 集体 在 不 同时 期 的 测试 结果 
具有 可 比 性 ,要 将 原始 分 数 绝对 值 转换 成 相对 值 , 即 
被 试 者 的 成 绩 在 同类 集体 中 所 处 的 相对 位 置 . 参照 
点 及 单位 的 选择 不 同 ,对 应 着 不 同 的 常 模 , 

在 心理 与 教育 测量 中 常用 的 常 模 有 四 种 :年龄 
常 模 年 级 常 模 、 百 分 位 数 常 模 、 标 准 分 数 常 模 . 其 
中 ,年 龄 常 模 的 参照 点 是 出 生日 ,单位 是 岁 或 月 ,年 
龄 常 模 最 先 用 于 智力 测验 ,评定 被 试 者 的 智力 年 龄 ， 
然后 同 实 足 年 龄 相 比 得 到 智商 系数 ,用 以 判定 人 的 
智 思 程度 .年 龄 常 模 在 中 小 学 中 有 广泛 的 应 用 . 

年 龄 常 模 (age-norm) 见 “ 常 模 ”. 

标准 分 数 常 模 (standard score norm) 教育 测 
量 中 常用 的 模型 之 一 . 它 是 用 标准 分 数 制定 的 常 模 . 
如 “计量 教育 心理 学 ?条 目 所 示 , 某 次 测验 中 ,被 试 者 
的 得 分 X BA ES 2) AB. RA N 个 同类 被 试 者 参加 
测验 ,得 分 依次 为 zi ,xz,… ty, BUSES Lx S RR 
点 ,标准 差 s 为 单位 ,标准 化 变量 

S 


渐 近 地 服从 标准 正 态 分 布 NO,1). 由 统计 学 理论 
Al ,基本 上 可 以 肯定 z| 二 5, 于是, 令 
T = 50 + 10z 
Æ 0 Fij 100 BRUE. ER oc IL REALEN Br S 2 C12 
该 被 试 者 的 标准 化 分 数 . 例如 某 次 测验 结果 如 下 表 . 
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之 = 


MEREREREREA 


数学 =1 
英语 68 8 80 1.5 65 


从 上 表 看 到 ,该 被 试 者 的 数学 .英语 两 科 的 原始 分 数 
80 分 ,但 是 其 标准 化 分 数 不 一 定 相 同 ,数学 的 
= 40, 表 示 在 平均 成 绩 之 下 ,英语 的 了 = 65, 表 示 

Jace. 值 反映 了 原始 分 数 在 该 科 同 类 
被 试 者 中 成 绩 的 相对 位 置 . 

原始 分 数 (raw score) ” 见 “ 标 准 分 数 常 模 ”. 

标准 化 分 数 (standardized score) ” 见 “ 标 准 分 
数 常 模 ”. 

信和 度 原 理 (reliability principle) 测验 的 质量 
准则 之 一 . 它 要 求 考 虑 测验 (考试 .测试 ?施行 的 可 靠 
性 . 其 值 用 a 表示 , 称 为 信 度 系数 ,是 心理 测量 学 中 
使 用 的 术语 , 它 不 同 于 统计 学 中 置信 度 的 概念 . a 
原理 是 指标 准 化 测验 的 试卷 ,要 求 能 反映 出 被 试 者 
的 真实 水 平 , 即 真实 成 绩 : 优 者 得 高 分 , 差 者 得 低 分 ， 
受 随机 性 影响 (例如 ,学 生 临 考 精神 状态 ) 最 小 . 记 被 
试 者 的 实 得 分 数 为 zx;, 真 实 分 数 为 ,随机 误差 为 
€i , 则 有 基本 公 SA 

Xi 二 yi 十 et G-—1,2,,N.N 为 被 试 者 个 数 ). 
其 基本 假定 是 :真实 分 数 y 与 随机 误差 e 相互 独立 ， 
误差 e 的 平均 值 为 0. 在 上 述 基 本 假定 下 ,z,y"e 的 
HA sisis 满足 等 式 
5 一 5 十 2 


信和 度 系数 定义 为 


Se 
CM s; 


且 必 有 Oszascl ,信和 度 系数 的 平方 根 称 为 信和 度 指数 : 


, 


f= RE BW (coefficient of reliability) 
原理 ”. 

信和 度 指数 (index of reliability) 
g^. 

= EAB Hit Cestimator of coefficient of relia- 
bility) 对 信和 度 系 数 进行 的 估计 . 它 是 利用 相关 系 
数 对 信和 度 系数 进行 估计 . 在 信和 度 系数 的 定义 中 使 用 
了 真实 分 数 的 方差 ,但 是 真实 分 数 是 不 能 直接 测量 
的 ,于 是 人 们 从 信和 度 原 理 出 发 ,利用 实 得 分 数 提出 了 
信和 度 系 数 a 的 三 种 估计 方法 : 

1. 稳定 系数 法 . 用 同一 份 试卷 在 两 个 不 同 的 时 
间 .地 点 分 别 对 N 个 被 试 者 施行 测验 ,用 其 相关 系 
Bir 作为 a 的 估计 量 . 

472 


w “AA R 


见 “ 信 和 度 原 


2. 等 价 系数 法 (又 称 复 本 信 度 法 ). 即 用 等 价 性 
的 两 份 试卷 对 同类 被 试 者 集体 施行 测验 ,用 其 相关 
系数 7 作为 a 的 估计 量 . 

3. 对 半 系 数 法 . 在 不 可 重复 测验 或 无 等 价 性 试 
卷 的 情况 下 ,将 同一 份 试卷 依 试题 的 区 分 度 、 难 度 组 
合成 两 份 等 价 性 试卷 ,用 其 相关 系数 7 的 修正 值 


EE": 
Ip 


作为 o 的 估计 量 . 

以 上 几 种 估计 中 , 当 一 1 委 ” 委 0 时 ,规定 a=0. 

稳定 系数 法 (stability coefficient) — D, [zi HE R 
数 估计 ” 

等 价 系数 法 (method of alternate form reliabil- 
ity)” 见 “信和 度 系 数 估计 ”. 

对 半 系 数 法 (method of split halves reliability) 
见 “ 信 和 度 系数 估计 ”. 

效 度 原理 (validity principle) 测验 的 质量 准 
则 . 效 度 是 测验 的 主要 指标 , 效 度 原理 是 指 一 个 测验 
必须 测 出 它 所 要 测定 的 功能 或 达到 其 测量 的 目的 . 
这 种 测验 的 有 效 程度 称 为 效 度 ,用 8 表示 其 度量 ， 
称 为 效 度 系数 . 一 个 测验 所 测 得 的 结果 符合 该 测验 
的 目的 ,测验 才能 成 为 正确 而 有 效 的 测量 工具 . 效 度 
是 相对 目的 而 定 的 .1974 年 ,美国 心理 学 会 发 行 的 
《教育 和 心理 测验 的 标准 ) 一 书 中 将 效 度 概念 分 为 三 
X, 

1. 内 容 效 度 . 是 研究 试题 同 教 学 大 纲 相 符合 的 
程度 . 

2. 结构 效 度 . 是 心理 测验 中 提出 来 的 概念 , 指 测 
验 能 测量 心理 特性 或 心理 学 的 理论 观点 的 程度 . 

3. 标准 关联 效 度 . 是 用 来 衡量 一 个 测验 与 其 目 
的 相同 的 标准 测验 的 相关 程度 . 美国 已 编 好 许多 标 
准 测 验 ,其 效 度 长 期 获得 教育 界 的 公认 . 

AI Saxe (content validity) J “Re RF RFR”. 

结构 效 度 (construct validity) 见 “ 效 度 原 理 ” 

标准 关联 效 度 (criterion related validity) 见 


“ 效 度 原理 ”. 
效 度 系数 (coefficient of validity) 心理 和 教育 
测量 学 的 基本 概念 之 一 . 效 度 系数 8 是 效 度 的 度 


量 , 可 用 测验 结果 与 测验 目的 之 间 的 相关 系数 来 衡 
量 . 例如 “高 考 ”, 其 效 度 是 以 选拔 人 才 为 目的 而 言 
的 ,所 以 ,应 以 被 录取 者 的 高 考 成 绩 与 大 学 人 学 后 的 
成 绩 之 间 的 相关 系数 x 作为 效 度 的 衡量 ,但 实际 中 
需 作 些 修正 . 

KS 为 高 考 全 体 被 试 者 的 得 分 的 总 方差 ， 
为 被 录取 者 的 得 分 的 方差 ,定义 其 效 度 系数 当 一 
1<r<c0 时 ,8 二 0; 当 0zrzlHj. 


B-rzh-en za - 1) | 
因为 大 学 录取 新 生 通 常 是 从 高 分 开始 挑选 ,所 以 
LFLS Arp 如 果 直 接 用 7 作为 效 度 系 
数 ,其 效 度 必然 偏 低 . 

试题 分 析 (item analysis) 心理 和 教育 测量 的 
基本 程序 之 一 . 指 对 试题 的 质量 分 析 . 测验 (试卷 ) 是 
由 试题 (项 目 ) 组 合 而 成 的 ,试题 的 类 型 有 选择 题 . 填 
充 题 、 是 非 题 (判断 题 )、 描 述 题 、 推 理 题 等 . 

试题 分 析 是 指 测验 试卷 的 试题 的 质量 分 析 , 其 
主要 的 质量 指标 有 区 分 度 、 难 度 等 . 而 信和 度 和 效 度 是 
对 测验 (试卷 的 整体 或 全 面 ) 作 综合 的 质量 分 析 而 言 
的 . 试题 的 质量 分 析 能 对 测验 的 信和 度 及 效 度 提供 改 
进 的 信息 .测验 (试卷 ) 的 信和 度 与 效 度 同 项 目 ( 试 题 ) 
的 区 分 度 与 难度 之 间 的 数学 关系 ,还 有 待 进 一 步 探 
i. 

试题 的 区 分 度 高 .难度 适中 ,会 提高 测验 信和 度 ， 
这 一 点 是 可 以 理解 的 . 效 度 是 衡量 测验 (试卷 ) 符 合 
测验 目的 而 言 的 ,试题 的 区 分 度 不 高 、 难 度 不 适中 肯 
定 会 降低 效 度 . 

试题 难度 (item difficulty) 衡量 试题 质量 高 
低 的 指标 之 一 . 测验 (试卷 ) 中 试题 (项 目 ) 的 难度 是 
衡量 该 试题 对 被 试 者 全 体 的 适合 程度 .用 4 表示 难 
度 水 平 ,0 委 Z 委 1. d=1 表示 难度 水 平 最 高 ,该 试题 
没有 一 个 被 试 者 做 对 ;a 二 0 表示 该 试题 全 体 被 试 者 
都 做 对 , 即 难度 水 平 最 低 . 

试题 的 难度 水 平 4 值 的 大 小 必然 会 影响 到 区 
分 度 、 信 和 度 、 效 度 的 大 小 . 计算 a 值 的 主要 方法 是 平 
均 数 法 ;用 a 表示 试题 的 满分 T 表示 全 体 被 试 者 得 
分 的 平均 值 , 则 


d—1—-. 


耕 对 某 试题 , 答 对 得 a 分 , 答 错 得 0 分 (无 中 间 
分 数 ,例如 ,对 选择 题 或 是 非 题 等 ), 则 /a 为 全 体 
被 试 者 在 该 试题 的 答对 率 , 记 p 会 /a, 则 d —1— p. 
右 被 试 者 人 数 为 和 ,该 试题 管 对 的 被 试 者 人 数 为 R， 
则 
R 
PEN 
MEE (difficulty) — BI ^X EXE Hr". 
2 Xj Æ (rate of right answer) 
度 ” 
XE RE ZK3E (level of difficulty) 试题 难度 的 数 
量 指标 . 每 个 项 目 〈 试 题 ) 的 难度 水 平 可 用 


d=1—= } d-1—-p 
进行 计算 . 而 对 于 不 同类 型 的 试题 ,难度 水 平 怎 样 比 


见 “ 试 题 难 


计量 教育 心理 学 


较 呢 ?美国 教育 测验 服务 中 心 (EST) 采 用 等 距 量 难 
度 指标 : 

A=13+4z, 
其 中 zz 由 标准 正 态 分 布 函数 
|  - 
vos 2 —q 
确定 , 若 d=0. 0013, M z— —3,.A=1;#% d= 
0.9987, M) 2—3,A—25. 基本 上 可 以 认为 ,|z| 到 3 
时 , 则 用 A 可 将 难度 系数 4 转换 为 由 1 至 25 的 整数 
值 , 它 反映 了 难度 系数 的 相对 位 置 . 通常 要 求 难度 水 
平 为 0. 5<d<0. 65, 即 稍 许 偏 难为 宜 . 为 什么 呢 ? 例 
如 ,对 选择 题 或 是 非 题 等 ,答对 率 为 p ,得 分 为 a, 则 
方差 为 


(z) = 


s=p(l—p)a’. 

当 p 二 0 或 p= 二 1 时 ,一 0, 因 为 方差 反映 了 被 试 者 
在 该 题 得 分 之 间 的 离散 程度 , 故 该 题 没 有 鉴别 能 力 . 
当 p—0.5(B] 4—1— 9-0. 50H] s? 达到 最 大 值 , 这 
是 区 分 度 高 的 必要 条 件 . Rs? 大 ,区 分 度 不 一 定 
m. 

EE [Xx 4 E (distinguishing of item) 衡量 试 
题 质量 高 低 的 指标 之 一 . 它 是 衡量 一 个 试题 对 被 试 
者 成 绩 ( 水 平 ) 的 鉴别 能 力 . 一 个 试题 的 区 分 度 高 ， 
是 指 对 此 试题 成 绩优 者 可 得 高 分 , 差 者 得 低 分 ;区 分 
度 低 的 试题 ,鉴别 不 出 被 试 者 真实 成 绩 的 优 劣 程度 . 
当 试 题 的 分 数 与 试卷 分 数 之 间 的 相关 系数 r> 时 ， 
用 > 估计 试题 的 区 分 度 h; r< NY ALE h=. 

特别 地 ,对 于 要 么 零 分 要 么 满分 的 试题 区 分 度 ， 
有 简化 的 计算 公式 . 用 变量 X 表示 被 评估 试题 的 分 
数 , 取 值 0 或 1; 用 变量 Y 表示 被 评 试卷 的 分 数 . N 
为 样本 总 数 ( 被 评估 试卷 的 份 数 ),k 为 X 取 1 的 样 
本 数 , 记 


5N? 4—l—p 
则 变量 X 的 标准 差 S.— VY zc. 用 S, 表示 变量 了 的 
标准 差 ,六 与 Yo 分 别 表 示 相 应 于 变量 X 分 别 取 值 
1 与 0 的 样本 了 的 均值 . 则 变量 X 与 变量 Y 的 相关 
系数 为 


yum qY, Eo PY. 
S, v pq 


此 7 即 为 该 类 型 被 评估 试题 的 区 分 度 h 的 计算 公 
xk 

K 4} E (distinguishing) — Bl AX KA E". 

iA RAS dT (comprehensive of item) 心理 
和 教育 测验 的 基本 程序 之 一 . 它 是 用 区 分 度 与 难度 
这 两 个 指标 对 项 目 ( 试 题 ) 作 综合 分 析 . 将 某 次 测验 
的 全 体 被 试 者 的 得 分 由 大 至 小 排列 ,通常 规定 前 
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27% 的 被 试 者 列 为 高 分 组 ,后 面 27% 的 被 试 者 列 为 
低 分 组 ,然后 分 别 求 出 这 两 组 对 其 中 某 一 试题 的 答 
对 率 (通过 率 ) ,分别 记 为 pj,,pj ,定义 该 试题 的 区 分 
BEA h= py b, AM, EK we Rik AAR N= 


100, 列 出 4 个 试题 的 分 析 结 果 如 下 : 
ax 


ES 
> | ava wom [oa 


第 一 题 区 分 度 不 高 ,题目 太 容 易 ; 第 二 题 区 分 度 
高 ,但 难度 大 ,因为 高 分 组 也 只 有 48.2% 的 人 做 对 ; 
第 三 题 不 能 采用 ,因为 h 为 负 值 ,无 鉴别 能 力 ; 第 四 
题 有 上 鉴别 能 力 ,难度 也 适中 . 

试题 格式 (item format) 教育 测量 学 术语 . 指 
试题 的 类 型 或 形式 . 试题 格式 在 测验 中 占有 很 重要 
的 地 位 . 倘若 格式 (形式 .类 型 ) 不 适当 ,测验 就 要 费 
时 间 ,错误 多 、 评 分 困难 . 试题 (项 目 ) 格式 有 13 P: 

1. 是 非 题 . 又 称 正 误 式 . 

2. 选择 题 . 一 为 题 干 ,二 为 选项 . 

3. 配合 题 . 一 为 问 句 题 , 二 为 反应 题 . 

4. 排列 题 . 把 试题 中 每 一 个 问题 按 正 确 顺 序 重 
新 排列 . 

5. 最 优选 择 题 . 是 指 所 有 答案 都 对 ,但 要 选 出 最 
优 答案 . 

6. 联想 式 . 是 指 把 所 列 若 干 问题 的 有 关 事 实 都 
写 出 来 . 

7. 图解 题 

8. 改 错 题 . 

9. 计算 题 . 

10. 类 推 题 . 是 指 已 知 甲 和 乙 的 关系 ,要 推出 丙 
和 丁 的 关系 . 

11. 填充 题 . 

12. 简单 问题 答题 . 

13. 划 消 式 . 是 指 有 许多 项 目 属于 同一 类 ,把 不 
属 这 一 类 的 那 一 项 划 去 . 

命题 原则 (principle writing out examination) 
教育 测量 学 术语 . 它 是 指 将 试题 组 合成 试卷 所 遵循 
的 原则 ,或 说 是 编制 试卷 所 遵循 的 原则 . 编制 试卷 犹 
如 建筑 房屋 ,必须 有 事先 设计 周详 的 蓝图 ,作为 命题 
的 依据 :确立 目的 .选择 材料 .制定 试题 .试题 分 析 、 
试题 选择 .测验 的 信和 度 与 效 度 的 确定 等 . 一 般 原 则 有 
7 条 : 
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1. 试题 的 取样 有 代表 性 . 
2. 试题 的 难度 有 一 定 的 分 布 范 围 . 
3. 试题 的 文字 力求 浅显 .简短 无误、 一 义 ( 只 能 
一 种 解释 ). 
4. 题目 之 间 彼 此 独立 . 
5. 题 目的 正确 答案 应 是 没有 争论 的 . 
6. 题目 宜 注 重 原理 的 应 用 . 
7. 题目 的 格式 (类 型 ) 要 多 样 化 . 
编制 试卷 的 方法 依 测验 的 性 质 而 异 . 如 智力 测 
验 和 教育 测验 的 编制 方法 不 尽 相 同 . 其 中 ,教育 测验 
即 教育 成 果 的 测验 ,就 其 功能 而 言 , 分 为 综合 成 就 测 
验 与 学 科 成 就 测验 . 
以 学 科 成 就 测验 为 例 , 其 功能 有 :评定 被 试 者 对 
某 一 学 科 的 学 习 成 就 的 高 低 和 诊断 性 测验 ,以 及 发 
现 被 试 者 的 优 缺 点 和 学 习 上 的 困难 . 所 以 在 命题 之 
前 应 先 分 析 课 程 的 教学 目标 及 教材 内 容 , 使 命题 符 
合 测验 目的 . 
题库 原理 (principle of establishing item banks) 
一 种 命题 方法 .一 个 学 科 某 类 考试 的 题库 ,就 是 能 提 
供 这 个 学 科 该 类 考试 所 用 试题 的 总 体 . 试题 的 区 分 
HE h、 难 度 d 及 试卷 的 信和 度 a 的 测定 依赖 于 参加 测 
验 的 被 试 者 的 成 绩 ( 得 分 ). 如 果 被 试 者 人 数 少 , 则 
h,d 及 a 的 测定 值 稳定 性 不 高 ,不 利于 建立 题库 (项 
E BE). 
试题 (项 目 ) 反 应 理论 是 20 世纪 60 年 代 才 得 到 
发 展 的 一 e a a 
IA WIE TRI BE oe A ; 


gi) =pt 


又 如 正 态 模型 : 
g(0) = p + O — pe[A(C — d)], 

其 中 6 为 标准 正 态 函数 ;9 为 被 试 者 的 能 力 水 平 ;g 
为 被 试 者 对 该 试题 的 答对 概率 (反应 成 绩 );p 为 低 
水 平 的 被 试 者 对 该 试题 的 答对 概率 . 设 制定 M 个 试 
题 ,N 个 被 试 者 参加 测验 ,利用 最 小 二 乘法 或 最 大 
似 然 法 求 参 数 估计 ,从 而 求 出 各 试题 的 p,h Kd, A 
中 挑选 试题 建立 题库 ,并 考察 被 试 者 的 自 适 应 测验 
的 能 力 . 

试题 反应 理论 (item response theory) 
ERE”. 

教育 质量 评价 (evaluation of educational quali- 
ty) 教育 测量 学 的 基本 内 容 之 一 .教育 评价 系 指 对 
教育 质量 和 教育 职能 (管理 ) 两 方面 的 评价 . CAR 
定 教育 方针 和 教育 计划 提供 依据 ,是 学 校 管理 的 重 
要 手段 .教育 质量 评价 试图 判断 一 个 预定 的 教育 目 
标 在 教育 过 程 中 的 效果 如 何 . 


l= 2 


教育 测验 是 教育 质量 评价 的 一 个 重要 依据 . 要 
发 挥 测验 在 评价 中 的 优良 作用 ,就 要 做 到 测量 目标 
同 教育 目标 一 致 . 布 鲁 姆 (Bloom,B. S. ) 于 1956 年 
提出 了 “ 认 知 教学 目标 ”, 这 是 目前 已 被 教育 评价 和 
教育 测验 学 家 所 普遍 接受 的 . 它 将 学 生 所 获得 的 知 
识 分 为 :认识 .理解 、 应 用 .分析 、 综 合 . 评 价 6 个 水 
平 . 

认 知 教学 目标 (cognitive instructive target) 
见 “ 教 育 质量 评价 ” 

教学 质量 评价 (evaluation of teaching quality? 
教育 测量 学 的 基本 内 容 之 一 . 如 何 评价 教学 质量 ,至 
今 还 没有 统一 的 标准 . 一 门 课程 的 教学 质量 ,与 诸多 
因素 密切 相关 ,如 前 期 各 课程 的 教学 质量 、 本 门 课程 
各 个 教学 环节 的 互相 配合 教师 的 教学 效果 、 学 生 的 
素质 及 学 习 态 度 等 . 

教师 的 教学 效果 是 直接 影响 教学 质量 的 重要 因 
素 . 而 教学 效果 又 应 该 从 各 个 教学 环节 (如 课堂 讲 
授 、 习 题 课 、 实 验 课 、 课 堂 讨论 .辅导 答疑 .教书 育 人 
等 ) 作 全 面 衡 量 . 

教师 的 教学 效果 ,可 以 从 三 个 方面 选择 合理 的 
考核 指标 : 

1. 教师 的 学 术 业 务 水 平 . 如 对 教材 内 容 的 熟悉 
程度 ,对 重点 、 难 点 掌握 的 准确 程度 ,组 织 课堂 讨论 、 
选用 编写 教材 、 选 习题 及 试题 的 水 平等 方面 . 

2. 教师 的 教学 方法 . 如 突出 重点 、 分 散 难 点 的 讲 
授 方 法 是 否 恰当 ,是 否 结 合 学 生 实 际 , 是 否 达 到 教学 
大 纲要 求 及 能 否 妥 善 组 织 各 个 教学 环节 ,承前启后 
及 启发 式 教 学 方式 运用 得 如 何 , 表 达 与 板书 是 否 清 
楚 与 有 条 理 等 . 

3. 教师 的 教学 态度 . 如 是 否认 真 备课 ,是 否 执 行 
教学 计划 ,能 否 不 断 改 进 教 学 、 更 新 教学 内 容 , 能 否 
既 教 书 又 育 人 等 . | 

对 于 评价 教学 效果 的 各 项 考核 指标 ,可 采用 加 
权 记 分 法 . 学 术 业 务 水 平 . 教 学 方法 、 教 学 态度 三 方 
面 ,如 对 基础 课 可 用 权重 4 : 3: 3; 对 专业 课 可 用 权 
重 5: 3 : 2. 对 于 各 项 具体 指标 ,也 可 用 加 权 记 分 ， 
由 教师 及 学 生 组 成 评审 组 ,得 出 一 门 课程 教学 的 总 
得 分 . | 
课程 设置 评价 (evaluation of curriculum) ZX 
育 测 量 学 的 基本 内 容 之 一 . 它 评 价 课程 设置 是 否 符 
合 教育 目标 . 各 类 各 级 学 校 要 根据 教育 目标 和 专业 
要 求 设置 课程 . 课程 设置 的 目的 有 两 个 : 

1. 获得 知识 . 

2. 培养 能 力 . 
设置 课程 是 一 项 系统 工程 . 既 要 注重 各 科 课 程 的 独 
立 性 ,又 要 注意 课程 之 间 的 相关 性 . 例如 ,在 高 等 学 


校 ,通常 将 课程 分 为 公共 基础 课程 .专业 基础 课程 、 
专业 课程 三 类 . 这 三 类 课程 中 所 设 的 科目 门 数 及 教 
学 时 数 , 要 依 教学 目标 进行 配置 . 

对 课程 设置 的 科学 性 、 合 理性 的 评价 ,可 从 定 
性 定量 两 方面 提出 几 项 指标 ,从 教学 实践 出 发 , 利 
用 教育 测验 的 结果 (得 分 ), 运 用 典型 相关 分 析 、 主 成 
分 分 析 、 因 子 分 析 等 统计 方法 ,对 课程 设置 的 效果 做 
出 评价 . RA n T REB SUN 个 学 生 , 则 有 得 分 矩阵 

X = Grj)uxN- 

由 X PEOR ASH KARE ROR Æ n HME, 
可 描述 任何 两 科 之 间 的 相关 程度 ;运用 典型 相关 分 
析 ,计算 基础 课程 同 专 业 课 程 之 间 的 典型 相关 变量 
及 相关 系数 ,分 析 基 础 课程 中 哪些 科目 对 专业 课程 
的 影响 较 大 ;运用 因子 分 析 方 法 分 析 所 设 科 目 对 学 
生 培 养 哪 几 种 主要 能 力 , 这 些 能 力主 要 由 哪 几 科 培 
养 得 到 的 ;运用 主 成 分 分 析 法 ,建立 个 科目 的 一 两 
个 线性 组 合 , 求 出 学 生 的 综合 得 分 ,对 学 生 的 成 绩 做 
出 综合 评价 . 
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经 济 数 学 (mathematics of economics) 通常 
理解 为 经 济 学 中 所 用 到 的 数学 ,或 经 济 学 中 的 数学 
问题 研究 . 许多 冠 以 经 济 数学 的 教科 书 常 常 就 是 一 
本 偏重 于 经 济 应 用 的 高 等 数学 课本 . 在 欧美 ,经 济 数 
学 这 个 名 称 并 不 多 见 . 类 似 的 教科 书 常 常 冠 以 数理 
经 济 学 基础 之 类 的 标题 . 至 于 偏重 于 用 数学 概念 和 
方法 来 研究 经 济 学 的 学 科 , 一 个 运用 也 不 很 广泛 的 
名 称 是 数量 经 济 学 , 它 通常 理解 为 数理 经 济 学 .经济 
计量 学 (或 计量 经 济 学 )、 投 入 产 出 分 析 以 及 相当 部 
分 的 运筹 学 (例如 ,线性 规划 的 经 济 学 应 用 ) 等 . 20 
世纪 80 年 代 起 ,中 国 也 流行 数量 经 济 学 作为 学 科 名 
称 , 但 其 原意 却 是 为 了 区 别 于 作为 西方 经 济 学 一 部 
分 的 数理 经 济 学 和 计量 经 济 学 来 提出 的 . 在 苏联 ,由 
于 同样 的 原因 ,他 们 提出 的 学 科 名 称 是 经 济 数学 方 
法 .经济 控 制 论 等 . 此 外 ,在 中 国 还 有 人 把 经 济 预 测 、 
经 济 决策 、 经 济 统 计 、 技 术 经 济 等 中 间 学 科 的 内 容 认 
为 是 经 济 数 学 的 一 部 分 . 作为 《数学 辞海 的 一 部 分 ， 
这 里 将 只 包括 数理 经 济 学 、 经 济 计量 学 .投入 产 出 分 
析 、 经 济 预测 以 及 新 兴学 科 金 融 数 学 等 五 个 方面 的 
基本 词 条 . 

数量 经 济 学 (quantitative economics) 
济 数学 ”. 

经 济 数学 方法 (mathematical method of eco- 
nomics) 苏联 学 者 所 建议 的 学 科 名 称 . 它 的 组 成 部 
分 有 计划 计量 学 .经 济 控制 论 和 数学 规划 . 苏联 学 者 
认为 :西方 的 数理 经 济 学 和 经 济 计量 学 是 以 边际 效 
用 学 派 的 理论 为 基础 的 资产 阶级 政治 经 济 学 的 一 个 
特定 学 派 . 为 了 划 清 界线 ,他 们 建议 这 个 名 称 , 并 认 
为 经 济 数学 方法 是 用 必要 的 计算 规则 、 相 应 的 经 济 
模型 和 有 科学 根据 的 使 具体 经 济 措施 可 能 获得 经 济 
效果 的 资料 来 保证 计划 工作 的 .但 是 在 具体 的 数学 


见 “ 经 


”方法 方面 ,苏联 学 者 的 许多 工作 与 西方 的 相应 研究 


并 无 本 质 区 别 . 1975 年 ,俄国 数学 家 康 托 洛 维 奇 
(Kantorovich,L. V. 5 ŽB MBAR eR SE 
(Koopmans, T. C. ) 同 获 诺 贝 尔 经 济 学 奖 ,人们 发 
现 ,他 们 的 许多 成 就 极为 相似 . 随 着 苏联 的 解体 和 计 
划 经 济 体制 在 国际 上 逐步 消失 ,这 个 学 科 名 称 正 在 
成 为 历史 名 词 . 

经 济 控 制 论 (control theory of economics) iff 
党 理解 为 运用 控制 论 方法 来 研究 经 济 学 问题 的 学 
科 . 但 是 作为 学 科 名 称 , 它 只 流行 于 苏联 和 东欧 国 
家 ,因为 它 体 现 了 一 种 试图 全 面 控制 国民 经 济 的 计 
划 经 济 思想 . 早期 的 代表 著作 是 波兰 经 济 学 家 兰 格 
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(Lange,O. ) 于 1970 年 去 世 后 出 版 的 《经 济 控制 论 
导论 》 其 中 有 许多 用 经 典 控 制 论 的 语言 来 描述 的 经 
济 学 问题 . 在 欧美 ,用 控制 论 方法 的 经 济 学 研究 很 
多 . 英国 经 济 学 家 艾 伦 (Allen,R.G.D. ) 于 1956 4E 
初版 的 《数理 经 济 学 ) 一 书 中 就 有 许多 经 济 控制 论 的 
内 容 . RAE, XE BS] £5 Ur ^E 2X br IB JF (Ramsey , F. P. ) 
在 最 优 经 济 增长 .最 优 征 税 问题 的 研究 实际 上 提出 
了 一 个 现代 最 优 控制 问题 .后 人 对 此 的 进一步 研究 
更 是 用 了 许多 现代 控制 论 方法 . 1975 年 , 诺 贝 尔 经 
济 奖 获得 者 美 籍 荷 裔 经 济 学 家 库 普 曼 斯 (Koop- 
mans , T. C. ) 在 研究 最 优 经 济 增长 等 问题 时 也 应 用 
了 最 优 控制 方法 . 此 外 , 美 籍 华裔 经 济 学 家 邹 至 庄 于 
1975 年 出 版 的 专著 《动态 经 济 系统 的 分 析 与 控制 》 
更 是 系统 地 应 用 了 最 优 控制 理论 . 然而 ,经 济 控制 论 
在 欧美 从 未 被 看 做 一 门 独立 的 学 科 . 


数理 经 济 学 


数理 经 济 学 (mathematical economics) MÆ 
思 义 ,数理 经 济 学 应 该 是 指 用 数学 概念 和 方法 来 研 
究 的 经 济 学 .但 是 实际 上 ,人 们 对 数理 经 济 学 的 习惯 
HE fe thi RES. 通常 它 只 是 指 对 一 种 经 济 学 
理论 提出 数学 机 理 模 型 的 研究 . 与 经 济 计量 学 的 不 
同 在 于 后 者 研究 的 常常 是 从 经 济 统计 数据 出 发 的 数 
理 统计 模型 , 它 不 一 定 有 完整 的 机 理解 释 . 与 投入 产 
出 分 析 之 类 的 经 济 数学 方法 研究 的 区 别 则 在 于 前 者 
更 具有 系统 性 和 理论 性 . 当然 ,这 样 的 区 别 并 非 是 十 
分 严格 的 . 英国 经 济 学 家 艾 从 (Allen,R. G. D. ) 于 
1956 年 初版 .1959 年 再 版 的 4 数理 经 济 学 ;一 书 不 但 
有 相当 于 经 济 数学 教科 书 的 内 容 , 也 包括 了 许多 经 
济 计量 学 .投入 产 出 分 析 的 内 容 , 甚 至 还 有 所 谓 经 济 
控制 论 的 内 容 . 由 美国 学 者 阿 罗 (Arrow, K. J.) 
(1972 年 诺 贝 尔 经 济 奖 获得 者 )、 美 国学 者 英 届 利加 
TER COIntriligator, M. D. ) 等 人 主编 的 于 1981 €F 
始 出 版 的 四 卷 4 数 理 经 济 学 手册 》, 则 把 数理 经 济 学 
定位 于 “包括 数学 概念 和 技巧 对 经 济 学 ,特别 是 对 经 
济 理论 的 各 种 应 用 ”, 但 实际 上 排除 了 艾 伦 书 中 的 经 
济 计量 学 、 投 入 产 出 分 析 以 及 许多 宏观 经 济 学 的 内 
容 . 这 样 ,如 果 把 数理 经 济 学 理解 为 用 现代 数学 概念 
和 方法 来 构造 和 研究 微观 经 济 的 机 理 模 型 ,那么 这 
与 它 的 实际 状况 相差 是 不 远 的 . 

《数理 经 济 学 手册 把 数理 经 济 学 的 历史 划分 为 


1. 基于 微分 学 的 边际 主义 阶段 (1838 一 1947). 

2. 集合 论 /线性 模型 阶段 (1948 一 1960). 

3. 当前 的 合流 阶段 (1961 一 ). 

第 一 阶段 的 1838 年 是 指法 国 数学 家 和 经 济 学 
家 法 国 应 用 数学 家 库 尔 诺 (Cournot, A. A. ) 的 著作 
《财富 理论 的 数学 原理 研究 ?出 版 的 年 份 . 该 书 中 , 库 
尔 诺 不 但 把 需求 .供给 等 经 济 学 概念 用 数学 上 的 函 
数 概 念 来 表达 ,更 是 提出 利润 最 大 化 的 企业 行为 准 
则 、 竞 争 均 衡 等 观念 . 因此 ,人 们 普遍 认为 库 尔 诺 是 
数理 经 济 学 的 创始 人 .但 是 这 一 阶段 中 对 后 来 更 有 
影响 的 是 19 世纪 70 年 代 出 现 的 边际 分 析 学 派 , 它 
们 以 英国 逻辑 学 家 、 经 济 学 家 杰 文 斯 (Jevons,W. 
S. ) 法国 经 济 学 家 瓦尔 拉 (Walras,L. ) 和 奥地利 的 
门 杰 CMenger,C. ) 为 代表 . 其 基本 出 发 点 是 经 济 行 
为 都 可 以 用 消费 效用 最 大 化 .生产 利润 最 大 化 来 刻 
画 , 从 而 许多 经 济 学 问题 都 可 归结 为 用 微分 法 来 求 
解 的 约束 极 值 问题 . 数理 经 济 学 这 个 名 称 也 是 杰 文 
斯 首先 使 用 的 .边际 是 门 杰 首创 的 名 词 ,其 实 它 就 是 
数学 上 的 导数 .所 谓 边际 分 析 主 要 就 是 用 导数 求解 
极 值 问题 的 方法 . 这 一 阶段 中 最 有 影响 的 是 瓦尔 拉 
提出 的 一 般 经 济 均衡 体系 , 它 是 指 由 消费 效用 最 大 
化 和 生产 利润 最 大 化 可 以 解 出 需求 与 供给 作为 价格 
的 函数 ,而 利用 需求 与 供给 的 均衡 就 可 解 出 一 般 经 
济 均 衡 价格 体系 . 这 就 提出 了 一 种 理想 状态 的 经 济 
框架 . 因此 ,也 有 人 认为 ,瓦尔 拉 才 是 数理 经 济 学 的 
创始 人 .第 一 阶段 的 1947 FEH 3S ES] £6 UE 2E 2C E 2 
^K Æ (Samuelson, P. A. ) 的 著作 《经 济 分 析 基 础 》 出 
版 的 年 份 . 该 书 相 当 全 面 地 总 结 了 这 一 阶段 的 数理 
经 济 学 . 

第 二 阶段 的 1960 FRURBEBA FRE 
布 罗 (Debreu,G.)(1983 年 诺 贝 尔 经 济 奖 获得 者 ) 
于 1959 年 出 版 《价值 理论 ) 一 书 为 标志 的 . 该 书 用 数 
学 公理 化 方法 系统 叙述 了 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 均 
衡 的 存在 证 明 , 从 而 被 认为 是 现代 数理 经 济 学 的 葛 
基 著 作 . 由 于 此 书 的 出 现 , 数 理 经 济 学 中 所 应 用 的 数 
学 被 扩大 到 微分 学 以 外 的 几乎 所 有 数学 领域 ,尤其 
是 凸 性 、 不 动 点 理论 等 几乎 成 了 数理 经 济 学 中 必 备 
的 工具 . 线性 模型 是 指 在 这 一 时 期 出 现 的 投入 产 出 
分 析 和 线性 规划 的 经 济 学 应 用 . 但 是 这 些 内 容 目前 
已 不 被 看 做 数理 经 济 学 的 主要 部 分 《数理 经 济 学 手 
册 》 中 都 没有 专门 的 篇 幅 来 叙述 线性 模型 . 此 外 ,在 
这 一 阶段 中 ,1944 年 出 版 的 美 籍 匈 牙 利 数 学 家 汉 。 
WP (von Neumann, J. ) 和 莫 根 施 特 恩 (Morgen- 
sten,O. ) 的 巨著 《对 策 论 与 经 济 行为 ) 也 被 认为 是 数 
理 经 济 学 最 重要 的 著作 .无论 从 经 济 思想 上 还 是 从 
数学 上 来 看 ,该 书 都 为 后 来 的 研究 者 提供 了 许多 新 
观念 . 


第 三 阶段 是 数理 经 济 学 的 大 发 展 阶段 ,其 中 对 
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一 般 经 济 均衡 的 整体 研究 导致 微分 拓扑 对 经 济 学 的 
应 用 ;对 大 量 经 济 活动 者 的 竞争 均衡 的 研究 导致 测 
度 论 与 非 标 准 分 析 的 应 用 ;不 完全 市 场 的 一 般 经 ; 
均衡 研究 使 经 济 学 家 提出 了 格拉 斯 曼 流 形 上 的 类 不 
动 点 存在 问题 ;一 般 经 济 均衡 的 计算 事实 上 开创 了 
计算 数学 的 一 个 新 分 支 ;社会 选择 理论 不 但 在 经 济 
学 与 社会 学 上 有 深远 意义 ,也 是 数学 公理 化 方法 的 
一 种 不 可 替代 的 深刻 应 用 ; 带 不 确定 性 的 经 济 学 研 
究 中 引进 了 随机 分 析 、 随 机 控制 ,它们 的 进一步 发 展 
演变 为 影响 巨大 的 金融 数学 ;如 此 等 等 的 内 容 就 形 
成 《数理 经 济 学 手册 》 的 厚 厚 四 大 卷 ,并 且 还 在 准备 
出 版 以 后 的 新 卷 . 

数理 经 济 学 手册 (handbook of mathematical e- 
conomics)” 见 “数理 经 济 学 ”. 

边际 分 析 (marginal analysis) 


M, 99 
子 


见 “ 数 理 经 济 


边际 (margin) ”经 济 学 家 专用 的 数学 名 词 . 它 
相当 于 数学 中 的 导数 . 例如 ,边际 效用 就 是 效用 函数 
关于 商品 变量 的 导数 或 偏 导 数 , 边 际 成 本 就 是 成 本 
对 投入 商品 变量 的 导数 或 偏 导 数 .但 是 ,经 济 学 家 也 
常 对 离散 函数 (数列 ) 运 用 边际 运算 ,这 时 ,边际 就 变 
成 了 差分 ,或 者 说 , 当 自 变量 变动 一 个 单位 时 的 因 变 
量变 化 . 对 有 些 经 济 变量 ,导数 在 习惯 上 又 称 为 边际 
倾向 .例如 ,消费 对 收入 的 导数 就 称 为 消费 的 边际 倾 
向 , 储 著 对 收入 的 导数 就 称 为 储蓄 的 边际 倾向 .边际 
这 个 术语 是 19 世纪 的 奥地利 经 济 学 家 门 杰 
(Menger,C. ) 首 先 使 用 的 ,他 与 男 一 些 经 济 学 家 所 
创立 的 用 相当 于 导数 为 零 是 函数 达到 极 值 的 必要 条 
件 来 分 析 经 济 学 问题 的 学 派 , 历 史上 称 为 边际 主义 、 
边际 分 析 学 派 或 边际 效用 学 派 .但 是 随 着 数理 经 济 
学 的 发 展 ,边际 正在 逐渐 变 为 一 个 历史 名 词 . 从 经 济 
思想 来 看 ,边际 主义 主要 主张 经 济 活动 者 都 是 追求 
其 利益 的 最 大 化 的 . 因而 许多 经 济 问 题 都 可 归结 为 
极 值 问 题 来 求解 ,以 至 可 以 利用 所 谓 边 际 分 析 方 法 . 
这 一 思想 的 进一步 发 展 , 在 今天 通常 称 为 新 古典 主 

边际 倾 问 (marginal propensity) WLW ER”. 

边际 主义 (marginalism) 见 “ 边 际 ” 

边际 分 析 学 派 (school of marginal analysis) 
见 “ 边 际 ”. 

边际 效用 学 派 (school of marginal utility) 数 
理 经 济 学 专用 名 词 . 边际 效用 这 个 名 称 来 自 该 学 派 
对 消费 效用 最 大 化 问题 的 求解 ,问题 归结 为 

max(u(r)— p° r}, 

式 中 r 为 消费 商品 向 量 ,p 为 价格 ,w AA R K. 
如 果 u 是 光滑 函数 ,这 个 极 值 问题 有 和 解 的 必要 条 件 
为 w Go) — p REK r, p Ji n 维 向 量 时 , 它 是 个 向 
量 等 式 , 并 且 左 端 是 x 关于 xz 的 梯度 .xz) 称 为 边 
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际 效 用 ,而 这 个 等 式 断 言 p 应 该 与 它 相等 . 批判 者 
认为 这 样 的 断言 与 马克 思 主 义 的 劳动 价值 论 不 符 . 

边际 效用 (marginal analysis)” 见 “边际 ”和 “ 边 
际 效用 学 派 ”. 

新 古典 主义 经 济 学 (neo-classical economics) 
相对 于 英国 古典 主义 经 济 学 (代表 人 物 是 英国 经 济 
学 家 史密斯 (Smith,A.)、 李 嘉 图 (Ricardo,D. 2, 3 
国学 者 密 尔 (Mill,J. S. ) 等 ) 而 言 的 新 经 济 学 (参见 
“边际 ”). 

乘 数 (multiplier) 经 济 学 家 专用 的 数学 名 词 . 
相当 于 数学 中 函数 对 自 变量 的 导数 . 例如 ,投资 乘 数 
就 是 产 出 对 投资 的 导数 ;从 而 近似 地 有 产 出 增 量 等 
于 投资 增 量 乘 上 投资 乘 数 .许多 有 关 宏 观 经 济 的 乘 
数 一 加 速 模型 ,无非 是 一 些 线性 二 阶 微分 方程 ,这 里 
乘 数 指 其 中 有 一 阶 导数 关系 ,加 速 数 指 其 中 有 二 阶 
导数 关系 . multiplier 在 数学 上 常 译 成 乘 子 , 例 如 , 拉 
格 朗 日 乘 子 .循环 差 集 乘 子 等 . 但 从 来 不 像 经 济 学 家 
那样 把 它 当 导数 来 用 . 

te (elasticity) 经 济 学 家 专用 的 数学 名 词 . 
指 因 变量 变化 的 百分比 与 自 变 量变 化 的 百分比 之 
比 . 例如 , 设 某 商品 消费 的 价格 弹性 为 c, 那 么 当 价 
格 变化 百 分 之 一 时 ,该 商品 的 消费 量 就 变动 百 分 之 
c. 当 y= 二 A(x) 是 离散 函数 时 ,弹性 o 就 是 

Ay /Ax 
fe 
4 y= 二 f(z) 是 光滑 连续 函数 时 ,弹性 c 就 是 
,— zd». dlog|y| 
ydz dlog|z| 
这 样 在 柯 勃 -道格拉斯 生产 函数 了 =4 开 "7 中 ,a 就 
是 产 出 的 资本 弹性 ,8 就 是 产 出 的 劳动 弹性 . 不 过 经 
济 学 中 有 了 时 用 的 弹性 含义 与 上 述 情形 不 同 . 

商品 空间 (commodity space) ”数理 经 济 学 中 
用 来 描述 各 种 商品 量 和 经 济 活动 的 有 限 维 或 无 限 维 
问 量 空间 . 最 常用 的 商品 空间 是 有 限 维 实 向 量 空间 
R", 它 假定 在 所 处 理 的 经 济 问题 中 ,所 涉及 的 商品 种 
类 一 共 只 有 种 , 且 商 品 空 间 中 的 每 个 向 量 

BS CT: 494.2.) 
的 各 个 分 量 代表 各 种 商品 的 用 实数 来 衡量 的 量 . 当 
然 , 现 实 世 界 上 从 未 有 过 用 一 般 的 实数 来 衡量 的 商 
mE. 无 论 哪 一 种 商品 总 是 有 一 个 最 小 单位 ,以 至 只 
需要 用 整数 来 衡量 . 用 实数 来 衡量 商品 量 是 对 现实 
的 一 种 近似 ,并 且 使 得 许多 经 济 学 问题 有 可 能 用 微 
分 学 来 处 理 , 这 是 数理 经 济 学 得 以 发 展 的 基本 原因 . 
商品 空间 R^ 中 的 向 量 的 分 量 可 以 全 部 都 是 非 负 的 ， 
它 能 用 来 描述 消费 者 对 各 种 商品 的 需求 量 ; 也 可 以 
有 正 有 负 , 其 中 把 对 应 负 分 量 的 商品 理解 为 生产 中 
的 投入 ,对 应 正 分 量 的 商品 理解 为 生产 中 的 产 出 , 那 
么 这 个 同 量 就 可 用 来 描述 一 种 生产 活动 .在 金融 市 
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场 中 ,商品 空间 中 的 向 量 是 用 来 刻画 证 券 交 易 的 ,这 
时 分 量 为 正 可 理解 为 买 人 该 证 券 , 分 量 为 负 可 理解 
为 卖 出 该 证 券 . 商品 空间 也 可 能 是 无 限 维 的 . 它 可 能 
用 来 刻画 有 无 限 种 商品 的 经 济 活动 .例如 ,如 果 认 为 
提货 时 间 不 同 的 商品 是 不 同 的 商品 ,那么 现实 世界 
中 的 商品 空间 就 应 该 是 无 限 维 的 . 在 有 些 经 济 数学 
模型 中 ,商品 量 是 随机 变量 . 这 时 相应 的 商品 空间 也 
应 用 无 限 维 空间 来 刻画 . 对 无 限 维 商品 空间 要 赋 以 
一 定 的 拓扑 结构 和 序 结构 ,例如 ,假定 空间 是 某 种 巴 
拿 赫 空间 、 黎 斯 空间 等 . 

商品 向 量 (commodity vector) | ZR RS m AA. 
商品 空间 中 的 元 素 . 它 的 每 个 分 量 代 表 所 对 应 的 商 
m BE. 

Hm A (commodity bundle) EP“ R h H E”. 

价格 空间 (price space) 品 空间 的 对 偶 空 
间 . 它 用 来 刻画 所 研究 的 经 济 问题 中 的 价格 . 所谓 价 
格 或 价格 体系 就 是 对 每 种 商品 指定 一 个 价格 . 当 商 
品 空间 为 R" 时 ,价格 体系 也 可 以 用 一 个 EH e 
量 来 表示 ,其 中 每 个 分 量 代 表 相 应 的 商品 的 价格 .而 
对 于 代表 一 定量 的 一 组 商品 的 商品 向 量 , 价 格 向 量 
与 它 的 内 积 就 是 该 组 商品 的 总 价值 . 这 时 价格 向 量 
也 可 看 做 商品 空间 上 的 线性 形式 (函数 ), 它 对 每 个 
商品 向 量 的 作用 就 得 到 该 商品 向 量 的 总 价值 . 而 向 
量 空 间 上 的 所 有 线性 形式 全 体 就 是 它 的 对 偶 空 间 . 
由 于 R 的 对 偶 空 间 与 R” 同 构 , 当 商品 空间 为 有 限 
维 空间 时 ,价值 空间 有 时 没有 必要 专门 引入 .但 是 当 
商品 空间 为 无 限 维 时 ,价格 空间 必须 作为 商品 空间 
的 某 种 意义 下 的 对 偶 空间 明确 引入 .经济 学 中 经 常 
会 遇 到 对 某 类 商品 的 定价 问题 . 它 在 数学 上 就 意味 
着 把 一 个 小 商品 空间 上 的 价格 线性 形式 延 拓 到 大 商 
品 空间 上 去 ,因而 泛 函 分 析 中 的 哈恩 - 巴 拿 幸 定理 就 
会 在 这 类 问题 中 起 很 大 作用 . 

价格 (price) 商品 空间 上 的 线性 形式 (参见 
“价格 空间 ”). 

消费 集 (consumption set) ”商品 空间 的 子 集 . 
它 代表 消费 者 所 有 可 能 的 消费 全 体 , 这 里 消费 是 一 
个 商品 向 量 . 通常 要 求 消费 集 是 有 下 界 的 闭 凸 集 . 

生产 集 (production set) 商品 空间 的 子 集 . 它 
代表 生产 者 所 有 可 能 的 生产 活动 全 体 , 这 里 生产 活 
动 是 一 个 商品 向 量 . 生产 集 是 对 生产 者 的 生产 能 力 
的 刻画 . 通常 要 求生 产 集 是 财 凸 集 , 且 包含 团 负 卦 限 
(所 有 分 量 非 正 的 商品 向 量 全 体 ), 但 不 与 正 卦 限 ( 所 
有 分 量 为 正 的 商品 向 量 人 全体) 相交. 后 两 个 假设 意味 
着 生产 者 可 以 随意 处 置 它 的 资源 ,而 不 生产 任何 商 
品 ,以 及 他 不 能 无 中 生 有 地 进行 生产 . 

利润 函数 (profit function) 生产 问题 中 的 价 
格 的 函数 . 对 于 指定 的 价格 , 它 等 于 该 价格 在 生产 集 
上 的 最 大 值 . 这 是 因为 生产 集中 的 商品 问 量 的 负 分 


量 部 分 代表 生产 的 投入 , 它 与 价格 的 内 积 是 生产 中 
的 成 本 ; 正 分 量 部 分 代表 生产 的 产 出 , 它 与 价格 的 纯 
量 积 是 生产 中 的 收入 . 这样 ,利润 就 是 收入 与 成 本 之 
3. 而 利润 函数 则 是 按照 边际 主义 的 经 济 观点 来 定 
SCH). 

生产 函数 (production function) 投入 商品 空 
间 上 的 非 负 函数 . 其 自 变 量 是 投入 商品 向 量 , 因 变量 
代表 在 这 样 的 投入 下 可 能 的 最 大 产 出 值 .生产 函数 
只 能 用 来 刻画 只 有 一 种 产 出 的 生产 者 的 生产 能 力 . 
如 果 生 产 者 有 多 种 产 出 ,那么 其 生产 能 力 应 该 用 生 
产 集 来 刻画 . 

Tu] 3) - i8 FS fw Xr ER BT (Cobb-Douglas function) 
生产 函数 的 一 种 . 其 投入 自 变量 为 资本 天 和 劳动 
L, pRB RA 

Y=AK’L’, | 

对 于 具体 的 经 济 问题 ,4,a,8 可 通过 对 等 式 两 端 取 
对 数 后 ,用 线性 回归 方法 来 求 得 . 当 a 十 8 二 1 时 ,该 
生产 函数 被 称 为 规模 报酬 不 变 , 它 意味 着 如 果 投 入 
增加 一 定 的 倍数 ,那么 产 出 也 增加 同样 的 倍数 . 当 a 
+ 8221 或 二 1 时 , 则 分 别称 为 规模 报酬 递增 或 递 
减 . FA AS EGER SE PALA EA] LA RE PRICE AE x HB LIS 
生产 函数 有 时 也 称 为 柯 勃 -道格拉斯 函数 

规模 报酬 (return to scale) 生产 图 数 的 一 种 
VER. UI EAE PE PRÉC y= 二 A(z) 是 一 次 齐 次 函数 , 即 对 
TERI A>0 A AF GO = FO ,那么 该 生产 函数 就 
称 为 规模 报酬 不 变 , 即 当 投入 增加 一 定 的 倍数 时 , 产 
出 也 增加 同样 的 倍数 . 如果 AS (xz) 大 于 或 小 于 
fC4z), 那 么 它们 分 别称 为 规模 报酬 递增 或 递减 . a 
十 8 二 1 的 柯 勃 -道格拉斯 函数 是 规模 报酬 不 变 的 . 

边际 产 出 递减 (decreasing marginal product) 
生产 函数 关于 投入 商品 的 导数 递减 . 这 是 在 生产 理 
论 中 经 常 作 的 假定 . 在 数学 上 它 意 味 着 假定 生产 函 
数 是 止 函数 . 在 经 济 学 上 , 它 意 味 着 没有 技术 进步 . 

生产 理论 (production theory) 数理 经 济 学 的 
基本 概念 .通常 的 数理 经 济 学 中 的 生产 理论 是 以 利 
润 或 产 出 最 大 化 作为 出 发 点 来 建立 的 理论 . RA fal 
单 的 模型 如 下 :假定 投入 商品 为 投入 商品 空间 R^ 中 
AY) [n] E X= (Lis Zn)， 其 价格 为 p= (his Pz» 
DD EFIE RA — REPE AEP RA f(z). 
ABA RISE RAKE a] A 

max{f Cr) =p * zx}. 
其 中 p cr 是 投入 的 总 价格 , 即 生 产 成 本 . 在 假定 f 
是 光滑 的 、 对 每 个 变量 递增 的 ( 拟 ) 四 函数 的 条 件 下 ， 
由 极 值 的 一 阶 必要 条 件 可 得 问题 的 解 x 满足 : 
FD p GaL). 
在 经 济 学 中 , 左 端 常 称 为 边际 产 出 , 即 产 出 对 投入 的 
( 偏 ) 导 数 . 由 此 可 得 ,最 优 的 生产 计划 应 该 使 每 种 投 
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入 的 边际 产 出 与 投入 的 价格 相等 . 如 果 再 考虑 生产 
者 的 投入 成 本 为 c, 那 么 产 出 最 大 化 问题 可 叙述 如 
Ps 


maxf (x) 
| pe rR 
由 拉 格 庆 日 乘 子 法 则 ,可 以 得 到 其 解 x 应 满足 : 
af (x) | 
VES auget) 
OX; 


即 对 两 种 不 同 的 投入 来 说 ,边际 产 出 之 比 应 该 等 于 
相应 的 投入 价格 之 比 . 解 z= 二 x(c,p) 可 看 做 成 本 < 
与 价格 p 的 函数 . 它 称 为 生产 者 的 供给 水 数 . 在 一 
般 情况 下 ,供给 函数 应 该 是 集 值 函数 , 即 最 优 的 生产 
计划 可 能 有 许多 种 . 


边际 产 出 (marginal product) W“ PHE”. 
供给 函数 Csupply function) ZR PR HESS BRA. 


它 是 价格 的 函数 ,代表 在 一 定 的 价格 体系 下 ,生产 者 
根据 产 出 或 利润 最 大 化 原则 而 决定 的 产 出 .通常 它 
应 该 是 集 值 映射 , 即 对 于 一 定 的 价格 体系 ,生产 者 可 
能 提供 的 产 出 商品 回 量 不 是 惟一 的 .在 阿 罗 - 德 布 罗 
一 般 经 济 均 衡 模 型 中 ,可 以 证 明 ,每 个 生产 者 的 供给 
函数 都 是 价格 的 上 半 连 续 映 射 . 在 单产 出 的 情形 ,经 
常 还 考虑 作为 价格 与 成 本 阻 数 的 供给 孙 数 (参见 “ 生 
产 理论 ”). 

供给 映射 (supply mapping) 即 “ 供 给 函数 ”. 

效用 函数 (utility function) 简称 效用 . 商品 空 
间或 消费 集 上 的 实 值 函数 . 用 以 衡量 商品 向 量 对 消 
费 者 的 满足 程度 . 边际 分 析 学 派 的 理论 认为 ,对 每 一 
消费 者 都 存在 一 个 这 样 的 效用 函数 ,使 得 消费 者 的 
消费 行为 取决 于 如 何 使 他 的 效用 函数 最 大 化 . 对 效 
用 函数 通常 有 光滑 .递增 .严格 ( 拟 ) 四 之 类 的 假定 . 
效用 函数 是 否 存 在 长 期 以 来 都 是 一 个 人 们 争论 的 问 
题 , 因 为 很 难 想 象 对 每 个 消费 者 都 有 一 个 具体 的 可 
测量 的 效用 函数 . 后 来 ,有 人 提出 用 消费 集 上 的 全 序 
关系 偏好 来 代替 效用 郴 数 . 从 此 就 有 主张 用 效用 函 
数 的 基数 效用 论 和 主张 用 偏好 的 序数 效用 论 的 提 
法 .但 是 后 来 又 发 现 , 对 于 数理 经 济 学 研究 来 说 , 效 
用 函数 与 偏好 实质 上 是 等 价 的 . 尽管 效用 函数 的 存 
在 问题 始终 使 人 费解 ,但 是 至 今 不 存在 不 引进 效用 
国 数 的 更 好 的 消费 理论 . 因此 ,学术 界 对 效用 函数 目 
前 已 采取 认可 的 态度 . 

效用 (utility〉 效用 函数 的 简称 . 

基数 效用 论 (theory of cardinal utility) 
FA Pai”. 

序数 效用 论 (theory of ordinal utility) 
H KR”. 

无 差别 曲线 (indifference curve) 


UL “FR 


见 “ 效 


PSC FH ER BC AK 
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常 值 的 集合 . 当 消 费 商品 向 量 为 二 维 向 量 以 及 效用 
半数 光滑 时 ,这 一 集合 怡 好 就 是 一 条 曲线 . 微观 经 济 
学 中 经 常 利用 不 同 的 无 差别 曲线 代表 不 同 的 效用 郴 
数值 来 图 解 一 些 消 费 应 用 问题 . 

边际 效用 递减 (decreasing marginal utility) 
效用 函数 关于 消费 商品 的 导数 递减 . 这 是 在 消费 理 
论 中 经 常 作 的 假定 . 在 数学 上 它 意 味 着 假定 效用 函 
数 是 四 函数 . 在 经 济 学 上 它 意 味 着 随 着 消费 商品 的 
增加 ,消费 者 的 满意 程度 的 增加 越 来 越 慢 . 

偏好 (preference) 消费 集 上 的 全 序 关 系 . 设 X 
为 消费 集 .X 上 的 关系 之 称 为 偏好 是 指 它 满足 : 

1. CBIX TE)IVX€ X rz. 

2. Qi i$ EP Vx, yz EX, P ry yz. ll] x 
>z. 

3. (SEB Va y € X, RA xy NA yor. 

u(r) Buyer > y, 
则 二 满足 上 述 三 条 件 , 即 效用 函数 可 以 用 来 定义 偏 
Af. 反之 ,如 果 假 定 立 是 拓扑 空间 , 且 偏 好 二 还 满 
E: 

4. GEETEOVxE € X, (y€ X| y xi fllze XI|z 
>z} 都 是 财 集 . 那 么 有 下 列 定 理 成 立 : 德 布 罗 - 苹 伦 
贝 格 - 拉 达 尔 定 理 , 设 X 为 具有 可 数 开 集 基 或 可 分 
连通 的 拓扑 空间 .那么 对 于 X 上 的 任何 连续 偏好 关 
系 ,都 存在 相应 的 连续 效用 函数 . 因此 ,对 于 数理 经 
济 学 来 说 ,效用 函数 与 偏好 实质 上 是 等 价 的 , 即 基数 
效用 论 与 序数 效用 论 没有 本 质 区 别 . 

光滑 偏好 (smooth preference) 其 对 应 的 效用 
函数 是 光滑 函数 的 偏好 . 在 正则 经 济 学 的 研究 中 ,为 
了 应 用 微分 拓扑 中 结果 ,必须 在 经 济 模型 中 假定 消 
费 者 的 偏好 是 光滑 偏好 . 在 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 均 
衡 模 型 中 ,偏好 不 要 求 光 滑 . 

消费 理论 (consumption theory) 数理 经 济 学 
的 基本 概念 .通常 的 数理 经 济 学 中 的 消费 理论 是 以 
效用 最 大 化 作为 出 发 点 来 建立 的 理论 . 其 最 简单 的 
模型 如 下 :假定 消费 商品 为 消费 商品 空间 R” "P BS TR] 
量 Z 一 (zz…yz)y, 其 价格 为 p (pis Posts 
P ;消费 者 的 效用 函数 为 (x), 其 可 支配 支出 为 y， 
那么 效用 最 大 化 问题 可 叙述 如 下 : 


maxu (zr) 
p ° TSY 
Ei ABH EL 386 3-34: DU] ,可 以 得 到 其 解 工 应 满足 : 
Qu (Tz) 
us ES (2,j7—]1,2,:,n). 
OX; 


J 


它 的 解 aC p AONE p 与 收入 y 的 函数 . 
称 它 为 消费 者 的 马鞭 尔 需求 函数 . 在 一 般 傅 况 下 , 需 
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求 函 数 应 该 是 集 值 函数 , 即 效用 最 大 的 最 优 消费 可 
SEA VEZE RR. v Cy 0 —u Gr Cy 200 RI I S RE Hl 
BE 380 FA PR a. 

DR eR EKA% Marshallian demand funct- 
ion) 见 “ 消 费 理论 ” 

[B] 接 效 用 函数 (indirect utility function) 见 
“消费 理论 ” 

FE Rida (contingent commodity) ” 亦 称 彩票 、 
展望 . 数理 经 济 学 专用 名 词 . 指 以 一 定 概率 出 现 的 商 
du [5] E. 记 未 定 商 品 的 全 体 为 .对 于 xz,yEL, 以 
(roy P) RIAR p 获得 r, 以 概率 1 一 p 获得 y. 
那么 工 可 以 通过 普通 商品 向 量 ,利用 运算 关系 (x， 
y» PRAM. 引进 未 定 商品 ,可 以 讨论 在 不 确定 环 
境 下 的 经 济 问题 . | 

YE (lottery) BJ REN m”. 

RE (prospect) BRER mM” 

冯 “。 诺 伊 曼 - 莫 根 施 特 恩 效 用 函数 (von Neu- 
mann-Morgensten utility function) 未 定 商 品 集 上 
的 效用 函数 . 设 未定 商 品 集 为 L. 对 于 工 ,yEL, 以 
Cry PRR ARR p 获得 zx, 以 概率 1 一 p 获得 y, 
那么 这 种 效用 函数 要 求 满足 

uCCr, y, p) pulr) 20— puly). 
美 籍 匈牙利 数学 家 冯 。 诺 伊 曼 (von Neumann, J.) 
和 莫 根 施 特 恩 (Morgensten,O. ) 指 出 ,如 果 一 种 偏 
好 满足 下 列 ( 经 后 人 简化 的 ) 公 理 : 

] .6 二 《人 (JE 一 
p) CCC rsy pooyqo— Gyspq). 

2. GE SE TE ZO Vx yz € L,(p€ [0.11] Cr, 
y p xz)fütipe€to,11lzz Go y 20) MEA. 

3. (独立 性 公理 ) 如 果 m y, SEA Ve€[0.1]. 
Vz€ L,(x,ys poo Cy,z, pO, XX HL roy RM Dy 
与 y 之 x 同时 成 立 . 

那么 在 至 多 相差 一 个 仿 射 变换 的 意义 下 ,存在 
惟一 的 效用 函数 满足 上 述 条 件 ， 

I tF ie (Allais paradox) 一 种 经 济 学 悖 论 , 
它 是 由 法 国 经 济 学 家 阿 莱 (Allais,M. ) 针 对 1988 年 
度 诺 贝尔 经 济 学 奖 获 得 者 命名 的 冯 “， 诺 伊 曼 - 莫 根 
施 特 恩 效 用 函数 的 悖 论 . BASE HE 1952 年 指出 ,独立 
性 公理 与 人 们 的 实际 行为 不 符 . 他 假设 有 以 下 两 组 
事件 需要 做 出 判断 : 

A 二 肯定 得 到 100 万 法 即 
以 10% 的 概率 得 到 500 73 1S BB 
sjo 89% 的 概率 得 到 100 73 TE BB 
以 1% 的 概率 不 得 利 
be 10% 的 概率 得 到 500 73 T BIB 
以 90% 的 概率 得 到 100 万 法 即 
= t 11% 的 概率 得 到 100 万 法 即 
” UJ 89% 的 概率 不 得 利 


3 一 


一 般 人 在 Ay 和 A， 之 间 总 选择 A, ,在 A; 和 A, 之 间 
总 选择 A. 而 这 样 的 选择 恰好 与 独立 性 公理 了 矛盾 . 
阿 莱 悖 论 引 起 许多 关于 独立 性 公理 的 研究 . 

期 望 效用 (expected utility) B * VE Bt e - XR 
施 特 恩 效 用 函数 的 数学 期 望 .在 含有 不 确定 性 的 消 
费 理论 中 ,原来 的 追求 效用 郴 数 最 大 化 ,被 代 蔡 为 追 
求 期 望 效 用 最 大 . 

阿 罗 - 普 拉 特 风险 厌恶 度量 (Arrow-Pratt risk 
aversion measure) 1B » iE Bi S-24 ii Rr IS H 
函数 的 弯曲 程度 的 一 种 度量 . 设 该 效用 函数 为 单 变 
量 光滑 函数 u HARE x 可 理解 为 收入 . 那么 阿 罗 
- 普 拉 特 风险 厌恶 度量 定义 为 
Lata) 

u C) 

在 数学 上 来 说 , 它 是 函数 x 的 四 性 程度 的 一 种 度量 ， 
uCpxd-—p2y) 
—uG,y,p-—pu(x)T(l—p)u(Cy), 

大 于 程度 的 度量 . WARS ER WR c RI y X 

味 着 两 种 确定 的 收入 ,那么 (z,y,z) 是 以 概率 p R 

得 z, 以 概率 1 一 p 获得 y. 其 收入 的 数学 期 望 是 

px + (1 — p)y. 

上 述 不 等 式 意味 着 消费 者 的 行为 是 :与 数学 期 望 为 

pzx 十 (1 一 p)y 的 不 确定 收入 相 比 ,宁可 要 确定 收入 

px 十 (1 一 p)y. 而 阿 罗 - 普 拉 特 度量 是 这 种 宁可 程度 

的 度量 . 

需求 函数 (demand function) 亦 称 需求 映射 . 
它 是 价格 的 隔 数 ,代表 在 一 定 的 价格 体系 下 ,消费 者 
根据 效用 最 大 化 原则 而 决定 的 产 出 .通常 它 应 该 是 
集 值 映射 , 即 对 于 一 定 的 价格 体系 ,消费 者 可 能 需求 
的 消费 商品 向 量 不 是 惟一 的 .在 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 
济 均衡 模型 中 ,可 以 证 明 , 每 个 消费 者 的 需求 函数 都 
是 价格 的 上 半 连 续 映 射 .在 微观 经 济 学 消费 理论 中 ， 
经 常 还 考虑 作为 收入 与 价格 的 函数 以 及 价格 与 效用 
水 平 的 函数 的 需求 函数 . 

需求 映射 (demand mapping) El “PK PRR”. 

超 需 映射 (excess demand mapping,excess de- 
mand correspondence) 需求 超过 供给 的 部 分 , 即 
需求 函数 与 供给 巩 数 的 差 . 一 般 经 济 均衡 的 存在 问 
题 常 被 归结 为 超 需 映射 的 零点 存在 问题 . 

希 克 斯 需求 函数 (Hicksian demand function) 
由 支出 最 小 化 而 得 出 的 消费 需求 . 考虑 下 列 最 小 化 
消费 问题 


r.(7X)= 


minp* x 

u(x)22v 
其 中 ,zx 为 消费 者 的 效用 函数 ,是 指定 的 效用 水 平 . 
那么 其 解 区 = 二 h(v,p) 作 为 效用 水 平 v 与 价格 p HY 
数 就 称 为 希 克 斯 需求 函数 .eCv,p) 二 p，hlv,p) 则 


数 理 经 


称 为 消费 者 的 支出 函数 . 

支出 函数 (expenditure function) 
需求 函数 ”. 

Hf & ke EA FE (Slutsky equation) 
的 基本 方程 . 其 形式 如 下 : 

ar; YP) _ Aly, p) p) Aly,p) 
ap; 9p; dy 
(,j—152,**,n). 

其 中 y 是 消费 者 的 收入 ,p 是 消费 商品 的 价格 ,x(y， 
记 ) 是 马歇尔 需求 函数 ,六 myz) 是 希 殉 斯 需求 函数 ， 
v Cy , p) Fe E 2238 FH BR C. 这 一 方程 的 含义 是 当 消 费 
商品 的 价格 变动 时 , 它 对 消费 者 的 需求 的 影响 由 两 
方面 的 效应 所 组 成 :替代 效应 与 收入 效应 . 替代 效应 
是 指 消 费 者 为 维持 原 有 的 消费 效用 而 用 其 他 消费 商 
品 来 蔡 代 所 引起 的 需求 ,这 里 指 上 述 方程 右 端的 第 
一 项 ;收入 效应 是 指 价格 变动 实际 上 也 对 消费 者 的 
收入 有 影响 ,由 此 也 引起 对 需求 的 变化 ,这 里 指 上 述 
方程 右 端的 第 二 项 . 

— fg 23 ijr 15918; (general equilibrium) JP ER EL 
尔 拉 均衡 . 它 是 使 经 济 中 所 有 市 场 都 达到 供需 均衡 
的 理想 状态 .一 般 经 济 均衡 思想 最 早 是 由 法 国 经 济 
学 家 瓦尔 拉 (Walras,L. ) 于 1874 年 前 后 提出 . 这 一 
思想 可 看 做 英国 经 济 学 家 史密斯 (Smith,A. ) 提 出 
的 看 不 见 的 手 的 具体 化 ,并 且 长 期 以 来 被 当做 微观 
经 济 学 的 基本 框架 . 一 般 经 济 均衡 是 在 19 世纪 的 边 
际 分 析 学 派 形成 时 所 提出 的 . 绪 合 边际 分 析 学 派 的 
其 他 观点 ,他 们 的 经 济 思想 可 概括 为 :消费 者 追求 其 
消费 的 最 大 效用 ,生产 者 追求 其 生产 的 最 大 利润 ,从 
而 在 市 场 上 形成 对 商品 的 需求 与 供给 ;经 过 完全 的 
市 场 供需 价格 竞争 ,达到 一 般 经 济 均衡 的 价格 体系 ， 
使 供需 得 到 均衡 . 瓦尔 拉 特 别 是 对 这 样 的 思想 构造 
了 数学 模型 ,把 供给 与 需求 都 表达 为 价格 的 函数 , 令 
供给 等 于 需求 ,于 是 就 得 到 关于 价格 向 量 的 方程 组 . 
对 这 个 方程 组 求解 ,得 到 的 价格 就 是 一 般 经 济 均衡 
价格 . 但 是 这 一 数学 模型 在 数学 上 有 待 后 人 进一步 
论证 . 供需 均衡 的 非 线性 方程 组 的 解 的 存在 性 、 惟 一 
性 和 稳定 性 都 需要 严格 论证 . 经 过 数学 家 和 经 济 学 
家 们 的 长 期 研究 ,第 一 个 严格 的 一 般 经 济 均衡 的 存 
在 证 明 于 1954 年 ,由 美国 学 者 阿 罗 (Arrow,K.J.) 
和 美 籍 法 裔 数学 家 德 布 罗 (Debreu,G. ) 所 给 出 . 他 
们 构造 的 严格 的 一 般 经 济 均衡 模型 称 为 阿 罗 - 德 布 
罗 或 阿 罗 - 德 布 罗 模 型 一 般 经 济 均衡 . 


见 Fir 58 


消费 理论 


x;y, p) 


Tı Rtt (Walras equilibrium) — Bl ^— Nit 25 
济 均衡 ” 
AAAF invisible hand) 英国 古典 经 济 学 


家 史密斯 (Smith,A. ) 所 提出 的 一 种 经 济 思想 . 起 源 

于 他 在 1776 年 出 版 的 名 著 《 国 富 论 》 中 的 如 下 一 段 

话 : “每 人 都 在 力图 应 用 他 的 资本 ,来 使 其 生产 品 得 
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到 最 大 的 价值 . 一 般 地 说 ,他 并 不 企图 增进 公共 福 
利 ,也 不 知道 他 所 增进 的 福利 为 多 少 . 他 所 追求 的 仅 
仅 是 他 个 人 的 安乐 ,仅仅 是 他 个 人 的 利益 . 在 这 样 做 
时 ,有 一 只 看 不 见 的 手 引 导 他 去 促进 一 种 目标 ,而 这 
种 目标 绝 不 是 他 所 追求 的 东西 .由 于 追逐 自己 的 利 
益 , 他 经 常 促进 了 社会 利益 ,其 效果 要 比 他 真正 想 促 
进 利 益 时 所 得 到 的 效果 为 大 . ”这 段 话 经 常 被 主张 自 
由 放任 的 经 济 学 家 们 引 为 经 典 . 边际 效用 学 派 的 经 
济 思想 也 以 此 为 出 发 点 . 尤其 是 法 国 经 济 学 家 瓦尔 
拉 (Walras,L. ) 的 一 般 经 济 均衡 常 被 认为 是 这 一 思 
想 的 具体 化 , 即 社会 福利 具体 化 为 供需 均衡 ,看 不 见 
的 手 具 体 化 为 价格 体系 ， 

价格 单纯 形 (price simplex) 价格 向 量 的 一 种 
规范 表达 形式 . 对 于 经 济 问题 来 说 ,重要 的 是 商品 价 
格 之 间 的 相互 比例 ,而 不 是 商品 价格 的 绝对 值 . 因 
此 ,价格 向 量 可 以 用 一 定 方 式 来 规范 化 . 例如 ,规定 
第 一 种 商品 的 价格 始终 为 1. 这 意味 着 第 一 种 商品 
是 货币 . 价格 单纯 形 是 另 一 种 规范 方式 . 它 要 求 所 有 
商品 的 价格 都 是 非 负 数 , 且 其 和 为 1. 如 果 商 品 空间 
为 R', 以 S 表示 价格 单纯 形 ,那么 


5 三 [P c R' pi = 05k x 1,2, >) == iP P 
k=1 


它 在 数学 上 是 个 /一 1 维 单纯 形 . 常用 的 另 一 种 价格 
规范 方式 是 要 求 


2, Pi = 1. 
这 时 ,价格 的 全 体 Si 是 /一 1 维 球面 的 正 部 分 , 即 
S,— |» e R' Pic 0,k = 1525*:*5,4 >) 23 = 1}. 


价格 的 规范 表示 使 一 般 经 济 均衡 的 数学 讨论 大 为 简 
化 . 

瓦尔 拉 法 则 (Walras law) 一 般 经 济 均衡 的 一 
个 必要 条 件 . 指 财务 必须 均衡 , 即 支出 与 收入 必须 均 
衡 . 该 法 则 是 由 法 国 经 济 学 家 瓦尔 拉 (Walras ,L.. ) 
提出 的 .在 瓦尔 拉 的 模型 中 ,一般 经 济 均衡 价格 体系 
的 求解 被 归结 为 由 供需 均衡 导 得 的 价格 的 方程 组 . 
如 果 商 品 空 间 是 / 维 的 ,那么 由 此 导 得 的 价格 的 方 
程 组 共有 /i 个 方程 . 瓦尔 拉 认 为 ,方程 组 的 未 知 量 的 
个 数 应 该 与 方程 的 个 数 一 样 ,才能 使 方程 组 有 解 ( 对 
于 非 线性 方程 组 来 说 ,这 个 结论 是 错误 的 ). 但 是 瓦 
尔 拉 又 把 货币 作为 商品 ,而 货币 的 价格 始终 是 1. 这 
样 ,未 知 量 的 个 数 少 了 一 个 .为 使 方程 组 有 和 解 ,/ 个 
方程 间 应 该 有 一 个 关系 式 , 用 来 消去 一 个 方程 . 瓦尔 
拉 法 则 就 是 这 样 的 关系 . 在 数学 上 ,如 果 p 是 价格 
E, P 是 价格 向 量 全 体 , 例 如 ,P 是 价格 单纯 形 S 
或 正 单位 球面 S1,Z= 二 Z(p) 是 超 需 映射 , 即 需 求 与 
供给 之 差 ,那么 由 于 价格 与 需求 的 乘积 是 支出 ,价格 
与 供给 的 乘积 是 收入 ,瓦尔 拉 法 则 可 表达 为 YpEP， 
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p> Z(p)=0. 4 P=S,,Z 为 单 值 映射 时 ,瓦尔 拉 法 
则 意味 着 Z ES, 上 的 向 量 场 .如 果 p，2Z(Cp)=0 代 
蔡 为 p。，Z(p) 二 0, 那么 它 将 称 为 广义 瓦尔 拉 法 则 . 

广义 瓦尔 拉 法 则 (generalized Walras law) W, 
“瓦尔 拉 法 则 ” 

德 布 罗 - 盖 尔 - 二 阶 堂 定 理 (Debreu-Gale-Nikai- 
do theorem) 一 条 用 来 证 明 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 
均衡 存在 的 定理 . 其 表述 如 下 : 设 Z:S 一 R' 为 连续 
映射 ,其 中 S 为 价格 单纯 形 , 是 满足 下 列 瓦尔 拉 法 
W:VpE Pp Z()=0, MARE PES, EG 
Z(p) 之 0, 即 Zi,(F 之 0,k 二 1,2,…,L). 这 里 把 瓦尔 拉 
法 则 代替 为 广义 瓦尔 拉 法 则 ,定理 仍 成 立 . 把 Z 理 
释 为 超 需 映射 ,这 就 指出 了 在 一 定 条 件 下 ,使 供给 超 
过 需求 的 价格 体系 是 存在 的 . 可 以 证 明 , 这 条 定理 与 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 是 等 价 的 . 同时 , 它 还 能 推广 到 
集 值 映射 情形 . 这 时 要 求 Z 是 取 紧 凸 值 的 上 半 连 续 
映射 . 

初始 持 有 (endowment) 在 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 
经 济 均衡 模型 中 指 消费 者 开始 时 所 持 有 的 商品 .en- 
dowment 的 原意 是 “天 赋 ”. 

预算 约束 (budget constraint) 对 消费 者 所 提 
出 的 支出 不 能 超过 收入 的 约束 . 设 过 是 某 消 费 者 的 
消费 商品 回 量 ,是 商品 价格 ,c 是 他 的 收入 .那么 预 
BARRE p° x 三 c. 在 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 均衡 
模型 中 ,第 i 个 消费 者 的 收入 来 自 其 初始 持 有 e 和 
从 各 生产 者 的 利润 中 所 分 得 的 份额 9;;. 那么 预算 约 
束 可 进一步 表达 为 


Bimrmpeedcd Mg, 
一 1 


这 里 假定 共有 个 生产 者 ,zj 是 第 7 名 生产 者 的 利 
1 PR BX. 

预算 映射 (budget mapping, budget correspon- 
dence) 取 值 为 预算 约束 集 的 价格 的 ( 集 值 映射 . 
在 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 均衡 模型 中 ,第 :个 消费 者 
的 预算 映射 B, 为 


BiCp) = E e X,| p ‘t= op “ei 十 216r) ]. 
j=) 


其 中 ,X; 是 第 i 个 消费 者 的 消费 集 . 

阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 均 衡 (Arrow-Debreu 
general equilibrium) 一 种 经 济 数学 模型 . CRE 
国学 者 阿 罗 (Arrow,K.J. ) 与 美 籍 法 毅 数 学 家 德 布 
4 (Debreu,G. ) F 1954 年 给 出 的 第 一 个 严格 的 一 
般 经 济 均衡 模型 . 这 一 模型 假定 有 / 种 商品 , 即 商品 
空间 为 R';m 个 消费 者 ,其 各 自 的 消费 集 为 和 ,偏好 
为 之 ， 其 相应 的 效用 函数 为 ww ,初始 持 有 为 e G= 
1,2,…,m);n 个 生产 者 ,其 各 自 的 生产 集 为 Y;(j 二 
1,2,…,n). 第 i 个 消费 者 从 第 j 个 生产 者 中 所 分 得 
的 利润 份额 为 6; (i 二 1,2,…,m;j 二 1,2,…,m). 于 


是 所 讨论 的 经 济 可 表达 为 
E= (Cris 25e): QG.,QqD, 
对 于 任何 z; € X,,y, € Y; 和 价格 pe R' (GO. Cy, 
pp ) 称 为 经 济 的 一 个 状态 . 状态 (Cx? ) ,Cy)? ),p" ) 称 
为 是 经 济 的 均衡 是 指 : 
l.Vi.c? 满足 


ua) => max "icr; 
z,€ p;p”) 


其 中 B; 是 第 i 个 消费 者 的 预算 映射 ， 
Pp) = |a c X; E c p'e; Em > bm | 9 


7, 是 第 j 个 生产 者 的 利润 消 数 ， 
Ti(p)—=maxp * yj. 


Ner 


PA Yip” . yj —maxp' * yj. 


y; € Y; 


9. 249 = 2193 = 246 = 0, 

阿 罗 与 德 布 罗 证 明 , 如 果 对 每 个 i,X; BP AR 
HAGOR. E X 的 可 达 子 集 X;( 即 在 资源 配置 所 允 
许 的 条 件 下 可 能 有 的 消费 全 体 ) 上 无 满足 消费 ( 即 效 
FH eR 2X Ui 在 X, 的 点 上 无 最 大 值 ) ,效用 PR BX uj 为 连 
续 拟 凹 函数 ( 它 可 以 通过 偏好 来 提出 等 价 条 件 ),X， 
中 存在 x? 13 x? <<e; (Bl 2? 的 每 一 分 量 小 于 e 的 
相应 分 量 ) ;对 于 每 个 j,0E€Y,， 


> 
RBAS.YOC-Y)025(0),YOC-RL); MACH 
衡 存 在 . 阿 罗 - 德 布 罗 的 存在 定理 是 历史 上 第 一 个 严 
格 的 .有 具体 经 济 意义 的 .用 数学 公理 化 表述 的 一 般 
经 济 均衡 存在 定理 . 它 在 现代 数理 经 济 学 发 展 上 是 
一 个 里 程 碑 . 在 阿 罗 - 德 布 罗 模 型 以 后 ,一 般 经济 均 
衡 理 论 研 究 又 有 很 多 发 展 . 

— ii £8 gr 159 ff YF € (computation of general e- 
quilibrium) 亦 称 均衡 价格 计算 . 指 阿 罗 - 德 布 罗 一 
般 经 济 均衡 的 价格 的 具体 计算 . 由 于 阿 罗 - 德 布 罗 的 
均衡 存在 定理 本 质 上 等 价 于 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ， 
一 般 经 济 均 衡 的 计算 就 紧密 联系 着 布 劳 威 尔 不 动 点 
的 计算 . 布 劳 威 尔 不 动 点 的 计算 程序 最 早出 现在 
1964 4E3E f 7 (Lemke, C. E. ) fH Z€ # (Howson , J. 
T. ) 关 于 和 矩阵 对 策 的 研究 中 ,其 思路 起 源 于 布 劳 威 
尔 不 动 点 定理 的 初等 证 明 , 即 利 用 单纯 形 的 单纯 剂 
分 和 施 佩 纳 引 理 . 随后 库 恩 (Kuhn,H. W. ) ,梅里 尔 
(Merrill,O. H. ) , 埃 夫 斯 (Eaves:B.C. ) 等 人 又 提出 
了 各 种 改进 算法 . 1967 年 ,美国 学 者 斯 卡 夫 (Scarf， 
H.E. ) 又 在 此 基础 上 ,提出 了 一 般 经 济 均衡 的 算法 . 
从 此 ,一 般 经 济 均衡 就 不 但 是 一 种 理论 框架 ,也 可 以 
进行 实际 计算 .这样 的 计算 可 看 做 投入 产 出 分 析 的 
一 种 发 展 . 


均衡 价格 计算 (computation of equilibrium 
prices)” 即 “一 般 经 济 均衡 计算 ”. 

BAB (oligoply) 经 济 学 家 专用 名 词 . 指 
市 场 上 有 有 几 个 旗 鼓 相当 的 垄断 集团 . 寡头 垄断 的 市 
场 模型 最 早 是 法 国 应 用 数学 家 库 尔 诺 (Cournot,A. 
A. ) 对 两 个 垄断 集团 的 双 头 垄断 情形 进行 研究 的 . 
几 个 垄断 集团 的 互相 竞争 在 一 定 条 件 下 会 达到 某 种 
平衡 . 其 更 一 般 的 模型 就 是 后 来 发 展 起 来 的 xn AGE 
合作 对 策 理 论 . 

库 尔 诺 - 纳 什 平衡 (Cournot-Nash equilibrium) 
数理 经 济 学 的 基本 概念 . 指 n 人 非 合 作对 策 的 一 种 
解 . 设 正规 型 的 x 人 非 合 作对 策 中 每 一 局 中 人 的 策 
略 集 为 4, ,利益 函数 (或 效用 函数 ) 为 


fae IET —R, (775:1,2,*5* ms 
rm 


Zz 一 (zz…z)cE4 称 为 对 策 的 库 尔 诺 -纳什 平 
衡 是 指 : 
Vx;€ Ai, f Gn ax f) 
(1 =]1,2,.…,n). 

换 句 话说 ,每 个 局 中 人 在 别人 不 改变 策略 的 情况 下 ， 
他 不 可 能 单独 改变 策略 来 增加 他 的 利益 . 1994 年 ， 
诺 贝 尔 经 济 奖 获得 者 纳什 (Nash,J.F. ) 于 1950 年 
指出 , 当 所 有 A; 为 紧 凸 集 , 所 有 Si 连续 时 ,平衡 存 
在 .因此 ,这 一 平衡 就 被 后 人 称 为 纳什 平衡 .但 是 后 
来 人 们 又 发 现 , 纳 什 平衡 的 概念 在 19 世纪 已 被 法 国 
应 用 数学 家 库 尔 诺 (Cournot,A.A) 对 于 n= 二 2 的 情 
形 提 出 过 . 这 样 , 就 又 演变 为 现在 的 名 称 . 阿 罗 - 德 布 
罗 一 般 经 济 均衡 最 初 的 存在 证 明 就 是 利用 库 尔 诺 - 
纳什 平衡 存在 定理 来 证 明 的 . 需要 注意 的 是 库 尔 诺 - 
纳什 平衡 一 般 不 是 帕 雷 托 最 优 的 , 即 如 果 几 个 局 中 
人 同时 改变 策略 ,还 有 可 能 在 不 损害 其 他 人 利益 的 
条 件 下 ,继续 增加 他 们 的 利益 . 因此 , 阿 罗 - 德 布 罗 一 
般 经 济 均衡 是 否 达 到 帕 雷 托 最 优 还 需要 进一步 证 
明 . 其 肯定 结果 称 为 福利 经 济 学 基本 定理 . 

纳什 平衡 (Nash equilibrium) 见 “ 库 尔 诺 - 纳 
什 平衡 ” 

帕 雷 托 最 优 (Pareto optimality) 亦 称 帕 雷 托 
有 效 . 数理 经 济 学 的 基本 概念 . 指 是 ”人 对 策 问题 的 
一 种 解 . 所 谓 n 人 对 策 问题 是 指 有 个 局 中 人 ,每 人 
有 一 个 策略 集 4 和 定义 在 A 的 乘积 空间 

A= [[A 
上 的 利益 函数 f; Cj 1,2, 0. £€ A 称 为 帕 雷 托 
最 优 是 指 不 存在 之 E 4, 使 得 
FiS: (2) G=1,2, sn), 
且 其 中 至 少 有 一 个 不 等 式 是 严格 的 . OR E HE CPare- 
to, V. ) 是 意大利 经 济 学 家 ,也 是 法 国 经 济 学 家 瓦尔 
拉 (Walras,L. ) 的 学 术 继 承 人 . 他 对 一 般 经 济 均衡 
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理论 的 发 展 起 着 重要 作用 . 帕 雷 托 最 优 的 概念 是 他 
首先 针对 一 般 经 济 均 衡 问 题 而 提出 的 . 这 一 概念 也 
可 用 多 目标 规划 的 语言 来 陈述 ,实际 上 帕 雷 托 最 优 


也 是 多 目标 规划 理论 中 的 最 基础 的 概念 . 与 库 尔 诺 - 


纳什 平衡 不 同 在 于 :后 者 是 在 不 允许 局 中 人 之 间 合 
作 的 条 件 下 的 平衡 状态 ,而 前 者 是 在 允许 局 中 人 之 
间 合 作 的 条 件 下 的 平衡 状态 ， 

帕 雷 托 有 效 (Pareto efficiency) 
优 ”. 

资源 最 优 配 置 (optimal resource allocation) 
一 般 经 济 均 衡 框架 中 的 帕 雷 托 最 优 状态 . 状态 是 指 
每 个 消费 者 和 每 个 生产 者 都 有 一 个 资源 条 件 允 许 的 
确定 的 消费 或 生产 , 它 也 称 为 经 济 的 资源 配置 . 最 优 
配置 是 指 把 消费 者 的 效用 函数 和 生产 者 的 利润 函数 
作为 这 些 经 济 活动 者 的 利益 函数 ,状态 是 帕 雷 托 最 
优 的 .新 古典 主义 经 济 学 的 主要 目标 就 是 要 论证 :在 
每 个 经 济 活动 者 都 追求 自身 的 利益 、 市 场 完 全 竞争 
的 条 件 下 ,将 会 达到 资源 最 优 配置 的 一 般 经 济 均衡 . 

经 济 资源 配置 (resource allocation of economy) 
见 “ 资 源 最 优 配置 ”. 

纯 交换 经 济 (pure exchange economy) 一 种 
经 济 模型 . 即 没 有 生产 者 的 经 济 . 在 这 种 经 济 模型 
中 ,每 个 消费 者 都 在 市 场 上 相互 交换 他 们 的 初始 持 
有 的 一 部 分 或 全 部 ,以 增加 他 们 的 效用 . 

i BFK BB (Edgeworth box) 一 种 经 济 模 
型 . 即 一 个 两 人 两 商品 的 纯 交 换 经济 模 型 . 英国 经 济 
学 家 埃 奇 沃 思 (Edgeworth,F. Y. ) 提 出 下 列 描述 这 
种 经 济 的 模型 . 假定 有 两 个 消费 者 A 与 B,4 有 第 
一 种 商品 z 的 量 4a,B 有 第 二 种 商品 y 的 量 o. 他 们 
各 目 又 有 他 们 的 效 (0.p) 


用 函数 ua (x,y) 和 (a,0) 
ug Gr, y). EZEN 
an 23 [8] BASE ri E. n] 
以 对 A 画 出 他 的 出 | 
发 点 (a,0) 和 通过 OO) 
(a,0) 的 ua 的 无 差 
别 曲 线 ; 也 可 以 对 B 画 出 他 的 出 发 点 (0,5) 和 通过 
(0,5) 的 us 的 无 差别 曲线 . 假定 两 个 效用 函数 都 是 
光滑 的 单调 拟 凹 函数 ,并 且 把 第 一 张 图 颠倒 过 来 ,使 
(a,0) 与 (0,5) 重 合 ,那么 四 条 坐标 轴 围 成 一 个 边 长 
分 别 为 a 5j b 的 矩形 ,而 两 条 无 差别 曲线 围 成 一 个 
RE. 这 就 是 埃 奇 沃 思 盒 (如 图 ). 埃 奇 沃 思 盒 中 的 每 
一 点 都 可 用 来 表示 A 与 B 的 商品 交换 状态 , 即 它 的 
两 个 坐标 系 中 的 坐标 分 别 代 表 4 或 B 所 占有 的 商 
品 . 两 条 无 差别 曲线 所 围 成 的 梭 形 中 的 点 对 和 44 和 4B 
而 言 都 是 效用 增加 的 点 . 因此 ,这 是 双方 都 能 接受 的 
交换 状态 . 任何 一 个 由 此 出 发 还 能 画 出 无 差别 曲线 
围 成 的 梭 形 的 点 ,总 能 在 梭 形 中 找到 对 两 者 都 更 有 
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即 “ 由 雷 托 最 


利 的 点 . 只 有 到 了 如 图 中 a,B,7Y 那样 其 上 两 条 无 差 
别 曲 线 是 相 切 的 点 ,进一步 交换 将 停止 ,因为 不 再 有 
对 两 者 都 有 利 的 点 . 这 类 点 是 帕 雷 托 最 优 的 ,它们 的 
全 体 称 为 合同 曲线 . 合同 曲线 上 的 点 是 交换 结束 的 
点 ,但 是 其 上 的 每 个 点 对 两 者 的 效用 增加 程度 是 不 
一 样 的 .a 是 对 A 最 有 利 的 点 ,但 对 B 来 说 ,他 的 效 
用 并 无 增加 ;6p 的 情况 相反 ;7Y 是 使 两 者 效用 都 有 所 
增加 的 点 . 埃 奇 添 思 盒 可 推广 到 一 般 情 形 . 

8 [8] Hi (contract curve) 埃 奇 沃 思 盒 中 所 
描述 的 两 人 两 商品 交换 经 济 的 帕 雷 托 最 优点 的 集合 
(不 一 定 是 全 体 ). 其 一 般 情 形 的 推广 称 为 经 济 的 核 
x CE UR AIRE. 

ie BF 5K HB RAB (Edgeworth conjecture) 关于 
瓦尔 拉 均 衡 与 合同 曲线 在 一 定 条 件 下 重合 的 猜想 . 
可 以 证 明 , 对 于 纯 交 换 经 济 的 瓦尔 拉 均 衡 一 定 是 由 
雷 托 最 优点 . 因而 ,瓦尔 拉 均 衡 一 定 在 合同 曲线 上 . 
但 是 合同 曲线 上 的 点 不 一 定 是 瓦尔 拉 均 衡 , 即 它 不 
一 定 能 通过 适当 的 价格 体系 来 实现 商品 交换 . 埃 奇 
沃 思 猜 想 ,如果 不 断 复 制 原 有 的 经 济 , 增 加 商品 交换 
和 竞争 的 机 会 ,那么 合同 曲线 就 会 不 断 缩 小 ,最 后 与 
瓦尔 拉 均 衡 集 重合 . 一 般 的 埃 奇 沃 思 猜 想 于 1963 年 
被 美 籍 法 裔 数学 家 德 布 罗 (Debreu,G. ) 与 美国 学 者 
WFK (Scarf, H. E. ) 所 证 明 . 

复制 经 济 (replica economies) 数理 经 济 学 的 
基本 概念 . 指 把 原 有 的 经 济 中 的 经 济 活动 者 都 增加 
相同 倍数 所 形成 的 经 济 . 复制 经 济 的 思想 是 埃 奇 沃 
思 (Edgeworth,F.Y. ) 首 先 提出 的 . 这 样 做 使 得 经 
济 活 动 者 的 交易 能 力 提高 ,以 致 会 拒绝 原先 可 以 接 
受 的 交易 活动 . 从 而 使 合同 曲线 或 经 济 的 核心 缩小 ， 
最 终 趋向 于 瓦尔 拉 均 衡 集 . 

经 济 的 核心 (core of economy) 合同 曲线 的 推 
p. 其 最 简单 的 模型 可 以 是 有 /种 商品 .nn 个 消费 者 
的 纯 交 换 经 济 . 经 济 的 核心 定义 为 使 每 一 消费 者 的 
效用 都 不 减少 帕 雷 托 最 优 的 资源 配置 ( 即 消 费 者 之 
间 的 一 种 商品 交换 ) 全 体 . FH n 人 合作 对 策 理 论 来 讨 
论 这 一 问题 时 ,经 济 的 核心 恰好 对 应 相应 的 对 策 的 
核心 . 

德 布 罗 - 斯 卡 夫 定理 (Debreu-Scarf’s theorem) 
埃 奇 沃 思 猜 想 推 广 的 肯定 回答 . 它 指出 ,对 于 一 个 有 
任意 种 商品 和 任意 种 消费 者 的 纯 交 换 经 济 , 其 瓦尔 
拉 均 衡 集 包含 在 所 有 复制 经 济 的 核心 中 ;并 且 当 复 
制 经 济 中 的 同样 的 经 济 的 个 数 趋向 于 无 限时 , 它 的 
核心 趋向 于 瓦尔 拉 均 衡 集 . 

经 济 的 测度 论 模 型 (model of economy by 
means of measure theory) 一 种 经 济 模型 . 即 用 无 
原子 测度 空间 来 刻画 具有 大 量 经 济 活动 者 的 经 济 的 
模型 . 这 是 1964 年 奥 曼 (Auncann,R.J.) 首 先 这 样 
做 的 . 在 这 个 模型 中 , 奥 曼 证 明 , 瓦 尔 拉 均 衡 集 与 经 


济 的 核心 重合 ,从 而 不 需要 德 布 罗 - 斯 卡 夫 定 理 中 的 
极限 过 程 . 

经 济 的 非 标准 分 析 模 型 (model of economy by 
means of nonstandard analysis) 一 种 经 济 模 型 . 即 
用 非 标 准 自 然 数 来 刻画 具有 大 量 经 济 活动 者 的 经 济 
的 模型 . 这 是 非 标准 分 析 的 创始 人 美 籍 德国 数学 家 
te fh (Robinson, A. ) 与 布衣 (Brown,D.J.) 为 研 
究 埃 奇 沃 思 猜 想 而 提出 的 模型 .在 非 标 准 分 析 模 型 
中 ,同样 可 以 证 明 , 瓦 尔 拉 均衡 集 与 经 济 的 核心 重 
合 , 而 不 需要 德 布 罗 - 斯 卡 夫 定理 中 的 极限 过 程 . 

福利 经 济 学 基本 定理 (fundamental theorems 
of welfare economics) ”论证 一 般 经 济 均 衡 与 帕 雷 
托 最 优 之 间 关 系 的 定理 , 福利 经 济 学 第 一 基本 定理 
断言 :对 于 纯 交换 经 济 的 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 均衡 
一 定 是 帕 雷 托 最 优 的 . 福利 经 济 学 第 二 基本 定理 断 
言 : 对 于 纯 交 换 经 济 的 阿 罗 - 德 布 罗 模 型 的 任何 帕 雷 
托 最 优 资源 配置 ,一 定 可 适当 改变 初始 持 有 ,使 它 变 
为 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 均衡 . 

不 完全 市 场 (incomplete market) 一 种 带 不 确 
定性 的 一 般 经 济 均衡 模型 . 在 阿 罗 - 德 布 罗 一 般 经 济 
均衡 模型 中 ,美国 学 者 阿 罗 (Arrow,K.J. ) 也 曾 引 进 
过 不 确定 性 . 他 把 未 来 的 可 能 有 的 不 同 状 态 下 的 商 
品 看 做 不 同 的 商品 ,从 而 通过 扩大 商品 空间 的 维 数 
把 问题 归结 为 经 典 情形 .但 是 这 样 的 做 法 并 没有 考 
虑 到 不 确定 性 的 本 质 . 1972 年 ,美国 学 者 拉 德 纳 
(Radner, R. ) 通 过 在 阿 罗 - 德 布 罗 模 型 中 引进 金融 
资产 ,提出 了 不 完全 市 场 的 模型 .从 此 开创 了 一 个 新 
的 研究 方向 .在 拉 德 纳 的 纯 交 换 经 济 模型 中 ,对 商品 
和 消费 者 的 定义 仍 与 原来 一 样 , 但 是 有 当前 和 未 来 
两 个 时 期 ,未 来 可 能 出 现 S 种 状态 ,从 而 把 不 同 的 
状态 的 商品 看 做 不 同 的 商品 ,商品 空间 的 维 数 变 为 
/CS 十 1) 维 ,效用 函数 也 变 成 /03 十 1) 维 空间 上 的 加 
数 . 同时 ,还 引进 J 种 资产 , 它 在 当前 被 消费 者 们 交 
易 , 而 在 未 来 兑现 为 商品 .在 这 个 模型 中 需要 确定 的 
一 般 均 衡 , 不 但 有 商品 的 配置 和 商品 的 价格 ,还 有 资 
产 的 交易 价格 . 这 样 的 模型 可 以 用 来 刻画 许多 宏观 
经 济 学 和 金融 经 济 学 的 问题 . 在 一 般 经 济 均衡 理论 
常用 的 条 件 下 ,如 果 JSS, ABZ fe SER 6I 
为 阿 罗 - 德 布 罗 的 经 典 情形 来 解决 . 这 时 ,市 场 称 为 
是 完全 的 . 如 果 J 二 S, 那 么 问题 不 可 能 归结 为 经 典 
情形 . 这 时 市 场 称 为 是 不 完全 的 . 1975 年 ,英国 学 者 
哈 特 (Hart,D. ) 指 出 ,不 完全 市 场 不 一 定 存在 一 般 
£t Ur Sy fü. 1985 Æ, iK dE (Duffie, D.) WE tH 
(Shafer, W. ) 证 明 ,“ 几 乎 所 有 ”的 不 完全 市 场 存在 
一 般 经 济 均衡 ,但 是 “几乎 所 有 ?的 不 完全 市 场 的 一 
般 经 济 均衡 不 是 由 雷 托 有 效 的 , 即 福利 经 济 学 基本 
定理 不 成 立 . 这 些 研 究 成 果 打 破 了 新 古典 主义 经 济 
学 的 传统 . 不 完全 市 场 的 一 般 经 济 均衡 存在 定理 不 
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再 能 归结 为 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 ,而 需要 一 个 格拉 
斯 曼 流 形 上 的 类 不 动 点 的 存在 定理 . ASE A LY 
此 应 用 了 模 2 拓扑 度 理 论 . 以 后 的 研究 者 又 利用 了 
代数 拓扑 、 微 分 几何 等 工具 . 

完全 市 场 (complete market) 
场 ”. 

正则 经 济 (regular economy) 一 种 经 济 数 学 
模型 . 它 是 以 微分 拓扑 作为 工具 ,讨论 阿 罗 - 德 布 罗 
一 般 经 济 均衡 模型 的 存在 惟一 性 问题 时 引进 的 经 济 
模型 . 这 方面 的 研究 开始 于 1970 年 美 籍 法 毅 数 学 家 
德 布 罗 (Debreu,G. ) 的 论文 (具有 有 限 均衡 集 的 经 
济 》. 德 布 罗 对 纯 交 换 经 济 情形 的 偏好 附加 一 定 条 件 
后 ,使 得 超 需 映射 变 为 光滑 映射 ,再 加 上 瓦尔 拉 法 
则 , 它 就 成 为 正 单位 球面 S (参见 “价格 单纯 形 ”) 上 
的 光滑 向 量 场 .一般 经 济 均衡 的 存在 因此 可 利用 光 
滑 向 量 场 的 零点 存在 定理 庞 加 莱 - 霍 夫 定理 来 证 明 . 
但 是 庞 加 菜 - 霍 夫 定 理 需 要 向 量 场 的 零点 是 非 退 化 
的 ,从 而 要 求 所 讨论 的 经 济 有 一 定 的 正则 性 . 这 种 经 
济 就 称 为 正则 经 济 . 利用 萨 特 定理 , 德 布 罗 指 出 几乎 
所 有 的 经 济 是 正则 的 ,从 而 几乎 所 有 的 经 济 具 有 局 
部 惟一 的 一 般 经 济 均衡 . 

社会 福利 函数 (social welfare function) 福利 
经 济 学 的 基本 概念 . 它 是 由 社会 成 员 的 效用 函数 或 
偏好 来 确定 的 社会 的 效用 聘 数 或 偏好 . 并 认为 所 谓 
社会 福利 的 增加 就 体现 在 社会 福利 函数 的 增值 . 在 
以 基数 效用 论 为 基础 的 旧 福 利 经 济 学 研究 中 ,社会 
福利 函数 被 定义 为 社会 成 员 的 效用 函数 的 复合 孙 
数 ;但 是 在 以 序数 效用 论 为 基础 的 新 福利 经 济 学 研 
究 中 ,社会 福利 函数 被 定义 为 由 社会 成 员 的 偏好 来 
决定 的 社会 的 偏好 ,从 而 是 一 种 决策 规则 . 例如 , 少 
数 服 从 多 数 就 是 一 种 决策 规则 . 但 是 并 非 任 何 一 种 
决策 规则 就 能 定义 一 个 偏好 (参见 “投票 悖 论 ”). 社 
会 福利 函数 也 是 社会 选择 理论 研究 的 出 发 点 . 

投票 悖 论 (voting paradox) 一 种 经 济 学 悖 论 . 
指出 “少数 服从 多 数 ” 不 能 用 来 定义 社会 福利 函数 的 
著名 论据 . 其 模型 可 叙述 如 下 :假定 在 某 一 选区 有 三 
名 候选 人 A,B,C 让 人 们 来 选举 ,要 求 每 一 选民 对 
这 三 名 候选 人 排出 自己 心目 中 的 顺序 ,然后 ,以 决定 
这 三 名 候选 人 的 当选 顺序 . 结果 三 分 之 一 的 选民 的 
顺序 为 A,B,C; 三 分 之 一 的 选民 的 顺序 为 BCA; 
三 分 之 一 的 选民 的 顺序 为 C,A,B. 这 样 就 无 法 根据 
少数 服从 多 数 来 决定 这 三 名 候选 人 之 间 的 顺序 . 投 
票 悖 论 早 在 18 世纪 就 有 人 研究 . 它 意 味 着 研究 由 个 
体 的 决策 来 确定 群体 的 决策 的 社会 选择 理论 并 非 很 
简单 . 

阿 罗 不 可 能 性 定理 (Arrow impossibility theo- 
rem) ”社会 选择 理论 的 一 条 基本 定理 . 它 指 出 一 些 
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看 来 都 很 合理 的 决策 原则 其 实 是 相互 冲突 的 . 设 社 
会 S$ 上 有 mx 个 成 员 .社会 上 出 现 的 事件 构成 集合 
X. 每 个 成 员 都 有 自己 的 定义 在 X 上 的 偏好 之 ， (一 
1,2,…,m). 定义 社会 的 偏好 (参见 “社会 福利 也 
BOD H Zs =P, > Dn) RP P E e e 
则 . 3S Es 2r & Bn] 7 CArrow, K. J. ) 指 出 ,对 于 尸 来 
说 ,如 果 mX 的 事件 数 大 于 2, 那么 下 列 四 条 原 
则 不 可 能 同时 成 立 : 

1.〈 无 限制 原则 ) 对 每 一 社会 成 员 的 偏好 无 任何 
限制 . 

2. (一 致 性 原则 ) 对 于 任何 zy € X 如果 所 有 
人 都 认为 工 优 于 y, 那 么 社会 也 认为 工 优 于 y. 

3.〈 独 立 性 原则 ) 对 于 任何 zy,yEX, 忆 所 做 出 
的 偏好 判断 与 X 中 的 其 他 事件 无 关 . 

4.〈 非 独裁 原则 ) 不 存在 任何 社会 成 员 ,使 得 他 
的 偏好 就 等 于 社会 的 偏好 . 尤其 是 符合 前 三 条 原则 
的 社会 福利 函数 一 定 就 是 “独裁 规则 ”一 个 人 说 了 
算 ); 符 合 前 两 条 原则 的 非 独 裁 社会 福利 函数 一 定 不 
满足 独立 性 原则 (两 个 事件 间 的 顺序 要 依赖 于 第 三 
者 ). 

社会 选择 理论 (theory of social choice) 研究 
由 个 体 的 决策 来 确定 群体 的 决策 的 数学 公理 化 理 
论 .社会 选择 理论 研究 一 方面 起 源 于 18 HR E 
学 家 边 沁 (Bentham,J. ) 关 于 个 人 福利 的 规范 研究 
以 及 后 来 的 效用 函数 研究 ,它们 的 发 展 形成 后 来 的 
所 谓 福利 经 济 学 ; 男 一 方面 起 源 于 18 世纪 的 关于 选 
举 和 委员 会 决策 的 数学 理论 . 它 所 面临 的 问题 有 : 委 
员 会 决策 程序 的 选择 ;选举 规则 的 确定 ;新 独立 国家 
宪法 的 起 草 ; 判 断 一 个 国家 的 政府 是 否 已 不 代表 人 
民利 益 ;税收 政策 的 选择 ;基于 社区 利益 的 规划 ;做 
出 系统 的 社会 福利 判断 ;构造 伦理 上 有 意义 的 繁荣 、 
贫穷 或 不 平等 的 指标 体系 等 . 1950 年 , 阿 罗 (Ar- 
row 5K. J. ) 证 明 的 阿 罗 不 可 能 性 定理 是 对 社会 选择 
理论 的 划时代 的 贡献 . 


经 济 计量 学 
经 济 计 量 学 (econometrics)” 亦 称 计 量 经 济 学 . 


经 济 学 的 一 个 分 支 . 其 主旨 在 于 对 经 济 理论 加 以 实 
证 研究 ,并 对 经 济 变量 与 经 济 变 量 之 间 的 关系 加 以 
测量 ,进而 利用 统计 学 方法 配合 统计 资料 ,对 经 济 进 
行 验证 和 测量 . 所 以 在 经 济 计量 学 领域 中 ,经 济 学 、 
统计 学 和 数学 三 方面 是 互相 配合 ,不 可 偏 废 的 . 经 济 
计量 学 形成 于 20 址 纪 初 . “经济 计量 学 ”这 一 术语 是 
挪威 学 者 弗 利 希 (Frisch,R. A. K. ) 于 1926 年 仿照 
“生物 计量 学 ”(Biometrics) 的 名 词 结构 创造 出 来 的 . 
1930 4F 12 月 29 日 , 弗 利 希 与 和 荷兰 学 者 丁 伯 根 
CTinbergen,J. ) 等 人 创立 了 经 济 计量 学 会 (Econo- 
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metric Society). 1933 年 1 月 ,该 学 会 又 创立 了 《E- 
conometrica》 杂 志 . 丁 伯 根 于 1936 年 建立 了 荷兰 经 
济 的 计量 模型 . 初期 的 研究 工作 最 具 特 色 的 就 是 把 
理论 .统计 与 应 用 融合 在 一 起 而 互相 参 证 . 1941 F, 
HAS BM 2E X n6 ER SX Haavelmo, T. ) 的 论文 《经 济 计 
量 学 中 的 概率 方法 ;将 概率 方法 引 和 了 对 经 济 行 为 
的 预测 和 对 经 济 理论 的 验证 . 因此 ,该 学 科 在 第 二 次 
氟 界 大 战 之 后 有 很 大 发 展 . 20 £50 年 代 以 后 ,以 
美国 学 者 克 莱 因 (Klein ,L.R. ) 为 首 的 经 济 计量 学 
家 们 使 经 济 计 量 学 从 学 院 式 的 研究 走向 社会 实践 ， 
研制 了 大 量 的 经 济 模型 ,对 国计民生 的 研究 做 出 了 
贡献 . 近 20 年 来 ,特别 是 1970 年 石油 价格 暴涨 等 原 
因 , 对 过 去 在 经 济 稳定 情况 下 研制 的 宏观 经 济 模型 
产生 了 质疑 . 这 一 切 又 促使 在 理论 上 进行 更 深 的 人 研 
究 , 这 些 内 容 包 括 :因果 关系 (causality)、 外 生性 
Cexogeneity ) 的 不 同 概 念 方面 的 贡献 、 非 线性 模型 、 
非 均 衡 模 型 . 非 正 态 扰动 . 非 平稳 时 间 序 列 、. 时 变 系 
数 模型 .小 样本 精确 分 布 与 经 济 计量 学 中 的 控制 论 
方法 等 . 经 济 计量 学 又 可 分 为 理论 经 济 计量 学 和 应 
用 经 济 计量 学 . 消费 函数 .投资 函数 、 生 产子 数 和 各 
种 宏观 或 微观 经 济 计量 模型 的 研制 均 属 应 用 经 济 计 
RES. 

计量 经 济 学 (econometrics) ” 即 “ 经 济 计 量 学 ”. 

宏观 计量 经 济 模型 (macro-econometric model) 
表达 宏观 经 济 行为 的 数学 模型 . 模型 中 的 经 济 变量 
包括 国民 生产 总 值 、. 国 民 收 入 .总 消费 .总 投资 .政府 
支出 、 就 业 、 物 价 水 平 . 利 率 、 国 际 收入 差额 及 汇率 
等 .方程 中 的 参数 则 通过 计量 经 济 学 的 方法 来 确定 . 
宏观 计量 经 济 模型 的 建立 可 追溯 至 1939 年 荷兰 学 
者 丁 伯 根 (Tinbergen,J. ) 的 美国 景气 循环 模型 ,而 
研制 最 广泛 的 首 推 美 国学 者 克 莱 因 (Klein,L. R. 7. 
通过 他 们 的 努力 与 贡献 ,宏观 计量 经 济 模型 早 就 成 
功 地 在 计量 经 济 学 中 占有 重要 的 地 位 ,成 为 目前 风 
行 国际 的 一 种 研究 方法 .大 凡 有 关 经 济 前 景 的 预测 、 
经 济 周期 的 分 析 、 经 济 成 长 的 模型 以 及 经 济 政策 的 
评定 等 ,都 可 由 这 种 分 析 方 法 来 给 出 一 定 的 解答 ， 

OE AW (Klein model) 一 种 经 济 数学 模 
型 . REX Es] 2E A RSA (Klein  L. R. ) 用 来 分 析 两 次 
氨 界 大 战 (1921 一 1941) 期 间 美国 经 济 的 数学 模型 . 
该 模型 包括 六 个 内 生变 量 :国民 生产 总 值 (Y)、 消 费 
(C) \ 净 投资 (1)、 私 人 部 门 的 投资 (Wp)、 利 润 (x) ,以 
及 年 资本 存量 (K) 和 四 个 外 生变 量 ; 政 府 非 工 资 性 
支出 (G)、 公 务 员 工资 (We)、 商 品 税 (了) 以 及 时 间 变 
BOS. 变量 间 因 果 关 系 可 以 用 流程 图 表示 如 下 : 
由 此 可 相应 建立 由 下 述 六 个 方程 表示 的 宏观 模型 : 

1.C=16. 29+0. 8Wpt+We,)+0. 021I 

cO. 299535 
2. 1217. 784-0. 23H+0. 5461I ., — 0. 146K .,. 


3. Wp—1. 60-F0. 42CY -- T —W;) 
T0164(Y+ I —Wge) t 0.1352 

4. Y =GFCHI: 

5. HU=Y—Wp-T. 

6. K —K +I. 


此 模型 除 可 作 分 析 之 外 ,还 可 作 政 策 评 估 及 预 
测 之 用 . 然而 其 预测 能 力 较 差 ,甚至 了 还 于 时 间 序 列 预 
测 . 此 模型 最 大 缺陷 为 太 简 单 ,因而 除了 理论 上 的 探 
讨 外 ,其 实证 部 分 相反 不 太 受 重视 . 经 过 修改 后 的 克 
莱 因 - 戈 尔 德 贝 格 模型 加 大 为 20 个 内 生变 量 . 这 个 
中 等 模型 的 建立 商定 了 以 后 各 种 大 模型 的 基石 . 
非 均 衡 计 量 经 济 模型 (econometric disequilibri- 

um models) 一 种 经 济 数学 模型 . 指 刻 画 非 瓦尔 拉 
均衡 的 经 济 系统 中 各 经 济 变量 之 间 关 系 的 模型 . 最 
简单 的 非 均 衡 计 量 经 济 模型 是 、 

D,= Zaba t £a; 

S,— Lab F Ers 

Q,— minCD,, S,), 
其 中 D, 是 需求 量 ,xa 是 需求 变量 的 解释 癌 量 ,Bs 是 
相应 参数 向 量 ,ej 为 需求 扰动 项 ;S,,zxs,B; 及 6 为 供 
给 量 及 其 解释 变量 ,参数 及 扰动 项 ;并 假设 目前 市 场 
只 能 观测 到 需求 量 D 和 供给 量 S, 两 者 中 的 较 小 者 
Q.. D, FS, 本身 是 不 可 观测 的 (在 均衡 模型 中 设 定 
Q, — D, —5,). 如 果 给 定 ex 和 ex 的 联合 概率 密度 , 那 
么 可 导出 D, FS, HKG BE g(D,,S,). 因 此 ,Q, 的 
概率 密度 为 

KQ) = | SDAS: + | EDAD. 
Qi Qt 

JG BY AE i BY {LA SAR BRB 

b= > Gp; 


到 目前 为 止 ,这 个 最 简单 的 非 均 衡 计量 经 济 模型 的 
参数 BaF B, 的 极 大 似 然 估计 没有 形式 解 ,所 以 非 均 
衡 计量 经 济 模型 的 研究 与 计量 经 济 学 中 的 计算 方法 
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有 着 密切 的 关系 .更 复杂 的 非 均 衡 计 量 经 济 模型 还 

1. 假定 价格 是 弹性 的 , 则 价格 方程 必 与 供求 关 
系 相 联系 . 

2. 因为 在 宏观 经 济 市 场 中 ,上 述 第 三 个 方程 未 
必 满 足 , 所 以 要 考虑 各 个 子 市 场 情 况 . 

3. 要 考虑 在 宏观 经 济 水 平 下 多 个 非 均 衡 市 场 的 
模型. 

非 线 性 计量 经 济 模型 (nonlinear econometric 
model) 一 种 经 济 数学 模型 . 指 包 含 非 线 性 函数 的 
计量 经 济 模型 . 其 通常 的 形式 为 

Y=g(r0)+e G=1,2,°",T), 
或 更 一 般 的 

$Cy,,2,,0) = & (t= 1,2,.,7), 
其 中 r 是 解释 变量 向 量 ,y, 是 被 解释 变量 向 量 ,0 是 
BEB lo] gd 是 非 线 性 函数 ,扰动 项 6, 是 独立 、 同 
分 布 .均值 为 零 的 正 态 随机 问 量 . 

时 变 系 数 模 型 (models of time-varying coeffi- 
cients) 一 种 经 济 数学 模型 . 系数 随时 间 变 化 的 计 
量 经 济 模 型 . 时 变 系 数 模型 的 一 般 形式 如 下 : 

y Brel, =} (t=1,2,.",T), 

其 中 y= Cys yas ttt da) te G 个 内 生变 量 组 成 的 行 
[5] & 32, 是 个 外 生变 量 组 成 的 行 向 量 ; 随 机 扰动 项 
e 与 一 般 计 量 经 济 模型 一 样 , 被 假定 是 服从 正 态 分 
布 的 均值 为 零 的 随机 向 量 ,而 且 对 于 不 同 的 1 相互 
Thr. 当 B, 的 对 角 元 素 8; 被 规范 化 为 Bj 二 一 1 时 ， 
那么 第 7 个 结构 方程 可 写 为 : 

yay D cbr edes, (1) 
其 中 yi ERR yi 之 外 出 现在 第 7 个 方程 中 的 内 生变 
量 的 行 癌 量 ;Bi 是 第 7 个 方程 中 未 知 系数 的 行 向 量 ， 
它 由 B, 的 第 j 列 中 的 元 素 构 成 ;与 7 的 定义 完 
全 类 似 . 令 


Zi = (Yr ra), 
0,— (B, 12). 
则 (1) 式 可 改写 为 
yYa™= Zp Oa ten C=1,25°°,T) 


又 设 
D M, 0 Oiii Ir 
ôa _ M, I Ô» ni ET i 
Om, 0 Me} Loc 1 Yo 


其 中 Mi, Mi... Mc 是 未 知 的 参数 和 矩阵 ,7 是 k; HE 
HATH EL 8 sz. 5 35] (8 2 2E RJ EAS B BLUR 25. 这 种 时 变 
系数 模型 也 可 推广 到 非 线性 联 立方 程 情形 . 
理性 预期 模型 (rational expectation model) 
一 种 经 济 数学 模型 . 指 根 据 当 事 人 的 理想 预期 来 构 
造 的 计量 经 济 模型 . 经 济 当 事 人 的 行为 取决 于 他 们 
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设想 的 那些 决定 性 经 济 变量 的 值 , 即 当事人 的 预期 . 
在 经 济 学 中 ,假设 :当事人 根据 当前 所 能 掌握 的 全 部 
信息 所 做 出 的 预期 与 由 计量 经 济 模型 导出 的 相应 经 
济 变量 的 数学 期 望 相同 ,就 称 为 理性 预期 假设 . 在 理 
性 预期 假设 下 ,引入 了 变量 的 预期 值 的 计量 经 济 模 
型 就 是 理性 预期 模型 . 许多 理性 预期 模型 可 归结 为 
y! — Got p) d 9p yii xe 

其 中 t 取 整数 ,x 与 y 为 纯 量 随机 过 程 ,pi 与 o. 是 
实数 ,y” 是 当事人 以 直至 时 间 t 末 所 获得 的 全 部 信 
息 为 依据 做 出 的 y 的 预测 . 

线性 回归 模型 (linear regression model) 常用 
的 一 维 计量 经 济 模型 . 被 解释 变量 y 和 解释 变量 X 
的 线性 回归 模型 是 

y—Xp-re, 

其 中 y d n HEBUJLX de nX k CA, BR ER 
知 参数 ,e A n 维 随机 扰动 . 一 般 的 线性 回归 模型 有 

1. 扰动 项 均值 为 零 , 亦 即 Ee 二 0. 

2. 扰动 项 e 的 分 量 e; 的 方差 与 i 无 关 , 即 Ee; = 
o ,这 里 o> 为 常数 ， 

3. 扰动 项 s 的 各 分 量 彼此 无 关 , 即 

E(ee))=0 GH). 

4.e 的 概率 分 布 与 目 变 量 X 及 参数 8 无 关 . 

有 时 还 进一步 假设 扰动 项 服从 正 态 分 布 , 即 
e NC o? D. 在 经 济 计量 学 中 ,将 进一步 研究 : 

1. 异 方 差 性 :Ee 二 of 不 全 相等 . 

2. 自 相 关 性 ;扰动 项 是 相关 的 , 即 

E(ee Æ0 GHA). 

3. 观测 误差 :和 矩阵 X 是 带 有 误差 的 ， 

线性 联 立 方程 模型 (linear simultaneous equa- 
tion models) 常用 的 高 维 计量 经 济 模型 . 一 般 线 性 


回归 模型 
k 
Y: 一 258 s T e (t= 152,1) 
i=] 


中 工 对 y 是 单身 因 采 关系 ,而 有 的 模型 中 变量 之 间 
存在 着 相互 依存 的 双向 因果 关系 ,系统 只 有 用 一 组 
相依 方程 形成 的 联 立方 程 组 才能 刻画 出 这 些 量 之 间 
的 关系 ,这 样 的 方程 组 称 为 线性 联 立 方程 模型 . 线性 
联 立 方程 一 般 写 为 
Yabu tH + yea teal yy te + tel n= 
Ya *** + yis xa Did tx Da = Ee 


ya Biot ose + yierBoo tonal ict rt xal ec 


用 和 矩阵 形式 可 记 为 

Y.B 十 XL = E, (1) 
其 中 Y, yu yas ttt) vm (ae Ti ew) rE 
一 (Ens € » ***  &c) X Hè 89 hl 8 B — (Bi cxcs P= 
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(Iaxe Vare) =>. ATR DN AX. MIS 
BER (BOLD OMA BAKE BE. 

结构 式 参 数 和 矩阵 (structural parametric ma - 
trix) 见 “ 线 性 联 立 方程 模型 ” 

简约 式 (reduced form) 线性 联 立 方程 的 一 种 
表示 式 .在 联 立 方程 模型 


Y,B a XI = £, (1) 

中 设 系数 矩阵 B urat WAT EW D, 
模型 (1) 可 化 为 

Y, =— XTB = XUI + V,, (2) 


其 中 了 二 一 TB .Vo—eB 为 扰动 项 ,其 协 方差 阵 
为 B “2B …. 称 (2) 为 联 立 方程 (1) 的 简约 式 , 相 应 
的 模型 (1) 称 为 结构 式 , 和 矩阵 (五 ,2) 称 为 简约 式 参数 
FEM. BOD, SORA RARE SE. 

简约 式 参 数 矩 阵 (reduced parametric matrix) 
见 “ 简 约 式 ”. 

单一 方程 技术 (single equation methods) Jf 
称 有 限 信 息 方法 . 解 联 立 方程 模型 的 一 种 方法 .单一 
方程 技术 是 指 对 联 立 方程 某 一 方程 系数 的 估计 方 
法 . 它 不 同 于 单个 回归 方程 的 估计 . 在 联 立 方程 YB 
十 XT 二 =e 中 设 其 第 i 个 方程 可 识别 ,并 已 规范 化 为 

y; =YP + XV HE (1) 
其 中 y 是 Y 的 第 i 列 ,由 第 i 个 内 生变 量 的 工 个 观 
测 值 组 成 ;Y,; 由 包含 在 第 i 个 方程 中 的 其 余 内 生变 
量 的 观测 值 所 组 成 ;X; 由 包含 在 第 :个 方程 中 的 前 
定 变量 的 观测 值 所 组 成 ;6 和 了 表示 相应 的 结构 系 
数列 向 量 . 人 们 可 用 某 些 方 法 对 (1) 中 的 B; 和 六 做 
出 估计 ,对 每 一 个 方程 逐一 估计 出 系数 ,最 终 估计 出 
模型 的 所 有 参数 . 常见 的 单一 方程 技术 有 间接 最 小 
二 乘法 (ILS) .工具 变量 法 (IV)、 二 阶段 最 小 二 乘法 
CLS), 4 BR fi E RC LER f iT CLIMLO & k X fü 
计 . 

有 限 信 息 方 法 (limited-information methods) 
即 “ 单 一 方程 技术 ”. 

联 立 方程 技术 (simultaneous equation meth- 
ods) 亦 称 系统 估计 方法 、 完 全 信息 估计 方法 . 解 联 
立方 程 模型 的 一 种 方法 . 它 是 指 对 整个 联 立 方程 模 
型 中 所 有 结构 参数 同时 进行 估计 的 方法 . 常见 的 系 
统 估 计 方 法 有 三 阶段 最 小 二 乘法 (3LS). 完 全 信息 
极 大 似 然 法 (FIML ) 等 . 

系统 估计 方法 (system estimation methods) 
即 “ 联 立方 程 技 术 ”. 

完全 信息 估计 方法 (perfect information esti- 
mation methods) 即 “ 联 立方 程 技术 ” 

内 生变 量 (endogenous variables) 计量 经 济 
学 术语 . 指 计 量 经 济 模型 中 的 因 变 量 . 在 联 立 方程 模 
型 


Y,B+XP=¢ (=1,2,°",7T) 
中 ,形式 上 Y, 表示 内 生变 量 , 它 与 扰动 项 无 关 . 4K 
型 中 的 参数 B, T 被 估计 出 来 以 后 ,如 果 给 定 外 生变 
量 的 值 , 则 可 通过 求解 联 立 方程 得 出 内 生变 量 的 估 
VH. 内 生变 量 是 由 所 研究 的 经 济 系统 所 确定 的 , 它 
不 仅 影 响 所 研究 的 经 济 系统 ,而 且 也 受 系 统 的 影响 . 
外 生变 量 (exogenous variables) 计量 经 济 学 
术语 . 指 计量 经 济 模型 中 的 自 变 量 . 在 联 立 方程 模型 
Y,B4M-X,D-—e& G—1,2,:,T) 
中 ,形式 上 X, 表示 外 生变 量 , 它 与 扰动 项 无 关 . 外 生 
变量 是 由 经 济 系 统 以 外 的 因素 所 确定 的 , 它 的 变化 
影响 系统 的 变化 . 
前 定 变 量 (predetermined variables) 计量 经 
济 学 术语 . 指 决定 计量 经 济 模型 当前 状态 的 变量 . 考 
虑 动态 模型 


P 9 
SUY + STX = £, 
— = 


其 中 了 ,为 内 生变 量 ,X, AER SY AA 
生变 量 ,X，, 为 滞后 外 生变 量 . 其 中 有 一 些 变量 在 系 
统 内 部 时 刻 影响 着 内 生变 量 的 变动 ,而 其 值 已 在 系 
统 外 部 确定 或 由 系统 在 过 去 确定 ,这 些 变量 就 是 前 
定 变量 . 前 定 变 量 包 括 外 生变 量 X, .小 后 外 生变 量 
X, ai AES RE Y. 
模型 识别 (identification of model) 
确定 模型 参数 的 问题 . 在 联 立 方程 模型 
YB X= (1) 
中 ,( 呈 ,了 ,二 ) 为 其 结构 参数 矩阵 ,扰动 项 s 的 协 方 
差 阵 为 之 . 设 妃 可 逆 ,(1) 的 简化 型 方程 为 
Y, = XJI+-V,, (2) 
HuBIS—DPBV.V,e6B sdb "SB-C.W 
RO rg Or Iq 0 KARA EM BOD 2818 
一 定 约束 的 情况 下 ,能 和 否 从 (五 ,2) 惟 一 地 推断 出 模 
型 (1 ) 中 的 结构 参数 (B, 厂 , 2 ) 的 值 就 是 模型 识别 问 
题 . 如 果 能 惟一 确定 , 则 称 模型 可 识别 . 如 果 不 能 惟 
一 确定 , 则 称 模型 不 可 识别 . 在 结构 方程 中 如 果 第 1 
STEW ABE Y; Cj 1.2.*,G,11,2,*, 
&) 能 被 惟一 确定 , 则 称 第 : 个 方程 可 识别 ;否则 称 第 
i 个 方程 不 可 识别 .由 于 2=B VSB ,所 以 一 般 
情况 下 只 考虑 B, T 能 否 惟 一 确定 . 
识别 条 件 (identification condition) 
定 参数 的 条 件 . 在 联 立 方程 模型 
了 (1) 
中 ,考虑 某 一 方程 的 识别 问题 (不 妨 考 虑 第 一 个 方 
E). 规范 化 第 一 个 方程 后 , 记 C 为 第 一 个 结构 方程 
中 内 生变 量 个 数 ,K; 为 第 一 个 结构 方程 中 外 生变 量 
个 数 ,pl 二 (GG 一 G1) 十 (4 一 &1), 则 第 一 个 方程 可 识别 
的 阶 条 件 是 :pl 宇 G 一 1. 把 联 立方 程 模型 简化 型 Y, 


根据 数据 


模型 可 确 


=X +V, PARE T,RUA AH k 行 和 最 后 G 
一 Gi 3.15 8| B P 5B EE CA Ty. Wu] SS — Ai 75 AT IR 
别 的 秩 条 件 ( 充 分 必要 条 件 ) 为 : 秩 (112) 二 Gi 一 1. 
当 p, <G—1 时 , 则 第 一 个 方程 不 足 识别 ; 
当 p,—G—1 且 秩 条 件 满 足 时 , 称 第 一 个 方程 
恰好 识别 ; 
当 5122 G —1 且 秩 条 件 满足 时 , 称 第 一 个 方程 
过 度 识 别 ;第 一 个 方程 可 识别 共有 过 度 识 别 和 恰好 
识别 两 种 情形 . 如 果 联 立方 程 中 每 一 个 方程 可 识别 ， 
则 称 模型 可 识别 . 
不 足 识 别 Cunderidentified) 见 “ 识 别 条 件 ” 
恰好 识别 (exactly identified) WRA”. 
过 度 识别 (overidentified)” 见 “识别 条 件 ”. 
允许 矩阵 (aliowable matrix) 计算 经 济 学 术 
语 . 指 可 简化 联 立 方程 模型 的 一 种 矩阵 . 考虑 联 立方 
FÉ 
YBF FAr=8 eg ee, (1) 
HAASE. T, DPR A= (BBS 
约束 的 (参见 “模型 识别 ”与 “识别 条 件 ”). 如 果 存 在 
可 北 矩 阵 玉 使 得 
PSs BH Bil he eh eh Es 
日 使 模型 
TB BOUE 
的 系数 矩阵 A* — OI r5 A=B, MARRA 
束 条 件 相 同 UR 为 允许 矩阵 . 模型 (1) 在 给 定 的 
约束 下 是 可 识别 的 , 当 且 仅 当 其 允许 矩阵 下 为 单位 
阵 ;模型 的 第 7 个 方程 是 可 识别 的 , 当 且 仅 当 其 允许 
矩阵 下 的 第 ; IRS 7 个 元 素 为 1 外 ,其 余 元 素 均 
观测 等 价 (observational equivalence) 计量 经 
济 学 术语 . 指 不 同 模 型 间 的 一 种 等 价 关 系 . 考虑 模型 
Y,BA XP =e; (1) 
YB + Xf" =e}. (2) 
WR EP n] EF, E1 
Baer. DP* = TRY =F SF: 
则 称 模 型 (1) 和 (2) 是 观测 等 价 的 . 观测 等 价 的 统计 
意义 是 上 述 两 个 模型 中 的 了 有 相同 的 概率 分 布 . 一 
般 说 来 ,模型 (1) 中 的 召 和 之 是 受 约 束 的 .在 此 约束 
下 ,如 果 模 型 只 是 自身 观测 等 价 , 则 该 模型 是 可 识别 
的 . 
LBS (instrumental variable) 计量 经 济 
学 术语 . 指 为 处 理 模 型 中 的 相关 性 而 引入 的 辅助 变 
量 . 给 定 模型 
Y—Xg-Fe, 
其 中 扰动 项 与 解释 变量 相关 , 即 plim (n~ X^) 40, 
但 满足 其 余 的 线性 模型 基本 假设 .这 时 ,OLS ff 
计 就 失去 了 其 优良 特性 . 为 了 得 到 8 的 无 偏 相 容 估 
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计 , 需 要 找 一 个 代理 变量 W REX Le ZA E. 

1.plim(m "W' X) 2 P,P 非 奇 异 . 

2. plim n WW) —Q.Q ERR. 

3. plim (n WTe) 20, Bl W 与 不 相关 . 
这 种 W 就 称 为 工具 变量 . 

Bess (WTX) W'Y 

是 8 的 相 容 估计 . 

间接 最 小 二 乘法 (indirect least-square method) 
一 种 单一 方程 技术 . 考虑 模型 

YBt+XF =e (=1,2,.…,7), (1) 
AN GBR — AD BUR SF BE eB 
OLS 方法 可 得 到 模型 (1) 的 简化 型 
二 
参数 矩阵 II Bf ir UO ORB. 既 
然 第 一 个 方程 可 识别 , 则 
II í 
0 0 

其 中 OB, 为 出 现在 第 一 个 方程 中 的 G 个 内 生变 量 的 
系数 所 组 成 的 G1 维 向 量 ,7 为 出 现在 第 一 个 方程 
FP RP FAEERE RS A MY k 维 回 量 . 如 果 
Br 


= Ti, Tiz 
To, 7055 
其 中 Xu 是 ki XG, AE EE , WIR 
TP =— 7, «too = 0. 


由 于 第 一 个 方程 是 可 识别 的 , 亦 即 秩 (ra) 王 Ci 一 1， 
所 以 由 nap, = 0 可 得 Bi 的 估计 .再 代入 

TB, =— 7, 
BD uf 45 y 的 估计 . 这 些 估计 都 是 真 值 的 最 优 无 偏 
估计 . 如 果 整 个 模型 (1) 是 可 识别 的 , 则 可 用 上 述 方 
法 得 到 全 部 参数 的 估计 . 

二 阶段 最 小 二 乘法 (two-stage least square 
methods) 简称 ZLS 法 .一 种 单一 方程 技术 . WEB 
联 立 方程 

YB+XIr=e, 
不 妨 考虑 它 的 第 一 个 方程 (已 规范 化 且 可 识别 ) 
y; = wÒ + &, (1) 
其 中 
0 | 
yı 
并 且 假 设 
TN e Y X, | 
plimn | p —P, 
Pob KX, 
P AR at. AMT X X Y, RS OLS 估计 量 
^ =X (XTX) XY, 
& — (X0. Raw 代 蔡 方程 
次 用 OLS 方法 估计 6, 得 


来 代替 Y, 得 到 
(1) 中 的 也 ,再 一 
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这 就 是 6= (Bi yt ) 的 二 阶段 最 小 二 乘法 .可 证 Sons 
是 6 的 相 容 估计 . 二 阶段 最 小 二 乘法 可 用 IV 估计 


来 解释 ,也 可 解释 为 GLS 估计 ,而 是 & 类 估计 的 特 
fii. 

有 限 信息 极 大 似 然 估 计量 (imited-information 
maximum likelihood estimators) 简称 LIML 估计 
量 . 方程 技术 . 不 妨 考 虑 模型 YB 十 XI 二 =e 
的 第 一 — 

=Y p tX: y FE, 
JF Bl 
Yigi— Xi +, (1) 

其 中 

Yi= GeYos fta ad . 
对 应 于 上 述 结构 式 的 内 生变 量 Y 的 简约 式 为 

Y) = Xina + Xfm, +7, (2) 
FL X= (XX) ). 结构 式 的 内 生变 量 Yi 的 简约 式 
为 

mapi =— Yis map. (3) 
假设 Y 的 各 行 独 立 且 均 服 从 分 布 NW(0,2), 则 YT 的 
AWA PR PRB 


LYD =— 于 In[detO] 一 Slay zu a 


= ndr YS — X,m, — Xfm) ]. 
TE ZUR GO FRA LOY). lk LIML 估计 归结 为 
求 下 述 行列 式 方程 
det(Y? M,Y?— LY? MY?) —0 
的 最 小 根 we 和 据 此 求解 下 述 方程 组 
(Y? MYZ? 一 myY? MY?) B°=0. 
如 此 解 出 的 9 就 是 房 的 LIML 估计 ,然后 再 用 (1) 
式 进 行 回归 就 可 得 到 为 的 LIML 估计 
XX XD XL Y 5 
& 类 估计 方法 (&-class methods of estimation) 
一 种 单一 方程 估计 方法 . 它 是 由 塞 尔 (Theil,H. ) 提 
出 的 . EK A RUE EU Y B--XTP —e 的 第 一 个 结构 
方程 (可 识别 且 已 规范 化 ) 为 
y= Yify + Xi, + &. (1) 
如 果 要 对 它 进 行 参数 估计 ,那么 需 考 虑 如 下 方程 


YIY—AViV, YX, [^ — [QT kV y 
XTY, XX AiD 
Hpk HAE, V SUX X) X! JY, 求解 该 


方程 就 得 到 (1) 的 & 类 估计 . 4 k= o0 时 ,类 估计 就 
Æ OLS 估计 ;k==1 时 为 2LS 估计 ; 当 & ERRER 
最 小 特征 值 时 , 它 就 是 LIML 估计 . 

充分 信息 极 大 似 然 估计 量 (full-information 
简称 FIML 估计 


maximum likelihood estimators) 


f. 用 整个 模型 系统 的 似 然 函数 达到 最 大 来 估计 所 
有 系统 参数 的 方法 . 考虑 模型 
YBtxl'=e, 

其 中 e~N OIDE) WY 的 密度 函数 为 

P{Y;B,P,》] = (27) 5 |detB |"det 

: b» —EeuL-1 ey er" x) nba xP}, 
RUBUS PROC 

bs 
— c 4- nlog |detB | — Glog det >， 


i Le[X-QrmYT qu X KY BAT], 
RP ARM. ATTRA LRM (RE A 
n 1 TVT TYT — 
T = TIU X XYB-T XT) =0, 


2 = B^ —Y"(YB+ XI) S) 0-0, 
aL T ed ru 
op c ORAL), - 0, 


ABA Hdéc Low BATHERE HY as 
数 为 零 .求解 上 述 非 线性 方程 组 得 到 的 B 和 本 的 估 
计 就 是 FIML 估计 . 

三 阶段 最 小 二 乘法 (three-stage least square 
methods) 简称 3LS 法 . 把 整个 模型 中 所 有 参数 放 
在 一 起 进行 估计 的 一 种 方法 . 设 模型 

YB XI = e~ N(o,.I(Q 25] 
的 G 个 方程 均 可 识别 并 且 已 规范 化 : 
y; = zi9; € 6 = 1,2,,G), (1) 
其 中 80,2 (7) ,zj 一 (Yi,Xi). 对 (1) 式 两 边 都 左 乘 
X ,可 以 得 到 


Y em : = wó + u, (2) 


X' yc 
其 中 e= (81,62 ,-,01)7 ,w-—diag (Xi, X5, X), 
uc (E X,e X,-.e X. AW 
V = Var(u) = >) 9 (X7X), 

故 必须 用 GLS 方法 来 估计 6; 但 之 是 未 知 的 ,为 此 ， 
3LS 方法 的 前 两 步 就 是 用 2LS 方法 求 出 6 的 2LS 
估计 dzs FEA FARE OR RE e. Maia BD Matt 
X.JRBD. 


3 lo 
Oi; = rej ĉjo 


i} T 

È rH e= yim zilei z) zi yozi—XOU X) Xa. 记 
V = X@Q(X7X). M 3LS 方法 的 第 三 步 就 是 对 (2) 式 
运用 GLS 方法 求 出 3LS 估计 : 


> = ECR , 


ôs = (w V hw) w'V y. 

可 以 证 明 当 模型 恰好 识别 且 o= 0G 75 D BE. 3LS fi 
计 等 价 于 2LS 估计 ,但 3LS 估计 比 2LS 估计 更 为 渐 
XU X. 

多 重 共 线性 (multicollinearity ) 
一 种 不 独立 性 . 对 于 模型 

y=XB+e, 

多 重 共 线 性 就 是 指 解释 变量 之 间 存 在 着 如 下 的 线性 
关系 : 

1. AX44- X, 3 A X420, JRE det X^ X) 


联 立方 程 间 的 


—0. 或 者 
2. detX X. 接近 于 零 , 亦 即 X X 有 一 个 或 几 个 
接近 于 零 的 特征 值 . 


其 中 X; 是 和 的 第 :z 列 人 =1,2,…,). 情况 1 
称 为 严格 多 重 共 线 性 ;情况 2 称 为 近似 多 重 共 线 性 . 
当 出 现 多 重 共 线性 时 ,参数 估计 的 可 信和 度 极 低 , 以致 
无 论 在 经 济 结构 分 析 还 是 在 预测 时 采用 这 样 的 模型 
WDR AS XE. 所 以 多 重 共 线 性 的 检测 和 多 重 共 线 性 情 
况 下 的 估计 将 很 重要 . 


严格 多 重 共 线性 (perfect collinearity)” 见 “多 
重 共 线 性 ”. 
近似 多 重 共 线性 (near collinearity) 见 “ 多 重 


共 线 性 ” 
“多 重 共 线性 的 后 果 (effects of multicol - 
由 多 重 共 线性 引起 的 问题 . 考虑 模型 
y=XĒ +e, (1) 


linearity) 


”其 中 Ee—cI. 当 模 型 (1) 存 在 严格 多 重 共 线性 时 ， 


X7X "HRK ERA BCX X)B=XTY 无 解 . 
当 模 型 (1) 存 在 近似 多 重 共 线性 时 ,有 


^ g? 


RP TSS, Æ X 的 第 ; 列 对 其 余 & 一 1 列 进行 回归 的 
总 平方 和 , R 为 XX 的 第 i 列 与 其 余 & 一 1 列 的 多 重 
相关 系数 . SRL AX 的 第 i 列 与 其 余 列 高 度 相 
关 时 ,参数 估计 的 方差 将 变 得 极 大 ,后 果 将 是 : 

1. 很 小 的 数据 变化 可 能 引起 参数 估计 的 巨大 变 
化 . 

2. 由 于 标准 误差 增 大 使 得 有 关 的 总 体 参 数 的 置 
信 区 间 更 大 ,从 而 样本 数据 可 能 与 各 种 不 同 的 假设 
相 容 ,所 以 接受 错误 假设 的 可 能 性 增 大 . 

多 重 共 线性 的 检测 (detection of multicol - 
linearity) 借助 方差 概念 确定 回归 模型 中 变量 具 
有 线性 关系 的 一 种 检验 方法 .考虑 模型 

yXB-re, (D 
其 中 Ee=c27. 对 (1) 式 回归 得 到 (参见 “多 重 共 线性 
的 后 果 ”) 
g? 


Var (8) = eg R5 


经 济 数 学 


则 多 重 共 线 性 的 一 种 简单 的 检测 方法 就 是 利用 Pi 
的 方差 扩大 因子 , 即 通 过 
l 


VIF CB) — 1— Ri 


来 检测 . 38 2€ 24 VIF CB 210 时 ,就 认为 久 的 第 i 列 
同 其 余 变 量 列 之 间 存 在 多 重 共 线 性 . 多 重 共 线性 还 
可 用 别 的 方法 来 检测 ,比如 可 以 利用 解释 变量 之 间 
的 简单 相关 系数 ,det(CX7X) 以 及 不 包含 某 一 解释 变 
量 时 对 解释 变量 进行 回归 时 的 可 决 系数 来 检验 . 

多 重 共 线性 的 校正 (remedies in multicol - 
linearity) ”消除 回归 模型 中 变量 之 间 的 线性 关系 ， 
确定 模型 中 参数 的 方法 . 重点 介绍 主 分 量 方法 . 考虑 
模型 

y = XB +E. (1) 
设 正 交 阵 已 使 得 PTXTX)P =diag sA A), 
这 里 Ay A, ZRAZEO. 设 m 为 其 中 最 小 特征 值 的 
个 数 , 训 分 P=C(P,,P.),P, ARX (kh—m) BP. H 
k Xm 阵 . 当 模 型 中 的 解释 变数 之 间 存 在 多 重 共 线性 
时 ,不 妨 假 设 (X'"XX) 的 最 小 的 m 个 特征 值 近 似 为 
F. 因为 XP, 二 0, 所 以 模型 (1) 变 为 
y=(XP,) (PTB) Te. 
4 a 二 PiB, 则 上 式 变 为 
y=(XP,)a te, 
其 中 XP, 就 称 为 X 的 主 分 量 . 此 时 a 的 OLS 估计 
为 = (PIXTXP1)-!1P1XY, 然 后 令 p= 二 Pi& 就 得 
到 模型 (1) 的 参数 估计 . 除了 上 述 主 分 量 方法 之 外 ， 
还 有 上 岭 回 归 方 法 、 逐 步 回 归 方 法 等 . 

异 方 差 性 (heteroscedasticity) 计量 经 济 学 术 
语 . 指 回归 模型 中 扰动 项 的 方差 不 全 相等 . 假设 线性 
回归 模型 > 二 Xp 二 se 中 ,扰动 项 s 的 分 量 e G=1, 
2,…,n) 是 均值 为 零 , 彼 此 独立 的 ,但 Var(e;) 一 of 不 
全 相等 ,在 这 种 情况 下 ,OLS 估计 虽然 具有 无 偏 性 
和 一 致 性 , 却 不 是 最 优 线 性 无 偏 估计 . 因此 在 预测 
时 ,Yors 波 动 较 大 .为 此 ,在 应 用 OLS 方法 之 前 要 对 
模型 的 异 方差 性 进行 检验 ,并 设法 消除 异 方差 性 . 

格雷 索 检 验 (Glejser’s test) 线性 回归 模型 中 
扰动 项 方差 齐 性 的 一 种 检验 方法 . 对 模型 


和 一 ip 二 Be @=1,2,' sn) (1) 
提出 零 假设 
Ho:Var(el)=*"*—= Var(e,) 
及 相应 的 备 择 假设 : 


H: Var(e,) 不 全 相等 
(t=1,2, sn). 检测 方法 是 : 先 对 模型 (1 ) 用 OLS 
方法 求 得 残 差 e (t= 二 1,2,…,n), 然 后 采用 下 述 的 
一 些 函 数 形式 ， 


lel = By Xs le |=, Xi 


le. |=, . A le:| = Bot Bi Y, 
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其 中 Y, ASW. MB 用 1 统计 量 进行 显著 性 检 
Jy. 如 果 B 显著 不 为 零 , 则 拒绝 零 假设 ;如 果 St 
BAX RLS BK. 

高 尔 德 费 德 - 匡 德 检验 (Goldfeld-QuandtS test) 
线性 回归 模型 中 扰动 项 方差 齐 性 的 一 种 检验 方法 . 
考虑 模型 

y= XB Te, (1) 

其 中 Ee 二 0, Var(e)=diag (01,03, 04). VE IR ix 
为 

Hygi mom r 
相应 备 择 假设 为 

Hi:o? (i=1,2,",n) 
不 全 相等 . 如 果 模 型 (1) 中 存在 异 方差 性 , 则 其 异 方 
差 性 可 能 由 某 一 个 解释 变量 引起 ,不 妨 设 该 变量 为 
第 一 个 解释 变量 Xi, 且 方差 随 X; 递增 (或 递减 ). 这 
样 高 尔 德 费 德 - 匡 德 检验 步骤 应 为 :首先 ,把 第 一 个 
解释 变量 的 观测 值 按 大 小 顺序 排列 ,并 使 相应 的 被 
解释 变量 同 解释 变量 的 对 应 关系 不 变 . 然后 ,去掉 中 
[B] c— [n/4 | WUE ,并 把 剩 下 的 ”一 c 个 值 分 成 大 
小 相等 的 两 个 子 样 本 . 其 中 一 个 子 样本 包含 第 一 个 
解释 变量 的 较 大 观测 值 部 分 , 男 一 个 则 包括 第 一 个 
解释 变量 的 较 小 观测 值 部 分 . 最 后 ,对 每 个 子 样本 分 
别 进行 回归 , 求 出 各 自 的 残 差 平方 和 : Ze 和 Xl. 
它们 的 自由 度 均 为 2 一 c/2 一 &. 于 是 用 服从 分 布 


F p Cet -k 


2 2 
的 统计 量 
24d, Dei 265 
pat | crim Se 
2 2 | 
来 检验 Ho BITI. 


等 级 相关 检验 (test of coefficient of rank cor- 
relation) 线性 回归 模型 中 扰动 项 方差 齐 性 的 一 种 
检验 方法 . 它 是 由 斯 皮尔 曼 (Spearman,C. ) 提 出 的 . 
考虑 模型 

y = Xf +e, (= 2,72) (1) 
其 中 BARA Be, 为 扰动 项 . 对 扰动 项 提出 原 假 
设 (ie 同方 差 } 和 相应 备 择 假 设 { 豆 :es HB}. 
则 检验 Ho 的 斯 皮尔 曼 等 级 相关 检验 的 步骤 如 下 : 
首先 对 模型 (1) 用 OLS 方法 求 出 残 差 e (i=1,2， 
n). 然后 按 递增 (或 递减 ) 顺 序 评定 iei| 和 z = 
152. n0 JSEZR pr, GO nr; GO Cle; Uf x; G 1,2. 
is on) AY SE ZR r,GO 和 r, God fS dB FE A lei | , le, | $t? 
le, | 和 序列 Lijs zj??? ,Xj 分 别 依 递增 (或 递减 ) 顺 序 
重新 排列 后 |e;| 和 Xij 的 序数 号 . 计算 Lij il le; | 的 等 
级 相关 系数 
DDE 


rea; = 1 
ej T qu 


Cj = 125 "T 


R'Bdj—rG —r;G). 最 后 利用 在 Ho 假设 下 服从 
分 布 t, oN Sit B 


raw m2 


NIS Fa 
来 对 Ho 进行 检验 ;给 定 显 著 水 平 a, 有 临界 值 is ,大 
存在 j(j 为 1 与 & 间 的 整数 ) 使 得 二 ts, 则 拒绝 
Ho; 若 对 1 与 之 间 的 一 切 整数 j 均 有 4 之 三 , 则 接 
受 H.. 
异 方 差 性 消除 (remove heteroscedasticity) it 
量 经 济 学 术语 . 指 借助 于 对 oj 作 一 些 特定 的 合理 假 
定 将 原来 的 回归 模型 变 成 能 满足 同方 差 性 假设 的 模 
型 .例如 ,假设 模型 为 
wy = XB +e, (= 1,2,.,n), (1) 
其 中 EKe=0, Var(e) =diag (a7 ,03,°°° 02), H 
=f (X, e, 
其 中 ARAMA HRS AGA, / CX 20. 
Ay 


3 


b 


则 模型 (1 ) 变 为 
y= XB +e Sl), 
AAA Var(e)=0'l ,这 就 消除 了 蜡 方差 性 . 

自 相 关 扰 动 (autocorrelated disturbances) tf 
量 经 济 学 的 基本 概念 . 对 扰动 项 均值 为 零 的 回归 模 
型 

“y=X,B+e, =1,2, sn), 
存在 整数 40 及 1 Gn 之 间 的 整数 1 使 

E (64-6) =y, (£—1,2,**,.n) 
5 t PAAR. 

在 经 济 计量 学 中 一 般 仅 讨论 三 种 典型 的 具有 自 
相关 扰动 的 模型 , 即 AR 模型 MA 模型 和 ARMA 
模型 . 

自 相 关 扰 动 的 检验 (test for autocorrelated dis- 
turbances) 确定 回归 模 中 扰动 项 自 相 关 的 方法 . 
考虑 模型 

yo—X,B-cs G=1,2,°,T), 
设 其 扰动 项 为 ARMA(p,g) 过 程 , 即 
E= $16, Her d3-4,6 du; tue HeH Ugs 

Hp u 是 均值 为 零 的 独立 同 分 布 的 扰动 . 则 对 原 假 
设 Hohi =f: = 1 = $, = 9, = 8, = =9,=0 及 相应 
的 备 择 假 设 Hi: pi spa, ,ps 0,02, ,0, 不 全 为 零 . 
进行 的 检验 就 称 为 目 相 关 扰 动 的 检验 . 常见 的 自 相 
关 扰 动 的 检验 有 杜 宾 - 沃 森 (Durbin-Watson) 检 验 、 
冯 “， 诺 伊 曼 比 检验 .类 国 数学 家 沃 利 斯 (Wallis J. ) 
Vu Bt & [el EL 3 Re 3] BS A-K f X BH (Breush-God- 
frey ) 检 验 等 . 


沃 利 斯 四 阶 自 回归 检验 (Wallis test for fourth- 

order autocorrelation) 自 相 关 扰 动 的 一 种 检验 方 

y:=X,B+e (=1,2, sn), (1) 

H PRD e — 4,6 Hu EAE, A vr EA 
的 扰动 .对 原 假 设 Hop A0, 8E Site 


di 二 De t > 


进行 检验 ,其 中 e 是 对 模型 (1) 进 行 线性 回归 得 到 
的 残 差 . 在 给 定 显著 性 水 平 下 ,可 以 得 到 临界 值 d,. 
及 diu W: 
1. 4 d<d, 1X d>4—d, LB] B 28 Ho. 
2.4 dn dAd ES H 
3. = d, Sd Sd, vX 4— d, uv ds4— di LB] A 
确定 . 
汉 。 诺 伊 曼 比 检验 (von Neumann ration test) 
目 相 关 扰 动 的 一 种 检验 方法 .考虑 具有 一 阶 自 相关 
扰动 的 模型 
yX8-Te0-1,2,-,n, (1) 
HP c,=pe,, tu,.u, (二 1,2,…,n), 是 均值 为 零 、 
独立 同 分 布 的 随机 变量 , 且 ous N (0, 0°). 检验 原 假 
it Ho: p=0 及 相应 的 备 择 假 设 Hi: 0750. 可 用 的 
统计 量 为 冯 。 诺 伊 曼 比 , 即 
Pr cup ES d 
$3 — — nasl | n 
中 e JE hE CIO ET E URS RZ. 24 n 很 大 时 (x 
22300 ,0* /s* 近似 服从 正 态 分 布 
2n 4n* (n — 2) | 
2n — 1° (n + DG — DJ" 
据 此 可 以 对 H, 进行 检验 .需要 注意 的 是 : 
1. 汉 ， 庄 伊 曼 比 与 杜 宾 - 沃 森 4d -统计 量 的 比 
BE 


ô? n 
$3 n— ieee 
但 是 0^/s? 统计 量 是 在 uu N COL 070 HARI F A 
By. 
2. 在 更 一 般 的 情况 下 ,用 前 7 个 观测 值 估计 出 
B.E HE n 一 1 个 y. 的 估计 残 差 
yr— 37e, (t= 二 [十 1] ,1 十 2,*……,n)， 


利用 冯 。 诺 伊 曼 比 


25 cna = ea» 
OH _ n—-l—J] 
s p — ey 
nl 
来 检验 H ke 
m 
P IER t=f+41 
n — Ll’ 
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经 济 数 学 


0^ /s* 近似 服从 
M 2(n—l) 4(n—1)0'(n—1—2) | 
n—l—1'(n—i—1)0n—1—1»? 


4) fü. 

杜 宾 - 沃 森 检验 (Durbin-Watson test) 简称 
DW 检验 .检测 是 否 存在 自 相 关 的 一 种 方法 .假定 回 
归 模 型 . 

1. 包括 一 个 截 距 项 . 

2. 解释 变量 是 非 随机 的 . 

3. 解释 变量 中 不 包括 应 变量 的 滞后 值 . 

4. 扰动 项 由 一 阶 自 回归 形式 =pe-: 十 zx 生 
成 ,其 中 u 均值 为 零 且 独立 同 分 布 . 

不 妨 设 对 满足 上 述 假设 的 模型 进行 回归 得 到 的 
REN e, G— 1,2, nsn 为 观测 个 数 ), 则 对 原 假设 
Ho:p=0 及 相应 备 择 假设 H, 0750 进行 显著 性 检 
验 的 统计 量 为 

d= PO — va 1 ad 
AT BRA R-KRRRIT EB. 在 给 定 显 著 性 水 平 
下 得 到 一 个 上 限 dv 和 一 个 下 限 di. 由 此 可 以 进行 
如 下 DW 检验 : 

1. WR d>4—d, 或 4<4di, 拒 绝 Ao. 

2. 如 果 du<d<4—dy ,接受 Ho. 

3. 如 果 di 二 4d 过 dv MR 4—dy<d<4—d,, Kf 
SE. 

杜 宾 - 沃 森 检验 的 缺点 是 如 果 d PR E di 与 dv 
之 间或 4 一 dv 与 4 一 di 之 间 时 ,就 无 法 断定 是 否 存 
在 自 相关 ,而 且 为 得 到 di 和 dy 而 去 查 有 关 表 格 时 ， 
至 少 要 有 15 个 观测 值 . 

杜 宾 - 沃 森 统 计量 (Durbin-Watson statistic) 
见 “ 杜 宾 - 沃 森 检 验 ” 

含有 自 相 关 扰 动 的 估计 (estimation with auto- 
correlated disturbances) 具有 上 自 相关 扰动 的 回归 
模型 中 对 模型 中 参数 进行 估 值 . 设 在 模型 

y = XB +e, (= 1,2,*,0n) 
He 是 具有 上 自 相 关 的 扰动 , 则 对 参数 8 的 估计 主要 
分 两 种 情况 去 考虑 : 

l.e=LDetu, HP LDGA,D 为 滞后 算 
Fou 为 具有 零 均 值 的 独立 同 分 布 扰动 . 

2.¢=L(D)e+u,, HP LOD RA, UM 1 中 
所 假定 . 在 情况 1 下 ,模型 变 为 : 

y — LCD) y= CX,— LODO)XO Bu, 

用 OLS 方法 即 可 得 到 8 的 估计 量 B. 在 情况 2 下 ， 
一 般 先 估计 出 L(D) 的 系数 ,然后 化 为 情况 1 求 8 
的 估计 .常见 的 & Ay ARI 过 程 , 即 e = ee F usu 
为 具有 和 零 均 值 的 独立 同 分 布 的 扰动 .对 2 的 估计 和 党 
见 的 有 二 步 杜 宾 - 沃 森 法 、 柯 奇 兰 - 奥 尔 克 特 方 法 等 . 

柯 育 兰 - 奥 尔 克 特 估 计 方 法 (Cochrane-GOrcutt 和 SS 
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method of estimation) 上 自 相 关 扰 动 为 ARI 过 程 中 
参数 估 值 的 一 种 方法 . 考虑 模型 
y — XB+ (= 1,2,.,n), (1) 
其 中 epe a wl pcd uus 为 具有 零 均 值 的 独 
立 同 分 布 扰动 ,8,o 为 未 知 参 数 . 柯 奇 兰 - 奥 尔 克 特 
方法 如 下 : 
1. 对 模型 (1) 式 用 OLS 方法 求 出 残 差 e,, 对 关 
系 式 
e= pe Hv, Co ARAM 
用 OLS 方法 求 得 o 的 估计 量 
p= Qu mod T 
2. 对 差分 方程 
y Py, OG— PX) Bw, 
进行 回归 得 到 残 差 e” 再 求 p 的 第 二 阶段 估计 , 即 对 
关系 式 
e; — pe idv , 
用 OLS 方法 得 
p= > atu 
3. 重复 方法 2 的 过 程 , 直 到 o 的 诸 此 估计 没有 
显著 差异 为 止 ,把 最 后 得 出 的 结果 作为 p 的 估计 . 
二 步 杜 宾 - 沃 森 估 计 方 法 (two-step Durbin- 
Watson’s method) ” 自 相 关 回 归 模 型 中 参数 估 值 的 
一 种 方法 . 考虑 模型 
y XiBo- e =1,2, sn), 
其 中 e,=pe,_,+u,,.u, 为 具有 零 均 值 的 独立 同 分 布 扰 
动 ,8 5j p 为 未 知 参数 .对 2 和 AP 的 估计 方法 如 下 : 
1. 先 用 OLS 方法 求 得 残 差 e,, 并 求 出 杜 宾 - 沃 森 


统计 量 
d= PE EO | 24d , 


在 大 样本 情况 下 , 取 o 的 估计 为 e=1—d/2; FE) 
本 情况 下 ,po 的 估计 为 


UU a C 
2. 对 方差 方程 
yı Pyr-1 = CX,— eX t— 0 ptu, 

用 OLS 方法 可 得 8 的 估计 量 P. 

滞后 变量 (lagged variables) 计量 经 济 学 术 
if. 指 相对 于 本 期 值 的 前 期 值 . 在 实际 经 济 关 系 中 ， 
经 济 行 为 不 只 受 本 期 因素 的 影响 ,而 且 在 很 大 程度 
上 受 前 期 因素 的 影响 . AX. 为 1 本 期 的 值 ,那么 
XXX ，… 均 为 滞后 变量 . 一 般 的 动态 模型 有 如 
下 形式 ， 


SY, „B, T SUL = €, 
r=0 


t=0 


HY, ,(r==1,2,…,p) 为 滞后 内 生变 量 ,X,,(= 


1,2,…,g) 为 河 后 外 生变 量 . H Jes AE ECRIRE Js P 
生变 量 统称 滞后 变量 . 

滞后 外 生变 量 (lagged exogenous variables) 
Di EB”. 

滞后 内 生变 量 (lagged endogenous variables) 
见 “ 清 后 变量 ” 

分 布 涌 后 模型 (distributed lag model) 含有 
滞后 变量 的 线性 模型 . 比如 模型 


Ye = Qo = S Bitin +e G—sdl-52, 


其 中 y 是 被 解释 变量 ,xz 是 解释 变量 ,扰动 项 。 满足 
线性 模型 基本 假设 . 这 个 模型 说 明 ,经 济 被 解释 变量 
不 但 受 经 济 解释 变量 本 期 值 的 影响 ,而 且 还 受 兆 后 
值 的 影响 . 该 模型 就 称 为 分 布 滞后 模型 . 在 分 布 滞 后 
模型 中 ,还 可 以 出 现 被 解释 变量 的 训 后 值 . 

柯 依 克 模 型 (Koyck model) JR AR IL Aa Y aR 
型 . 一 种 分 布 滞后 模型 . 设 原 模型 只 包括 滞后 解释 变 
量 


y, — o Ex. d 6s a 


其 中 e 满足 线性 模型 基本 假设 . MRR) 
后 系数 满足 如 下 约束 条 件 : 
P: = ÄR G = 0,1, 0< <1), (2 
则 称 模型 (1 ) 为 柯 依 克 模 型 . 约束 条 件 (2) 说 明 解 释 
变量 较 近 期 值 对 y 的 影响 大 于 较 远 期 值 对 y 的 影 
啊 ,而 且 清 后 系数 按 几 何 级 数 递 减 .注意 到 柯 依 克 模 
型 中 只 有 三 个 参数 as B. 及 4, 为 了 估计 它们 ,把 模 
型 变化 为 
yi Àyi-id- Box H- C1 — A2a, t Ce, — àE). 
遗憾 的 是 该 模型 的 扰动 项 不 满足 线性 模型 基本 假 
设 , 所 以 柯 依 克 模 型 的 参数 估计 需 专 门 讨论 . 
几何 滞后 模型 (geometric lag model) 
依 克 模型 ”. 
阿 勒 芒 模 型 (Almonm’s model) 
中 估计 参数 的 一 种 方法 . 考虑 模型 
.te ES. 

(一 5 十 1，……,72). (1) 
因为 滞后 常常 带 来 严重 多 重 共 线性 ,针对 这 个 问题 ， 
一 般 的 方法 就 是 对 模型 (1) 中 的 8,G—0,1, IE 
一 些 假设 ,减少 待 估 参 数 . 根据 外 尔 斯 特 拉 斯 定理 : 
拷 区 间 上 的 连续 函数 可 被 适当 阶 的 多 项 式 在 整个 区 
IR]. E3647 38 3r Bay By CAlmon, S. ) 提 出 如 下 假设 

RESTO (DT, (2) 
其 中 SCA rs) MP BMR : fe) Hay ta, tert 
a,z'. 在 假设 (2) 下 对 模型 (1) 用 OLS 方法 可 得 a= 
Casas a AGT a= 《6,&,…,6,)，, 从 而 根据 假 
设 (2) 可 得 B= (a, By Bi. BOT 的 估计 B. MRS 


Bp "fur 


分 布 滞后 模型 


1 Ts+ı T] 
1 X49 To 

X = ; 
1 2. ao. 


Y= EER sYs+29 °"? 35s 


l 0 Q 0 0 
0 1 e 0 0 
0 
W = 1 1 1 1 
0 1 z 2x z’ 
0 1 S cst s 
则 à—(OH'X'XH»)H'X'Y, 


PB—HIIX"XHOOHUX!Y. 

局 部 调整 模型 (partial adjustment model) 4R 
设 被 解释 变量 的 实际 变化 只 有 预定 变化 一 部 分 的 模 
型 . 假定 被 解释 变量 的 预期 值 (最 优 值 ) 而 不 是 实际 
值 依赖 于 解释 变量 

ys (1) 
其 中 y 为 被 解释 变量 的 第 1 期 预期 值 ,zx, 是 解释 变 
E. 由 于 y 是 不 可 观测 的 ,因此 对 解释 变量 (1 ) 假 
设 

yc yea AG? — y) te OKAI), (2) 
亦 即 被 解释 变量 的 实际 变化 只 是 预定 变化 的 一 部 
分 . 由 解释 变量 (1) 及 假设 (2) 经 过 适当 变化 可 得 : 

y= (1— 20 yy, Fa At Bodre t €. 
这 个 模型 的 优点 是 可 以 假设 6 满足 线性 模型 基本 
假设 . 

自 适应 性 预期 模型 (adaptive expectation mod- 
el) 其 中 被 解释 变量 不 是 依赖 于 解释 变量 的 实际 
值 ,而 是 它 的 预期 值 的 模型 . 设 y 是 被 解释 变量 ,x 
为 解释 变量 ,zx, 为 本 期 观测 值 ,z” 为 上 期 未 形成 的 
x 的 预期 值 ( 以 当事人 直到 上 期末 获得 的 信息 为 依 
据 ), 自 适应 性 预期 模型 写 为 

Ye =a + Box” + e. (1) 
因为 zi 是 不 可 观测 的 ,一 般 对 (1) 提 出 的 自 适 应 性 
期 望 假设 

人 
亦 即 假设 预期 值 逐 期 调整 ,每 期 的 调整 都 是 本 期 观 
测 值 与 预期 值 之 差 的 一 部 分 . 经 过 适当 变化 , 自 适 应 
性 预期 模型 变 为 

yas + Boda tH (1— 20 yi 3-[ e, — 0671]; 
形式 上 与 柯 依 克 模 型 相同 . 
观测 误差 (errors in observations) 
实际 值 的 差 . 设 线性 模型 
y—X-re (1) 
F y kX 的 真 值 是 不 可 观测 的 ,也 就 是 说 ,只 能 用 
其 可 观测 值 y" 及 XX“ 分 别 作 为 y RX 的 近似 ,于 是 
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观察 值 与 


经 济 AX 学 


y =ytd, X*=X+4. 
一 般 假定 EO = 0, E$ = 0, plima ^! $$ = Q¢, 
plimn '$ X = 0, plima ! "Y = 0, plimn ! f e = 0, 
plimn !$/8—0,plimn ! X! —0 X plimn ! X! X = 
Q. 由 于 模型 (1) 中 变量 带 有 观测 误差 , 则 其 OLS fh 
pois 不 是 一 致 估计 ;实际 上 
CERTO EP D dira 
=(n !X*TX*) IX" X08 
十 (n X''X*)'n'!X' (ete). 
在 上 述 假设 下 
plimfors = 8— (Q+Q¢4) !Qd4p. 
SB E HE ees (Chow’s Test) 两 个 线性 回归 方 
程 相应 系数 之 相等 性 的 检验 . 设 有 两 个 模型 ,表示 为 
yi 7 XB te Y: =X; f, tes. 
检验 零 假 设 Hos: Bı = 8i, KREBS & FE dB i Hif 
F Bos 
y=(y a) y X —diagCXi Xs 
E e s B= (9 81^. 
则 上 述 模型 为 
y=Xß+e. 
所 以 H, 亦 即 H,:RB—0,R HT R-—LI,—I]. Xx 
模型 用 一 般 线 性 假设 检验 的 下 统计 量 就 可 导出 邻 
至 庄 检 验 中 的 FF its 
F= A— B B | 
k ni tn, — 2k 
其 中 4=e”e" B= e, x B et ATE RB—0 的 假设 
下 对 模型 y= 二 XB 十 e xtf1 180 UA KRZ: M e 是 无 约 
束 情况 下 对 y=XP +e TT E UH B 5x 25. 这 种 检验 
也 可 以 推广 到 多 个 回归 方程 系数 相等 性 的 检验 . 
ARXA (causality) 两 个 时 间 序 列 间 的 关 
系 . 这 是 指 动态 模型 中 有 两 个 时 间 序 列 e= Un) y 
— (y :利用 z Ay 的 过 去 值 来 预测 y, 比 只 用 y 的 
过 去 值 来 预测 y, 所 产生 的 预测 误差 小 , 即 
ü Cy, | yerk 0) So" 
C | ysis Xi e 095 
就 称 x 是 y 的 原因 .西蒙 斯 (Sims,C. ) 关 于 不 存在 
因果 关系 的 定理 可 作为 检验 因果 关系 的 依据 ,这 个 
定理 指出 ,zx 不 是 y 的 原因 的 充分 必要 条 件 为 :在 


T, = > Ui Vi; EN €, 


Av =0 G«0 Rn d&sE e 是 独立 同 分 布 均值 
为 零 的 扰动 项 ,z 与 y 为 平稳 序列 . 

因果 关系 的 检验 (test of causality) 动态 模型 
中 ,发 现 两 序列 具有 因果 关系 的 一 种 方法 . CE IS 
x 关于 {yi 的 回归 式 


N 
Xt, =U + p U; i-i E 2p 
:二 一 MM 


496 


则 检验 z 不 是 y DRAHT RBR Hov = 
0G 二 一 1 ,一 2,…… 一 M) 及 相应 的 备 择 假设 Hi vA 
04G 王 一 1 ,一 2, ,一 M) 进 行 检 验 . 在 假设 五。 成立 
的 情况 下 ,根据 了 组 观测 值 x,,y.(t 二 1,2,… ,了 T) ,可 
得 统计 量 
p=SSE—SSR | __SSE 
M T—(N+2) 
其 中 SSE 是 模型 


Ti 一 五 十 uad 
的 回归 残 差 平方 和 ,而 SSR 是 模型 
X,-— 0+ 2v UM a 6 


的 回归 残 差 平 方 和 . FP ERS F OBRA B BUE 
为 (M,T 一 (CN 二 2)) 的 下 分 布 , 所 以 如 果 给 定 显著 
性 水 平 0,24 FI F.OMIT — CN 3-200 HE HL, BI 
认为 zx 是 y 的 原因 . | 

截面 分 析 (cross-section analysis) ”只 借助 某 
一 时 刻 经 济 变量 的 观察 值 对 经 济 现象 进行 研究 的 一 
种 方法 .在 经 济 计量 学 中 ,实验 分 析 所 关切 的 是 建立 
变量 之 间 的 关系 . 就 短期 观点 而 言 ,有 两 种 资源 被 用 
作 实 证 分 析 , 即 截面 资料 与 时 间 序 列 资料 . 截面 资料 
为 某 一 时 刻 的 变量 观测 值 , 而 时 间 序 列 则 为 涵盖 某 
些 时 期 的 变量 观测 值 . 目前 重视 两 种 资料 混合 使 用 ， 
以 克服 一 些 特殊 困难 . 截面 资料 的 观测 对 象 一 般 是 
基本 的 个 体 , 例 如 企业 或 消费 者 ;时 间 序 列 的 观测 对 
象 则 是 以 总 体 为 主 . 实际 上 ,由 于 资料 形态 与 加 总 水 
平 的 影响 ,这 两 种 资料 所 得 的 结果 也 因而 有 差异 .一 
些 已 使 用 截面 资料 进行 分 析 的 经 济 领域 有 :恩格尔 
曲线 (Engels Curve) 的 估计 、 消 费 了 水 数 的 估计 、 生 产 
晒 数 的 估计 以 及 投资 陋 数 的 估计 等 . 

虚拟 变量 (dummy variable) JPME HR. it 
量 经 济 学 术语 . 指 取 值 为 0 或 1 的 变量 ,这 种 变量 可 
用 来 刻画 事物 的 性 质 属性 (如 性 别 、 婚 姻 状 况 、 民 族 、 
季度 及 月 份 等 项 目 ). 如 果 一 个 模型 , 除 含 有 上 个 通 
常 的 变量 外 ,还 含有 刻画 种 属性 (项 目 ) 的 虚拟 变 
量 , 其 中 第 ;个 项 目 含有 x; 个 类 ( 即 项 目 处 于 x 种 
不 同 状 态 )， 


m 
r= > LA 


这 样 ,模型 中 要 有 7 个 虚拟 变量 ,所 有 虚拟 变量 记 为 
ksp), (k=1,2, ms l<p<r,) FFA 
1, £t BIA AR MAA PRA, 
0, 其 他 . 
其 中 代表 第 个 项 目 ,p 代表 第 个 项 目的 第 p 
个 状态 . 这 样 整个 模型 可 用 数学 表达 式 写 成 : 

y= Bo tH Bizit" H Brze tbn, 1) +e 

"Dro Clero) aa abe qe 


30, p | 


Fön, 0, m r,)d- € —1,2,n), (1) 
其 中 &, 为 扰动 项 . 如 果 记 : 
à,0,D e+ Ody) 5 9, 08D c 910,7) 
0)1) e lsri) ee Olmsl) e C 
Q,0,D ee BT) c OQ D. n Or.) 
¥=(1,X,D), 
y= (J1 Y2 Yna)» 
EEE ES EVE D 


B= (Po, Bir |, Diu, Da iater Unie 
其 中 


Xo Xm Lik 

Xo, Tz Tok 
pe 

Tanl Tanz da Tnk 


则 模型 (1) 可 写成 y — x8-- e. 因为 其 中 的 虚拟 变量 
存在 多 重 共 线性 ,所 以 通常 划 去 D 中 每 个 项 目的 第 
1 列 , 然 后 再 对 8 进行 估计 . 
W dumb variable) 即 “ 虚 拟 变 量 ”. 
投入 产 出 分 析 


投入 产 出 分 析 (input-output analysis) 亦 称 
投入 产 出 技术 、 投 入 产 出 方法 、 部 门 联系 平衡 法 和 产 
业 关 联 法 . 通常 是 指 以 电子 计算 机 为 计算 手段 ,借助 
数学 模型 ,研究 经 济 系统 (大 至 整个 世界 ,小 至 某 个 
企业 ) 内 部 各 产品 部 门 ( 纯 部 门 ) 之 间 ,在 错综复杂 、 
穿梭 往来 的 经 济 活动 中 投入 和 产 出 间 数 量 依存 关系 
的 一 种 科学 的 管理 方法 . 投入 是 指 从 事 某 项 经 济 活 
动 的 消耗 ; 产 出 则 是 指 经 济 活动 的 最 终 成 果 . MRA 
济 活动 是 生产 活动 ,那么 投入 表现 为 对 一 定数 量 的 
原材料 、 燃 料 和 动力 等 的 消耗 ; 产 出 就 是 生产 活动 完 
结 时 一 定数 量 的 产品 . 由 于 工艺 技术 、 人 员 素 质 和 管 
理 水 平 的 原因 ,投入 和 产 出 间 存 在 着 确定 的 数量 依 
存 关系 ,也 就 是 消耗 掉 的 物质 数量 和 生产 出 来 的 最 
终 产品 数量 之 间 具 有 一 定 的 比例 关系 . 这 种 数量 依 
存 关 系 是 经 济 活动 的 十 分 重要 的 因素 . 投入 产 出 分 
Br E E ES IRURE Ze UT ^E AKI £8 B K Leontief, W. ) 
T 20 世纪 30 年 代 首 先 提 出 来 的 . 列 昂 节 夫 吸 收 了 
法 国 数理 经 济 学 家 瓦尔 拉 (Walras,L. ) 用 一 组 数学 
方程 建立 经 济 体系 均衡 的 数学 模型 的 思想 ,又 受到 
20 世纪 20 年 代 苏 联 中 央 统 计 局 编制 国民 经 济 平衡 
表 的 结构 和 已 发 现 产 品 间 存在 着 间接 消耗 关系 的 影 
响 ,1936 年 ,他 首次 在 哈佛 大 学 的 《经 济 与 统计 评 
论 》 上 发 表 了 有 关 投 入 产 出 方面 的 论文 “美国 经 济 系 
统 中 投入 产 出 数量 关系 ”, 在 公开 的 文献 中 这 是 第 一 
次 出 现 “ 投 入 产 出 ”一 词 . 1941 年 又 出 版 了 他 的 《 美 
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国 经 济 结构 1919 一 1929) 一 书 , 书 中 详细 地 论述 了 
投入 产 出 分 析 的 基本 内 容 . 1953 年 , 列 昂 节 夫 等 人 
合 写 的 《美国 经 济 结构 研究 进一步 完 善 了 投入 产 出 
分 析 的 理论 基础 ,被 视 为 投入 产 出 分 析 的 经 典 著作 . 
与 此 间 时 , 列 昂 节 夫 还 亲自 实践 ,参与 编制 了 美国 许 
多 年 度 的 投入 产 出 表 . 由 于 列 昂 节 夫 的 杰出 贡献 ,他 
RIK 1973 EB TA RAG SR. 

在 第 二 次 世界 大 战 之 间 , 投 入 产 出 分 析 并 没有 
引起 美国 政府 和 各 国 经 济 学 家 的 重视 ,但 在 第 二 次 
世界 大 战 时 和 战 后 ,由 于 美国 和 西方 国家 加 强 了 对 
经 济 活动 的 干预 和 控制 ,这 就 迫切 需要 有 一 套 计 量 
准确 .管理 科学 的 经 济 的 方法 ,于 是 投入 产 出 分 析 ， 
逐渐 引起 了 美国 和 许多 国家 的 重视 .到 目前 为 止 , 全 
世界 已 有 近 百 个 国家 编制 了 投入 产 出 表 ,1968 F, 
联合 国 社会 经 济 部 正式 推荐 把 投入 产 出 表 作 为 其 会 
员 国 的 “国民 经 济 核算 体系 ”的 一 个 组 成 部 分 . 
1974—1976 年 间 , 中 国 试 编 了 第 一 张 1973 年 全 国 
性 实物 型 投入 产 出 表 ,1980 年 ,山西 省 编制 了 中 国 
第 一 张 1979 年 地 区 性 实物 型 投入 产 出 表 和 价值 型 
投入 产 出 表 . 

投入 产 出 技术 (input-output techniques) Bf 
“投入 产 出 分 析 ”. | 

投入 产 出 方法 (method of input-output) Bp 
“投入 产 出 分 析 ”. 

投入 (input) 投入 产 出 分 析 的 基本 的 概念 之 
—. 指 某 个 系统 在 一 定时 期 内 从 事 某 经 济 活 动 过 程 
中 的 消耗 ,假如 经 济 活动 是 生产 活动 ,那么 投入 就 表 
现 为 生产 过 程 中 消耗 掉 的 一 定数 量 的 原材料 、 燃 料 、 
动力 和 劳力 等 ,也 就 是 消耗 掉 一 定数 量 的 资金 . 

产 出 (output) 投入 产 出 分 析 的 基本 概念 之 
—. 指 某 个 系统 在 一 定时 期 内 从 事 某 经 济 活 动 的 最 
终 成 果 . 如 果 经 济 活 动 是 生产 劳动 ,那么 产 出 就 体现 
为 在 生产 完结 时 ,一 定数 量 的 具有 一 定 使 用 价值 的 
产品 集合 ,用 价值 表示 也 即 这 个 系统 的 总 产值 . 

投入 产 出 表 (input-output table) 投入 产 出 理 
论 的 核心 部 分 . 是 指 能 够 简明 扼要 而 且 直 观 形象 地 
展示 一 个 经 济 系统 内 各 产品 部 门 ( 纯 部 门 ) 中 所 有 投 
入 的 来 源 和 各 种 产 出 去 向 的 棋盘 式 的 矩形 表 . 投入 
产 出 表 以 计量 单位 的 不 同 分 为 两 大 类 :为 价值 型 投 
人 产 出 表 和 实物 型 投入 产 出 表 . 

价值 型 投入 产 出 表 由 四 部 分 组 成 

第 一 部 分 , 称 为 部 门 间 流 量 部 分 ,表示 系统 内 产 
品 部 门 之 间 中 间 产 品 的 消耗 情况 ,这 一 部 分 横行 上 
的 产品 部 门 与 纵 列 上 的 产品 部 门 一 一 对 应 ; 

第 二 部 分 , 称 为 最 终 产品 部 分 ,表示 各 产品 部 门 
在 一 定时 期 内 回 全 社会 能 够 提供 的 最 终 产 品 的 情 
DU. 最 终 产 品 一 般 又 划分 为 固定 资产 更 新 .消费 、 积 
SUB IB B; 
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第 三 部 分 , 称 为 净 产 值 和 折旧 部 分 ,是 第 一 部 分 
向 下 的 延伸 ,表示 各 产品 部 门 在 一 定时 期 内 折旧 、 劳 
动 报酬 和 社会 纯 收 入 的 情况 ; 

第 四 部 分 , 称 为 再 分 配 和 最 终 使 用 部 分 ,这 一 部 
分 情况 复杂 ,还 没有 形成 完整 的 理论 ， 

实物 型 投入 产 出 表 只 有 第 一 、 第 二 两 部 分 ,没有 
第 三 .第 四 部 分 . 由 于 以 实物 作为 计量 单位 ,因此 , 实 
物 型 投入 产 出 表 在 列 上 不 能 加 总 . 价值 型 投入 产 出 
表 以 货币 作为 统一 的 计量 单位 , 它 可 以 在 列 上 加 总 . 
但 是 价值 型 投入 产 出 表 中 的 各 部 分 内 容 受 价格 变动 
的 影响 ,而 实物 型 投入 产 出 表 却 不 受 价格 的 影响 . 投 
入 产 出 表 实 质 上 是 从 计划 经 济 的 国家 中 国民 经 济 综 
合 平衡 的 棋盘 式 表 上 逐渐 演变 而 来 的 . 最 早 提出 投 
入 产 出 表 的 是 美 籍 俄 毅 经 济 学 家 列 昂 节 夫 (Leon- 
tief, W. ). 


静态 价值 型 投入 产 出 表 ( 货 币 单位 ) 


Beer lem eels 
120 n 合 训 更 新 mms 
大 修理 口 


价值 型 投入 产 出 表 (input-output table for val- 
ue) 见 “ 投 入 产 出 表 ”. 

实物 型 投入 产 出 表 (input-output table for real 
见 “ 投 入 产 出 表 ”. 

中 间 产 品 (intermediate products) ”总 产品 的 
一 部 分 . 指 在 一 定时 期 内 留 在 生产 领域 中 尚 需 加 工 
的 作为 生产 过 程 中 间 消 耗 的 产品 .中 间 产 品位 于 投 
入 产 出 表 中 的 第 一 部 分 中 , 即 流动 部 分 . 

最 终 产 品 (final products) 总 产品 的 一 部 分 . 
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指 在 一 定时 期 内 退出 生产 领域 不 参加 本 期 生产 周期 
而 供 社 会 最 终 使 用 的 产品 . 它 一 般 包 括 四 部 分 :固定 
资产 更 新 大 修理 消费、 积累 和 净 出 口 . 最 终 产品 位 
于 投入 产 出 表 中 的 第 二 部 分 . 

最 终 产 品 列 向 量 (column vector of final pro- 
ducts) 投入 产 出 分 析 术 语 . 指 一 定时 期 经 济 系 统 
内 各 部 门 向 全 社会 提供 的 最 终 产品 数量 组 成 的 列 向 
E. 最 终 产品 列 癌 量 记 为 Y= yis yos ,yn) ,其 中 
yi(i 二 1，2,…,n) 是 第 i 个 产品 部 门 提供 的 最 终 产 品 
HB. 

总 产品 (total products) 亦 称 总 产 出 .经 济 系 
统 的 一 个 总 量 指标 . 指 一 定时 期 内 经 济 系统 内 部 各 
产品 部 门 提供 的 中 间 产 品 量 与 最 终 产 品 量 的 总 和 . 

总 产 出 (total output)” 即 “总 产品 ”. 

总 产品 列 向 量 (column vector of total pro- 
ducts)” 亦 称 总 产 出 向 量 .投入 产 出 分 析 术 语 . 指 由 
经 济 系统 内 各 产品 部 门 一 定时 期 提供 的 总 产品 数量 
组 成 的 列 向 量 . 总 产品 列 向 量 记 为 X= Git 
Sn) ,其 中 x 是 第 i 个 产品 部 门 的 总 产品 数量 (= 
1525 ***50). 

Ee = tH [a] He (vector of total output) 
& 3) [n] & ". 

部 门 间 流量 (inter-sectors flow) 投入 产 出 表 
的 第 一 部 分 的 内 容 . 指 生 产 过 程 中 产品 部 门 之 间 生 
产 产品 需要 消耗 的 中 间 产 品 的 数量 ,用 nu 0. j—1, 
2,… ,nn) 记 之 . 它 表示 第 j 个 产品 部 门 在 一 定时 期 内 
需要 消耗 第 i 个 产品 部 门 产品 的 数量 或 者 是 第 i 个 
产品 部 门 在 一 定时 期 内 分 配给 第 j 个 产品 部 门 用 作 
中 间 产 品 的 数量 . 部 门 间 流 量 从 数量 上 反映 了 产品 
部 门 之 间 在 生产 中 的 相互 关系 ,是 生产 活动 中 的 一 
个 重要 的 经 济 数量 , 它 由 生产 技术 和 管理 水 平等 因 
素 确 定 . 如 果 zij 比 较 大 ,说 明 i,j 这 两 个 部 门 联系 紧 
密 ; 反 之 则 联系 松弛 . 如 果 zi 等 于 零 , 则 表明 这 两 个 
部 门 在 生产 上 没有 关系 . 

流量 矩阵 (fiow matrix) 投入 产 出 分 析 术 语 . 
指 以 部 门 间 流量 zi, 712. EA TOR 
阵 . 记 为 


即 总 产 


TI1 Tiz "t"'* Tin 

Ho, — X2 t Lon 
xX = Ci) nxn 

Xn} Tn? —_ m 


其 中 阶 数 表示 经 济 系统 内 部 产品 部 门 的 总 数 . 
直接 消耗 系数 (direct consumption coefficient) 
亦 称 直接 投入 系数 .技术 系数 和 生产 消耗 定额 , 一 个 
重要 的 经 济 投入 指标 . 是 指 产品 部 门生 产 一 个 单位 
的 产品 对 另 一 个 产品 部 门 产 品 的 消耗 量 . 直接 消耗 
系数 记 为 à; ,j— 1,2, MTM aij xij/ 


rU Lite RB Zs] 两 个 部 门 间 的 流量 9 Tj 表示 第 
7 个 部 门 的 总 产品 量 . 直接 消耗 系数 取决 于 产品 部 
门 的 工艺 技术 水 平 . 管 理 经 营 水 平 . 部 门 的 有 机 构成 
和 产品 的 结构 以 及 产品 相对 价格 变动 等 因素 . 直接 
消耗 系数 的 大 小 反映 部 门 间 的 经 济 联系 的 紧密 程 
度 . 一 般 而 言 ,直接 消耗 系数 越 大 ,两 部 门 联系 越 紧 ; 
反之 则 联系 松弛 . 以 价值 单位 (货币 单位 ) 计 量 的 直 
接 消 耗 系数 是 不 名 数 , 而 以 实物 单位 计量 的 直接 消 
耗 系 数 一 般 带 名 数 同时 不 受 产品 价格 变动 的 影 啊 . 

直接 投入 系数 (direct input coefficient) Bp 
“直接 消耗 系数 ”. 

技术 系数 (technical coefficients) 
FER. 

生产 消耗 定额 (consumption quota of pro- 
ducts) ” 即 “ 直 接 消耗 系数 ”. 

直接 消耗 系数 和 矩阵 (direct consumption coeffi- 
cient matrix) 投入 产 出 分 析 术 语 . 指 由 直接 消耗 
系数 Qij(i,j 二 1，2,…,n) 为 元 素 所 组 成 的 矩阵 . 记 为 


BI“ A Be YH 


Qi; Gd Q4 

Ao, 22 a» 
A= (Qj;) nxn = 

a xd a n2 ese Aan 


HP n 是 经 济 系统 内 产品 部 门 的 总 数 .矩阵 A 中 的 
元 素 非 负 . 对 价值 型 的 直接 消耗 系数 ,4 每 列 的 和 小 
TO ,第 7 列 的 和 
表示 第 j 个 产品 部 门 一 个 货币 单位 的 总 产品 中 , IH 
耗 掉 的 中 间 产 品 所 占 的 比重 . 或 者 是 说 第 7 个 产品 
部 门 一 个 货币 单位 的 总 产品 中 ,由 中 间 产 品 构成 的 
数量 . 

间接 消耗 系数 (indirect consumption coeffi- 
cient) 一 个 重要 的 经 济 投入 指标 .产品 部 门 之 间 间 
接 经 济 生产 联系 的 一 种 数量 表征 . 是 指 某 产品 部 门 
生产 一 个 单位 的 最 终 产品 通过 消耗 中 间 产 品 对 另 一 
部 门 产 品 的 消耗 量 . 比如 炼 钢 需要 直接 消耗 电能 ,而 
炼 钢 还 需要 其 他 辅助 机 械 设备 和 原料 ,制造 这 些 机 
械 设 备 . 生 产 这 些 原料 也 需要 直接 消耗 电能 ,对 电 的 
此 种 消耗 称 为 钢 对 电能 的 间接 消耗 .第 7 个 产品 部 
门 通过 和 种 中 间 产 品 对 第 :种 产品 的 第 & 次 间接 消 
和 


us ja t "tjr 


H=ltj=1 B= 


其 中 是 产品 部 门 的 总 数 ,a sanyo 
耗 系数 . 

间接 消耗 系数 概念 的 明确 提出 ,可 以 说 是 整个 
投入 产 出 分 析 理论 最 本 质 的 东西 ,也 是 投入 产 出 理 


,aij 是 直接 消 
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论 有 别 于 在 它 之 前 经 济 管理 理论 的 主要 特色 . WA 
WK (Leontief, W. ) 提 出 间接 消耗 系数 概念 之 后 ,不 
仅 使 人 们 对 蛛网 般 关 系 错综复杂 的 产品 部 门 的 直接 
经 济 联系 有 了 深入 的 了 解 ,特别 重要 的 是 对 它们 之 
间 千 丝 万 缕 的 间接 经 济 联系 第 一 次 有 了 全 面 清 晰 的 
认识 ,从 而 为 从 全 局 上 宏观 上 掌握 经 济 系统 提供 了 
坚实 可 靠 的 理论 基础 和 行为 方法 . 
完全 消耗 系数 (total consumption coefficient) 
一 个 重要 的 经 济 投入 指标 . 指 产 品 部 门生 产 一 个 单 
位 最 终 产 品 , 直接 和 所 有 间接 地 对 另 一 部 门 产品 的 
消耗 量 , 即 直接 消耗 系数 与 所 有 间接 消耗 系数 的 总 
和 . 第 j 个 产品 部 门 对 第 i 种 产品 的 完全 消耗 系数 
用 5 表示 ,计算 公式 是 
bi; = aij 十 Maa, + 353^ UNT 


s=] k=] 


b 3 > een E 


(i,j — 1,2,:,n). 
式 中 右边 第 一 项 是 第 j 个 部 门 对 第 i 种 产品 的 直接 
消耗 系数 ,第 二 项 是 通过 一 次 中 介 产 品 对 第 7 种 产 
品 的 第 一 次 间接 消耗 系数 ,第 三 项 是 通过 两 次 中 介 
产品 对 第 i 种 产品 的 第 二 次 间接 消耗 系数 等 . 
完全 消耗 系数 矩阵 (matrix of total consump- 
tion coefficient) 投入 产 出 分 析 术 语 . 指 由 完全 消 
耗 系数 0 为 元 素 的 矩阵 . 记 为 
Bit Bip» ,is 
ba brn t Du 
B m Dij) nxn E eee eee een eee : 
b. Bag o b, 
其 中 ?是 经 济 系统 中 产品 部 门 的 总 数 . 完全 消耗 系 
OB EE Xe dE fa XB RF. 
|B] 32: SAFE HH ET BOE (matrix of indirect con- 
sumption coefficient) 投入 产 出 分 析 术 语 . 38 p [8] 
接 消耗 系数 为 元 素 的 矩阵 . 记 为 


(b, 一 m 

其 中 4 是 直接 消耗 系数 矩阵 ， ,和 ai TB ke ij 两 
个 产品 部 门 之 间 的 完全 消耗 系数 与 直接 消耗 系数 . 
也 可 表示 成 C 一 1 一 4, 其 中 C 是 完全 需求 系数 甜 
阵 ,7 是 单位 阵 . 

完全 需求 系数 (total demand coefficient) Jf 
称 逆 矩阵 系数 、 总 产量 定额 或 部 门 关联 系数 . 投入 产 
出 分 析 术 语 . 指 产 品 部 门 为 提供 单位 最 终 产品 对 所 
有 产品 部 门 产品 需求 量 , 以 cjj 记 之 ,表示 第 j 个 产品 
部 门生 产 一 个 单位 最 终 产品 ,对 第 i 个 产品 部 门 的 
需求 量 ,包括 直接 需求 和 间接 需求 . 

完全 需求 系数 和 完全 消耗 系数 的 关系 是 

¢;= 1+ bii 9 Ci; = "€ Æ jJ)» 
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其 中 65 是 i,; 两 个 产品 部 门 之 间 的 完全 消耗 系数 ， 
因此 在 苏联 也 把 cv 称 为 完全 消耗 系数 , 即 ci 和 o; 
两 种 完全 消耗 系数 . 

iH 4B EE KAW (coefficient of inverse matrix) Bp 
“完全 需求 系数 ” 

总 产量 定额 (total production quota ) 
需求 系数 ” 

完全 需求 系数 和 矩阵 (matrix of total demand co- 
efficient) 亦 称 列 昂 节 夫 逆 阵 、 和 矩阵 乘 子 .投入 产 出 
分 析 术 语 . 指 由 完全 需求 系数 为 元 素 的 矩阵 ,用 C 
表示 . 计算 公式 是 


即 “ 完 全 


C= (x, = (1 — A) = 3/9 
其 中 4 是 产品 部 门 间 的 直接 消耗 系数 矩阵 ,了 7 是? 
阶 单位 阵 . 


完全 消耗 系数 矩阵 与 完全 需求 系数 和 矩阵 的 关系 
是 C=I 十 B, 其 中 B 是 完全 消耗 系数 窍 阵 . 经 常 利 
用 

C= J) AAEL =D, 

在 知道 4 以 后 求 C RAE B 的 近似 值 . 

列 昂 节 夫 逆 阵 (Leontief inverse matrix) — H[l 
“完全 需求 系数 和 矩阵” 

和 矩阵 乘 子 (matrix multiplier) 
BRE RE”. 

投入 产 出 基本 方程 (input-output basic equa- 
tions) 亦 称 投 入 产 出 基本 核算 方程 .投入 产 出 基 
本 数学 模型 ( 行 模型 ). 投入 产 出 分 析 的 理论 基础 . 指 
和 矩阵 方程 AX--Y—X mE X—U—A40 YRS, 
fen 阶 单位 阵 . 

这 个 方程 式 把 最 终 产 品 和 总 产品 用 秆 阵 乘 子 联 
系 起 来 了 . 在 一 般 的 经 济 控制 和 决策 过 程 中 总 是 预 
先知 道 了 或 者 Y 的 变动 ,通过 这 个 方程 就 可 以 预测 
未 来 时 期 总 产品 的 数量 及 其 变动 情形 . 比如 已 知 最 
终 产 品 变 化 为 AY ,那么 总 产品 就 变化 为 

AX = (I — A) !AY. 

投入 产 出 基本 方程 是 整个 投入 产 出 理论 的 基础 ,是 
由 列 昂 节 夫 (Leontief,W. ) 最 先 建立 起 来 的 . 

投入 产 出 基本 核算 方程 (basic input-output ac- 
counting equations) ”有 即 “投入 产 出 基本 方程 ”. 

投入 产 出 基本 数学 模型 ( 行 模 型 ) (basic input- 
即 “ 投 


即 “ 完 全 需求 系 


output mathematical model (row model)) 
入 产 出 基本 方程 ”. 

产 出 方程 组 Coutput equations) 亦 称 分 配方 
程 组 . 在 投入 产 出 表 上 从 产品 的 使 用 价值 角度 出 发 
得 出 的 一 组 平衡 关系 式 . 指 投入 产 出 表 中 第 一 、 二 部 
分 各 行 构成 的 方程 : 

500 


pc + YM = 25 


J=! 


> ty + y: mE X25.***, 


j=l 
n 
> du "qu = dus 


其 中 zj; 表示 部 门 间 流 量 ,xi,yi(i 二 1,2,…,n) 分 别 
表示 第 i 个 部 门 的 总 产品 量 和 最 终 产 品 量 , 这 个 方 
程 组 表示 各 产品 部 门 的 总 产品 数量 等 于 它 提供 给 
他 部 门 ( 也 包括 本 产品 部 门 ) 的 中 间 产 品 总 量 与 提供 
给 全 社会 最 终 产品 数量 的 总 和 ， 

4] B 77 fz ZH (distribution equations) 
方程 组 ” 

投入 方程 组 (input equations) 亦 称 生 产 方程 
组 . 和 产 出 方程 组 相对 应 ,在 投入 产 出 表 上 从 产品 价 
值 构成 的 角度 出 发 得 出 的 一 组 平衡 关系 式 . 指 价值 
型 投入 产 出 表 中 第 一 、 三 部 分 各 列 组 成 的 方程 : 


De dn Fa turt mi as 
:二 1 


即 “ 产 出 


DE +d + v: + m = X25 
i=] 


pa "E d, SE U, 35 Dl, — Xn» 
r=] 


其 中 zij 是 部 门 间 的 流量 :djsUj 和 m;(j—1,2,'7 n) 
分 别 表示 第 7 个 产品 部 门 在 一 定时 期 的 折旧 量 、 劳 
动 报酬 量 和 社会 纯 收 入 量 . 这 组 方程 反映 了 各 产品 
部 门 总 产品 的 价值 构成 . 实物 型 投入 产 出 模型 没有 
投入 产 出 方程 组 ,因为 单位 不 同 不 能 加 总 ， 

生产 方程 组 (production equations) 
方程 组 ”. 

投入 产 出 列 模型 (column model of input-out- 
put) 亦 称 投入 产 出 数学 模型 ( 列 模型 ). 投入 产 出 
分 析 的 基本 模型 . 指 通过 直接 消耗 系数 表示 总 产品 
列 向 量 和 产品 部 门 净 产 值 与 折旧 之 和 的 列 向 量 之 间 
关系 的 矩阵 形式 方程 : 

X=(—Ac)'R R R-U-—ÀOX, 

其 中 R 是 产品 部 门 净 产 值 与 折旧 之 和 的 n AED pu] 
量 ,X 是 总 产品 维 列 向 量 ,T 是 阶 单位 阵 ， 


n n n 
^ " Y 
Â, = digC > pans jae» 2 1D 
i=] i=] i=] 


表示 投入 产品 消耗 系数 对 角 阵 ,aijGi,j7 二 1,2,*…,n) 
是 直接 消耗 系数 . 实物 型 投入 产 出 模型 没有 列 模 型 . 

投入 产 出 数学 模型 ( 列 模 型 ) (mathematical 
即 “投入 


即 “ 投 入 


model of input-output (column model?) 
产 出 列 模型 ” 


价格 方程 (price equation) 产品 部 门 的 折旧 、 


劳动 报酬 和 社会 纯 收 入 通过 投入 产 出 的 数学 模型 而 
确定 的 各 个 产品 部 门 理论 价格 的 方程 . 价格 方程 的 
矩阵 形式 为 
P=[(1—A)  Jl'CD--M--V) 
或 者 
P=([U—A)']'R, 
R P 是 产品 部 门 价格 的 维 列 向 量 ,D 是 单位 产 
品 折旧 (折旧 系数 )n 维 列 向 量 ,V 是 单位 产品 劳动 
报酬 (劳动 报酬 系数 )n 维 列 向 量 ,M 是 单位 产品 的 
社会 纯 收入 (社会 纯 收入 系数 )n AEFI [BE R= D+ 
V 十 M 是 单位 产品 净 产 值 与 折旧 ( 净 产 值 与 折旧 系 
数 ) 之 和 的 维 列 向 量 , A 是 直接 消耗 系数 矩阵 ,7 
是 单位 阵 ,n 是 经 济 系统 内 产品 部 门 的 总 数 . 根据 价 
格 方程 可 以 分 析 , 当 折旧 、 劳 动 报酬 和 社会 纯 收入 的 
一 部 分 或 者 全 部 变动 时 ,对 各 部 门 产品 价格 的 影响 . 
WRA AD,AV 和 AM 分 别 表 示 D,V 和 M 的 改变 
量 , 那 么 价格 的 改变 量 是 
AP=[(1—A) ^! T (AD+AV+AM). 

这 对 制定 价格 改革 的 有 关 政 策 ,具有 重要 的 模拟 作 
用 . 实物 型 价格 方程 中 计算 出 的 产品 价格 是 绝对 数 ， 
而 价值 型 价格 方程 中 计算 出 的 产品 价格 是 相对 数 ， 
即 产品 价格 的 指数 . 

价格 影响 方程 (price effects equation) 经 济 
系统 中 , 某 些 部 门 产 品 价格 发 生变 化 时 对 其 余部 门 
产品 价格 影响 的 方程 .如 果 经 济 系统 中 有 ?2 个 部 门 ， 
前 EC SCR 00 A ABT d Pp TR ED B5] 9] [8] ee DJ 

AP* —CAbi Apis t) Ap, 
受 它 的 影响 其 余部 门 产品 价格 也 会 变化 , 记 为 AP= 
(Apr+i s Apro" Apn) ,那么 
APSC SL V A Aaa 

其 中 Arne H RIB RAR 4 中 后 2 一 & 行 
与 后 2 一 & 列 组 成 的 子 块 , 4-* 是 矩阵 A hA k íT 
与 后 2 一 & 列 组 成 的 子 块 ,7 是 ”一 上 阶 单位 阵 . 
如 果 产 品 价格 预先 变动 的 部 门 不 是 前 个 部 门 , 可 
以 重新 编排 产品 部 门 的 顺序 ,使 产品 价格 预先 变化 
的 排 在 前 个 位 置 上 ,而 这 不 会 改变 方程 的 实质 . A 
用 价格 影响 方程 ,在 计算 机 上 可 以 算出 当 菜 些 产品 
价格 变动 时 ,其 余 产品 价格 的 变动 幅度 以 及 对 各 部 
门生 产 、 就 业 的 影响 ,从 而 刻画 出 整个 经 济 系统 变动 
的 宏观 态势 ,为 决策 者 提供 出 最 好 的 价格 变动 政策 . 

投入 产 出 基本 假定 (basic assumption of input- 
output) 亦 称 投入 产 出 分 析 的 假设 . 是 指 : 

1. 同 质 性 假定 . 各 产品 部 门 用 单一 的 投入 结 枯 
来 生产 单一 的 产品 . 

2. 比例 性 假定 . 产品 部 门 消耗 的 各 种 投入 量 和 
该 部 门 的 总 产 出 成 正比 例 . 

3. 价格 不 变 假 定 .不 同时 期 的 投入 产 出 表 比 较 


投入 产 出 分 析 


时 ,必须 按照 某 个 时 期 的 产品 固定 价格 进行 计量 加 

4. 直接 消耗 系数 不 变 假 定 . 

整个 投入 产 出 分 析 的 理论 及 其 投入 产 出 分 析 的 
各 种 数学 模型 都 是 在 上 述 四 条 假定 下 建立 起 来 的 ， 
这 同 其 他 科学 分 支 都 是 在 一 些 前 提 假 设 . 公 理 的 条 
件 下 建立 起 来 的 完全 一 样 . 

投入 产 出 分 析 的 假设 (hypothesis of input-out- 
put analysis) 即 “ 投 入 产 出 基本 假定 ” 

纯 部 门 (pure sectors) ” 亦 称 产品 部 门 . 投入 产 
出 表 中 填写 的 部 门 . 纯 部 门 不 同 于 一 般 的 经 济 部 门 、 
企业 部 门 和 行政 管理 部 门 . 纯 部 门 是 指 在 生产 活动 
中 ,以 物质 消耗 结构 .工艺 技术 特点 和 产品 用 途 为 标 
准 的 同类 产品 生产 主体 的 抽象 集合 体 .一般 这 三 条 
标准 不 能 同时 兼顾 时 ,应 以 物质 消耗 结构 为 划分 纯 
部 门 的 标准 , 例如 火力 发 电 和 核能 发 电 , 产 品 用 途 相 
同 ,但 生产 电 的 过 程 中 消耗 结构 却 大 不 一 样 ,因此 火 
电 和 核电 就 应 分 成 两 个 部 门 而 不 能 放 在 同一 个 部 门 
中 .采取 纯 部 门 这 个 概念 后 ,直接 消耗 系数 的 变化 ， 
主要 就 由 部 门 间 的 技术 工艺 水 平和 经 营 管理 水 平 所 
决定 . 这 样 ,直接 消耗 系数 就 具有 一 定 的 相对 稳定 
性 ,这 也 正 是 编制 投入 产 出 表 和 使 用 投入 产 出 表 的 
基本 要 求 . 如 果 不 按照 纯 部 门 取 得 编制 投入 产 出 表 
的 原始 数据 ,直接 消耗 系数 在 很 大 程度 上 将 依赖 不 
同类 型 产品 的 结构 ,这 是 投入 产 出 理论 所 不 容许 的 . 
纯 部 门 是 由 企业 部 门 按 照 特征 产品 (主要 产品 ) 经 过 
噜 除 和 加 总 两 个 步骤 后 得 到 的 ,也 就 是 说 ,把 企业 部 
门 的 非特 征 产 品 划 除 出 去 ,把 其 他 企业 部 门 的 特征 
产品 汇集 过 来 ,企业 部 门 就 纯化 为 纯 部 门 了 . 企业 部 
门 的 纯化 工作 是 一 件 十 分 繁杂 的 过 程 ,纯化 到 什么 
程度 应 视 具 体 情况 综合 考虑 决定 . 

产品 部 门 (product sectors) 即 “ 纯 部 门 ” 

联合 国 国 民 核 算 体 系 投入 产 出 表 (input-outpnut 
tables of united nations SNA) 抽象 地 概括 了 产品 
(商品) 部 门 之 间 和 产品 部 门 以 及 产业 部 门 ( 非 纯 产 
业 部 门 ) 之 间 经 济 生产 活动 中 相互 联系 的 一 张 矩 阵 
形式 的 表 . 如 下 表 所 示 : 


该 表 分 四 大 部 分 : 
第 一 部 分 是 产品 (商品 ) 间 的 流量 ; 


EE 
| 
| 
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第 二 部 分 是 产业 部 门 〈 非 纯 部 分 ?消耗 产品 的 流 
量 部 分 ,简称 表 , 这 个 表 的 每 一 列表 示 某 产业 部 
门 对 各 种 产品 的 消耗 量 , 这 样 的 数据 容易 在 现行 的 
统计 体系 下 得 到 ; 

第 三 部 分 是 产业 部 门 制造 或 生产 产品 的 部 分 ， 
又 称 产 出 表 、 制 造 表 , 简 称 V 表 , 这 个 表 的 每 一 行 表 
示 某 产业 部 门 制造 各 种 产品 的 数量 情形 ,这 样 的 数 
据 在 产业 部 门 的 统计 制度 下 也 易 取 得 ; 

第 四 部 分 是 产业 部 门 对 产业 部 门 ( 不 是 对 产品 ) 
生产 中 相互 消耗 掉 的 流量 , 它 的 每 一 列表 示 某 产业 
部 门 对 其 余 产业 部 门 (也 包含 自身 ) 的 消耗 量 ( 通 过 
产品 ). F 表示 产品 最 终 需 求 列 向 量 ,Q 表示 总 产品 
列 向 量 , 它 是 由 U 表 中 各 行 与 F 中 各 行 的 和 所 组 
成 ,G 表示 产业 部 门 总 产 出 列 向 量 , 它 是 由 V 表 中 
各 列 的 和 所 组 成 ,Y' 表 示 原 始 投 入 (工资 利润 .税金 
等 ) 行 向 量 . 该 表 也 是 用 数学 推导 法 编制 投入 产 出 表 
的 基础 . 

数学 推导 法 (method of mathematical solution) 
亦 称 产 品 ( 商 品 ) 产 业 部 门 投 入 产 出 表 法 . 联合 国 统 
计 局 主要 根据 英国 编制 投入 产 出 表 的 经 验 提出 的 一 
种 编制 投入 产 出 表 的 简化 方法 . 这 种 方法 以 联合 国 
国民 核算 体系 投入 产 出 表 为 基础 ,根据 表 中 提供 的 
产品 与 产业 部 门 间 流 量 表 (UV 表 ) 和 产业 部 门 的 产品 
BEV 表 ) 的 原始 数据 资料 ,在 两 个 假定 下 用 数学 方 
法 推导 出 产品 ( 纯 部 门 ) 间 的 直接 消耗 系数 矩阵 (或 
流量 矩阵) 和 产业 部 门 间 的 直接 消耗 系数 矩阵 . 数学 
推导 法 的 优点 是 可 以 直接 利用 现 有 产业 部 门 的 核算 
体系 ,避免 了 企业 部 门 的 纯化 工作 ,大 大 减少 了 编制 
投入 产 出 表 的 工作 量 . 缺点 是 由 于 这 种 方法 是 在 两 
个 很 强 的 假定 下 推算 的 ,而 这 些 假定 又 往往 与 实际 
情况 有 较 大 出 人 ,因此 算出 的 直接 消耗 系数 矩阵 (或 
流量 矩阵 ) 不 准确 ,经 党 还 需要 辅 之 于 其 他 方法 进行 
校正 . | 

消耗 矩阵 (consumption matrix) 数学 推导 法 
编制 投入 产 出 表 的 重要 依据 之 一 . 指 由 联合 国 国民 
核算 体系 投入 产 出 表 的 UU 表 中 各 行 元 素 组 成 的 n 
阶 方 阵 , 它 的 各 个 元 素 表 示 该 元 素 所 在 列 的 产业 部 
门 在 一 定时 期 对 该 元 素 所 在 行 的 产品 的 消耗 量 . 这 
种 数据 很 容易 从 产业 部 门 的 现存 核算 统计 体系 中 取 
得 ,用 wj 记 之 . 

til i 4B FE (manufacture matrix) 数学 推导 法 
编制 投入 产 出 表 的 重要 依据 之 一 . 指 由 联合 国 国 民 
核算 体系 投入 产 出 表 的 了 表 中 各 行 元 素 组 成 的 7 
阶 方 阵 , 它 的 各 个 元 素 表 示 该 元 素 所 在 行 的 产业 部 
门 在 一 定时 期 制造 的 该 元 素 所 在 列 的 产品 数量 ,这 
种 数据 也 很 容易 从 产业 部 门 中 查 取 ,用 vij 记 之 . 

产品 工艺 解法 (product technology solution) 
计算 产品 ( 纯 部 门 ) 之 间 流 量 和 矩阵 或 者 直接 消耗 系数 
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矩阵 的 一 种 数学 解法 . 这 是 数学 推导 法 编制 投入 产 
出 表 的 主要 内 容 之 一 ,是 指 在 产品 工艺 假定 下 ,用 产 
业 部 门 对 产品 的 直接 消耗 系数 矩阵 B 和 产业 部 门 
的 产品 比例 系数 矩阵 C 推算 出 的 产品 间 的 直接 消 
耗 系数 矩阵 的 一 种 解法 . 计算 公式 为 
Ae BOs 

式 中 A 表示 在 产品 工艺 假定 下 的 产品 间 的 直接 消 
耗 耗 系数 和 矩阵 ,所 有 的 矩阵 均 为 n 阶 方 阵 . 

产业 部 门 工艺 解法 (industry technology solu- 
tion) 计算 产品 ( 纯 部 门 ) 之 间 流 量 矩 阵 或 者 直接 
消耗 系数 矩阵 的 一 种 数学 解法 .是 数学 推导 法 编制 
投入 产 出 表 的 主要 内 容 之 一 ,是 指 在 产品 工艺 假定 
下 ,用 产业 部 门 对 产品 的 直接 消耗 系数 矩阵 B 和 市 
39 0) i A RUE Pk D 推算 出 的 产品 间 的 直接 消耗 系 
数 和 矩阵 的 一 种 解法 . 计算 公式 为 

A,;=BD, 

AP A 表示 在 产品 工艺 假定 下 的 产品 间 的 直接 消 
TE BUH , PU UAR SION. n 阶 方 阵 . 

产品 工艺 假定 (product technology assumption) 
数学 推导 法 编制 投入 产 出 表 的 两 个 假定 之 一 . 同一 
种 产品 不 管 哪 一 个 产业 部 门生 产 的 , 它 的 消耗 系数 
矩阵 都 是 相同 的 , 即 具 有 相同 的 消耗 结构 .产品 工艺 
假定 与 实际 比较 是 有 出 人 的 ,因此 凡 在 这 个 假定 下 
推出 的 结论 仅仅 是 实际 情形 的 一 种 近似 ,往往 还 要 
辅 之 以 其 他 方法 进行 校正 . 在 这 个 假定 下 ,用 数学 方 
法 可 以 推算 出 纯 部 门 之 间 的 直接 消耗 系数 矩阵 或 者 
流量 矩阵 . 

产业 部 门 工艺 假定 (industry technology as- 
sumption) 数学 推导 法 编制 投入 产 出 表 的 两 个 假 
定之 一 . 指 同一 个 产业 部 门生 产 的 所 有 种 产品 ,都 具 
有 相同 的 消耗 结构 , 即 消 耗 系数 相同 . 产业 部 门 工艺 
假定 与 实际 比较 出 人 较 大 ,因此 在 这 个 假定 下 推出 
的 结论 最 多 也 仅仅 是 实际 情形 的 一 种 不 精确 的 近 
似 ,往往 还 要 辅 之 以 其 他 方法 对 绪论 进行 修正 .在 这 
个 假定 下 ,无 需 进 行 产 业 部 门 的 纯化 ,只 要 用 数学 方 
法 就 可 以 得 到 纯 部 门 之 间 的 直接 消耗 系数 矩阵 或 者 

混合 工艺 解法 (hybrid technology solution) 
产品 工艺 解法 和 产业 部 门 工 艺 解 法 的 一 种 复合 解 
法 . 是 指数 学 推导 法 编制 投入 产 出 表 的 过 程 中 对 一 
部 分 产品 采用 产品 工艺 假定 ,然后 用 U RMV RE 
供 的 数据 ,推算 出 产品 ( 纯 部 门 ) 间 的 直接 消耗 系数 
矩阵 的 方法 .混合 工艺 解法 虽然 与 实际 的 产品 间 直 
接 消 耗 系数 矩阵 相 比 较 只 是 一 种 近似 ,但 是 要 比 单 
独 的 产品 工艺 解法 和 产业 部 门 工艺 解法 精确 . 

市 场 份 额 系数 矩阵 (market-share coefficient 
matrix) 亦 称 供应 系数 矩阵 .产业 部 门 ( 行 ) 久 产品 
CI BS n BY A BBM, FI D RAR A DSV, AP 


V fen 阶 制造 矩阵 ， 
Q=diag(gi,g2 "94) ,91(1=1,2,°.",n) 
表示 第 i 种 产品 的 总 产 出 .DD 的 列表 示 n 个 产业 部 
门 制 造 的 某 种 产品 占 该 种 产品 总 产量 的 份额 ( 比 
E). 市 场 份额 系数 矩阵 可 由 VV RAB Ie 

Q 得 到 .产业 部 门 工 艺 解法 中 要 用 到 这 个 矩阵. 
供应 系数 矩阵 (Supply coefficient matrix) Bp 
“市 场 份 额 系数 和 矩阵” 

产品 比例 系数 和 矩阵 (product-mix coefficient 
matrix) 亦 称 产 出 系数 矩阵 或 制造 系数 矩阵 . 各 产 
业 部 门 制 造 的 每 种 产品 占 各 产业 部 门 总 产值 比例 的 
和 矩阵. FH C 表示 ,计算 公式 为 

cove’ 
AP V 是 制造 矩阵 ， 

G-—diag(gisgzs go giG 1,2, n) 

是 第 :个 产业 部 门 的 总 产值 .产业 比例 系数 矩阵 可 
由 站 表 和 产业 部 门 总 产值 列 向 量 C 的 原始 数据 得 
到 .产业 部 门 工 艺 解法 中 要 用 到 这 个 矩阵 ， 

产 出 系数 矩阵 (output coefficient matrix) Bf 
“产品 比例 系数 矩阵 ” 

制造 系数 矩阵 (make coefficient matrix) Bp 
“产品 比例 系数 矩阵 ” 

直接 投入 系数 和 矩阵 (direct input coefficient ma- 
trix) 亦 称 投 入 系数 矩阵 .过 表 的 一 种 无 量 纲 系 数 
矩阵 . 是 指 产品 ( 行 )X 产 业 部 门 ( 列 ?的 系数 矩阵 ,用 
B 表示 ,计算 公式 为 

B=UG", 
AP U E dox PO ML BP A Cb BT 
对 产品 的 消耗 矩阵 )， 

G=diag fsbo gn) g: GH 152505) 
表示 第 i 个 产业 部 门 的 总 产值 . BY) 8 — FI] Ze my 8E 
一 个 产品 部 门 单位 总 产值 中 所 消耗 的 每 一 种 产品 的 
数量 ,因此 B 也 称 为 产业 部 门 对 产品 的 直接 消耗 系 
TB E. 在 产品 工艺 解法 和 产业 部 门 工 艺 解法 中 都 
要 用 到 这 个 系数 矩阵 . 这 个 矩阵 的 元 素 非 负 且 小 于 
1. 直接 投入 系数 矩阵 不 是 纯 部 门 之 间 的 直接 消耗 系 
BOB E. 

jM R BH OF OB Cinput coefficient matrix) 
“直接 投入 系数 矩阵 ”. 

适时 修正 法 (adapt techniques) JR ff RAS 
法 . 一 种 简单 的 确定 计划 期 产品 部 门 直 接 消 耗 系数 
矩阵 的 数学 方法 . 这 个 方法 的 前 提 是 直接 消耗 系数 
矩阵 的 变化 来 自 于 两 个 方面 的 影响 :从 行 上 考察 是 
蔡 代 效应 的 影响 ,从 列 上 考察 是 制造 效应 的 影响 . 同 
时 还 假定 这 两 种 效应 对 各 产品 部 门 的 影响 具有 一 臻 
性 , 即 影响 是 均匀 一 样 的 .在 这 样 的 前 提 假 定 下 ,使 
用 计划 期 的 有 关 统 计数 据 对 报告 期 的 直接 消耗 系数 
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矩阵 进行 修订 ,修订 后 的 直接 消耗 系数 矩阵 就 作为 
计划 期 的 直接 消耗 系数 矩阵 . 具体 作法 如 下 :用 A? 
一 (ao)uxw 表 示 报 告 期 直接 消耗 系数 矩阵 ,用 = 
1,2,…,n) 表 示 对 第 i 种 产品 的 替代 效应 的 影响 ,用 
SCF= 1,2, 22) 表示 对 第 7 种 产品 的 制造 效应 的 影 
Df] ,那么 计划 期 直接 消耗 系数 矩阵 
A= (ij nxn = (rials nxn = RA'S. 
SEH R=diag (ry srosete sra) 9S =diag (5) sss 4 
Ball Be aN FE AN E B0] Te FA sl) 3e BY. 替代 效 
应 影响 和 制造 效应 影响 中 的 22 个 影响 未 知 量 的 确 
定 需要 解 方程 组 
RA'QS—U, 
RA'QS —V, 

式 中 R= (rsrs arn) aS = CS1 825155, 

Q-—diag(gi;q:, 9,059; 1,2, t0) 
表示 计划 期 第 ;种 产品 总 产值 ,U = Ca us 
Un) ,Ui(i 二 1,2,…,n) 是 计划 期 第 i 种 产品 的 中 间 
产品 总 量 ,V== (1 Vn vi) uC G=, 25° on) ETT 
划 期 第 7 种 产品 生产 中 的 中 间 投 入 (生产 消耗 ) 总 
量 . 4A',Q,U,V 是 已 知 的 ,求解 方程 组 通常 利用 迭代 
法 进行 .已 经 指出 这 种 方法 会 得 出 惟一 解 ,收敛 速度 
也 相当 快 . 如 果 AT 中 有 一 元 素 为 零 , 那 么 在 最 后 矩 
阵 A 中 它 仍然 是 零 ; 同 时 不 会 出 现 负 元 素 . 这 种 方 
法 的 优点 是 工作 量 小 ,花费 较 少 的 人 力 、 物 力 和 财 
J ,利用 较 少 的 调查 数据 ,在 电子 计算 机 上 可 以 很 快 
得 到 结果 ;缺点 是 两 个 假定 太 强 ,与 实际 出 入 较 大 . 
经 修改 后 的 结果 对 某 些 元 素 不 够 理想 ,但 经 验 指 出 
比 不 修改 直接 拿 来 作为 计划 期 消耗 系数 为 好 .适时 
修正 法 是 1960 年 前 后 首先 在 美国 的 剑桥 大 学 发 展 
起 来 . 适时 修正 法 中 的 两 种 影响 因素 是 由 英国 计量 
经 济 学 家 斯 通 (Stone ,J. R. N. ) 提 出 的 . 

RAS 法 (RAS method) 即 “ 适 时 修正 法 ” 

RAS 双边 比例 调整 过 程 (RAS bi-proportional 
adjustment process) 适时 修正 法 中 ,求解 行 乘 数 、 
列 乘 数 迭 代 法 的 具体 过 程 . 是 指 从 报告 期 的 直接 消 
耗 系数 和 矩阵 出 发 , 沿 着 它 的 各 行 各 列 逐 次 进行 按 比 
例 调整 , 即 用 和 迭代 出 来 的 行列 乘 数 左 乘 、 右 乘 报告 
期 直接 消耗 系数 矩阵 ,经 过 有 限 次 步骤 后 、 行 、 列 合 
计数 与 计划 期 列 、 列 合计 数 的 误差 不 超过 预先 给 
的 精确 度 ,就 认为 迭代 过 程 完结 . 

改进 的 RAS 法 (modified RAS method) 确定 
计划 期 直接 消耗 系数 矩阵 的 一 种 方法 . 指 把 可 用 其 
他 方法 确定 出 的 计划 期 的 某 些 直接 消耗 系数 固定 ， 
不 参加 迭代 调整 ;同时 把 它们 在 计划 期 的 流量 从 外 
生 给 定 的 行 、 列 控制 数 中 扣除 ,并 把 报告 期 的 直接 消 
耗 系数 矩阵 中 的 相应 元 素 换 为 零 , 形 成 RAS 法 调整 
的 出 发 点 ;然后 按 适时 修正 法 的 步骤 进行 等 到 计划 
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期 的 直接 消耗 系数 矩阵 4 求 出 后 ,再 把 已 确定 出 的 
直接 消耗 系数 植 人 4 的 相应 位 置 上 (报告 期 矩阵 中 
某 一 元 素 为 零 , 经 过 迭代 后 , 它 仍然 为 零 ). 改进 的 
RAS 法 经 许多 国家 编制 投入 产 出 表 的 经 验证 明 , 计 
算 结果 较 适 时 修正 法 好 . 

替代 影响 (substitution effects) ” 亦 称 替代 效 
应 .英国 计量 经 济 学 家 斯 通 (Stone ,J. R. N. ) 提 出 的 
影响 直接 消耗 系数 的 两 个 因素 之 一 . 指 生 产 过 程 中 
消耗 的 某 种 产品 被 男 一 种 产品 代替 ,引起 被 代用 产 
癌 的 消耗 系数 下 降 , 代 用 产品 的 消耗 系数 上 升 . 斯 通 
假定 这 种 替代 影响 对 所 有 产品 部 门生 产 中 消耗 的 这 
种 产品 是 均匀 一 致 的 . 蔡 代 影响 是 适时 修正 法 中 的 
前 提 之 一 . 

替代 效应 (substitution effects) 
啊 ”. 

制造 影响 (fabric effects) Ape Py. 英国 
计量 经 济 学 家 斯 通 (Stone,J. R. N. ) 提 出 的 影响 直 
接 消 耗 系数 的 两 个 因素 之 一 . 指 产 品 制造 过 程 中 由 
于 工艺 技术 水 平 . 管 理 水 平 的 变化 对 直接 消耗 系数 
的 影响 ,通常 用 中 间 投 入 在 总 产值 中 所 占 比重 的 变 
动 来 粗略 地 衡量 制造 影响 的 大 小 .斯 通 假定 这 种 制 
造影 响 对 所 有 产品 都 是 均匀 一 致 的 . 制造 影响 是 适 
时 修正 法 中 的 前 提 之 一 . 

制造 效应 (fabric effect) ” 即 “ 制 造影 响 ”. 

47 Fe HW (row multipliers) ZR E ERTC SEX. 用 
以 度量 代替 影响 大 小 的 非 负 数 . 由 于 这 种 影响 直接 
消耗 系数 大 小 的 原因 是 从 投入 产 出 表 行 上 发 生 的 ， 
MAITRA. 行 乘 数 是 适时 修正 法 中 要 用 迭代 法 寻 
找 的 未 知 数 ， 

tt FE BW (substitution multipliers) 
a”. 

Fil Æ t (column multipliers) 亦 称 制 造 乘 数 . 
用 以 度量 制造 影响 大 小 的 非 负 数 . 由 于 这 种 影响 直 
接 消 耗 系数 大 小 的 原因 是 从 投入 产 出 表 列 上 发 生 
的 , 故 名 列 乘 数 . 列 乘 数 是 适时 修正 法 中 要 用 迭代 法 
寻找 的 未 知 数 . 

制造 乘 数 (fabric multipliers) — B[ site S". 

行 合 计数 (Crow totals) 确定 计划 期 直接 消耗 
系数 矩阵 的 适时 修正 法 中 用 到 的 一 个 数 . 指 适 时 修 
正法 迭代 过 程 的 每 一 步 , 得 到 的 流量 矩阵 每 行 上 元 
素 ( 流 量 ) 的 总 和 . 行 合计 数 有 个 ,这 个 行 合 计数 
组 成 一 个 合计 数列 向 量 . 比较 行 合 计数 与 行 控 制 数 ， 
可 以 确定 适时 修正 法 中 迭代 过 程 应 否 完结 . 

列 合计 数 (column totals) 确定 计划 期 直接 消 
耗 系数 矩阵 的 适时 修正 法 中 用 到 的 一 个 数 . 指 适 时 
修正 法 和 欠 代 过 程 的 每 一 步 , 得 到 的 流量 和 矩阵 每 列 上 
元 素 ( 流 量 ) 的 总 和 . 列 合 计数 及 个 ,这 个 列 合计 
数组 成 一 个 列 合计 数 行 向量 . 比较 列 合计 数 与 列 控 
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即 “ 行 乘 


制 数 ,可 以 确定 适时 修正 法 中 迭代 过 程 应 否 完 结 . 

行 控 制 数 (row constraints) E Bf IE T B9 35 
代 过 程 中 用 以 确定 迭代 步骤 是 否 终 止 的 一 个 非 负 
数 . 指 计 划 期 流量 矩阵 (未 知 ) 每 行 元 素 外 生 给 定 的 
T. 行 控 制 数 有 ?2 个 ,它们 组 成 一 个 行 控制 数列 向 
量 . 

列 控 制 数 (column constraints) 适时 修正 法 
的 迭代 过 程 中 用 以 确定 迭代 步骤 是 否 终 止 的 一 个 非 
负数 . 指 计划 期 流量 和 矩阵 (未 知 ) 每 列 元 素 外 生 给 定 
PURI. 列 控制 数 有 个 ,它们 组 成 一 个 列 控制 数 行 向 
fH. 

RAS 4h #6 jE (RAS extrapolations) 用 RAS 
方法 对 未 来 时 期 经 济 系 统 内 产品 之 间 直 接 消耗 系数 
的 一 种 预测 方法 . 即 根据 报告 期 的 直接 消耗 系数 采 
FA RAS 方法 预测 未 来 时 期 的 直接 消耗 系数 . 

投入 产 出 分 析 的 应 用 (application of input-out- 
put analysis) ”借助 投入 产 出 的 理论 .思想 和 方法 ， 
解决 社会 生活 领域 中 的 有 关 问 题 . 特别 重要 的 是 解 
决 经 济 生产 领域 中 的 一 系列 重大 问题 . 主要 方面 有 : 

1. 编制 经 济 计 划 ,特别 是 编制 中 长 期 经 济 计 划 
提供 信息 资料 . 

2. 利用 投入 产 出 表 可 以 进行 多 项 经 济 预 测 , 如 
总 产值 .最 终 产品 .价格 、 兆 产值 等 . 

3. 借助 投入 产 出 分 析 的 理论 和 数学 模型 评估 采 
取经 济 政策 时 对 各 产品 部 门 的 影响 和 承受 能 力 . 比 
如 减少 对 某 一 部 门 的 投资 ,提高 某 些 部 门 的 产品 价 
格 对 整个 经 济 系统 的 影响 . 

4. 计算 产品 中 的 完全 劳动 消耗 从 而 研究 和 估算 
产品 的 理论 价格 . 

5. 分 析 和 确定 某 些 重 要 的 比例 关系 . 比如 两 大 
部 类 比例 .积累 和 消费 比例 等 .利用 投入 产 出 表 通 过 
比较 各 产品 部 门 的 投入 和 产 出 ,所 费 与 所 得 可 以 获 
得 产品 部 门 经 济 效益 的 信息 . 

6. 依据 投入 产 出 分 析 的 理论 和 建立 数学 模型 的 
方法 设置 专门 的 投入 产 出 模型 用 以 研究 一 些 专门 的 
问题 ,比如 环境 污染 问题 .收入 分 配 问题 ,人口 就 业 
问题 .能 源 问题 等 . 

7. 借助 投入 产 出 表 编 制 经 济 指数 ,比如 物 量 指 
数 、 价 格 指数 、 增 长 率 等 . 

投入 产 出 优化 模型 (optimization model of in- 
put-output) 投入 产 出 分 析 的 理论 和 数学 规划 理 
论 结合 而 建立 的 优化 数学 模型 . 其 种 类 有 静态 和 动 
态 投 入 产 出 优化 模型 . 单 目 标 和 多 目标 的 投入 产 出 
优化 模型 .由 于 投入 产 出 分 析 中 的 数学 模型 主要 是 
线性 模型 ,因此 ,投入 产 出 优化 模型 主要 是 线性 规划 
模型 . 目标 函数 由 经 济 系统 的 决策 者 根据 中 长 期 经 
济 社 会 发 展 的 目标 确定 ,比如 取 计 划 期 国民 收入 达 
到 最 大 、 社 会 最 终 产值 达到 最 大 、 某 些 产 品 部 门 的 总 


产值 或 净 产 值 达到 最 大 等 . 约束 条 件 往往 由 计划 期 
内 的 资金 ,资源 物力 等 通过 投入 产 出 的 基本 方程 来 


充当 ,例如 ,下 面 就 是 一 个 静态 投入 产 出 优化 模型 的 
例子 : 

max Dy 
约束 条 件 是 


(T—:A)X—Y=0,B'X<LC'XZW, 
DX K.X c0" 0. 

AF A 是 直接 消耗 系数 矩阵 ,X 是 总 产品 列 向 量 ,Y 
是 最 终 产品 列 向 量 ,y,(i 二 1,2,…,n) 是 Y 的 第 i 个 
分 量 ,B 为 产品 消耗 劳动 力 的 系数 列 向 量 ,C 为 产品 
消耗 某 些 自然 资源 的 系数 向 量 ,D 为 产品 消耗 资金 
的 系数 列 向 量 , 工 为 劳动 力 资源 总 量 ,W ARPA 
然 资 源 可 用 总 量 ,K 为 资金 总 量 . 

投入 产 出 模型 的 种 类 (types of input-output 
model) ”依照 不 同 的 标准 ,对 投入 产 出 模型 所 作 的 
不 同 分 类 : 

1. 按照 分 析 时 期 的 不 同 分 为 静态 投入 产 出 模型 
(只 分 析 某 一 时 期 ) 和 动态 投入 产 出 模型 (分 析 多 个 
时 期 ). 

2. 按照 计量 单位 的 不 同 分 为 价值 型 投入 产 出 模 
型 (以 货币 为 单位 ) 和 实物 型 投入 产 出 模型 (以 实物 
为 单位 ). 

3. 按照 模型 编制 的 空间 的 不 同 分 为 世界 性 投入 
产 出 模型 \ 全 国 性 投入 产 出 模型 .地 区 间 投 入 产 出 模 
型 和 企业 投入 产 出 模型 . 

4. 按照 研究 对 象 的 不 同 分 为 产品 投入 产 出 模 
型 . 男 定 资产 投入 产 出 模型 .生产 能 力 投入 产 出 模 
型 价格 投入 产 出 模型 等 . 

5. 按照 编制 投入 产 出 表 的 时 期 不 同 分 为 报告 期 
投入 产 出 模型 和 计划 期 (预测 期 ) 投 入 产 出 模型 . 

静态 投入 产 出 模型 (static input-output model) 
投入 产 出 模型 的 一 种 . 只 研究 分 析 一 个 时 期 经 济 系 
统 内 部 再 生产 过 程 的 投入 产 出 模型 ,该 模型 中 投资 
预先 确定 ,不 考虑 投资 运动 对 后 续 时 期 生产 改变 的 
影响 . 反映 在 描述 模型 的 数学 方程 中 所 有 经 济 量 和 
直接 消耗 系数 都 和 时 间 没 有 明显 的 关系 ,也 不 含 投 
资 变量 ,更 不 出 现 带 有 时 灌 的 投资 系数 . 静态 投入 产 
出 模型 是 投入 产 出 分 析 的 理论 中 提出 最 早 、 研 究 最 
彻底 、 理 论 最 为 成 熟 \ 应 用 也 最 多 最 广泛 的 一 类 投入 
产 出 模型 . 静态 投入 产 出 模型 的 缺点 是 没有 考虑 时 
间 因 素 , 因 此 不 能 准确 地 反映 连续 的 知 于 时 期 经 济 
系统 内 部 各 产品 部 门 再 生产 活动 的 整体 状况 . 

动态 投入 产 出 模型 (dynamic input-output- 
model) 投入 产 出 模型 的 一 种 . 直接 消耗 系数 和 投 
资 系 数 与 时 间 有 关 或 者 投资 产品 有 一 定时 让 的 投入 
产 出 模型 .反映 在 投入 产 出 方程 中 是 直接 消耗 系数 
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和 矩阵、 投资 系数 矩阵 是 时 间 的 孔 数 ,投资 产品 从 最 终 
产品 中 分 离 出 来 这 有 一 定 的 时 沾 . 动态 投入 产 出 模 
型 的 目标 不 是 限定 在 一 个 时 间 点 上 ,而 是 要 考虑 从 
报告 期 到 计划 期 相同 隅 的 一 个 时 间 序 列 .动态 投入 
产 出 模型 最 早 由 哈 京 斯 (Hakins,D. ) F 1948 年 提 
出 ,其 后 罗马 尼 亚 学 者 乔治 斯 库 一 罗 根 (Geogescu- 
Roegen, N. ), Æ F] (Holley, J. 先后 于 1951 年 和 
1953 年 对 动态 投入 产 出 模型 进行 了 研究 ,但 是 列 昂 
WR (Leontief, W. ) 的 研究 在 国际 上 具有 代表 性 . 例 
如 列 昂 节 夫 在 《美国 经 济 结构 研究 ) 一 书 的 第 三 章 
《动态 分 析 》 中 就 提出 了 两 种 动态 投入 产 出 模型 : 封 
闭 式 模型 和 开局 式 模 型 . 动态 投入 产 出 模型 理论 的 
研究 与 静态 投入 产 出 模型 研究 相 比 较 还 很 不 成 熟 ， 
主要 是 因为 受到 数据 和 计算 上 的 限制 .但 动态 模型 
优 于 静态 模型 ,更 接近 于 实际 情形 . 

BAST (dynamic inverse) 动态 投入 产 出 模 
型 的 数学 方程 中 的 列 郧 节 夫 逆 和 矩阵 . 这 个 逆 和 矩阵 的 
元 素 是 时 间 上 上 的 函数 . 

封闭 式 投 入 产 出 模型 (closed input-output- 
model) 一 种 动态 投入 产 出 模型 . 它 是 列 昂 节 夫 
(Leontief , W. ) 于 1953 年 提出 的 这 个 模型 由 一 个 齐 
次 线性 常 微分 方程 组 描述 ,其 具体 形式 为 


s — Daye; — 315, occ 2,t*.,n). 
写成 矩阵 方程 形式 为 

dX 
AP XS (zi,xz，"…,Xs)” 是 产品 部 门 总 产 出 列 向 


量 ,4 Æ n 阶 直 接 消 耗 系数 和 矩阵,B JE n 阶 投资 系数 
矩阵 ,ar 和 6b; 分 别 表示 两 个 产品 部 门 间 的 直接 消耗 
系数 和 投资 系数 . 

开启 式 投 入 产 出 模型 (open input-output mod- 
el) 一 种 动态 投入 产 出 模型 . 它 是 列 郧 节 夫 (Leon- 
tief, W. ) 于 1953 年 提出 的 . 这 个 模型 由 一 个 非 齐 次 
线性 常 微分 方程 组 描述 ,其 具体 形式 为 


zr ass Db = 
写成 矩阵 方程 形式 为 
X— AX—B ct 一 d 
XB X= Craso z) 是 产品 部 门 总 产 出 列 向 


量 ,4 E n 阶 直接 消耗 系数 矩阵 ,B Bn 阶 投资 系数 
HERES 是 产品 部 门 最 终 净 产品 列 向 量 ,aj; 和 6; 分 别 
表示 两 个 产品 部 门 则 的 直接 消耗 系数 和 投资 系数 . 
和 封闭 式 投入 产 出 模型 比较 ,方程 的 右 端 多 了 一 项 
最 终 净 产品 . 这 是 一 个 改进 ,但 它 没 有 考虑 时 渍 因素 
的 作用 ,因此 不 能 精确 地 反映 实际 经 济 活动 的 过 程 . 

差分 方程 形式 的 动态 投入 产 出 模型 (dynamic 
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input-output model of difference equation) 一 类 
动态 投入 产 出 模型 . T RA EK (Leontief, W. ) 于 
1965 年 研究 过 的 以 差分 方程 形式 描述 的 . 其 具体 形 
式 为 


a A ba S 
(2 = 1,2,:*,n). 

写成 矩阵 方程 形式 为 

X'— AX’ — BCX"! -—X") =S}, 
或 

(I—A--B)X'- BX"!—-S', 

式 中 X 表示 时 间 OR VASE Ay RIO EST P] Pe 3 [8] 
量 ,S' 表示 时 间 为 1 时 的 最 终 净 产 品 列 向 量 ,4 表示 
n 阶 直接 消耗 系数 矩阵 ,B 表示 n 阶 投资 系数 矩阵 ， 
I 表示 nn 阶 单位 阵 ,ai; 和 bi 分 别 表示 两 个 产品 部 门 
间 的 直接 消耗 系数 和 投资 系数 . 

时 变 差分 方程 形式 的 动态 投入 产 出 模型 (dy- 
namic input-output model of difference equation in 
time) 差分 方程 形式 的 动态 投入 产 出 模型 的 一 种 
改进 . 是 由 列 昂 节 夫 (Leontief,W. ) F 1970 年 提出 
的 .方程 形式 为 

X'—A'X'—B''(x"'!—x»)-sSs 
或 
G'X'—-B'x''uzs, 

AP G=I-A'+B. 方程 中 不 仅 总 产品 列 向 量 
X'Q 维 )、 最 终 净 产品 列 向 量 S 有 时 间 上 标 , 而且 
直接 消耗 系数 矩阵 A’ 和 投资 系数 矩阵 ”都 有 时 
[B] E bx. 这 里 投资 系数 矩阵 BOAT] Lop et 1 表 
示 投 资产 品 使 用 时 间 , 产 出 时 间 仍 为 t. BIBLE PST TG 
为 1( 年 ), 这 点 是 该 模型 的 不 足 之 处 . 利用 这 个 方程 
可 以 研究 一 段 时 期 的 经 济 活动 情形 . 
| 投资 系数 (investment coefficient) ARATE 
资产 积累 系数 . 动态 投入 产 出 模型 中 常用 到 的 一 个 
统计 指标 . 是 指 时 间 上 十 1 时 第 j(j 二 1,2,…,n) 个 部 
门 ( 纯 部 门 ) 增 加 单位 产品 需要 第 1G 二 1,2,… dP 
投资 部 门 ( 纯 部 门 ) 在 时 间 上 供给 第 j 个 部 门 产品 的 
数量 ,用 4 表示 . 

d 


— ij 
ij b. uud 
T; Tj 


式 中 表示 t 时 i 投资 部 门 供给 j 部 门 产品 总 产 
量 ,z; 表示 j 部 门 + 时 的 产 出 总 量 . 


t 


(5,7 = 1 ,2,…，72)， 


定 资产 积累 系数 (fixed asset accumulation 


coefficient) BI“ ARR”. 
tr eH BW HE (investment coefficient matrix) 
以 投资 系数 作为 元 素 的 2 阶 方 阵 (假定 有 个 投资 
产品 部 门 ), 用 DR, DS (dy) KP dj i,j 
两 个 部 门 间 的 投资 系数 . 投资 系数 矩阵 在 动态 投入 
产 出 模型 中 经 常 出 现 ， 
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ATH (time lag) 时 间 清 后 . 经 济 活动 中 指 投入 
与 产 出 的 时 间 间 隔 . 比如 扩大 再 生产 过 程 中 投资 的 
产品 转化 为 新 的 生产 能 力 需要 一 定 的 时 间 ,这 个 时 
间 就 是 投资 产品 的 时 滞 . 不 同 的 投资 产品 具有 不 同 
的 时 汪 . 项 目 投资 时 清 的 计算 公式 : 

1. 一 个 项 目 投资 时 灌 的 计算 . RETE 

pm e 5)2-a,(n—1. 5) 7-437 2,0. 5 
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式 中 a; 为 第 i 年 投资 占 总 投资 的 比重 ,n 为 建设 周 
期 . 

2. 对 一 年 全 部 总 投资 时 滞 的 计算 .时 浇 


Ls = DEO E 


AP 7; 为 分 配 到 :部 门 的 投资 ,2 为 i 部门 以 年 为 
单位 的 时 水 . 


ze gr Tn du 


经 济 预 测 (economic forecast , economic predic- 
tion) ”对 经 济 变量 的 未 来 变化 .发 展 趋势 所 进行 的 
定性 的 或 定量 的 分 析 . 经 济 预测 是 一 个 比 商 情 预 测 
更 广泛 的 概念 . 几 属 社会 经 济 生 活 中 的 经 济 变量 ,如 


”从 宏观 上 的 国民 生产 总 值 ,社会 零售 总 额 ,物价 水 平 


等 ,到 微观 上 企业 的 销售 利润 等 ,产品 的 市 场 占 有 率 
以 及 市 场 经 营 方面 的 消费 倾向 ,以 至 股市 行情 等 ,其 
至 包括 能 反映 自然 环境 对 经 济 发 展 影 响 的 诸如 植被 
覆盖 率 ,降水 量 等 变量 的 预测 均 属 于 经 济 预测 的 范 
Be. 但 通常 人 们 也 习惯 于 用 经 济 预测 来 作为 国民 经 
济 发 展 总 趋势 预测 的 一 个 代名词 . 相 类 似 的 提 法 如 
经 济 走向 、 经 济 发 展 趋势 .经 济 增长 等 . EA ZR ER 

1. 短期 预测 : 指 对 今后 一 年 左右 时 间 内 的 经 济 
情况 预测 . 对 某 些 行业 来 说 ,可 能 这 个 期 限 还 要 短 一 
此 


一 -一 


2. 中 期 预测 : 指 对 今后 一 年 半 以 后 到 五 年 之 内 
时 间 里 的 经 济 情 况 预 测 . 

3. 长 期 预测 : 指 对 今后 五 年 乃至 十 年 以 上 时 间 
内 的 经 济 情况 预测 . 

经 济 预 测 还 可 简单 地 分 为 定性 预测 和 定量 预测 
两 种 . 从 使 用 的 方法 划分 ,可 分 专家 预测 法 、 因 果 模 
式 法 .时 间 序 列 法 .马尔 可 夫 预 测 分 析 .类 比 预测 法 、 
投入 产 出 法 .动态 规划 法 .周期 分 析 法 等 . 近年 来 新 
出 现 的 预测 方法 还 有 灰色 预测 法 .神经 网 络 法 .遗传 


短期 预测 (short-term forecast) 见 “ 经 济 预 
i^. 

中 期 预测 (medium-term forecast) WARM 
测 ". 


长 期 预测 (long-term forecast ) 
ji". 

商情 预测 (business forecast) 经济 预测 的 基 
本 概念 , 指 对 未 来 经 济 情况 的 预测 . 它 既 包括 一 般 工 
商业 企业 对 其 经 营 情况 ,销售 情况 ,成 本 耗费 , 财务 
开支 等 方面 的 预测 ,也 包括 对 物价 水 平 ,股市 走向 ， 
某 自然 资源 缠 藏 量 的 变化 等 方面 的 预测 ,对 整个 国 
民 经 济 未 来 发 展 总 趋势 的 预测 也 属于 商情 预测 . 商 
情 预 测 是 经 济 管理 的 一 项 重要 内 容 . 虽然 它 所 包括 
的 范围 与 经 济 预测 的 内 容 相 比 要 稍 罕 一 些 , 但 在 西 
方 , 它 是 比 经 济 预测 更 为 通用 、 流 行 的 字眼 . 关于 商 
情 预 测 所 使 用 的 方法 参见 “经 济 预测 ”. 

定性 预测 (qualitative forecast) 亦 称 直接 预 
测 法 . 经 济 预测 的 一 种 类 型 . 指 由 预测 者 根据 被 预测 
对 象 内 在 性 质 、 特 点 及 其 过 去 和 现在 外 在 表现 形式 
的 变化 、 发 展 ,对 其 进行 非 数 量化 的 逻辑 推理 ,从 而 
得 出 对 被 预测 对 象 未 来 发 展 趋势 及 变化 程度 的 直观 
推测 和 判断 的 方法 . 专家 预测 法 、 类 比 预 测 法 、 市 场 
调查 法 等 常用 来 进行 定性 预测 分 析 . 定性 预测 与 定 
量 预 测 虽 然 有 本 质 区 别 ,但 在 实际 应 用 时 , 却 往 往 是 
相互 借 重 , 互 为 参照 的 .定性 预测 可 以 为 定量 预测 提 
供 量 化 的 范围 ,而 定量 预测 则 为 定性 预测 提供 可 靠 
依据 . 

直接 预测 法 (intuitive predicted method) Bf 
“定性 预测 ”. 

E MQM (quantitative forecast) 经济 预测 的 
一 种 类 型 . 指 由 预测 者 根据 预测 变量 与 其 他 相关 变 
量 间 内 在 的 数量 关系 ,通过 建立 合适 的 数学 模型 ,对 
其 展开 定量 的 分 析 , 从 而 得 出 预测 值 的 方法 .有 时 由 
预测 者 对 被 预测 对 象 做 出 的 主观 判断 也 可 称 为 定量 
预测 ,但 经 常用 作 定 量 预测 分 析 的 是 回归 分 析 法 dT 
量 经 济 模型 .时间 序 列 法 .投入 产 出 法 .周期 分 析 法 、 
灰色 预测 法 等 . 

定量 预测 可 为 定性 预测 提供 可 靠 的 依据 ,同时 
也 常 借助 定性 预测 来 界定 预测 的 范围 ,因而 定量 预 
测 与 定性 预测 是 互 为 依赖 ,相辅相成 的 . 

预测 误差 (error of forecast, prediction error) 
预测 值 与 实际 观测 值 之 间 的 差异 . 人 们 可 以 用 不 同 
的 方法 来 描述 预测 误差 . 例如 ,预测 的 绝对 误差 , 预 
测 的 相对 误差 ,以 及 预测 的 均 方 误差 等 . 造成 预测 误 
差 的 原因 是 多 方面 的 . 有 来 自 原始 数据 的 误差 ;有 来 
自 抽样 过 程 中 的 误差 ;有 来 自 模型 关系 的 误差 ;还 有 
一 些 是 随机 误差 . 

预测 的 绝对 误差 (absolute error of forecast) 
预测 误差 的 一 种 . 指 预 测 值 (F,) 与 实际 观测 值 (V,) 
之 差 的 绝对 值 : 即 

e =E= Vl (te) 
预测 的 绝对 误差 是 对 预测 方法 精确 性 的 一 种 直接 度 


见 “ 经 济 预 


经 济 预 测 


量 , 但 是 它 并 不 直观 ,因而 不 能 用 来 比较 不 同 预 测 方 
法 的 精确 性 . 在 实际 工作 中 ,人 们 往往 更 乐于 使 用 预 
测 的 相对 误差 ,来 间接 地 衡量 不 同 预 测 方法 的 精确 
程度 . 

预测 的 相对 误差 人 (relative error of forecast) 
预测 误差 的 一 种 . 指 预 测 的 绝对 误差 (e,) 与 实际 观 
测 值 (V,) 的 绝对 值 之 比 . Bp 

FV, 

Dew 6. 
ERR ,相对 于 实际 观测 值 来 说 ,预测 值 的 偏差 程度 
有 多 大 . 一 般 对 预测 方法 精确 度 的 要 求 有 不 同 的 等 
级 . 较 高 的 精确 度 要 求 yl ZMK y 三 2% ,一 般 的 精 
确 度 只 要 求 y 魏 59 ,甚至 yxclO75 BA. 

预测 的 误差 百分比 (erroneous percentage of 
forecast) ”预测 误差 的 一 种 表示 方式 . 指 预测 的 相 
对 误差 (人 7) 的 百分比 数 . 即 

A—5X10075. 

专家 预测 法 (expert predicted method) ” 亦 称 
主观 评估 法 . 专家 进行 的 预测 法 .一 般 是 由 专家 ( 们 ) 
利用 自己 的 专业 知识 和 经 验 ,通过 对 被 预测 对 象 的 
性 质 、 特 点 及 其 形式 与 结构 上 的 过 去 变化 进行 直观 
的 综合 分 析 , 从 而 给 出 被 预测 对 象 未 来 发 展 趋势 及 
变化 程度 的 主观 推测 与 判断 . 专家 预测 法 简便 易 行 ， 
但 其 精确 度 只 能 满足 一 般 的 要 求 . 之 所 以 使 用 该 方 
法 进行 经 济 预测 的 原因 在 于 : 

1. 原 预测 模型 中 的 变量 在 结构 和 变化 形式 上 出 
现 了 一 些 差 异 , 而 一 时 又 无 法 完成 对 模型 的 改进 工 
f£. 

2. 有 许多 建立 数学 模型 所 必需 的 可 靠 的 数据 和 
资料 无 法 取得 . 

3. 缺乏 建立 合适 的 数学 模型 的 方法 . 

4. FER] X iB ,无 法 利用 现 有 的 预测 模型 进行 细 
致 的 计算 和 分 析 , 而 同时 并 不 需要 精度 很 高 的 预测 
结果 ,只 需要 了 解 某 项 指标 的 可 能 范围 和 大 致 的 等 
级 . 

从 方法 上 来 看 ,专家 预测 可 分 为 直接 评估 法 和 
概率 判断 的 方法 . 而 从 组 织 形式 上 来 看 ,专家 预测 法 
包括 : 

1. 专家 个 人 判断 . 即 由 个 别 的 权威 专家 给 出 预 
测 判 断 的 方法 . 其 优点 是 简单 明了 ,缺点 是 预测 结果 
容易 受到 专家 知识 面 , 逻 辑 推理 能 力 ,分 析 问 题 的 习 
惯 及 个 人 对 被 预测 事物 感 兴趣 程度 的 局 限 . 

2. 专家 会 议 法 . 即 组 织 一 定 范围 内 的 有 关 专 家 ， 
通过 开会 ,商讨 ,交流 看 法 而 给 出 预测 结果 的 方法 . 
其 优点 是 提取 信息 量 较 大 ,集思广益 ,互相 启发 ,从 
而 可 使 预测 结果 更 精确 ,缺点 是 容易 造成 个 别 权威 
专家 左右 会 议 结果 的 局 面 . 


3. 特 尔 韭 法 . 


F, E 
ilg 1 (1—1,2,:*), 
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主观 评估 法 (Csubjective assessment method) 
即 “ 专 家 预测 法 ”. 

专家 个 人 判断 (individual assessment using ex- 
pert) IL" zx pim n. 

专家 会 议 法 (expert meeting method) 
家 预测 法 ”. 

直接 评估 法 (direct assessment method) — fh 
专家 预测 法 . 指 由 专家 直接 给 出 对 被 预测 变量 的 主 
观 预测 判断 的 方法 . 有 时 为 了 更 充分 地 利用 专家 所 
掌握 的 专业 知识 、 经 验 和 信息 , 除 要 求 专 家 给 出 一 个 
最 可 能 值 作为 预测 结果 外 ,还 要 求 专家 给 出 一 些 其 
他 可 能 出 现 的 预测 值 . 例如 ;预测 一 项 工程 的 完成 时 
间 人工, 要 求 专家 给 出 最 可 能 的 完工 时 间 CMT), 乐 观 
的 完工 时 间 (O7T) 和 保守 的 完工 时 间 CPT) 三 种 直接 
评估 值 ,预测 结 果 为 

T 


见 专 


6 
SOT + PT + 4MT’ 
标准 差 为 
OT — PT 
BE 
HE xs FE fh HH probability assessment method) 
一 种 专家 预测 法 . 即 要 求 专 家 给 出 在 不 同 可 能 性 之 
下 的 预测 结果 . 例如 ,专家 对 某 厂 家 的 某 种 商品 的 市 
场 占 有 率 情况 预测 如 下 : | 
1. 市 场 占有 率 MP 肯定 会 超过 25%. 
2. MP 超过 28% 的 可 能 性 是 75%. 
3. MP 超过 32% 的 可 能 性 是 25%. 
4. MP 不 可 能 超过 35%. 于 是 有 : 
P(MP<25%)=P(35% MP)=0. 
P(25% <MP[L28%)=P(32%<MP<35%)=25%. 
P(28%<MP<32%)=50%,. 
最 后 ,经 加 权 法 计算 可 知 : 该 厂家 该 种 商品 的 市 场 占 
^ * MP 的 最 可 能 范围 为 28. 25%< MP x 
31. 7596 ,相对 误差 9:12 96. 有 时 要 求 专家 给 出 的 
是 各 种 可 能 结果 的 概率 值 . 这 种 方法 在 几 个 紧密 衔 
接 的 过 程 中 的 连续 应 用 就 构成 了 马尔 可 夫 链 法 ， 
#¢ OR SESE (Delphi method) 一 种 专家 预测 法 . 
是 专家 会 议 法 的 一 种 形式 . 它 由 美国 兰 德 公司 于 
1964 年 首次 推出 并 用 于 技术 预测 . 它 有 以 下 几 个 特 
P 
1. 由 许多 专家 分 别 独立 地 给 出 第 一 轮 的 预测 
值 . 
2. 由 主持 人 将 第 一 轮 的 预测 值 加 以 统计 计算 ， 
并 将 所 得 的 部 分 信息 ,如 中 位 数 和 分 位 数 , 反 馈 给 各 
位 专家 ,征求 他 们 的 意见 . 
3. 重复 上 面 的 步骤 ,直到 预测 结果 的 中 位 数 、 
25% 分 位 数 及 75% 分 位 数 稳定 为 止 . 
在 使 用 特 尔 斐 法 进行 预测 时 ,有 时 为 了 尊重 个 
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别 权威 专家 的 意见 ,在 对 各 轮 预 测 结 果 进 行 统 计 计 
算 时 ,还 要 加 入 相应 的 权 数 . 利用 特 尔 斐 法 进行 定量 
预测 时 ,一 般 要 进行 三 至 五 轮 , 有 时 由 于 时 间 关 系 ， 
仅 进 行 二 轮 预 测 也 能 产生 很 好 的 结果 . 

因果 模式 法 (causal model method) 一 种 统计 
预测 法 . 它 是 指 由 经 济 变量 的 大 量 统计 资料 出 发 , 根 
据 一 定 的 规则 ,把 经 济 变 量 间 所 体现 出 的 统计 关系 
抽象 概括 为 晒 数 关系 ,并 由 此 形成 一 部 分 变量 对 另 
一 部 分 变量 的 解释 ,进而 获得 被 解释 变量 的 预测 值 
的 方法 .因果 模式 法 包括 两 种 : 

1. 回归 分 析 法 . 

2. 更 复杂 的 经 济 计量 模型 法 . 

回归 分 析 法 (regressive analysis method) 因 
果 模 式 法 之 一 . 它 是 经 济 预测 中 经 常 使 用 的 一 种 方 
法 , 即 用 一 定 的 函数 关系 了 二 A(X) 去 近似 模拟 经 济 
"dE X.Y 间 的 统计 关系 ,这 里 的 X.Y 均 可 以 是 多 
维 的 变量 ,但 回归 分 析 法 一 般 只 考虑 Y 是 一 维 的 情 
况 ,而 经 济 计 量 模型 法 一 般 考 虑 Y 是 多 维 变量 . 回 
归 分 析 的 模型 可 用 下 式 表达 

(Y |X Xan) 
= f(X,, X, Bie Be) He. 

ix H FR REO 了 的 种 类 ,可 分 为 线性 回归 与 非 线 性 回 
归 两 种 ,其 中 线性 回归 是 最 基本 的 .有些 非 线 性 的 孙 
数 f 可 以 通过 变量 蔡 换 而 化 为 线性 的 ,例如 : 


LX i bat Be, 


&Y'-—1/Y.X' =1/X ,可 化 为 线性 回归 模型 
Y* =a +ßX* +e. 
2. RAMY =AX n Xhe, 
4 X/ —InX; G—1,2,*,2),Y* —1nY, A' =InA, 
e 一 lne, 可 化 为 线性 回归 模型 


oe DaX ae 
i=] 


3. JE RY eR A LY = Aexp (BX 十 e). 
4 Y" —1nY,A' —lnA. 可 化 为 线性 回归 模型 
YSA TBATE 
4. XE RR: Y =at BlnX, tep lnX, +e. 
4 X? =]nX; (i 二 1,…,k) ,可 化 为 线性 回归 模型 


k 
Y=a+ ` BX +e. 


| EE COR 
Drum APRIL Y= RÀ e 

4 Y'—1/Y,X'-—e*,up eX 2E Be 
Y*=a+PX* +e. 


经 济 计量 模型 法 (econometric model method) 
因果 模式 法 之 一 . 即 用 经 济 计量 学 方法 建立 数学 模 
型 来 进行 经 济 预 测 的 一 种 方法 . 广义 地 ,回归 分 析 法 
也 是 经 济 计 量 模 型 法 的 一 种 ,但 是 通常 把 经 济 计量 


模型 法 理解 为 建立 多 变量 的 回归 分 析 模 型 , 即 联 立 
方程 组 模型 . 许多 宏观 经 济 预 测 问 题 都 需要 用 经 济 
计量 模型 来 研究 . 大 型 的 宏观 经 济 模型 中 的 变量 其 
至 会 多 达成 千 上 万 . 建立 这 样 的 预测 模型 的 工作 量 


是 非常 大 的 . 
线性 模型 法 (linear model method) 回归 分 析 
的 基本 模型 ,其 中 间 归 呈 线 性 趋势 : 
YA rax Ire 
模型 为 
Y= Xa +e, 
e ~ N(0,0*). d 


这 里 X—.X,2X,:.X2012(00,.:-.D7.X,, 
Xs，… X, 为 观测 数据 组 成 的 列 癌 量 ) 是 一 个 pXg 
阶 和 矩阵 ,p= 二 nn 十 1 十 d ,4d HAHE.gH=n+1,a=(a, 
asa). 24 n22 1 时 ,模型 (1) 称 为 多 元 线性 回归 
模型 ; 当 n==1 时 ,模型 (1) 称 为 一 元 线性 回归 模型 . 
后 一 情形 中 ,模型 的 估计 参数 只 有 两 个 ， 
n» XY, X.» Y, 

n >) X} 一 C X! 

à, = Y — àX. 

KB X,Y 分 别 表示 解释 变量 和 被 解释 变量 关于 样 
本 X,Y 的 均值 . 一 般 情形 中 ,由 最 小 二 乘法 可 以 
确定 


a= 


aC X) XY, 
xx HB E CXTXO -存在 ,否则 要 用 桥 回 归 法 . £x TE 
模型 的 预测 分 为 点 预测 和 区 间 预 测 : 
1. 点 预测 :对 给 定 样本 Xu 一 (1,Xo,…，Xo)， 
其 点 预测 值 
Y,— É(Y,|X, =X â= à, - a, X31 tee ta X one 
2. 对 Yu 的 条 件 期 望 值 ECY. |X WARM 为 


ae V X,CXT X)! XT ÉQQ,| X4) 


«Yo, NX OUX)7 XT, 
其 中 + 为 置信 度 ,通常 取 0. 05,0. 03 或 0. 01,7: hill 
从 tw 分布 的 随机 变量 在 c/2 处 的 取 值 ,ae 是 随机 误 
差 项 e 的 方差 的 估计 值 :c* 是 随机 误差 项 s 的 方差 
I5 fli (o. — >efes/4d, 其 中 4 为 自由 度 , 而 e 为 
离 差 Y 一 了 ,二 1,…,n 十 1 十 4 为 点 预测 值 . 
3. 对 指定 值 的 区 间 预 测 为 


Pti V 1--X,QU XI XI YS 
<¥o—t56, V 1+X (XTX XT. 


当 线 性 模型 存在 着 多 重 共 线性 ( 即 解释 变量 间 存 在 
着 一 种 近似 线性 关系 ) 时 ,经 常 通过 改变 模型 结构 ， 
减少 解释 变量 的 个 数 ,逐步 选择 解释 变量 等 办 法 也 
以 克服 . 也 常 使 用 首 成 分 法 , 桥 回 归 法 等 . 而 在 线性 


经 济 T 测 
模型 存在 异 方差 性 时 ( 即 随 机 误差 项 e~N(0,o 02)， 
Q 是 一 对 称 正定 随机 误差 方差 阵 ) ,一 般 采 用 广义 最 
小 二 乘法 对 其 进行 参数 估计 . 
一 元 线性 回归 预测 (univariate linear regres- 
sion forecast)” 见 “线性 模型 法 ”. 
多 元 线性 回归 预测 (multivariate linear regres- 
sive forecast)” 见 “线性 模型 法 ”. 
最 小 二 乘法 (least squares method) 简称 
OLS 法 . 对 线性 模型 
Y = XR +e, 
l ~ N(0,o?) 
进行 参数 估计 时 的 一 种 重要 方法 , 它 要 求 被 解释 变 
量 的 离 差 平方 和 最 小 , 即 : 
n4d-]--d 
min| » e? | = min(e'e) 


= min(Y7Y — 287 X'Y + "X" Xf), 
其 中 e —Y,—Y.d 为 自由 度 . 于 是 由 一 阶 条 件 : 
—2X'Y +2X"Xĝ=0 
就 可 得 最 小 二 乘 估 计 . 当 线 性 模型 存在 异 方差 性 时 ， 
需 采 用 广义 最 小 二 乘法 对 其 进行 参数 估计 . 为 区 别 


起 见 ,常用 的 最 小 二 乘法 也 称 为 简单 最 小 二 乘法 . 


简单 最 小 二 乘法 (simple least squares method) 
即 “最 小 二 乘法 ” 
广义 最 小 二 乘法 (general least squares method) 
简称 GLS 法 . 对 随机 误差 项 s 具 有 蜡 方 差 性 质 的 线 
性 模型 
Y = XB +e, 
e 
CO 对称 正定 ) 进 行 参数 估计 时 的 一 种 方法 . 给 出 如 
FER: 
Xe 
Hn STF; 
HREH THE = 人 了 ,此 时 ,模型 化 为 
y'-X' Boe. 
le c9 NO 50"). 
直接 由 最 小 二 乘法 得 到 的 参数 估计 
P SCX xc o X yt es O Xx Dy. 
4528 B 的 最 小 方差 无 偏 线性 估计 . 
首 成 分 法 (primary component method) 回归 
分 析 中 一 种 应 用 很 广 的 方法 . 当 解 释 变 量 X,,X,， 
s X, 的 个 数 很 多 时 ,或 随机 变量 间 存 在 多 重 共 线 
性 时 ,可 采用 构造 首 成 分 的 方法 ,找到 少数 几 个 由 
Xi Xin X, 生成 的 ,并 能 大 致 保持 其 解释 能 力 的 
首 成 分 XXX On <) 来 代替 XXX，X， 
作为 解释 变量 . 这 样 ,对 化 简 模 型 结构 ,降低 模型 系 
统 误差 ,提高 模型 预测 精度 ,加 强 模 型 的 解释 能 力 ， 
克服 解释 变量 的 多 重 共 线性 等 , 均 大 有 帮助 . 记 
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X= 0,X,, X; X0, X -O0G XX. 
M G—ECX" X) J& SOM RIA EH ” 阶 协 方差 阵 
时 ,可 构造 第 个 首 成 分 Zi,k 二 1,2,…,m, 为 
Z,—Xa, (k=1,2,,m), 
其 中 a, 是 o 的 第 个 特征 值 的 特征 向 量 , 且 满足 
aia, —1, 3X Hl o 的 个 特征 值守 有 如 下 的 排列 : 
À eA A, 0. 

容易 验证 ,这 样 得 到 的 首 成 分 具有 如 下 性 质 

1. D(Z,) =max{D(Xa) |a f; (2—1,2;,:-),.À 
—1.a'a-—1). 

Zs = XXX, 为 正 态 随 机 变量 时 ,2 ,2Z，， 
Zn 是 相互 独立 的 . 在 实际 计算 时 ,往往 用 XX 的 
相关 阵 来 代替 其 协 方差 阵 作 为 c. 另外 ,适当 地 选取 
m Ti 


Sa 22^ 
能 够 达到 一 个 合理 百分比 ,例如 ,使 其 达到 85 6 mx, 


95%% 左 右 等 , 便 可 以 用 Zi Zorn Zu 作为 所 得 的 解 
释 变量 . AL 六 表示 回归 方程 式 


Y=Z"* B* +e 
中 的 参数 估计 值 Z OG Zo Zoe OS ABA MH Dy 
F 
Y=Xa-+te 


"PI UH @=A* BAT = laaz san). 
Wr [Bl UE (bridge regression method) 回归 分 
析 法 的 一 种 . 即 对 存在 着 多 重 共 线性 ,线性 回归 模型 
YxXp-e, 
e~ N(C0,o0?) 
参数 估计 的 一 种 方法 . 桥 回 归 法 是 将 矩阵 X X 的 主 
对 角 线 元 素 先 同 时 乘 以 1 二 6(6>0 是 个 很 小 的 逐步 
实验 值 ), 而 使 参数 估计 值 的 方差 变 小 ,显著 性 提高 
的 一 种 作法 . 此 时 ,模型 的 参数 估计 为 
B= (XTX+6I) XY, 
XE eA XX 同 阶 的 单位 阵 . 

非 线性 回归 预测 (nonlinear regressive fore- 
cast) 回归 分 析 法 的 一 种 . 即 对 那些 不 是 线性 型 的 
回归 方程 

BOY IX) -—TfO.6X "7X 
进行 某 些 变换 而 化 为 线性 型 后 进行 回归 计算 的 预测 
方法 .有 些 非 线性 的 回归 方程 可 以 直接 化 为 线性 回 
归 方 程 (参见 “回归 分 析 法 ”). 但 有 些 则 需要 特殊 处 
H. 常用 的 方法 是 借助 于 泰勒 级 数 展开 而 对 其 进行 
次 的 线性 近似 估计 的 方法 . 设 

Y = f (Xi X250 Xn Bi Bern BD + Es 
其 中 PP 为 待 估 常 数 . 给 定 其 一 组 初始 验 
{BL Bios Boost » Bios FE (Bio s Boos °t Bio) 点 将 F(X,» X15 
SX B Bootes By) EA AS RR. 则 有 

510 


oX no Bios Hoo s *** + Pro) 
k af k af 
+ Delal, 7 283g], te 
将 由 此 式 所 得 的 最 小 二 乘 估 计 Bi, Bases Be i 


Bun Ba E H X — 8 8) 36 [8 . AE 由 fX, 
X; XS] Bie ,Pi) 的 泰勒 展开 


1 = FOX, Xo 


dece ICX X, X, B s Bizott Bu) 
: a 4 51 af 
+ M&[3 "s XB opor 
进行 最 小 E 可 得 又 一 组 初始 值 Piz» Bo Gi 


Be 将 上 述 过 程 继续 下 去 ,直到 相 邻 的 二 次 估计 值 


满足 一 定 的 误差 要 求 , 例 如 ， 
Bus JI = Pi | <0 


对 i0—1.2, 80 E. 此 时 便 可 将 第 ] 十 1 次 的 估 
计 DB ,作为 非 线 性 模型 
Y =f (Xi X25** Xue Bis b20" sa) +E 
的 参数 估计 值 fi » Bos T » Be 对 非 线 性 回归 模型 仍 有 
两 种 预测 ; 
1. 点 预测 :给 定 解 释 变 量 的 一 
X: 时 ， 


组 值 XX 


Y=/(X'°, Xs DER »Bostt*s Bp) 


便 为 点 预测 值 
2. 区 间 预 测 :可 利用 了 的 第 j 十 1 次 的 泰勒 展 
开 , 令 


SY = 三 (XXX X s B. Bs BO 


Si |, 
* 24 Pun 5, 4i 
| af 
x; =|5 
(1—],2,* T» 
则 有 
k 
Y' = 3X; +e 
je 
人 DE DIEBUECE:IO Q TP. €T 


,Xn) 在 置信 和 度 + 下 的 预测 区 间 分 别 为 : 
BlYo IX: Ely; m VD. Gn ©, Glo. Gp wee Oar 
Yj 41:6, XN OGL Gm ao 6a 
Ie Y; tte, N I FX (XTX) XS, 
Yo +426, VI+X§ (X°TX? xe] 


其 中 Y? 为 X 的 点 预测 值 ,X = CXS XO 
其 他 记号 可 参见 “线性 模型 法 ” 于 是 由 前 面 的 变换 
可 得 关于 Y 的 区 间 预 测 . 

时 间 序 列 ( 预 测 ) 法 (time series (forecast) me- 


thod) 一 种 常用 的 经 济 预 测 法 . 即 根据 对 过 去 按 一 
定 的 时 间 间 隔 ( 年 、 季 、 月 、 日 等 ) 观 测 所 得 到 的 资料 
来 给 出 对 序列 未 来 变化 趋势 的 推测 方法 .时 间 序 列 
法 用 于 经 济 预 测 是 相当 有 效 的 ,但 由 于 其 本 质 是 一 
种 外 推 法 , 故 在 预测 未 来 很 远 时 期 的 变化 情况 时 , 精 
度 会 大 大 下 降 . 

时 间 序 列 法 主要 包括 以 下 几 种 : 

1. 移动 平均 法 . 

2. 加 权 移 动 平均 法 . 

3. 指数 平滑 法 . 

4. 加 权 平 滑 法 . 

5. 季节 系数 调整 法 . 

6. A BAK. 

7. 自 回归 移动 平均 法 . 

8. 目 回归 积分 移动 平均 法 . 

9. 时 间 回 归 法 . | 

移动 平均 法 (moving average method) 简称 
MA 模型 法 . 时 间 序 列 法 的 一 种 . 即 利用 最 近 若 干 期 
序列 值 的 平均 值 来 推测 未 来 各 期 序列 值 的 方法 , 设 
观测 序列 为 y G—1.2. T). 一 次 移动 平均 值 
MY? 为 


M Eo + Yı—ı + iru 十 acis) 


一 Mj ge v. DES Mn) 3 


二 次 移动 平均 值 M,” 为 
Mi? CN + MP + + MPG) 


= M2, + (MP 一 MY), 


其 中 N<7 ,一 般 N 取 值 范围 为 SSN<200. 类似 
地 还 可 建立 更 高 次 的 移动 平均 值 . 当 观 测序 列 的 基 
本 趋势 波动 于 一 水 平 线 时 ,可 用 一 次 移动 平均 法 建 
xp BU EE : 
Pros MI =E Gr yr-i n yrs 
(m—1,;,2,*). 

当 观 测序 列 的 基本 趋势 是 波动 于 一 非 水 平 直 线 

时 ,可 由 二 次 移动 平均 法 建立 线性 趋势 预测 模型 ; 
y7r+m 一 CT 十 Dr772 (m=1,2,.…),， 
其 中 
(1) (2) a= 2 (1) _ (2) 
ar =2 MF — My 9 t= yy Mr M7 ). 


在 时 间 序 列 分 析 中 ,移动 平均 法 是 最 简单 .也 是 最 基 
本 的 一 种 方法 ,经 常用 作对 数据 的 预 处 理 . 在 消除 数 
据 的 周期 波动 ,减弱 随机 干扰 的 影响 方面 颇具 实效 . 
但 在 许多 方面 还 具有 相当 的 局 限 性 ,特别 是 对 变动 
趋势 较为 复杂 的 观测 序列 来 说 ,用 移动 平均 法 来 作 
预测 ,精度 不 高 . AI m 越 大 ,预测 的 精度 也 越 低 . 


经 pr i 测 


一 次 移动 平均 法 又 称 为 简单 平均 法 . 
简单 平均 法 (simple average method) 
动 平均 法 ”. 

加 权 移 动 平 均 法 (weighted moving average 
method) 移动 平均 法 的 一 种 改进 . 它 认 为 在 观测 
序列 中 前 期 各 序列 值 对 当期 序列 值 的 影响 随 期 限 的 
加 长 而 逐渐 减弱 ,于 是 应 加 入 权 数 w; (i 二 1,2,…: 
N swi 2w) 以 区 别 其 中 不 同 程度 的 影响 . 一 次 加 
DUE 3 3318 wi" 为 

TEE X wiy (t= N,'e,T); 
二 次 加 权 移 动 平 均值 w” 为 
wi? = J wwia =N- 1,.,7); 
0< w; = 1, 2^ 20 ez 
预测 模型 分 别 为 


Wi," $E 


N 

^ T a) — À — 

YT im = W, EEEE bm (m = 152,°°°) 9 
r=0 


Vrim = ap + brm, 
其 中 
(1) (2) 


2 | 
ar=2wr wr s by—u;— GO — wr’). 


N=] 

jn fX 3E 78 ik (weighted smoothing method ) 
亦 称 适当 滤波 法 . 指数 平滑 法 的 一 种 自然 延伸 . 18 
数 平滑 法 的 不 同 在 于 计算 前 期 各 序列 值 对 当期 序列 
值 的 影响 时 ,要 求 给 出 一 组 最 适当 的 权 数 ay sayy ee, 
而 指数 平滑 法 中 的 权 数 a aa), aa) R 
依赖 于 一 个 参数 a. 加 权 平 滑 法 的 一 次 平滑 值 为 


(1) .. a) __ "A 
UO, = UY: = BY, + QW) = a > p iyi in 
1—] 


E (y) G—::,—1,0,1, 7: 70 9I FP 9] ; 
一 般 p TRIGA w” 为 
wí? = awe? + aw? = a Y laot 
(t= ol 0 ys TT ). 
指数 平滑 法 (exponential smoothing method) 
由 加 权 移 动 平 均 法 发 展 起 来 的 方法 . 与 加 权 移 动 平 
均 法 相 比 ,指数 平滑 法 将 前 期 各 序列 值 施加 了 予 当 期 
序列 值 的 影响 权 数 ,固定 为 @,a@(1—a@),a(1—a)’, 
… ,而 且 假 定 这 种 影响 是 无 限 持续 的 . a 的 一 般 范围 
在 L0.1,0.5j 内 ,适当 地 选取 a 的 值 是 保证 预测 精度 
的 关键 所 在 . 设 观测 序列 为 yim 1.0.1, s T. 
一 次 指数 平滑 值 E” A 
B= ay, KL — ak”, 
= ED + aly, — Ef") 
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经 pp 数 


=a, 一 ay 


[0 


p 次 指数 平滑 值 E 
Ej? = aE, 4, + (0 — e) Ee 


— a», (1 — oo Et (p = 2,350); 
i=0 


作为 预测 模型 有 
1. 水 平 趋势 预测 模型 


Vim = Er = 53 (la) yi (一 1]， 2，…); 


2. 线性 趋势 预测 模型 7 二 az 十 bim， 
其 中 


ar= M P cmo. b 1 (Er EP). 


二 次 曲线 趋势 预测 模型 
ipsae ie (m—1,52,*,) 


其 中 


a; —3ES? —3E +EP, 


bp-— [(6—5a) Ej? 


PPS NER 
a(]—2a)* 
—2(5—4a) ES? + (4—3a) E? |, 


Cpy— 


a EEP- EP HES |e 


比 指数 平滑 法 更 为 一 般 的 是 加 权 平 滑 法 . 

适应 滤波 法 (adaptive filtering method) BẸ 
“加 权 平滑 法 ” 

季节 系数 调整 法 (seasonal index adjustment 
method) 亦 称 季节 补偿 法 、 经 典 分 解法 . 时 间 序 列 
法 的 一 种 . 即将 时 间 序 列 中 所 包含 的 季节 因素 史 除 
掉 以 显示 其 长 期 趋势 的 方法 . 它 可 以 使 预测 结果 更 
为 精确 . 设 观 测序 列 为 {y.) @= 152,057), ya 


分 解 为 : 
1. 加 法 模型 . y= 二 T, 十 Si 十 Ci 十 R,. 
2. 乘法 模型 . y 7 Rs 


3. 混合 模型 . y, — TC, S - Ru ,或 
aod (CiRa 
Kp T, 表示 y 中 代表 其 长 期 趋势 的 部 分 ,S, 表示 
y 中 代表 其 季节 影响 的 部 分 ,C, 表示 y 中 代表 其 周 
期 循环 的 部 分 ,而 R, 表示 y 中 所 含 随机 干扰 部 分 . 
如 果 C, 的 影响 不 存在 ,那么 对 第 1 种 情形 ， 
=T PSFR: G=]; 2T) 


可 令 
S. +T, = b» a;pcos am bisin — : 
其 中 anb 按 最 小 二 乘法 ,可 由 下 面 的 方程 组 来 确 

4E : 
» B\la -[z 
C DI\B! \FI’ 
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XE A,B,C,D IJH 13x13 HAE, HG, DAR 
TRA 


d à; 
E . 2nit 2n Jt 
ai; = 2 Rog COS ^m^: 


NE EDS ARIS cos E, 


Ci = Dyeos art sin ur 


? T T 
_ 2mit — 2Tjt 
d;; — sin T COS T 


t—0 


(2,7 = 0,1,***,12). 

id a = (b, ,b, ,**- 
E = (E, E, E) E = GE 

其 中 


T 

3015) 9 
`~ ST 
phe) , 


a —~ (agosa; t 


= MosniE == 


(z—0,1;** ei 


=>» 


TRA 
y= 2. 
并 且 满 足 


V1i2L+z 


=y; (£=1,2,°°°,12,L=1,2,°"). 
只 要 求 出 Vio attt ,12; 便 可 求 出 任 一 时 期 的 预测 
值 . 对 第 2 种 情形 w= T,S,R,,t1,2,:, T, nit A. 
—T.F; (j=1,2,°°,12),H8 T—12N,N-—2,3,:- HH 
移动 平均 法 可 得 
MP = Forty tet ya 
(t=12,°,7T), 
MP — (MP +M2  EMISO 
(f= 235899857") 5 
$rzrL7 ard br L (L-—0,—1;,*, 
其 中 
ay=2M;? 


=i] Jig 


11 
AN 


Bu ese ERE (L=0, a 

IT+L 

则 平均 季节 指数 . 
P= GHES at ES inna? 


(3—1,25:**412), 


而 ,二 Fj/F' ,其 中 
12 
F' = if, (J = Tm 
最 后 有 季节 调整 预测 模型 


r+ = Gar FÓrLOF; 
(L-—-1,2,:5;j—1,2,*,12). 


以 上 均 假 设 观 测序 列 {y} 是 按 月 度 统计 而 得 . 如 果 
按 季度 , 则 只 需 将 上 面 的 12 改 成 4. 

季节 补偿 法 (seasonal compensated method) 
即 “ 季 他 系数 调整 法 ” 

经 典 分 解法 (classical decomposition method) 
即 “ 季 节 系 数 补偿 法 ”. 

自 回归 法 (autoregressive method) 时 间 序 列 
法 的 一 种 . 即 利用 时 间 序 列 (y.} G— 1,2, TOR TF 
列 模型 来 预测 的 方法 . 

Y= y ity 二 二 yp 
其 中 当 e AES A RRA». 为 平稳 序列 . 这 一 模型 
是 p 阶 自 回归 模型 ,简称 4AR(p) 模 型 ,其 参数 加， 
…,$s 可 由 尤 尔 -瓦尔 元 方程 组 解 出 : 
1 ph Pj) (f pı 


p l Pp-2| |$: e P» 
Cp—1 P2 tU l $, Pp 
其 中 
E HA 
p m EOM (Fe 
V Ey: Ey? ss 
预测 模型 为 


YT+L 二 PYTHL 1 + $:3T41—2 «se $,VT+L—P 
(L=1,2,°""). 

E [n] JA % 2J] 3E 15] E (autoregressive moving av- 
erage method) 简称 ARMA 模型 法 . BAAR 5 
移动 平均 法 的 结合 对 平稳 时 间 序 列 的 应 用 . 设 时 间 
序列 {y,} G—1,2. ,了 TT), 具 有 遍历 性 质 , 旦 满足 

?,(B)y, = 0,(B)e,, (1) 
其 中 B ARAT : By = yc B'yi yis (M= 
1,2,°++),0,(B)=1—¢,B—+ — $,B* 为 p 阶 自 回归 
算 子 ;6,(8)=1 一 0.8 一 … 一 0,B* 为 g 阶 自 回归 算 
子 ;& @ IES ARP, Ee S02, Fe yy.=0 G—1.2, 
… T.s—1,2,7)8 $08) —0 5 6,0B) —0 THA 
根 , 并 且 它 们 的 根 都 在 单位 圆 外 , 则 称 (1) 式 为 AM- 
RA 模型 . AMRA 模型 共有 ptq+1 FBR: 41.40, 


4,0 0,7 ,0,, 02 可 由 下 列 尤 尔 - 瓦 尔 殉 方程 组 


解 出 : 
Py B3 D, i| (fh Pat 
Poti Pa Pa—p+2 $> = Py+2 
Py+p-1 Dar p -2 Ms Pa $, Cpta 

其 中 

也 (风光 
pps SO, ER 
Ey Eyes 


于 是 , 令 y 9,03 y, Wl f y, 的 方差 函数 


经 gr mM 测 


06: (0st Uden ,0,) (0242) 


H+ 62) (k-0) 
e,(y,) — 
0 . (k>q) 


b 
= > PU Tes j—i y) , 


i,j7=0 


可 解 得 02 及 9,,0,,… ,0,. 最 后 有 自 相 关 移 动 平均 预 
测 模 型 : 
YriL= $i YTL ss $:yriL-— p 十 网 yzr+r， 
(了 一 1,2，……). 

自 回归 积分 移动 平均 法 (autoregressive inte- 
grated moving average method) 简称 ARIMA 模 
型 法 . 自 回归 移动 平均 法 在 非 平 稳 随 机 时 间 序 列 上 
的 应 用 . 设 {y,} (t= 二 1,2,…, 了 ) ,为 非 平稳 齐 次 观测 
时 间 序 列 , 并 满足 遍历 性 . 如 果 y. 的 m. 阶 差 分 A" y, 
所 形成 的 时 间 序 列 {x), (zw 二 A"yi,t 二 十 1,*… ,7 了) 
成 为 平稳 序列 , 则 称 

DB)z=D, BA”Yy=O (Bat >m 
为 自 回 归 积 分 移动 平均 模型 ,其 中 o, 和 O, 分 别 是 
PKA Gg 次 多 项 式 ,B 表示 时 清算 子 . 记 为 ARIMA 
(p,m,9). PR, REX y ARER m 阶 差分 x, 来 ， 
就 可 根据 x, 的 ARMA 模型 构造 预测 模型 . 

多 元 自 回归 移动 平均 法 (multivariate autore- 
gressive moving average method) 简称 MARMA 
模型 法 ,ARMA(p,q) 模 型 中 p—1 的 情况 (参见 “ 自 
回归 移动 平均 法 ”). 

时 间 回 归 法 (time regressive method) 时 间 序 
列 法 与 回归 分 析 法 的 结合 . 指数 平滑 法 中 , 当 序 列 的 
趋势 很 复杂 ,需要 经 过 高 次 平滑 才能 找 出 时 ,一 般 都 
采取 时 间 回 归 法 来 简化 模型 以 减少 运算 量 . 经 常用 
于 描述 时 间 序 列 趋势 变动 的 模型 有 : 

1. RED FE : y, =a tbt. | 

2. ZW Bl ZE : y, =a - bt 4- ct. 

3. 指数 曲线 : y= Ae". 

4. 修正 指数 曲线 sy, =k Hab. 

5. E Ul RH sIny,=—k+ab' (0<6<1). 


6. 逻辑 斯 详 曲 线 UT RXIp (0<b<1). 


7. deal HZ :y,— f H Acos Cot 3-40 , JOK t 
的 多 项 式 ， 

上 述 各 曲线 几乎 都 可 以 化 为 线性 模型 (参见 “ 回 
归 分 析 法 ”和 “线性 模型 法 ”). 

马尔 可 夫 链 法 (Markov chain method) Jp 
马尔 可 夫 预 测 分 析 . 把 经 济 事态 的 演变 设想 为 有 限 
马尔 可 夫 链 的 预测 方法 . 所 请 有 限 马 尔 可 夫 链 是 指 
只 取 有 限 种 状态 的 无 后 效 性 的 随机 过 程 . 例如 , 某 种 
股票 的 隔日 价格 变化 可 以 有 涨 和 跌 两 种 状态 . 如 果 
认为 它 是 按 马 尔 可 夫 链 的 规律 来 变化 的 ,那么 其 变 
化 规律 就 由 一 个 2X2 的 状态 转移 矩阵 来 决定 . 这 个 
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矩阵 的 四 个 元 素 是 继续 上 涨 的 概率 、 涨 转 跌 的 概率 、 
跌 转 涨 的 概率 、 继 续 下 跌 的 概率 . 根据 统计 资料 ,可 
以 对 这 四 种 概率 有 一 个 估计 . 由 此 就 可 根据 以 往 的 
股市 ,来 预测 明天 以 至 若干 天 后 的 该 股票 价格 的 涨 
跌 的 概率 . 马尔 可 夫 链 法 常用 于 各 种 市 场 预 测 . 

马尔 可 夫 预 测 分 析 (Markov forecasting ananl- 
ysis)” 即 “马尔 可 夫 链 法 ”. 

类 比 预测 法 (analogy predicted method) 利用 
模型 间 的 相似 性 来 类 比 的 预测 法 . 如 果 两 个 或 两 个 
以 上 的 经 济 变量 ,其 结构 和 形式 上 的 变化 与 发 展 存 
在 着 相同 或 相似 的 特点 ,那么 人 们 就 称 这 两 个 (或 这 
些 ) 变 量 之 间 存 在 着 某 种 可 类 比 性 . 当 两 个 可 类 比 的 
经 济 变量 ,在 其 变化 发 展 过 程 中 存在 着 时 间 差 异 时 ， 
人 们 便 可 以 利用 变化 在 前 的 变量 的 结构 特点 和 发 展 
规律 来 预测 变化 在 后 的 变量 的 结构 特点 和 发 展 规 
律 . 这 种 方法 就 称 为 类 比 预 测 法 .例如 ,在 黑白 电视 
机 与 彩色 电视 机 的 市 场 销 售 与 公众 消费 方面 , 便 具 
有 相当 大 的 可 类 比 性 ,而 黑白 电视 机 发 展 在 前 ,对 它 
的 销售 情况 与 消费 特点 ,人 们 已 有 了 足够 多 的 研究 
和 认识 ,也 积累 了 大 量 的 数据 资料 . 于 是 ,人 们 就 可 
以 直接 利用 关于 黑白 电视 机 的 各 种 研究 结果 来 预测 
彩色 电视 机 的 市 场 销售 趋势 和 公众 消费 的 变化 规 
律 . 使 用 类 比 预测 法 既 可 作 定 性 分 析 , 也 可 作 定 量 分 
析 . 


金融 数学 


金融 数学 (mathematics of finance ,mathemati- 
cal finance ‚financial mathematics) 一 般 理解 为 金 
融 学 中 用 到 的 数学 或 者 金融 学 中 遇 到 的 数学 问题 的 
研究 . 狭义 的 金融 数学 的 主要 内 容 如 达 菲 (Duffie， 
D. ) 于 1996 年 所 说 ,是 不 确定 环境 下 的 多 时 期 框架 
中 证 券 组 合 选择 和 资产 定价 理论 . 其 中 最 主要 的 三 
个 概念 是 :套利 、 最 优 和 均衡 . 与 证 券 市 场 上 流行 的 
技术 分 析 不 同 的 是 :技术 分 析 的 出 发 点 是 寻求 证 券 
市 场 上 的 套利 机 会 ,资产 定价 理论 面临 的 则 是 一 个 
无 套利 机 会 的 成 熟 市 场 ;而 个 体 经 济 活动 者 都 在 这 
样 的 市 场 中 求 最 优 ; 市 场 则 在 竞争 中 期 望 达到 供需 
均衡 . 这 三 点 构成 金融 数学 人 研究 的 基本 经 济 思想 ,其 
中 后 两 点 是 微观 经 济 学 中 新 古典 主义 经 济 学 的 基本 
假设 . 理论 上 一 般 认 为 ,金融 数学 前 驱 性 的 工作 应 该 
是 美国 学 者 阿 罗 (Arrow,K.J. ) 于 1953 年 关于 证 券 
市 场 的 一 般 均 衡 模型 的 研究 . 金融 数学 作为 学 科 名 
称 出 现 , 至 今 不 过 十 来 年 的 时 间 . 通常 认为 它 是 两 次 
“华尔街 革命 *( 即 1953 年 美国 学 者 马 科 维 茨 
(Markowitz, H. M. ) 的 证 券 组 合 选择 理论 和 1973 
年 布莱克 - 肖 尔 斯 的 期 权 定 价 理论 ) 的 产物 . 

金融 工程 (financial engineering) 一 门 使 金融 
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产品 工程 化 的 新 学 科 . 金融 工程 原先 的 狭义 定义 是 
组 合金 融 工 具 ( 主 要 包括 形形色色 的 衍生 工具 ) 和 风 
险 管理 技术 的 研究 . 随 着 20 世纪 70,80 年 代 以 来 金 
融 创 新 和 金融 自由 化 浪潮 席卷 西方 世界 ,人 们 对 金 
融 工 程 的 认识 迅速 拓宽 . 成立 于 1991 年 的 “国际 金 
融 工 程 师 学 会 (IAFE)” 对 这 一 新 兴学 科 在 更 广泛 的 
意义 上 作 了 如 下 的 界定 : 

金融 工程 将 工程 思维 引入 金融 领域 ,综合 地 采 
用 各 种 工程 技术 方法 (主要 有 数学 建 模 、 数 值 计算 、 
网 络 图 解 、 仿 真 模拟 等 ) 设 计 、 开 发 和 实施 新 型 的 金 
融 产 品 , 创 造 性 地 解决 各 种 金融 问题 . 

这 里 的 金融 产品 是 广义 的 . 它 既 包括 金融 商品 
(所 有 在 金融 市 场 交 易 的 金融 工具 ( 亦 称 有 价 证 券 ) 
如 股票 .债券 .期货 .期 权 、 互 换 等 都 可 看 做 是 金融 商 
品 ), 也 包括 金融 服务 (结算 清算 发行、 承销 等 都 是 
金融 服务 ). 而 设计 、 开 发 和 实施 新 型 的 金融 产品 的 
目的 是 为 了 创造 性 地 解决 各 种 金融 问题 ,因此 金融 
问题 的 解 就 可 以 看 做 金融 产品 . 这 里 提 到 的 “新 型 ” 
和 “创造 性 ”有 三 层 涵义 :一 是 指 金 融 领 域 中 思想 的 
跃进 ,其 创新 程度 最 高 ,如 第 一 份 期 权 和 约 的 产生 ; 
二 是 指 对 已 有 观念 作 重 新 理解 与 运用 ,如 在 商品 交 
易 所 推出 金融 期 货 作 为 新 品种 ;三 是 指 对 已 有 的 金 
融 产 品 进行 分 解 和 重新 重合 . 

费 纳 尔 迪 (Finnerty,J. D. ) 于 1988 年 还 进一步 
认为 ,只 有 当下 列 两 个 条 件 中 至 少 一 个 成 立时 ,一 种 
新 证 券 才 是 创新 的 :与 发 行 之 前 相 比 较 , 其 一 ,在 不 
影响 发 行人 的 税 后 资金 成 本 的 条 件 下 , 它 使 得 投资 
者 实现 更 高 的 税 后 收益 ;其 二 ,在 不 影响 投资 者 的 条 
件 下 , 它 使 得 发 行人 获得 了 更 低 的 资金 成 本 . 从 这 个 
意义 上 来 说 ,只 有 当 它 提高 了 证 券 市 场 的 有 效 性 或 
完全 性 时 ,一 种 证 券 才 是 创新 的 . 更 进一步 说 ,如 果 
金融 市 场 是 强 有 效 的 而 且 是 完全 市 场 ,那么 金融 创 
新 就 会 失去 意义 .根据 费 纳 尔 迪 于 1988 年 .类 国 数 
学 家 马歇尔 (Marshall,J. F. ) 和 班 赛 尔 (Bansal, V. 
K. ) 于 1992 年 对 金融 工程 的 定义 和 研究 范围 的 界 
定 以 及 该 学 科 近 年 来 的 发 展 ,通常 认为 金融 工程 人 赋 
究 的 范围 包括 如 下 四 个 层次 :第 一 层次 是 金融 工具 
与 金融 手段 的 设计 、 开 发 和 实施 ;第 二 层次 是 风险 管 
理 技术 , 即 运 用 各 种 金融 工具 和 手段 以 达到 预期 的 
收益 /风险 目标 ;第 三 层次 是 整个 金融 架构 的 创造 ， 
例如 设计 企业 的 兼并 与 收购 方案 ,资产 证 券 化 ,设立 
货币 市 场 基 金 , 建 立 回 购 / 反 向 回 购 市 场 等 ;第 四 层 
次 是 对 金融 市 场 的 研究 ,例如 对 金融 市 场 的 完全 性 、 
有 效 性 及 金融 市 场 的 一 般 均 衡 的 研究 ,以 及 对 金融 
市 场 在 整个 市 场 体 系 中 的 地 位 .作用 的 研究 等 . 

均值 -方差 分 析 (mean-variance analysis) 一 
种 广泛 应 用 于 金融 分 析 中 的 数量 统计 分 析 方 法 .在 
金融 市 场 上 对 多 种 风险 资产 进行 选择 时 ,在 给 定 的 


收益 水 平 , 希 望 选择 风险 尽量 小 的 资产 , 考虑 一 个 由 
n 种 证 券 构成 的 投资 组 合 
X —X,X;,,X,, 
假定 这 种 证 券 的 收益 问 量 为 w, 各 证 券 收 益 间 的 
协 方差 矩阵 为 之 . 这 个 投资 组 合 的 期 望 收益 为 = 
XX, 其 方差 为 o 一 X' >,X. 一 个 投资 组 合 称 为 一 个 
可 行 的 投资 组 合 ,是 指 X 满足 约束 条 件 :AX=5, 其 
中 4 为 mXn 系数 矩阵 ,6 为 m 维 常数 向 量 .一 个 可 
行 的 投资 组 合 称 为 是 有 效 的 ,是 指 任何 一 个 可 行 的 
投资 组 合 或 是 没有 比 它 更 大 的 收益 ,或 是 没有 比 它 
更 小 的 风险 .一 个 投资 组 合 称 为 是 一 个 前 沿 , 是 指 在 
所 有 具有 相同 期 望 收 益 的 可 行 投 资 组 合 中 , 它 是 风 
险 最 小 的 投资 组 合 .一 个 投资 组 合 是 前 沿 的 充分 必 
要 条 件 是 这 个 投资 组 合 的 权重 系数 向 量 
W — (Wi,W,,* W) 
是 下 列 规划 问题 的 解 ， 
"HE 
Win WW 
约束 条 件 
W'uz E,W'I-—1 
在 所 有 的 投资 组 合 中 ,其 风险 最 小 的 称 为 最 小 风险 
投资 组 合 ;由 所 有 具有 最 大 收益 的 前 沿 构 成 的 全 体 
称 为 有 效 的 投资 组 合 ,对 每 一 个 有 效 的 投资 组 合 ,一 
定 存在 另 一 个 前 沿 使 得 它 与 这 个 有 效 投资 组 合 的 协 
方差 为 零 . 在 已 知 投资 组 合 的 期 望 收 益 和 方差 的 条 
iF T, ŽE E DRHE A (Markowitz, H. M. ) 于 
1959 年 给 出 一 时 期 效用 函数 的 近似 方法 . 美国 经 济 
EZ BY BR FE (Samuleson,P. A. ) 于 1970 年 给 出 了 
均值 -方差 分 析 的 渐 近 充分 条 件 . 
通常 的 均值 -方差 分 析 针 对 一 个 时 期 的 投资 组 
合 问题 . 如 果 把 每 一 时 期 末 的 资产 持 有 作为 一 时 期 
效用 函数 的 惟一 状态 变量 ,均值 -方差 分 析 可 推广 到 
多 时 期 的 投资 组 合 问 题 . 均值 -方差 分 析 的 应 用 可 以 
归 为 两 个 方面 ,一 方面 是 把 它 用 于 实际 的 投资 管理 ， 
如 流动 性 偏好 分 析 、 资 本 资产 定价 模型 \ 布 莱克- 肖 
尔 斯 的 期 权 价 格 分 析 等 . 另 一 方面 是 从 整个 经 济 的 
角度 ,假定 所 有 的 投资 者 都 具有 相同 的 均值 方差 标 
准 . 其 面临 的 主要 问题 是 如 何 简 化 协 方差 矩阵 的 佑 
tt, KAZAR Y Sharpe, W. F. ) 等 提出 的 单 因 子 
模型 和 随后 的 多 因子 模型 ,都 尽 可 能 简化 模型 的 参 
BUTT ,使 得 能 在 数 百 种 证 养 中 选择 有 效 的 投资 . 
最 小 风险 投资 组 合 Cminimal risk portfolio) 
见 “ 均 值 方差 分 析 ”. 
资本 资产 定价 模型 (capital asset pricing model) 
简称 CAPM. 最 早 的 一 个 在 不 确定 性 假设 下 对 资本 
资产 定价 的 均衡 模型 . 这 是 一 个 相对 定价 模型 ,模型 
表述 了 资产 价格 依赖 于 资产 所 处 的 外 部 环境 、 投 资 
者 的 品味 和 初始 持 有 等 . 用 概率 分 布 来 表示 不 确定 
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性 条 件 下 资产 的 未 来 收益 早 在 20 世纪 初 就 开始 . 20 
世纪 30 年 代 起 ,提出 投资 的 偏好 可 以 看 做 是 对 投资 
收益 的 概率 分 布 的 矩 的 偏好 . 作为 一 个 近似 ,投资 者 
的 偏好 可 以 用 收益 -风险 空间 中 的 无 差异 曲线 
来 表示 . 20 世纪 50 FR, EHS ASR KR 
(Markowitz, H. M. ) 的 投资 组 合理 论 , 根 据 资 产 组 
合 的 总 收益 和 收益 的 风险 来 确定 投资 者 的 偏好 ,应 
用 边际 分 析 方 法 来 进行 最 优 投 资 组 合 的 选择 ,奠定 
了 资本 资产 定价 模型 的 基础 . 马 科 维 蒋 和 美国 学 者 
托 宾 (Tobin,J. ) 于 1958 年 证 明了 如 果 效 用 函数 是 
收益 的 二 次 函数 ,那么 均值 -方差 偏好 与 汉 。 诺 伊 
曼 - 英 根 施 特 恩 的 公理 是 一 致 的 . 托 宾 的 分 析 方 法 是 
讨论 在 单一 的 风险 资产 和 现金 之 间 的 选择 问题 ;这 
就 是 资产 组 合理 论 中 的 第 一 个 分 离 定 理 . 

美国 学 者 夏普 (Sharpe,W. F. ) 于 1964 年 和 美 
国学 者 林 特 纳 (Lintner,J. ) 于 1965 年 利用 托 宾 分 
离 定 理 的 均衡 结论 ,在 假设 所 有 投资 者 都 对 证 券 收 
益 的 联合 分 布 持 有 相同 的 信念 的 条 件 下 ,建立 了 资 
本 资产 定价 模型 . 在 这 种 对 联合 分 布 的 信念 相似 的 
假设 与 进一步 假定 所 有 投资 者 以 无 风险 利率 既 能 贷 
出 又 能 借入 的 条 件 下 可 得 出 一 个 很 强 的 结论 :所 有 
投资 者 都 持 有 同样 的 风险 资产 组 合 一 一 市 场 中 所 有 
风险 资产 的 市 场 资 产 组 合 . 

夏普 - 林 特 纳 资 本 资产 定价 模型 (Sharpe-Lint- 


ner capital asset pricing model) 一 种 著名 的 资本 
资产 定价 模型 . 假设 : 

1. 投资 者 的 效用 函数 由 期 末 的 收益 和 风险 完全 
确定 . 


2. 证 券 在 没有 赋税 和 交易 成 本 的 完全 市 场 中 进 
36 A. 

3. 投资 者 对 未 来 证 券 收 益 的 分 布 具有 相同 的 信 
念 ,证 券 没 有 分 红 . 

4. 存在 一 个 由 外 部 决定 的 利率 7, 每 个 投资 者 
在 此 利率 下 可 以 任意 地 借入 和 贷 出 . 

5. 可 以 卖 空 . 

把 无 风险 资产 的 收益 记 为 ry, 市 场 组 合 的 收益 
记 为 rm, 则 任 一 证 券 的 收益 由 它 与 市 场 组 合 的 相关 
系数 决定 ,资产 的 收益 率 与 该 资产 同市 场 组 合 的 收 
益 率 的 相关 系数 成 正比 . Bp 

Elri|= 7p 4 Pie Elra] 0). 
其 中 
Cov (7; sm) 
Bin = Varlr, | 
通常 称 为 证 券 i 的 “贝塔 ”系数 . Bb;, 也 可 看 成 是 该 资 
产 的 收益 xi 与 市 场 组 合资 产 收 益 xr 的 回归 系数 , 即 
r; = 0; F Br, F E; 
HP e 为 随机 干扰 项 . 对 上 式 两 边 取 期 望 可 导出 限 
制 条 件 @; 二 (1 一 B.)ry, 这 个 限制 条 件 和 市 场 组合 存 
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在 正 的 风险 补偿 正 是 夏普 - 林 特 纳 模型 的 实证 预测 . 

证 券 的 贝塔 系数 (B-coefficient of security) M 
“夏普 - 林 特 纳 资本 资产 定价 模型 ”. 

资产 定价 模型 的 实证 检验 (empirical testing of 
asset pricing models) 对 各 种 可 选 的 资产 定价 模 
型 用 各 种 实际 数据 验证 模型 及 其 假设 ,其 中 心 问 题 
是 检验 在 对 投资 者 所 面临 的 经 济 环境 的 各 种 假设 之 
下 导出 的 理论 模型 的 合理 性 . 金融 中 的 实证 分 析 研 
究 远 远 超过 经 济 学 的 其 他 分 支 学 科 . 一 方面 ,关于 各 
种 金融 中 的 相关 变量 有 高 质量 的 数据 可 供 分 析 , 如 
股票 价格 、 利 率 、 债 券 收益 等 ; 男 一 方面 ,在 金融 实证 
研究 中 ,通过 是 否 取得 赢利 这 一 共同 标准 使 得 金融 
模型 能 及 时 地 用 于 实际 操作 的 估价 中 ,理论 与 实际 
的 不 断 结合 与 反馈 促进 了 资产 定价 研究 的 发 展 . 对 
投资 者 的 行为 有 两 个 方面 的 假定 :一 方面 是 对 投资 
者 而 言 , 没 有 免费 的 午餐 , 即 证 券 的 价格 将 不 能 让 投 
资 者 找到 任何 套利 的 机 会 ; 另 一 方面 认为 投资 者 的 
行为 是 理性 的 ,对 各 种 投资 结果 具有 客观 的 概率 信 
念 和 理性 的 预测 . 证 券 价 格 是 其 收益 和 状态 价格 密 
度 乘积 期 望 的 累积 , 即 
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AP d, TT fe t+ ; 时 期 的 收益 ,Q,. 为 状态 
价格 密度 ,1, 为 到 上 时刻 所 能 得 到 的 所 有 信息 集 . 在 
现 值 模型 中 ,Q,,; 可 看 成 是 折 现 因子 ,在 黑 模 型 中 ， 
Q,,; 代 表 投 资 者 对 第 t 和 第 上 十 7 时 期 产品 消费 的 边 
际 蔡 代 率 .Q,.; 在 资产 定价 模型 中 通常 被 称 为 定价 算 
子 . 根据 对 定价 算 子 Q,,; 的 不 同 假定 和 对 分 离 基 金 
定理 中 均值 -方差 有 效 投 资 组 合 的 选取 ,资产 定价 模 
型 主要 有 以 下 几 种 形式 :资本 资产 定价 模型 
(CAPM)、 套 利 定价 理论 (APT)、 跨 期 资本 产 定 价 
Bi 型 (ICAPM)、 消 费 型 资本 资产 定价 模型 
(CCAPM ) .消费 型 连续 时 间 资 本 资产 定价 模型 、 含 
有 不 可 交易 资产 的 定价 模型 等 . 

以 下 通过 讨论 一 种 重要 的 情况 一 一 零 贝 塔 的 
CAPM ,对 一 个 给 定 的 投资 组 合 p 检验 它 是 否 是 均 
值 方 差 有 效 的 问题 来 说 明 检 验 的 过 程 . 其 模型 为 : 

Fair. OMIT = 
其 中 投资 组 合 z 的 期 望 收益 为 ~ 每 个 证 券 的 系数 
向 量 8, MRA BED, 都 为 未 知 参 数 . 相关 
的 许多 计量 经 济 学 问题 与 这 个 非 时 变 的 贝塔 定价 模 
型 有 相似 的 几何 描述 . 如 果 一 个 投资 组 合 ( 如 p* ) 是 
均值 -方差 有 效 的 , 则 与 其 相对 的 所 有 零 贝 塔 投资 组 
合 ( 如 xz”) 具有 相同 的 期 望 收益 . 由 p* 及 其 正 交 组 
合 所 构 所 的 成 本 为 零 的 投资 组 合 , 其 期 望 收益 为 0， 
具体 地 说 ,均值 -方差 有 效 性 检验 就 是 回答 其 相应 的 
成 本 为 零 的 投资 组 合 , 其 期 望 收 益 是 否 为 零 . 考虑 一 
个 证 券 的 无 条 件 期 望 收益 
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E[r] = a, H 0 一 iar, "E Pisk nds 
其 中 参数 a; dé B 3CE— P RE IBI EXE i, 卖 空 
(1 一 Bi,,) 个 单位 货币 的 投资 组 合 > 和 Bi,, 个 单位 货 
币 的 投资 组 合 p 所 构成 的 投资 组 合 的 期 望 收益 . 若 
p 是 一 个 有 效 的 投资 组 合 , 则 这 个 净 投 资 为 ONS 
贝塔 投资 组 合 的 期 望 收 益 w., 必 为 0. 在 没有 特别 的 
备 择 假设 时 ,统计 学 家 将 自然 地 检验 假设 :所 有 的 
N 个 参数 wi,* 都 为 零 和 备 择 假设 :其 中 的 某 些 参数 
非 零 . 检验 就 是 寻找 N 维 空间 中 的 无 成 本 零 贝 塔 投 
资 组 合 中 至 少 有 一 个 具有 非 零 的 期 望 收 益 . 在 假设 
收益 的 分 布 服从 联合 正 态 且 不 同时 期 的 分 布 独立 的 
条 件 下 ,这 正好 是 多 元 回归 模型 中 对 所 有 的 截 点 都 
为 零 的 标准 下 -检验 ,其 检验 统计 量 服从 自由 度 分 别 
为 NA 和 了 一 N 一 1 的 下 分 布 . 

对 CAPM 实证 研究 分 为 两 个 阶段 :早期 的 研究 
主要 是 验证 各 种 CAPM 的 表示 方法 ,后 一 阶段 的 研 
究 围 绕 着 寻找 通过 估计 的 贝塔 系数 进行 风险 调整 
后 ,证券 特征 和 假日 效应 等 "异常 "收益 的 证 据 , 通 
过 对 单个 证 券 进 行 统计 分 析 发 现 红 利和 剩余 风险 对 
CAPM 有 影响 ,最 明显 的 证 据 是 夏普 - 林 特 纳 型 
CAPM 的 零 贝 塔 期 望 收益 率 ~ 显著 高 于 无 风险 利 
率 . 根据 使 用 的 方法 ,对 APT 的 实证 检验 可 以 分 为 
三 关 : 

第 一 类 是 用 极 大 似 然 因子 分 析 和 主 成 分 分 析 等 
统计 方法 ,通过 收益 的 协 方 差 矩 阵 的 结构 来 确定 模 
型 因子 ; 

第 二 类 是 通过 先 验 地 指定 一 些 宏观 变量 的 增长 
率 或 一 些 特别 资产 或 投资 组 合 收益 作为 模型 因子 ， 
这 类 方法 对 预 检 验 的 偏差 比较 敏感 ; 

第 三 类 预定 一 个 反映 证 券 与 公共 因子 之 间 的 关 
系 ( 即 贝塔 系数 ) 来 代替 对 证 券 特征 的 假定 . 虽然 红 
利和 剩余 风险 在 APT 中 得 到 改进 ,但 在 实际 应 用 
中 对 CAPM ,APT 和 跨 期 模型 的 区 分 并 不 明确 . 

BER KE (systematic risk) ”描述 投资 的 总 风 
险 中 不 能 用 投资 组 合 的 方法 分 散 掉 的 部 分 . 系统 风 
险 之 所 以 不 可 规避 ,是 因为 它 来 源 于 经 济 中 影响 众 
多 投资 的 收益 的 因素 . 例如 ,许多 投资 的 未 来 收益 依 
赖 于 国民 经 济 的 状况 .中 央 政 府 的 财政 政策 、 利 率 水 
平 、 经 济 中 广泛 使 用 的 商品 的 价格 等 因素 . 因为 系统 
风险 不 能 规避 ,所 以 投资 者 需要 得 到 补偿 作为 承受 
系统 风险 的 代价 . 投资 总 风险 中 除 掉 系统 风险 后 剩 
余 的 部 分 被 称 为 非 系统 风险 , 它 与 影响 某 项 投资 的 
特别 因素 有 关 . 例如 ,普通 股票 的 未 来 收益 与 公司 的 
研究 开发 支出 和 广告 支出 有 关 .“ 系 统 风 险 ” 最 先 由 
美国 学 者 夏普 (Sharpe,W. F. ) 于 1964 年 用 在 投资 
领域 中 . 

根据 资本 资产 定价 模型 (CAPM ) ,一 项 投资 的 
期 望 收益 是 市 场 组 合 期 望 收 益 的 线性 函数 . 由 于 存 


在 着 影响 投资 的 特质 因素 ,投资 的 实际 收益 可 能 偏 
离 期 望 收 益 . 用 下 式 来 表示 投资 收益 与 市 场 组 合 收 
益 之 间 的 关系 : 

R; =a; + Ru +E, 
其 中 R 是 投资 i 的 收益 ,Rx 是 市 场 组 合 的 收益 ,es 
是 投资 的 特质 收益 

cov(s;, Ry) = 0,8; = cov(R;, Ry) /var (Ry) 
刻画 了 投资 的 系统 风险 . 因此 ,投资 的 风险 可 以 分 成 
系统 风险 和 非 系 统 风险 两 部 分 , 即 ， 
var(R,) = Bvar( Ry) + varle,) 

其 中 前 一 项 是 投资 i 的 系统 风险 ,后 一 项 是 投资 i 
的 非 系统 风险 . 

投资 组 合 的 8 系数 是 各 项 投资 的 6 系数 的 加 
权 平 均 , 权 数 为 各 项 投资 占 总 投资 的 比例 . 根据 
CAPM ,投资 组 合 的 期 望 收益 决定 于 投资 组 合 的 系 
统 风险 ,风险 资产 的 价格 是 资产 未 来 期 望 收 益 的 现 
值 ,贴现 率 是 根据 资产 的 系统 风险 而 不 是 总 风险 调 
整 的 . 

虽然 系统 风险 的 概念 是 在 CAPM 的 框架 下 发 
展 起 来 的 , 它 也 能 应 用 于 其 他 资产 定价 模型 ,如 套利 
定价 模型 . 

非 系统 风险 (nonsystematic risk) 
K”. 

TB 3528 & (market portfolio) W RAAR”. 

特质 收益 (idiosyncratic return) Jl“ Z& BER 
险 ” 

套利 (arbitrage) 一 种 投资 策略 . 它 能 保证 投 
资 者 在 没有 正 的 净 投 资 的 前 提 下 获得 正 的 收益 . 现 
代 经 济 学 对 套利 的 研究 是 研究 无 套利 机 会 在 经 济 学 
上 的 意义 . 

第 一 个 明确 描述 并 证 明 “ 无 套利 机 会 ”可 以 推出 
“存在 非 负 状态 价格 ”的 美国 经 济 学 家 是 罗斯 
(Ross,S. A. ) 于 1976 年 和 1978 年 ,他 不 仪 提供 了 
一 个 形式 的 分 析 框 架 , 而 且 证 明了 存在 一 个 线性 定 
价 规 则 对 所 有 资产 (而 不 仅仅 是 市 场 上 交易 的 资产 ) 
进行 定价 . 线性 定价 规则 可 以 从 交易 资产 构成 的 集 
合 延 拓 到 状态 集 上 定义 的 所 有 虚拟 资产 . 这 样 延 拓 
的 好 处 是 定价 函数 的 定义 域 不 依赖 于 交易 资产 构成 
的 集合 . 这 里 线性 定价 是 指 价格 函数 或 价格 算 子 在 
代数 意义 上 是 线性 的 ; 即 , 若 用 g 表示 价格 函数 或 算 
子 ,z A y 表示 两 种 资产 , 则 称 9 为 一 个 线性 定价 规 
则 是 指 对 于 任何 实数 a,b, A 

g(ar + by) = ag(x) 十 09(y)， 
对 许多 状态 空间 (包括 有 限 状态 空间 ) 而 言 ,g 可 以 
表示 成 状态 价格 乘 以 数量 再 对 状态 求 和 或 积分 的 形 
式 . 以 简单 的 两 时 期 有 限 状 态 空 间 模 型 为 例 说 明 . 
用 O 表示 状态 空间 ,= {1,2,…,m). 用 eo 表示 指 
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标 资产 , 它 在 状态 0 的 支付 为 1, 在 其 他 状态 的 支付 
为 0. 假设 对 每 一 个 状态 06, 可 以 定义 一 个 状态 价格 
为 ge. 那么 定义 

qr) = D> exo, 


其 中 ze 表示 资产 在 状态 为 2 时 的 值 ( 作 为 指标 资产 
es 的 倍数 ),9 就 是 一 种 线性 定价 规则 . 

为 一 方面 . 设 市 场 上 交易 的 资产 共有 种, 它们。 
在 第 一 时 期 的 价格 向 量 记 为 p ,资产 i 在 第 二 时 期 
状态 9 的 支付 为 Xa 用 X — X 表示 支付 矩阵 ,其 
行 对 应 于 状态 ,其 列 对 应 于 资产 . 这 时 ,一 个 套利 机 
会 就 是 一 个 资产 组 合 7, 它 满足 两 个 条 件 .第 一 , 它 
在 第 一 时 期 的 成 本 不 大 于 零 , 即 ps 2x50. 第 二 , 它 
在 第 二 时 期 的 支付 不 小 于 零 ,X7 宇 0( 这 是 一 个 向 量 
不 等 式 , 其 含义 为 每 个 分 量 不 小 于 零 ), 并 且 以 上 两 
不 等 式 中 至 少 有 一 个 不 是 等 式 . 在 这 样 的 框架 下 , 罗 
斯 的 结果 可 叙述 为 无 套利 机 会 等 价 于 存在 一 组 正 状 
态 价格 . 这 一 结果 也 称 为 资产 定价 基本 定理 . 

现代 金融 学 的 许多 理论 都 以 无 套利 理论 为 基 
础 ,甚至 可 以 用 无 套利 这 一 概念 来 统一 金融 学 . 在 有 
效 资 本 市 场 里 ,资产 价格 反映 了 所 有 可 以 获取 的 信 
E. 如 果 资 本 市 场 不 是 有 效 的 ,资产 价格 没有 完全 反 
映 所 有 可 以 获取 的 信息 ,那么 市 场 上 存在 没有 正确 
定价 的 资产 . 对 于 价格 过 高 的 资产 ,采用 卖 空 的 策略 
可 以 获 利 ;对 于 价格 过 低 的 资产 ,采用 买 人 的 策略 可 
以 获 利 .尽管 这 只 是 “近似 套利 机 会 (指头 担 很 小 的 
风险 就 可 以 获取 大 量 利润 的 机 会 )”, 但 是 ,对 于 风险 
中 性 的 投资 者 来 说 ,只 要 近似 套利 机 会 存在 ,就 可 以 
me. 从 这 个 意义 上 来 说 ,有 效 市 场 理 论 与 套利 理论 
基本 上 是 吻合 的 . 公司 理财 的 核心 内 容 MM 定理 的 
中 心思 想 是 资本 市 场 不 存在 套利 机 会 . 事实 上 ,该 定 
理 的 原始 证 明 就 利用 了 套利 理论 :能 完全 替代 的 两 
种 资产 具有 相同 的 价格 .罗斯 应 用 套利 理论 推导 出 
著名 的 套利 定价 理论 . 著名 的 布莱克 - 肖 尔 斯 公式 用 
至 由 它 导 出 的 期 权 定 价 理论 都 是 以 无 套利 为 基础 . 

虚拟 资产 (dummy assets) “EF”. 

近似 套利 机 会 (approximate arbitrage) 
Al”. 

”资产 定价 基本 定理 (the fundamental theorem 
of asset pricing) 套利 定价 的 一 般 原 理 . 该 定理 可 
表述 为 :无 套利 假设 等 价 于 存在 对 未 来 不 确定 状态 
的 某 种 等 价 概率 测度 ,使 得 每 一 种 金融 资产 的 折 现 
价格 过 程 在 该 等 价 概 率 测度 下 为 对 .资产 定价 基本 
定理 是 美国 经 济 学 家 罗斯 (Ross,S. A.) 在 关于 
APT 的 经 典 论 文中 提出 的 (参见 “套利 ”). 

套利 定价 理论 (arbitrage pricing theory) 简 
称 APT. 资本 资产 收益 的 一 种 因子 结构 . 这 一 理论 
是 美国 经 济 学 家 罗斯 (Ross,S. A. ) 于 1976 年 创立 
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By. 
1. 基本 模型 :假设 每 个 投资 者 都 相信 资本 资产 
的 收益 ( 单 时 期 随机 辐 量 ?满足 下 述 因子 模型 
r=E+Bft+e, (1) 
其 中 xr Ale 是 NNX1 随机 向 量 ,因子 是 KX1 随机 
HEE 是 NX1 向 量 ,B 是 NXK 和 矩阵 .假设 
ECf)-E(e)-0, 
Ak, E) — E. XE pp Ty 25 0B EE. E Cee^ ) 的 对 角 元 、 
Ete’) Ej BB 的 特征 值 之 间 的 关系 加 上 一 定 的 限 
制 . 又 假设 资产 的 数目 N 远大 于 因子 的 个 数 天 . 在 
一 些 模型 中 ,假设 N— J-oo. 在 上 述 条 件 下 ,存在 (K 
十 1)X1 向 量 w (风险 报酬 )、 正 定 和 矩阵 Z 和 常数 a， 
使 得 
(E — Cu) Z(E — Cu) Xa, (2) 
其 中 C=(i,B),i 是 NX1 列 向 量 , 每 个 分 量 为 1; 正 
EER Z 通常 就 是 协 方差 矩 阵 ECee 2. 如 果 模 型 中 
包含 无 风险 资产 ,那么 u 的 第 一 个 分 量 是 无 风险 利 
HE. 这 个 关系 式 说 明 五 的 每 个 分 量 近 似 线 性 地 依赖 
于 B 的 相应 列 向 量 . 常数 a 越 小 ,逼近 的 效果 越 好 . 
如 果 a 二 0, 那 么 就 得 到 严格 的 线性 关系 或 严格 的 套 
利 定 价 :E=Cu; 
2. 实证 检验 :由 于 APT 没有 告诉 人 们 如 何 确 
定 因子 ,因此 ,对 APT 的 实证 检验 都 是 对 价格 关系 
和 因子 正确 性 的 联合 检验 .对 APT 的 检验 通常 名 
略 (2) 并 直接 人 研究 严格 套利 定价 , 它 包含 两 个 步骤 : 
首先 估计 因子 或 者 至 少 估 计 (1) 中 的 和 矩阵 ,然后 , 检 
验 严 格 套利 定价 是 否 成 立 . 这 样 ,对 APT 的 检验 其 
实 是 对 和 矩阵 的 正确 性 和 严格 套利 定价 的 联合 检验 . 
ABE B 的 估计 至 少 有 三 种 方法 : 
1. 对 估计 的 资产 收益 协 方差 窍 阵 进 行 算法 分 
pr. 
2. 在 估计 资产 收益 协 方差 矩阵 的 基础 上 研究 者 
选择 因子 ,然后 估计 和 矩阵 B. 
3. HRA EL BET US ELO OE YE PEDAL PAS d 
矩阵 B 并 检验 它们 是 否 满 足 严格 套利 定价 公式 . 
总 的 来 说 ,对 APT 进行 实证 检验 的 大 部 分 文 
章 支持 APT. 但 是 , 像 CAPM 那样 ,即使 把 小 公司 
和 大 公司 的 风险 差异 考虑 在 内 ,APT 也 难以 解释 小 
公司 和 大 公司 的 资产 收益 的 差异 ,并 且 对 此 进行 检 
验 产生 的 结果 也 是 混杂 
到 现在 为 止 ,APT 看 起 来 比 其 他 模型 或 理论 更 
好 地 描述 了 现实 数据 .但 是 ,需要 指出 的 是 ,APT 实 
证 检验 的 成 功 也 许 是 由 于 检验 方法 存在 着 缺点 ， 
套利 定价 理论 的 基本 模型 (basic model of 
APT) 见 “ 套 利 定价 理论 ” 
套利 定价 理论 的 实证 检验 (empirical testing of 
APT) ” 抑 “ 套 利 定 价 理论 ”, 
有 效 市 场 (efficient market) 
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场 的 一 种 . 是 指 在 资本 市 场 上 确定 资产 价格 时 利用 
了 所 有 可 以 获取 的 信息 .用 数学 语言 描述 就 是 所 谓 
的 EMH 方程 , 即 有 效 市 场 假设 ECR, LO — 1r 或 
ECP,, |D= Gc r2P, & 
m 
lp 
其 中 EF(。|，) 表 示 条 件数 学 期 望 ,R, 表示 风险 资 
产 从 时 间 t 到 zt 十 1 的 (随机 ) 总 收益 ,1 表示 在 时 间 t 
获取 的 信息 集合 ,~ 表示 在 时 间 :的 无 风险 利率 ,PP， 
表示 在 时 间 上 的 资产 价格 .有效 市 场 按照 所 含 信息 
从 多 到 少 的 顺序 分 为 强 形式 、. 半 强 形式 和 弱 形 式 . 强 
形式 有 效 市 场 是 指 信息 集 志 中 包含 了 所 有 可 以 获 
取 的 与 资产 定价 有 关 的 公开 信息 和 未 公开 信息 . 半 
强 形式 有 效 市 场 是 指 7, 中 只 包含 了 所 有 公开 信息 . 
弱 形 式 有 效 市 场 只 要 求 信息 集 7, 中 含有 时 刻 t 以 及 
此 前 的 资产 价格 信息 . 

有 效 市 场 假设 (efficient market hypothesis) 
见 “ 有 效 市 场 ”. 

强 形 式 有 效 市 场 (efficient market in storng 
form) ” 见 “ 有 效 市 场 ”, 

半 强 形式 有 效 市 场 (efficient market in semi- 
strong form) 见 “ 有 效 市 场 ” 

弱 形 式 有 效 市 场 (EM in weak form) 
市 场 ”. 

有 效 市 场 假设 的 实证 检验 (empirical testing of 
efficient market hypothesis) 根据 资本 市 场 的 实 
际 数据 ,运用 统计 方法 对 EMH 进行 检验 ,以 解释 用 
于 确定 价格 的 信息 集 IL 的 内 容 . 对 EMH 的 实证 检 
验 产 生 了 大 量 的 文献 ,总 的 来 说 ,支持 EMH 的 文献 
居多 . 这 种 检验 其 实 是 对 EMH 和 机 会 成 本 的 确定 
及 其 相关 理论 的 联合 检验 . 实证 检验 的 大 量 结 果 表 
明 , 资 本 市 场 与 弱 形 式 有 效 性 比较 吻合 ,而 对 强 形式 
有 效 性 的 检验 所 产生 的 结果 则 是 混杂 的 . 对 半 强 形 
式 有 效 性 的 检验 产生 的 结果 在 学 本 界 尚 存 在 分 歧 ， 
从 20 世纪 80 年 代 开 始 , 在 EMH 检验 中 采用 了 许 
多 新 的 统计 方法 ,但 产生 的 结果 是 混杂 的 . 

当 金 融 商 品 定 价 已 建立 在 无 套利 假设 的 基础 上 
时 ,对 市 场 是 否 有 效 的 实证 检验 就 和 金融 理论 是 否 
与 市 场 现实 相符 几乎 成 了 一 回 事 . 如 果 金 融 市 场 的 
价格 变化 能 通过 布朗 运动 之 类 的 市 场 有 效 性 假设 的 
检验 ,那么 市 场 就 会 满足 无 套利 假设 . 对 投资 者 来 
说 ,因为 无 套利 机 会 ,就 只 能 采取 保守 的 投资 策略 . 
而 如 果 市 场 有 效 性 假设 检验 通 不 过 , 那 反映 市 场 有 
套利 机 会 ,市 场 价 格 在 一 定 程 度 上 有 可 预测 性 ,投资 


E 


了 = P, 


VE ES! 


者 应 采取 积极 的 投资 策略 , 
FAM (option) 一 种 有 价 证 券 . 其 所 有 者 具有 


在 未 来 到 期 日 按照 事先 规定 的 执行 价格 严 人 ( 卖 出 ) 
一 定数 量 的 某 种 金融 资产 或 实物 资产 ( 称 为 “标的 资 


产 ”) 的 权力 . 期 权 分 为 欧式 期 权 和 美式 期 权 . 如 果 期 
权 在 规定 的 期 限 内 没有 被 执行 , 它 就 变 成 一 纸 空 文 . 
没有 任何 价值 . 第 一 个 有 组 织 的 普通 股票 期 权 交 
易 市 场 于 1973 年 在 美国 的 芝加哥 成 立 , 名 为 艺 加 
哥 期 权 交 易 所 (Chicago Board Options Exchange, 
CBOE) 最 先 的 交易 品种 为 16 种 上 市 股票 的 买 人 期 
AL. CBOE 的 交易 品种 很 快 就 扩展 到 以 固定 收入 证 
券 、 货 币 、 股 票 和 债券 指数 以 及 商品 期 货 为 标的 物 的 
期 权 . 美国 股票 交易 所 太平 洋 股 票 交 易 所 和 费城 股 
票 交 易 所 也 在 随后 几 年 里 成 立 了 类 似 的 期 权 交 易 
所 ,1977 年 ,这 些 期 权 交 易 所 开始 交易 卖 出 期 权 . 尽 
管 期 权 市 场 发 展 迅 速 , 但 期 权 至 今 仍 是 一 种 专业 化 
较 强 的 证 券 . 

标的 资产 (underlying asset)” 见 “期 权 ”. 

期 权 定 价 理 论 (option pricing theory) 金融 学 
中 最 基本 的 研究 课题 之 一 . 1973 年 (同年 创立 了 世 
加 哥 期 权 交 易 所 ,简称 CBOE) 美 国学 者 布莱克 
(Black, F. ) 和 美国 学 者 肖 尔 斯 (Scholes,M. S. ) 合 
作 发 表 了 在 期 权 定 价 方面 的 著名 文章 ,从 此 期 权 定 
价 理论 获得 了 重大 突破 . 

期 权 定 价 理论 包含 下 述 内 容 : 

1. 买 人 一 卖 出 期 权 平 价 关 系 . 

2. 美式 买 人 期 权 的 最 优 执行 方案 . 

3. 布莱克 -首尔 斯 期 权 定 价 模型 . 

4. 布莱克 -首尔 斯 分 析 . 

5. 布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 定 价 偏 微分 方程 等 . 

期 权 定 价 理论 已 经 成 为 金融 经 济 理论 的 基石 ， 
类 似 于 期 权 的 结构 存在 于 金融 经 济 学 的 每 一 个 角 
落 . 布莱克 和 肖 尔 斯 早 在 1973 年 就 提出 了 应 用 期 权 
定价 理论 的 一 个 重要 例子 :公司 股票 的 支付 结构 等 
价 于 以 其 资产 为 标的 资产 的 买 人 期 权 的 支付 结构 ， 
该 期 权 的 执行 价格 是 公司 的 账面 债务 ,到 期 日 为 公 
司 债务 的 到 期 日 .因此 ,期 权 定 价 理论 可 以 用 于 对 公 
司 的 股东 权益 和 债务 进行 定价 . 

许多 公司 金融 工具 与 期 权 具 有 相同 或 相近 的 结 
构 , 可 以 利用 期 权 定 价 理论 构建 这 些 金 融 工 具 的 定 
价 模 型 ,用 于 对 债务 进行 优先 级 、 赎 回 、 沉 淀 基金 等 
安排 ;对 债券 进行 可 转换 安排 ;对 贷款 设 定 利率 上 、 
下 限 ;用 股票 和 债券 进行 担保 . 总 而 言 之 ,期 权 定 价 
理论 为 公司 债务 的 定价 提供 了 理论 基础 . 

期 权 定 价 的 方法 还 可 用 来 对 非 公 司 财务 安排 
《如 政府 贷款 担保 、 养 老 保 险 和 存款 保险 等 ). 进行 定 
价 , 对 各 种 雇员 补偿 计划 进行 评估 . 期 权 定 价 分 析 与 
资产 组 合理 论 相 结合 ,已 经 成 为 研究 保险 理论 的 重 
要 工具 . 金融 机 构 在 设计 金融 产品 组 合 时 ,期 权 定 价 
分 析 在 风险 共享 产品 的 确认 产品 定价 风险 管理 和 
风险 控制 等 方面 的 作用 尤为 突出 . 

期 权 定 价 理论 可 以 用 于 评估 资本 预算 决策 问题 


= mat 数 学 


中 的 运行 期 权 或 实物 期 权 . 举例 来 说 ,有 两 套 生 产 设 
施 :一 套 可 以 使 用 多 种 投入 并 生产 出 多 种 产品 ; 另 一 
套 是 专用 设施 . 只 能 使 用 一 种 投入 ,生产 出 来 的 产品 
只 有 一 种 .前 一 套 设施 为 企业 提供 了 运行 期 权 或 实 
物 期 权 ,期 权 定 价 理论 可 用 来 对 它 进 行 评估 . 
期 权 分 析 特 别 适用 于 评估 项 目的 弹性 部 分 ,而 
这 正 是 传统 的 资本 预算 技术 难以 胜任 的 工作 . 因此 ， 
期 权 定 价 理论 为 项 目 预算 提供 了 适当 的 数量 评估 方 
期 权 定价 理论 的 研究 工作 开始 于 1900 年 ,当时 
ik B Be aE EK AIR (Bachelier, L ) 在 巴黎 大 学 写 
了 一 篇 名 为 “投机 理论 ”的 论文 . 在 该 文中 作者 分 析 
了 期 权 定 价 问题 ,推导 出 了 许多 有 关 扩 散 过 程 的 数 
学 结果 ,这 比美 籍 德 国 科 学 家 爱 因 斯 坦 (Einstein， 
A. ) 发 现 布朗 运动 的 数学 理论 早 了 五 年 
i277 HAM (operating options) 见 “ 期 权 和 定价 理 


实物 期 权 (realoptions) Jl“ HAE HIS”. 

买 入 - 卖 出 期 权 平 价 关 系 (put-call parity rela- 
tion) 买 人 期 权 与 卖 出 期 权 之 间 关 系 式 . 它 说 明 买 
人 期 权 的 定价 和 卖 出 期 权 的 定价 是 等 价 的 . 用 数学 


公式 表示 为 


P(s,t) 5 — CG,tY + EC o- 7) 779, 
其 中 s 是 标的 股票 的 价格 ,了 是 期 权 到 期 日 ,E 表示 
期 权 的 执行 价格 ,t 表示 时 间 ,r 是 无 风险 利率 ,P(s， 
t) 和 Cls,t) 分 别 是 卖 出 、 买 和 期权 的 市 场 价 . 同时 还 
假定 以 股票 为 标的 资产 的 欧式 买 入 、 卖 出 期 权 , 它 们 
的 执行 价格 到 期 日 ,标的 股票 都 是 一 样 的 ,而 且 在 到 
期 日 之 前 不 分 红 . 

布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 定 价 模 型 (Black-Scholes 
option pricing model) 2%) m XX 5X Jit 58 3C AL BH CAE 
价 的 数学 模型 . YET 时刻 到 期 的 欧式 股票 洋人 期 权 
在 t 时 刻 的 价格 为 | 

CSD ISSN Het PENG; 
3X SL Je GR n ERI SHE -H RNR EMAR, EL 
中 S 是 标的 股票 在 1 时刻 的 价格 ,E 是 期 权 的 执行 
价格 ,N(。) 是 累积 标准 正 态 分 布 肾 数 ,r 是 无 风险 
利率 ,o 是 股票 收益 标准 差 ( 波 动 率 )， 
h$4rT-0-50-0 
i e /T =t 
d,— d, — o0 vT — t. 

ERA CUS ,zt) 是 下 面 称 为 布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 
定价 二 阶 偏 微 分 方程 的 解 


les, ij eue esto 
在 布莱克 - 肖 尔 斯 公式 中 ,没有 出 现 上 股票 的 期 望 收 益 


率 和 投资 者 的 风险 偏好 ,这 似乎 背离 了 人 们 的 直观 ， 
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d, 


经 济 数 学 


最 初 令 经 济 学 家 们 迷惑 不 解 . 考 克 斯 (Cox,J. ) 和 美 
国 经 济 学 家 罗斯 (Ross,S. A. ) 于 1976 年 和 美国 学 
者 默 顿 (Merton,R. ) 于 1976 年 通过 引入 风险 中 性 
FBR ER T XA, A E gh Harrison, J. M.) 
Al w SEE H (Kreps, D. M.) F 1979 年 和 其 他 经 济 
学 家 后 来 发 展 和 完善 了 蒜 表 示 的 思想 ， 

布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 定 价 公式 (Black-Scholes 
option pricing formula)” 见 “布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 定 
价 模型 ”. 

布莱克 - 肖 尔 斯 分 析 (Black-Scholes analysis) 
基于 布莱克 -首尔 斯 期 权 定 价 理论 的 金融 分 析 . 它 在 
金融 经 济 的 研究 和 实践 中 发 挥 着 重要 作用 . 这 大 概 
可 以 用 以 下 三 个 关键 因素 来 解释 : 

1. 布莱克 -首尔 斯 模型 的 假设 相对 较 弱 . 

2. 布莱克 -首尔 斯 公式 的 全 部 自 变 量 和 因子 中 ， 
除了 股票 收益 率 的 波动 率 (c) 外 ,其 余 四 个 都 是 可 以 
直接 观察 的 ,而 且 可 以 准确 定 地 估计 出 来 . 

3. 布莱克 - 肖 尔 斯 分 析 中 采用 的 方法 具有 一 般 
性 ,可 以 用 于 其 他 种 类 期 权 和 与 期 权 结 构 相 近 的 证 
券 的 定价 . 

虽然 布莱克 - 肖 尔 斯 公式 是 利用 无 套利 的 思想 
推导 出 来 的 ,但 是 推导 过 程 不 依赖 于 市 场 上 是 否 存 
在 这 种 期 权 . 因此 ,布莱克 - 肖 尔 斯 交易 策略 和 价格 
晒 数 为 投资 者 在 市 场 上 创造 尚 不 存在 的 期 权 提 供 了 
方法 . 均衡 期 权 价 格 是 股票 价格 的 二 阶 连续 可 微 函 
数 , 并 且 是 伊 芯 过 程 ; 而 这 是 模型 推导 出 来 的 结果 ， 
而 不 是 模型 的 假设 . 

确定 期 权 价 格 和 复制 资产 组 合 策略 无 需 估计 标 
的 股票 的 期 望 收 益 、 投 资 者 的 风险 偏好 和 投资 者 的 
初始 持 有 . 与 大 多 数 的 均衡 模型 不 同 ,期 权 定 价 不 依 
赖 于 其 他 证 券 ( 标 的 股票 除外 ) 的 价格 和 联合 分 布 信 
息 , 只 依赖 于 标的 股票 的 价格 和 无 风险 利率 . 布莱克 
- 肖 尔 斯 公式 中 的 自 变 量 和 因子 只 有 股票 收益 波动 
率 不 能 直接 观测 ,因此 ,至 今 仍 有 大 量 的 研究 工作 从 
理论 和 实践 的 角度 探讨 波动 率 的 估计 . 

fn 3k va - Ej ZR Hp ER ZU BU TE J^ (generalization of 
Black-Scholes model) 布莱克 - 肖 尔 斯 模型 的 推导 
过 程 依 赖 于 以 下 六 个 假设 : 

1. 没有 交易 成 本 、 税 收 和 卖 空 限制 . 

2. 无 风险 利率 是 常数 

3. 标的 股票 在 期 权 到 期 日 之 前 不 支付 红利 . 

4. 标的 股票 的 价格 过 程 是 几何 布朗 运动 . 

5. 市 场 交 易 是 连续 的 . 

6. 期 权 是 欧式 期 权 . 

自 布莱克 -首尔 斯 模型 出 现 之 后 ,许多 文章 对 上 
述 假 设 进行 了 广泛 深入 的 探讨 ,发 现在 一 定 程度 上 
放松 这 些 条 件 不 会 对 基本 模型 产生 实质 影响 ， 

运用 布莱克 - 肖 尔 斯 模型 和 方法 可 以 对 其 他 类 
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型 的 期 权 进 行 定价 . 美国 学 者 默 顿 (Merton,R. ) 于 
1973 年 讨论 了 “下 跌 - 出 局 ”期 权 (down-and-out o- 
prions) 的 定价 ,美国 学 者 布莱克 (Black,F. ) 于 1976 
年 讨论 了 商品 期 权 , 考 克 斯 (Cox,J. 0 X f RR An- 
gersoll, J. ) 和 美国 经 济 学 家 罗斯 (Ross,S. A. ) 于 
1985 年 讨论 了 利率 期 权 . 这 些 关 于 期 权 定 价 的 文章 
的 一 个 共同 点 是 ,它们 都 利用 了 布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 
定价 偏 微分 方程 . 

布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 定 价 微 分 方程 (Black-Sc- 
holes option pricing) 用 来 确定 在 无 套利 条 件 下 欧 
式 买 人 期 权 价格 的 微分 方程 . 然而, 买 人 期 权 作为 一 
种 特殊 期 权 的 特征 完全 由 边界 条 件 刻 画 . 因 此 ,方程 
具有 一 般 性 ,可 用 来 对 一 般 的 价格 只 依赖 于 标的 证 
券 价 格 的 衔 生 证 券 进 行 定价 .在 对 这 类 衍生 证 券 定 
价 时 ,方程 是 共同 的 ,不 同 的 是 边界 条 件 . 

期 权 定 价 (option pricing) ” 见 “ 布 莱克 - 肖 尔 斯 
期 权 定 价 公式 ”. 

EB SE ft AY BRAK (martingale method for op- 
tion pricing) 4| FAS ffr BRUM BE XE SH SUE ffr B9 2r1«. 
期 权 定 价 的 吉方 法 是 指 :假设 定义 股票 价格 变化 的 
概率 空间 中 的 概率 测度 为 已 ,如 果 存 在 一 个 与 书 等 
价 的 新 的 概率 测度 P^ ,使 得 期 权 价 值 的 折 现 过 程 
在 概率 测度 P* 下 成 为 一 个 轩 , 这 个 概率 测度 P* 称 
为 风险 -中 性 概率 测度 ,或 称 款 测度 . 股票 市 场 是 完 
全 的 等 价 于 这 个 靳 测度 是 惟一 的 .因此 ,在 完全 市 场 
假设 下 ,任何 依赖 于 股票 价格 的 期 权 可 以 按 这 个 准 
则 唯一 定价 . 这 个 定价 准则 也 可 推广 到 未 定 权 益 的 
定价 , 即 在 完全 市 场 假 设 下 ,任何 依赖 于 股票 价格 的 
未 定 权 益 都 可 以 按 这 个 准则 唯一 定价 , 即 只 需 把 上 
述 论 述 中 的 期 权 改 为 未 定 权 益 就 可 得 未 定 权 益 定 价 
EA) BR 7r YE. 诸 方 法 进一步 揭示 了 布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 
定价 模型 的 本 质 ( 参见 “布莱克 - 肖 尔 斯 期 权 定 价 模 
A”), 

期 权 的 无 套利 定价 准则 (non-arbitrage pricing 
principle for option pricing) — JL ^HH E ffr B] RA 
ik. 

期 权 的 风险 -中 性 定价 准则 Crisk-neutral valua- 
tion principle for option pricing) 见 “ 期 权 定 价 的 
BOT”. 

FE FE TX Gt xE Ht HJ BRA jk (martingale method 
for contingent claims pricing) — JL," BH xe ffp i Sk 
方法 ” 

期 权 定 价 公 式 的 实证 检验 (empirical testing of 
option pricing formula) 根据 期 权 市 场 上 资产 定 
价 的 实际 数据 ,运用 统计 方法 对 期 权 定 价 公 式 进行 
验证 . 期 权 定 价 理论 与 资本 市 场 的 实践 吻合 得 如 此 
之 好 ,以 至 于 对 期 权 定 价 理论 进行 检验 的 文章 很 少 . 
一 些 早期 的 检验 文章 试图 探索 这 些 模型 是 否 可 以 用 


来 构建 成 功 的 交易 策略 和 方法 ,但 发 现 交易 费用 使 
得 这 些 方法 根本 无 利 可 图 . 

利用 期 权 定 价 公 式 可 以 把 股票 收益 波动 率 表 示 
成 期 权 价 格 的 函数 , 它 称 之 为 隐 性 波动 率 , 在 解释 股 
票 未 来 的 波动 性 方面 具有 很 强 的 预测 力 . 

当然 ,期 权 定 价 理论 中 也 存在 一 些 问题 值得 探 
索 ,如 美式 期 权 的 定价 问题 .虽然 如 此 ,就 其 解释 实 
际 数据 能 力 而 言 ,该 理论 不 仅 是 金融 学 中 最 成 功 的 
理论 ,而 且 在 整个 经 济 学 中 亦 是 如 此 . 它 在 金融 经 济 
学 领域 获得 了 极其 广泛 应 用 ,对 经 济 学 的 贡献 是 极 
其 深远 的 . 

隐 和 性 波动 率 (implied volatility) 
公式 的 实证 检验 ”. 

衍生 产品 (derivative products) JR E ok E X 
益 、 金 融 产 品 或 期 权 . 根据 合约 或 其 他 明确 方式 规定 
的 资产 或 证 券 . 它 的 价值 依赖 于 一 个 或 几 个 基础 变 
量 . 衍生 产品 的 基础 变量 通常 是 股价 或 商品 价格 s ft 
生产 品 大 多 限于 卖 出 和 买 人 期 权 . 期 货 以 及 这 些 证 
券 的 简单 延 拓 (如 可 转换 债券 ). 20 世纪 70 年 代 初 
以 来 ,衍生 产品 的 种 类 和 数量 迅速 增加 ,产生 了 以 利 
率 和 汇率 旋 至 商品 为 基础 的 衍生 产品 . 作为 一 个 极 
端的 例子 ,一 个 滑雪 场 发 行 一 种 债券 ,债券 的 还 本 付 
息 与 下 雪 情 况 相 联系 . 美国 犹他 州 盐 湖 城 的 一 家 银 
行 发 行 了 一 种 储蓄 存单 ,其 利率 与 犹他 狠 士 队 获 胜 
的 场次 有 关 . 

衍生 产品 猎 究 的 重点 之 一 是 定价 .衍生 产品 的 
现代 定价 理论 始 于 美国 学 者 布莱克 (Black,F. ) 和 美 
国学 者 肖 尔 斯 (Scholes ,M.S. ) 于 1973 年 的 经 典 论 
文 ,这 以 后 ,在 许多 经 济 学 家 的 探索 下 ,期 权 定 价 理 
论 或 未 定 权 益 分 析 获 得 了 飞速 发 展 . 借用 布莱克 - 肖 
尔 斯 方法 对 衍生 产品 进行 定价 的 核心 思想 是 无 套利 
和 构建 资产 组 合 来 复制 入 生产 品 . 该 资产 组 合 被 称 
为 复制 组 合 , 是 由 基础 资产 或 男 一 项 相关 资产 (如 果 
基础 变量 不 是 一 种 资产 的 价格 ) 和 无 风险 资产 组 成 ， 
其 支付 等 同 于 衍生 产品 的 支付 . 如 果 市 场 上 不 存在 
套利 机 会 ,那么 该 复制 组 合 应 具有 与 衍生 产品 相同 
的 价值 . 复制 组 合 包括 静态 复制 和 动态 复制 两 种 . 

RENH (contingent clain) ” 即 “ 衍 生产 品 ”. 

金融 产品 (financial product) BP RTE Y m”. 

复制 组 合 (replicating portfolio) W "415 ^k y 


E» 
HH * 


KE 1X 38 AR (contingent claims analysis) 
一 种 金融 分 析 方 法 . 指 金融 学 中 对 用 某 种 或 某 几 种 
不 确定 商品 或 变量 来 进行 估价 的 合同 给 予 估计 的 相 
关 分 析 方 法 .未 定 权 益 包 括 关 于 某 种 商品 .股票 指 
数 、 利 率 . 汇 率 或 单个 证 券 、 抵 押 证 券 的 期 货 和 期 权 
合同 ;组 合 投资 策略 的 结果 也 可 以 看 做 是 一 种 未 定 
权益 .未 定 权 益 分 析 是 近 20 年 来 金融 经 济 学 研究 的 


见 “ 期 权 定 价 


= 融 数 学 


中 心 问 题 . fp 3€ ya - Bí ZR Hir CBalck-Scholes) F 1973 
年 和 美国 学 者 默 顿 (Merton , R.) F 1973 年 提出 期 
权 定 价 理论 和 公司 债务 的 估价 . 期 权 定 价 理论 从 本 
质 上 说 是 一 个 部 分 均衡 模型 . 美国 经 济 学 家 罗斯 
(Ross,S. A. ) 于 1977 年 和 1978 年 提供 了 一 个 把 期 
权 定 价 理论 与 一 般 均 衡 相 结合 的 线索 ,哈里 动 (Har- 
rison,J. M. 2) $10 yz 3e 26 Er (Kreps, D. M. ) F 1979 年 
把 期 权 定 价 理论 与 一 般 均衡 相 结合 , 给 出 了 状态 未 
定 消费 权益 的 价格 可 行 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 
对 所 有 未 定 权 益 都 一 致 的 线性 定价 算 子 ,在 均衡 状 
态 下 , 任 一 经 纪 人 的 交易 策略 都 是 其 投资 组 合计 划 
问题 的 最 优 解 ;还 进一步 证 明了 在 一 致 定价 算 子 和 
等 价款 测度 之 间 存 在 一 个 复制 关系 . 

未 定 权 益 分 析 主 要 采用 连续 时 间 模 型 ,应 用 随 
机 积分 和 蒜 论 等 数学 手段 .研究 者 为 了 直观 理解 和 
对 连续 时 间 模 型 给 出 数值 近似 也 通常 导出 一 些 对 有 
限 状 态 空间 的 离散 时 间 多 时 期 未 定 权 益 分 析 公 式 . 
未 定 权 益 分 析 为 经 济 学 理论 的 发 展 做 出 了 重要 项 
献 , 同 时 它 对 未 定 文 付 的 定价 和 复制 使 人 们 对 金融 

中 介 的 作用 有 了 更 深入 的 认识 . 

«AE BH Ga (contingent commodities) ”金融 学 
术语 . 指 用 商品 的 标准 特性 和 其 所 处 的 外 部 环境 条 
件 一 起 来 描述 的 商品 . 例如 一 把 雨伞 在 下 雨天 和 晴 
天 的 价值 是 不 一 样 的 . 一 批 在 某 一 日 期 交 货 的 小 麦 
与 它 在 生长 期 的 气候 情况 有 关 . 1953 年 ,美国 学 者 
ME CArrow ,K. J. ) 首 先 引 入 了 未 定 商 品 的 概念 . 而 
美 籍 法 毅 数 学 家 德 布 罗 (Debreu,G. ) 进 一 步 用 它 来 
描述 具有 不 确定 的 资源 消费 和 产品 条 件 下 的 均衡 理 
iE. 未定 商品 的 一 般 竞 争 均衡 模型 与 确定 性 商品 的 
均衡 模型 相似 ,只 是 商品 空间 的 维 数 不 一 样 . 虽然 在 
未 定 商 品 的 均衡 模型 中 并 未 使 用 概率 分 布 的 概念 ， 
但 经 纪 人 对 于 风险 的 态度 和 对 消费 的 偏好 在 模型 中 
有 明确 的 表示 .未定 商品 的 价格 p; 是 假定 市 场 行为 
在 不 确定 的 事件 发 生 之 前 ,为 了 能 够 在 第 * 种 状态 
发 生 之 后 收 到 第 i 种 商品 而 支付 的 金额 . 对 未 定 商 
品 的 文 付 在 前 ,而 只 有 当 第 ;种 状态 出 现时 才 进 行 
交割 . 

静态 复制 (static replicating) 一 种 与 时 间 无 
关 的 证 券 组 合 复制 . 例如 ,一 单位 卖 出 期 权 可 以 由 下 
列 证 券 构 成 的 证 券 组 合 来 复制 :一 单位 买 人 期 权 ( 其 
执行 价格 、 到 期 日 与 卖 出 期 权 相 同 )、 卖 空 股票 和 无 
风险 债券 . 卖 出 - 买 人 期 权 平价 关系 是 典型 的 静态 复 
制 实例 . 以 可 转换 认 股 权证 为 例 来 说 明 静 态 复 制 ,可 
转换 认 股 权证 的 持 有 人 有 权 以 天 执行 价格 购买 一 
股 标的 股票 ,或 者 用 可 转换 认 股 权证 换取 7 股 标的 
股票 . 如 果 标 的 股票 在 到 期 日 的 价格 为 zx, 那么 可 转 
换 认 股权 证 在 到 期 日 的 价值 为 执行 价值 x 一 K 和 转 
换 价值 yz 中 的 较 大 者 , 即 max(Zz 一 天 ,yz). 考 虑 由 
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期 权 ( 到 期 日 与 可 转换 认 股 权证 相同 ) 构 成 的 资产 组 
合 , 它 在 到 期 日 的 支付 为 


Yx + (1 — Y)maxi x 一 5.0 


—max(r—K,Yzr), 
在 到 期 日 可 转换 认 股 权证 与 该 资产 组 合 具 有 相同 的 
支付 . 如 果 标 的 股票 在 到 期 日 之 前 不 分 红 ,那么 可 转 
换 认 股权 证 与 该 资产 组 合 的 现 值 相同 . 运用 布莱克 - 
肖 尔 斯 公式 ,就 可 以 得 出 可 转换 认 股 权证 的 定价 公 
X. 


RJ $£ 38:34 Bg fX. uE (convertible warrant) — D," $8 
态 复制 ” 
动态 复制 (dynamic replicating) 一 种 与 时 间 


有 关 的 证 券 组 合 复制 .考虑 时 间 上 的 因素 确定 衍生 
产品 的 价格 . 用 z 表示 基础 变量 ,t 表示 时 间 ,W Ca, 
t) $e zR Ft ^E iE XE BJ 20] ¢ 的 价值 . 假设 基础 变量 r 
是 由 下 述 扩 散 过 程 来 确定 : 
duce 

其 中 on 表示 x 的 变化 期 望 ,o 表示 的 变化 的 标准 
差 ,w 是 美国 学 者 维 纳 (Wiener ,NN. WH. 一般 地 ,yx 
和 依赖 于 z 和 .根据 伊 匡 引 理 ， 

dW =aWdt+ oWdw. 
其 中 a 称 为 衍生 证 券 的 瞬时 期 望 收益 率 ,6 称 为 衍 
生 证 券 的 波动 率 或 标准 差 ,它们 分 别 定义 为 

1 


aW = Bo We tyW +W, OW —oW,, 


假定 W 是 依赖 于 同一 基础 变量 z 的 一 类 衍生 证 券 
中 的 一 种 . 因为 同一 维 纳 过 程 驱 动 着 这 些 人 衍生 证 券 
的 价格 运动 ,它们 所 得 收益 应 该 是 完全 瞬时 相关 的 . 
如 果 不 存 在 套利 机 会 ,那么 每 一 种 往生 证 券 的 瞬时 
风险 报酬 (a 一 x, 其 中 7 是 无 风险 利率 ) 与 其 瞬时 标 
准 差 成 比例 , 即 
a—r-—ACr,t)6. 

4 虽然 依赖 于 xz 和:, 但 是 它 不 依赖 于 这 一 类 衍生 证 
券 中 的 任何 一 种 . 把 它 代 人 前 面 式 子 , 即 得 


W= Wa GoW. 


这 就 是 对 只 有 一 个 基础 变量 的 衍生 证 券 进行 定 价 的 
基本 方程 ,与 边界 条 件 合 在 一 起 ,就 完全 决定 了 衍生 
产品 的 价值 . 


风险 中 性 定价 (risk-neutral pricing) 一 种 衍 


生产 品 的 定价 方法 . 在 资产 组 合 的 动态 复制 中 如 果 


r 本 身 是 一 种 资产 的 价格 (飞人 、 卖 出 期 权 就 是 这 种 
情况 ) ,那么 人 们 可 以 把 基础 变量 看 做 一 种 衍生 产品 
(就 是 基础 资产 ) 的 价格 . 此 时 ,衍生 产品 的 定价 方程 
就 成 为 | 

rW = SOW. +r2W.+W, , 
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程 和 动态 复制 中 的 方程 


aW — L0W.d AW ,--W, 


可 知 , 衍 生产 品 期 望 收 益 率 a 和 基础 变量 的 期 望 收 
益 率 yj/z 被 无 风险 利率 r 所 替代 .zz 服从 的 随机 过 
程 “似乎 ”是 
dz=rzdttodw, 

衍生 产品 的 期 望 收 益 率 “ 似 乎 "是 无 风险 利率 x. 如 
果 投 资 者 是 风险 中 性 的 ,那么 这 两 个 “似乎 "就 变 成 
了 事实 . 这 一 修改 的 随机 过 程 称 为 风险 中 性 等 价 过 
程 . 

即使 基础 变量 不 是 资产 价格 ,风险 中 性 定价 方 
法 仍然 有 效 . 此 时 ,衍生 产品 的 风险 中 性 等 价 贴现 率 
仍 为 7, 风 险 中 性 等 价 随机 过 程 变 为 

dz 一 (Hp 一 40)dt 十 adro， 
为 了 确定 风险 报酬 项 4, 需要 更 多 的 信息 . 

复合 期 权 (compound option) 一 种 期 权 . 指 以 
期 权 为 标的 资产 的 期 权 . 复合 期 权 有 四 种 组 合 , 看 涨 
期 权 的 看 涨 期 权 ,看 跌 期 权 的 看 涨 期 权 , 看 涨 期 权 的 
BRAN ,看 跌 期 权 的 看 跌 期 权 . 复合 期 权 的 定价 较 
复杂 , 盖 斯 克 (Geske) 于 1979 提出 了 复合 期 权 定价 
的 解决 方法 , 卢 宾 斯 坦 (Rubinstein ,M. ) F 1990 进 
一 步 发 展 并 将 复合 货币 期 权 也 包含 在 内 ,也 可 采取 
二 项 模型 和 相似 模型 来 给 复合 期 权 定 价 . 

特异 期 权 (Cexotic option) 一 种 特殊 期 权 . 不 
是 标准 期 权 的 期 权 统 称 为 特异 期 权 . 它 的 条 件 和 特 
点 和 标准 期 权 多 有 不 同 , 它 的 多 样 性 使 得 很 难 将 其 
归 类 .但 为 了 进一步 讨论 ,可 以 将 其 分 为 三 类 : 

1. 合同 条 款 变 化 型 期 权 - 由 于 标准 条 款 的 一 些 
基本 特征 的 变化 而 产生 的 新 期 权 . 

2. 路 径 依赖 型 期 权 - 这 类 期 权 的 最 终 收 益 不仅 
依赖 于 载体 资产 到 期 日 的 价格 ,更 取决 于 随时 间 变 
化 载体 资产 变化 的 途径 . 

3. 多 因素 型 期 权 - 期 权 的 最 终 收益 取决 于 两 个 
或 更 多 的 载体 资产 的 价格 . 

合同 条 款 变化 型 期 权 包 括 半 美 式 期 权 ( 或 百 襄 
X (Bermudan) 8] BO FHA (s; — 76 88 BO RAT 
期 权 ( 或 有 期 权 )、 延 期 期 权 . 买 卖 权 可 选 期 权 ， 

路 径 依赖 型 期 权 包 括 平 均 利 ( 汇 ) 期 权 ( 或 平均 
价格 期 权 ,或 亚洲 式 期 权 (Asian Option), FRE 
价格 期 权 、 回顾 期 权 (lookback option), 8 #6 FA AQ 
(Cliquet Option 或 Ratchet Option), $$ JE RE AR 
(Ladder Option) , 呼叫 期 权 、 挡 板 期 权 等 , 挡 板 期 权 
中 又 分 触 销 期 权 和 触发 期 权 , 如 加 下 和 触 销 型 看 涨 期 
权 (down-and-out calls)、 向 下 触发 型 看 涨 期 权 
(down-and-in calls ) 向 上 触 销 型 看 跌 期 权 (up-and- 
out puts) 和 向 上 触 销 型 看 跌 期 权 (up-and-in puts). 


多 因素 型 期 权 包 括 彩虹 期 权 ( 或 超 表现 期 权 )、 
一 篮子 期 权 、 价 差 期 权 , 双 币 种 ( 数 期 ) 期 权 (Quanto 
Option) 等 . 

特异 期 权 的 定价 比 标准 期 权 的 定价 要 困难 得 

1. 大 多 数 的 特异 期 权 可 以 用 解析 表达 式 表 出 ， 
当然 这 些 表达 式 比 布莱克 - 肖 尔 斯 公式 要 复杂 得 多 ， 
如 复合 期 权 的 解析 表示 需要 一 种 重复 (iterative ) 的 
技术 ,并 要 用 到 二 重 变化 的 正 态 分 布 . 

2. 用 二 又 树 方法 . 

3. 蒙特 卡 罗 方 法 . 

纯 贴 现 债 券 (Cdiscount bond) MAER MZ. 
一 种 债券 . 是 不 分 红利 且 以 低 于 到 期 日 面值 价格 出 
售 的 债券 ， 

T fe fi (zero-coupon bond) 
ae 

利率 衍生 产品 (interest rate derivative) KF 
未 来 利率 或 债券 价格 的 未 定 权 益 的 一 种 金融 合约 . 

利率 期 限 结 构 (term structure for interest 
rate) 金融 学 术语 . 指 一 种 债券 或 存 贷款 的 到 期 期 
限 与 它 的 到 期 收益 率 ( 即 利率 ) 的 关系 及 其 不 同 的 期 
限 利率 之 间 的 关系 . 


即 “ 纯 贴现 债 


在 布莱克 -首尔 斯 期 权 定 价 模型 中 假设 无 风险 


利率 是 常数 或 是 时 间 的 一 个 隔 数 ,对 于 基于 股票 类 
型 资产 的 短期 期 权 , 这 是 可 以 接受 的 一 种 近似 假设 ， 
但 对 于 利率 往生 证 券 ,这 个 假设 就 不 适当 了 ,必须 考 
虑 随机 利率 模型 . 利率 模型 分 短期 利率 和 远 期 利率 
两 种 模型 . 

在 离散 时 间 模 型 下 ,在 :十 1 时 刻 偿还 的 单 周 期 
利率 在 t 时 刻 的 即 期 利率 +()、 到 期 时 刻 为 了 的 纯 
贴现 债券 或 零 息 债券 在 t 时 刻 的 价格 P(t,T)、 有 效 
跨度 为 了 一 t 的 债券 偿还 期 收益 率 (yieldto- 
maturity) 在 t 时刻 的 现 值 Y(z,T) 以 及 单 周 期 的 远 
期 利率 (相当 于 在 人 十 1 时 刻 支付 ,在 工时 刻 的 利率 
现 值 ) 在 了 时 刻 的 价格 f(t,T) 之 间 有 以 下 关系 : 

三 [ 寺 7 了 (5 人) 


FPT) 
Fa T)— G,T-X 0 iy 


f@,0O=YC@,t+D=rt@), 
PUII)E 


1 
Litrd) JUHI 10 ]*- [12 £6,T— DJ] 

在 连续 时 间 模 型 下 ,到 期 时 刻 为 了 的 纯 贴 现 债券 或 

' 零 息 债 券 在 t 时 刻 的 价格 P(t,T) 和 有 效 跨 度 为 了 

—t 的 债券 偿还 期 收益 率 在 t 时 刻 的 现 值 Y(i,T) 有 

以 下 关系 

. legCPG,T)) 


Y(G,T)— Tei 


S 融 数 学 


Re A RE t 时 刻 的 现 值 Y(t,T) 曲 线 对 
T 一 t 的 依赖 关系 称 利率 期 限 结构 . 而 以 下 的 极限 
ra)— lim YET) 


即 定义 了 短期 利率 . 而 远 期 利率 则 定义 为 


alogCPG,T)) 
TOT) GENE; RERO 


对 于 非 随 机 市 场 ,根据 无 套利 定价 准则 , 纯 贴 现 债券 
的 价格 P(z, 了 T) 和 短期 利率 xr(t) 有 关系 


T 


DPI - exp | 一 ]rod«). 


TE HE TEES FAR PG. TO =F’ Gor (t)) RA 
P4,T) 和 短期 利率 (的 依赖 关系 ,假设 rr OA 
以 下 的 随机 微分 方程 

dr(t)=b(r(t) ,Ddt-- ai lt) ,DdBG). 
可 以 运用 类 似 期 权 定 价 的 款 方 法 (或 等 价 的 风险 -中 
性 定价 准则 ?得 到 债券 定价 方程 .假设 定义 债券 价格 
变化 的 客观 概率 空间 中 的 概率 测度 为 P, 如 果 存 在 
一 个 与 已 等 价 的 蒜 概 率 测 度 P* , 则 纯 贴 现 债券 的 
价格 Pt. 全 ) 满 足以 下 的 债券 定 价 方程 


T 


PG,T) = E* | exp {— [rod] 


其 中 人 定义 债券 价格 变化 的 概率 空间 中 的 o - 域 
流 CF. 代表 截至 时 刻 上 关于 债券 市 场 的 所 有 信息 )， 
E"(。|，。) 表 示 关 于 概率 测度 P* 的 条 件数 学 期 望 . 
选择 不 同 的 等 价 著 测度 将 导致 不 同 的 债券 价格 模 
型 .有 

Pul) Gg, 
其 中 FY 是 以 下 偏 微 分 方程 的 解 . 


For )FE + [BO t) — AG tart) FP 


+ FF — rF* = 0, 
这 个 方程 就 称 利率 期 限 结构 方程 . TE P" P rome 
修正 的 随机 微分 方程 
dr (G)-[bG ,£) —AG ,talr,t) )dto3-a(r, Dd BG). 
B' OE P TAHAR AG OREN AA T 
的 债券 每 单位 方差 的 风险 溢价 ,也 称 风 险 的 市 场 价 
格 . 
特别 地 ,对 于 具有 形 如 
PG,T) = eT -BT 
的 仿 射 期 限 结构 的 特殊 情形 ,可 得 到 债券 价格 的 显 
X GR. 比如 对 于 单 因 子 (one-factor) 的 瓦 司 塞 克 
(Vasicek,O. A. ) 模 型 
drG) = (6—ar(t) dt +odB(t) SEI 


bugie | 
a 

AGT) 

_(B@,T)—tT)la@b—/2) e*B(,T) 
a’ 4a 
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AE a,b, o 是 利率 服从 的 随机 微分 方程 中 的 常 系 
数 . 这 个 模型 的 缺点 是 短期 利率 可 能 变 成 负 的 . 而 考 
克 斯 - 因 基 苏 尔 -罗斯 (Cox-JIngersoll-Ross ) 模 型 ( 简 
称 CIR 模型 ) 于 1985 年 则 避免 了 这 个 缺点 ,他 们 的 
模型 中 

dr(t) = (b — ar(t))dt + o Vr) dB) 
导致 结果 


YT) 
Pose cc 


Ya) (el —1) +27’ 


= _ 2ab DV eat GH /fe 
AC 1 ) 一 c? log| a ray pay l 


其 中 Y= ve“ 十 20 ,a,b,o 是 该 模型 中 利率 服从 的 
随机 微分 方程 中 的 常 系数 . 

这 两 个 模型 可 以 推广 到 多 因子 模型 a,b,o 是 依 
赖 于 时 间 的 哺 数 的 情形 . 286 FE 3m & -A CHeath- 
Jarrow-Morton) F 1987 年 给 出 了 用 远 期 利率 表示 
的 利率 期 限 结构 . fS HE oe AO BH Nr UN CFlesaker and 
Hughston) F 1996 Æ A FA E S 4r fF cE ERES HB T A 
率 期 限 结构 的 男 一 种 表示 方法 . 

短期 利率 (short rate) ” 见 “ 利 率 期 限 结构 ”. 

远 期 利率 (fornard rate) Jil“ Fill HRA”. 

仿 射 期 限 结构 (affine term structure) 见 “ 利 
率 期 限 结构 ”. 

莫 迪 利 亚 尼 - 米 勒 定理 (Modigliani-Miller the- 
rom) ”简称 MM 定理 . 现代 公司 理财 理论 的 核心 . 
简 言 之 ,在 理想 市 场 条 件 下 ,公司 的 财务 政策 不 会 影 
啊 公 司 的 价值 ,MM 定理 说 明 什 么 因素 不 会 影响 公 
司 的 价值 ,什么 因素 会 影响 公司 的 价值 . 这 个 理论 主 
要 包括 四 个 命题 : 

1. 公司 的 市 场 价 值 与 其 资本 结构 无 关 . 

2. 公司 的 资本 成 本 是 其 债务 /股东 权益 比例 的 

3. 公司 的 市 场 价值 与 其 红利 政策 无 关 . 

4. 公司 的 股东 不 关心 其 金融 政策 . 

所 有 这 些 命 题 都 是 一 个 重要 思想 的 推论 :如 果 公 司 
的 股东 能 够 像 公 司 那 样 以 同样 的 价格 进行 金融 交 
易 , 那 么 只 要 他 们 愿意 ,股东 完全 能 够 毫 无 代价 地 把 
公司 的 任何 财务 政策 逆转 过 来 . 在 无 套利 的 条 件 下 ， 
从 这 一 思想 出 发 可 以 得 到 上 述 四 个 结论 . 

从 1958 年 开始 , 美 籍 意大利 学 者 莫 迪 利 亚 尼 
(Modigliani, F. ) 和 美国 数学 家 米 勒 (Miller,M. ) 围 
绕 着 “公司 的 财务 政策 是 否 会 影响 公司 的 价值 ”这 一 
主题 撰写 了 一 系列 文章 ,为 公司 理财 理论 奠定 了 基 
础 . 为 此 ,他 们 获得 了 诺 贝 尔 经 济 学 奖 . 

许多 经 济 学 家 对 MM 定理 中 的 结论 在 什么 条 
件 下 不 成 立 进行 了 广泛 深入 的 探讨 ,研究 了 信息 不 
对 称 、 交易 成 本 税收. 卖 空 限 制 以 及 破产 等 因素 对 
MM 定理 的 影响 . 
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MM 3E 38 (Modigliani-Miller theorem) iH 
利 亚 尼 - 米 勒 定理 的 简称 . 

公司 理财 (corporate finance) 
- 米 勒 定理 ”. 

不 确定 性 (uncertainty) ”决策 将 会 导致 的 可 能 
结果 多 于 一 个 时 的 现象 . 不 确定 性 是 经 济 和 金融 文 
献 研究 的 一 个 重点 .从 20 世纪 50 年 代 起 受到 了 众 
多 经 济 学 家 的 关注 ,经 济 学 中 的 不 确定 性 可 以 分 为 
四 类 : 

1. 外 生 的 不 确定 性 .有 关 变 量 如 消费 者 偏好 和 
厂商 的 技术 ,经 济 学 家 通常 把 它们 看 成 是 外 生 的 , 虽 
然 保 险 可 以 影响 每 个 个 体 的 外 生 不 确定 性 ,但 没有 
一 个 经 济 系统 能 消除 这 类 外 生 不 确定 性 . 

2. 内 生 的 不 确定 性 . A A SEO a 
生 的 不 确定 性 . 这 类 不 确定 性 来 源 于 由 经 济 行为 者 
的 决策 ,也 正 是 经 济 学 家 希望 进行 解释 和 预测 的 内 
容 . 内 生 和 外 生 的 不 确定 性 可 以 相互 影响 ,例如 一 个 
水 坝 倒塌 ,是 因为 两 个 方面 的 不 确定 性 ,内 生 的 是 施 
工 者 偷工减料 ,外 生 的 是 意外 的 连续 几 场 暴雨. 

3. 正 递 的 不 确定 性 . 现代 经 济 中 . 一 类 重要 的 不 
确定 性 是 有 关 经 济 政策 以 及 它 对 税制 利率 、 公 共 财 
物 的 影响 ,这 就 是 政策 的 不 确定 性 . 对 经 济 学 家 来 说 
可 以 视 为 外 生 不 确定 性 的 一 种 形式 . 

4. 外 部 的 不 确定 性 . 这 是 近来 才 开 始 研 究 的 一 
类 不 确定 性 ,这 类 不 确定 性 并 不 是 由 通常 的 外 生变 
量 所 产生 ,其 例子 是 “太阳 黑子 效应 ”. 

不 确定 性 的 数学 描述 如 下 : 设 状 态 世界 集 S 中 
的 任何 一 个 元 素 记 为 ;, 决 策 集 DD 中 的 每 一 决策 记 
为 a, 假 定 所 有 可 能 结果 组 成 的 集 为 C, 相 应 的 每 -- 
个 结果 记 为 c; 每 一 个 决策 4 在 出 现状 态 s 时 将 导致 
一 个 惟一 的 结果 事件 cl4d,s). 状态 世界 的 定义 必须 
使 得 给 定 一 个 状态 s RARE D 中 任意 一 个 决策 d 
不 能 出 现 多 个 结果 , 即 每 一 个 结果 事件 c(d,s) 由 一 
个 决策 d 和 状态 s 所 惟一 确定 . 每 一 个 决策 给 定 了 
一 个 从 状态 世界 集 S 到 结果 事件 集 C. 上 的 一 个 映 
射 


TL Be AA WD YZ 


Ya(s) = c(d,s) GES), 
BK A AR KE 2 FR BEI AL. ARE 2G SR PR BCFA OR TB IR ROR t 
果 的 不 确定 性 . 

不 完全 金融 市 场 (incomplete financial markets) 
完全 金融 市 场 的 对 立 面 . 如果 市 场 中 的 每 一 个 参与 
者 都 能 直接 或 间接 地 与 其 他 任何 一 个 参与 者 交换 任 
何 一 种 商品 (包含 证 券 ) ,就 称 该 市 场 是 完全 金融 市 
场 . 导致 市 场 不 完全 的 因素 至 少 包 含 三 个 方面 : 

1. 经 济 中 存在 不 对 称 信息 . 

2. 对 交易 感 兴趣 的 潜在 交易 者 被 排斥 在 外 ， 

3. 存在 交易 成 本 . 

不 完全 市 场 的 研究 使 得 对 经 济 理论 的 探索 与 现 


实 更 靠近 了 一 步 .一 些 在 完全 市 场 的 框架 中 难以 解 
释 的 问题 或 现象 在 不 完全 市 场 模 型 中 得 到 了 比较 满 
意 的 答案 或 解释 ,例如 :金融 资产 和 实物 资产 的 区 
别 ,货币 中 性 等 . 

下 面 以 两 时 期 金融 市 场 经 济 模型 为 例 前 述 不 完 
全 金融 市 场 模型 . 所 有 金融 工具 的 交易 发 生 在 现在 
( 记 为 时 期 0) ,未 来 ( 记 为 时 期 1). AS 个 可 以 确认 
的 自然 状态 .在 时 期 0 和 时 期 1 的 每 一 个 状态 有 工 
种 商品 的 现货 市 场 ,用 x. 和 p. 表示 随机 商品 从 及 
其 价格 . 金融 工具 或 证 券 有 和 名义 和 实物 之 分 ,名 义 证 
券 的 支付 为 状态 随机 货币 ,实物 证 券 的 支付 为 状态 
随机 商品 . 假设 市 场 上 有 M 种 名 义 证 券 ,证 券 m 的 
名 义 支 付 向 量 vs AS 维 向 量 , 其 分 量 类 表示 证 券 
持 有 人 在 时 期 1 的 状态 下 得 到 的 货币 收入 .SXAM 
维和 矩阵 

Y= Cy Yoo Ym) 

表示 名 义 证 券 的 文 付 矩 阵 . 假设 市 场 上 有 N 种 实物 
证 券 ,证 券 ”的 实物 支付 向 量 v. 为 SL 维 向 量 ,其 
分 量 zx 表示 证 券 持 有 人 在 时 期 1 的 状态 下 得 到 的 
实物 收入 (商品 从 ).S XN 维和 矩阵 

(pn 
表示 实物 证 券 的 名 义 支付 矩阵 (其 中 上 标 了 表示 和 矩 
阵 转 置 ). 

对 不 完全 金融 市 场 的 研究 经 常 限于 两 种 极端 情 
况 :M==0 或 者 和 N==0. 然而 ,无 论 哪 一 种 情况 ,金融 
市 场 交 易 的 一 个 本 质 特征 是 使 证 券 的 持 有 人 能 在 时 
期 0 和 时 期 1 的 每 一 个 状态 之 间 转 移 财富 .名 义 证 
券 构成 的 资产 组 合 可 以 用 M 维 向 量 来 表示 , 它 在 
时 期 1 8945 XL XC REA Yb, 它 的 成 本 为 6 的 现 值 . 

美国 学 者 阿 罗 (Arrow,K.J. ) 于 1964 年 指出 ， 
不 含 实物 证 券 的 金融 市 场 是 完全 市 场 的 充分 必要 条 
件 为 对 于 任何 *E {1,2,…,S}, 存 在 资产 组 合 & 满 
足下 述 条 件 : 

] (525); 
E 0 G3 s). 
或 者 至 少 存在 S 种 名 义 证 券 ,并且 支付 矩阵 Y 的 秩 
为 S. 

关于 不 完全 金融 市 场 的 竞争 均衡 的 研究 有 下 列 
结果 : 

1. 均衡 存在 性 . 如 果 金 融 证 券 是 名 义 的 ,不 完全 
金融 市 场 均 衡 的 存在 性 在 一 般 条 件 下 得 到 了 证 明 . 
如 果 金 融 证 券 是 实物 证 券 ,由 于 名 义 文 付 和 矩阵 Y, 依 
赖 于 商品 价格 p: FH Y, 的 秩 可 能 会 随 着 p, 的 变化 
而 变化 ,均衡 存在 性 的 证 明 要 复杂 得 多 .美国 学 者 拉 
德 纳 (Radner,R. )(1972) 证 明了 :如 果 对 市 场 参与 
者 的 证 券 交 易 数量 加 以 下 界 的 限制 ,那么 竞争 均衡 
是 存在 的 . iK JE (Duffie, D. ) #1 B ff (Shafer, W. ) 


(1986) 证 明了 :对 市 场 参 与 者 的 初始 持 有 和 证 券 的 
文 付 矩阵 而 言 , 几 乎 所 有 的 不 完全 金融 市 场 (实物 证 
券 ) 存 在 竞争 均衡 . 

2. 均衡 的 特征 . 竞争 均衡 的 特征 也 依赖 于 金融 
工具 是 名 义 证 券 还 是 实物 证 券 . 在 包含 实物 证 券 的 
金融 市 场 中 ,一 般 地 ,均衡 配置 不 是 帕 雷 托 最 优 的 . 
然而 ,在 市 场 可 能 提供 的 资源 配置 的 范围 内 ,均衡 配 
置 是 最 优 的 ， 

名 义 证 券 型 不 完全 金融 市 场 的 均衡 可 能 不 具有 
局 部 惟一 性 ,而 均衡 不 具有 局 部 惟一 性 是 普遍 的 
(generic). 此 外 ,在 名 义 证 券 型 不 完全 金融 市 场 中 ， 
假设 证 券 的 名 义 支 付 是 外 生 的 , 则 对 几乎 所 有 的 初 
始 持 有 ,均衡 配置 集合 包含 一 个 光滑 D 维 流 形 ,其 
中 D—S-rank(Y). 

期 权 定 价 理论 涉及 无 限 维 的 不 完全 金融 市 场 理 
ie. 它 不 再 能 简单 地 用 有 限 维 向 量 空间 理论 来 刻 
画 . 这 时 完全 市 场 定义 为 每 个 未 定 权 益 都 可 被 自 筹 
资 的 交易 策略 来 复制 的 市 场 . 否则 就 称 为 不 完全 市 
场 . 由 无 套利 假设 得 出 的 资产 定价 基本 定理 和 原 有 
的 布莱克 - 肖 尔 斯 理论 只 能 对 完全 市 场 中 的 金融 资 
产 惟 一 定价 . 

用 摧 测 度 的 语言 来 表述 如 下 :如 果 存 在 惟一 的 
一 个 关于 股票 价格 过 程 的 等 价 蒜 测度 ,那么 市 场 完 
全 . 如 果 这 样 的 等 价 蒜 测 度 不 惟一 ,那么 有 未 定 权 益 
不 可 被 自 筹资 的 交易 策略 所 复制 ,这 就 是 不 完全 市 

这 里 所 谓 的 等 价 拷 测度 ,是 指 与 定义 原 金融 市 
场 的 概率 空间 的 概率 测度 已 (也 称 客观 (Cobjective ) 
概率 测度 或 自然 (physical) 概 率 测度 ) 相 等 价 的 概率 
测度 Q@, 使 得 在 概率 测度 Q 下 ,股票 价格 的 折 现 过 
Fe My — TRAE. 在 概率 测度 Q 下 ,风险 资产 的 
期 望 收 益 率 加 上 红利 率 就 等 于 无 风险 资产 的 收益 
率 . 因此 等 价 蒜 测度 Q 也 称 为 风险 中 性 (risk-neu- 
tral ) 概 率 测度 . 

完全 市 场 (complete) 见 “ 不 完全 金融 市 场 ” 

金融 风险 (financial risk) 4 Aho Rie. HA 
于 金融 市 场 变 化 或 者 未 来 不 确定 事件 的 发 生 而 导致 
未 来 净 收 益 的 不 确定 性 . 1994 4E 7 H 26 日 ,国际 证 
券 事务 委员 会 及 巴塞 尔 委 员 会 发 表 的 一 份 联合 报 
告 , 把 金融 衍生 产品 涉及 的 风险 分 为 八 种 :1. 市 场 风 
险 ;2. 信用 风险 ;3. 流动 性 风险 ;4. 交割 风险 ;5. 操作 
风险 ;6. 系统 风险 ;7. 法 律 风 险 ;8. 道德 风险 . 以 下 分 
A BU: 

1. 市 场 风 险 是 指 所 持 有 的 金融 资产 和 负债 等 随 
着 市 场 的 变化 带 来 的 未 来 损益 变化 的 不 确定 性 . 

2. 信用 风险 是 指 在 交易 完全 履约 期 间 内 ,由 于 
金融 市 场 环境 的 变化 导致 和 约 内 容 无 法 履行 而 蒙受 
损失 的 不 确定 性 . 
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经 济 数 E 


3. 流动 性 风险 是 指 所 持 有 的 金融 资产 和 负债 等 
能 否 随 时 变现 的 不 确定 性 ， 

4. 交割 风险 是 指 从 签订 合同 到 交割 的 期 间 内 ， 
发 生 无 法 交 制 事态 的 不 确定 性 ， 

5. 操作 风险 是 指 由 于 人 为 的 操作 错误 、 交 易 系 
统 或 清算 系统 发 生 故 障 导 致 交易 无 法 进行 而 造成 损 
失 的 不 确定 性 . 

6. 系统 风险 是 指 金 融 市 场 中 发 生 局 部 异常 事 
件 ,不 仅 对 该 市 场 ,而 且 对 其 他 市 场 乃 至 整个 社会 体 
系 造成 影响 ,致使 金融 系统 整个 的 安全 性 受到 破坏 
的 不 确定 性 . 

7. 法 律 风 险 是 指 由 于 和 约 内 容 的 不 充分 造成 损 
失 或 和 约 不 具有 法 律 效力 而 进行 交易 造成 损失 的 不 
确定 性 . 

8. 道德 风险 是 指 交易 者 利用 市 场 信息 的 不 对 称 
性 有 意 隐瞒 风险 ,并 通过 造假 手段 来 欺骗 客户 或 鞭 
意 扩 大 表 外 风险 资产 而 造成 的 收益 的 不 确定 性 . 

以 上 八 种 风险 中 市 场 风 险 、 信 用 风险 和 流动 性 
风险 可 以 量化 ,而 操作 风险 、 系统 风 险 、 法 律 风险 和 
道德 风险 只 能 作 定 性 分 析 . 

金融 风险 度量 (measure of financial risk) 对 
于 可 量化 的 金融 风险 进行 的 量化 计算 . 以 下 是 对 市 
场 风 险 的 基于 不 同 场 合 和 目的 的 几 种 度量 : 

1. 方差 或 标准 差 ; 如 马 科 维 医 的 资产 组 合 选 择 
理论 中 把 投资 组 合 收 益 X 的 方差 Var(X) 作 为 风险 
的 度量 ,也 可 以 用 标准 差 

o(X)= /Var(x) 
作为 风险 的 度量 . 

如 果 只 考虑 预期 收益 比 实际 收益 或 者 所 定 目 标 
小 时 资产 收益 的 波动 情况 , 则 可 用 半 方 差 .下 偏离 差 
或 下 偏方 差 作风 险 的 度量 . 

2. 半 方 差 .o2 (X) =EL(X— EX)’ lixezxi J, 
其 中 Lixcex; ANE PAK. 

3. F fm B Æ (lower partial siamet) CB 
LPMs) :相对 于 目标 收益 rz 的 2” 阶 下 偏 离 差 为 


LPMs(n,7) = ji (r — XY f G)dz , 


其 中 f(x) 为 收益 的 概率 分 布 密度 . 特别 地 , 当 n—2 
时 即 为 下 偏方 差 . | 

4. 风险 值 (value at risk) (Hit VaR): eR“ Ab 
于 风险 中 的 价值 ” 它 表 示 在 一 定 的 市 场 条 件 下 ,在 
未 来 一 个 选 定 的 时 期 内 ,一 项 交易 或 头寸 的 最 终 净 
值 和 ,由 于 市 场 的 反 向 运动 ,相对 于 一 个 参考 证 券 的 
回报 x 和 对 一 个 设 定 的 概率 水 平 a 来 说 的 最 大 损失 
值 


VaR,QO =~ inf {x | PO Er) , 
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其 中 a 称 为 置信 度 , 已 是 和 所 服从 的 概率 分 布 . 
VaR 可 应 用 于 风险 度量 、 资 本 充足 率 度 量 和 业绩 评 
ffr. 

5. VaR WA 5 zs pi f Cshortfall-expectation 
value at risk )( 简 记 SvaR): 它 表示 在 一 定 的 市 场 条 


“ 件 下 ,在 未 来 一 个 选 定 的 时 期 内 ,对 给 定 的 置信 度 


Qa, 一 项 交易 或 涉 寸 的 最 终 净值 X, 实 际 超过 经 验 
VaR 的 期 望 损 失 : 
SvaR,CX) — E(X| X VaRJ. 

由 于 大 量 的 实证 分 析 表 明 , 资 产 收 益 的 分 布 表 
现 出 “ 峰 度 ”(kurtosis)、“ 厚 尾 ”(fattails ) 和 “ 偏 态 ” 
(skewness) 现 象 ,SvaR 比 VaR 更 稳定 , 且 对 尾部 概 
率 更 具有 敏感 性 ,更 容易 表示 出 尾部 的 特征 . 

6. 风险 的 公理 化 度量 :满足 某 些 公理 化 假设 的 
AERE.. 

通常 把 一 项 交易 或 头 二 在 未 来 一 个 选 定 的 时 期 
内 的 风险 ,定义 为 这 项 交易 或 头 二 的 最 终 净值 X 的 
一 个 函数 oX). 关于 p(X) 作 为 风险 的 度量 应 满足 
的 公理 化 假设 有 多 种 版 本 ,目前 影响 最 大 的 一 种 是 
[nf ey CArtzner, P. 2, BRAK Fh (Delbaen, F. 2, 3: fH 
(Eber, J-M) #1% il (Heath , D. ) 于 1998 年 提出 的 风 
险 的 一 致 度量 , 它 必须 满足 以 下 的 平移 不 变性 、 次 可 
加 性 、 正 齐 性 和 单调 性 4 条 公理 , 即 : 

1. 平移 不 变性 . p(X 十 a* rr)= 二 p(X) 一 a, 其 中 
为 参考 证 券 的 回报 . 

2. 次 可 加 性 . e CX "YO oO +o). 

3. EFH. o(AXO — Ap OX ,其 中 为 非 负 常数 . 

4. 单调 性 . 如 果 XY, WE p(Y) 志 p(X). 

给 定 一 个 参考 证 券 的 回报 7, 一 项 交易 或 头寸 

一 个 风险 度量 o 是 一 致 的 充分 必要 条 件 是 存在 这 
个 交易 或 头寸 可 能 状态 集 上 的 一 个 概率 测度 族 P， 
使 得 
e(X)=sup{Epl —X/r]|PEP}. 

风险 的 一 致 度量 (coherent measure of risk) 

见 “ 金 融 风 险 度量 ”. 
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生物 数学 (biomathematics, mathematical biol- 
ogy) ”数学 与 生命 科学 的 一 个 交叉 学 科 . 是 研究 生 
命 体 和 生命 系统 的 数量 性 质 与 空间 格局 的 科学 ,也 
是 应 用 数学 的 理论 和 方法 . 研究 生命 科学 中 的 问题 
的 科学 . 

生命 科学 研究 中 常用 的 方法 是 观察 和 实验 . 人 
们 通过 观察 和 实验 来 了 解 生命 体 的 性 质 ,而 这 种 观 
察 和 实验 通常 得 到 大 量 数据 (包括 数量 ,大 小 ,形状 
等 ). 怎样 通过 这 些 数据 去 描述 一 个 生命 体 的 性 质 ? 
对 于 简单 的 数据 ,可 以 通过 直观 得 到 结论 . 随 着 生命 
科学 的 深入 研究 ,实验 和 观察 所 得 到 的 数据 越 来 越 
多 、 越 来 越 复 杂 , 要 从 众多 复杂 的 数据 中 得 到 结论 ， 
就 必须 要 依赖 于 数学 方法 的 应 用 . 首先 是 统计 方法 
的 引入 ,也 就 是 说 ,应 用 数理 统计 方法 来 研究 生命 科 
学 中 的 问题 . 这 种 研究 在 19 世纪 末期 就 已 有 大 量 的 
工作 . 例如 , 蒙 德尔 (Mendel,T.R. ) 关 于 豌豆 性 状 
遗传 定量 规律 的 研究 ,就 是 一 个 很 突出 的 例子 .除了 
遗传 学 外 ,还 利用 数理 统计 的 方法 来 研究 生命 科学 
中 的 其 他 问题 ,这 样 , 就 逐渐 形成 生物 数学 中 的 一 个 
分 文学 科 一 一 生物 统计 . 这 个 分 文学 科 形 成 的 标志 ， 
是 英国 生物 学 家 皮尔 进 (Pearson,K. ) 于 1901 年 创 
办 《生物 统计 学 杂志 . 

早期 促使 人 们 应 用 数学 方法 去 研究 生命 科学 ， 
源 于 人 们 对 人 口 增长 问题 研究 的 需要 . 16 世纪 ,中 
国明 朝 的 著名 科学 家 徐光启 就 曾 用 数学 方法 估计 人 
口 的 增长 ;英国 人 口 学 家 马尔 院 斯 (Malthus,T.R.) 
于 1798 年 出 版 的 著作 中 ,给 出 了 一 个 很 简单 的 反映 
人 口 增 长 的 动力 学 模型 ,通过 数学 的 推演 得 出 人 口 
增长 趋势 的 结论 ,尽管 他 的 模型 和 结论 有 重要 的 缺 
陷 ,但 却 是 运用 动力 学 方法 研究 生命 科学 的 最 早 的 
例子 ,也 是 以 后 许多 研究 工作 的 基础 . 动力 学 方法 在 
生命 科学 研究 中 早期 最 为 成 功 的 一 个 范例 ,是 人 们 
至 今 还 常常 说 起 的 故事 :1925 年 ,意大利 生物 学 家 
在 研究 工作 中 ,发 现 第 一 次 世界 大 战 期 间 的 几 年 中 ， 
在 亚 得 里 亚 海北 部 ,捕获 的 食肉 鱼 ( 简 称 大 鱼 , 例 如 
小 鱼 类 等 ) 的 比例 比 过 去 有 所 上 升 ,被 食肉 鱼 食 用 的 
鱼 类 (简称 小 鱼 ) 比 例 有 所 下 降 . 人 们 分 析 , 这 是 由 于 
战争 期 间 捕 鱼 量 大 大 减少 的 缘故 .然而 , 捕 鱼 量 减 少 
为 什么 会 更 有 利于 大 鱼 的 增长 ,而 不 是 更 有 利于 小 
鱼 的 增长 呢 ? 当时 ,意大利 数学 家 沃 尔 泰 拉 (Volter- 
ra, V. ) 建 立 了 一 个 捕食 者 与 食 饵 两 种 群 相 互 作 用 
的 动力 学 模型 ,并 且 通 过 求解 两 个 非 线性 微分 方程 ， 
成 功 地 解决 了 这 个 生物 学 的 问题 . 动力 学 系统 方法 


从 此 渐渐 地 被 应 用 到 生命 科学 的 各 个 分 支 ,这 样 , 生 
物 数学 的 另 一 个 分 支 学 科 “ 生 物 动 力学 系统 ”逐渐 形 
成 ,并 且 由 确定 性 动力 系统 发 展 到 随机 动力 系统 . 并 
应 用 它 研究 了 某 些 生物 量 的 增长 ,也 研究 了 生物 量 
之 间 的 相互 作用 . 例如 ,生态 学 和 遗传 学 中 的 生 灭 过 
程 .逻辑 斯 说 克 增 长 过 程 .分 支 现 象 、 扩 散 过 程 等 
研究 自然 ,了 解 自然 ,更 重要 的 目的 是 利用 自 
然 . 应 用 数学 方法 对 生命 科学 的 机 理 作成 功 的 揭示 
和 描述 ,这 不 仅 有 利于 人 们 进一步 了 解 生命 科学 ,而 
且 便 于 应 用 数学 的 最 优化 方法 、 控 制 理论 和 方法 对 
生命 现象 加 以 控制 ,使 得 大 自然 能 符合 人 类 意向 去 
发 展 ,更 合理 地 为 人 们 所 开发 利用 . 这 样 的 研究 ,就 
形成 了 生物 数学 的 第 三 个 分 支 学 科 一 一 生物 控制 
论 . 控制 论 方法 不 仅 用 于 研究 人 类 如 何 控制 自然 ,更 
多 地 被 用 以 研究 自然 界 或 生物 体内 或 生物 群体 内 本 
身 具有 的 控制 机 制 . 例如 ,人 由 眼 的 视觉 获取 外 界 的 
信息 ,通过 视觉 神经 传递 给 大 脑 ,又 由 大 脑 神经 系统 
指挥 人 的 机 体 去 圆满 地 完成 某 个 动作 ,这 个 过 程 本 
身 就 是 一 个 很 好 的 控制 机 制 . 如 何 应 用 控制 论 的 理 
论 .数学 模型 的 方法 ,去 揭示 、 去 描述 人 的 这 种 控制 
机 制 ,已 成 为 当前 生物 控制 论 中 的 重要 研究 课题 . 
从 方法 论 的 角度 来 区 分 ,生物 数学 可 以 分 为 生 
物 统计 ,生物 动力 系统 和 生物 控制 论 三 个 主要 的 分 
支 学 科 . 当然 ,这 不 等 于 说 在 数学 中 , 仅 是 数理 统计 、 
动力 系统 (包括 随机 动力 系统 ) 理 论 和 控制 论 在 生命 
科学 中 得 到 了 应 用 ,实际 上 要 广泛 得 多 . 例如 ,代数 
学 方法 用 以 分 析 研 究 DNA 上 的 碱 基 排 列 规律 ,有 


所 谓 ( 遗 传代 数 ),《 遗 传 几何 学 ) 的 专著 问世 ;又 如 ， 


应 用 图 论 的 方法 研究 DNA 的 结构 以 及 用 数论 方法 
研究 植物 的 叶 序 等 .许多 数学 方法 都 在 生命 科学 中 
得 到 了 应 用 、 得 到 了 发 展 ,而 且 渗 透 到 生命 科学 的 各 
个 分 支 . | | 

生物 数学 的 内 容 是 什么 ? 它 包含 娜 些 分 支 学 科 ? 
下 面 用 图 表 来 回答 这 两 个 问题 . 图 表 中 ,用 虚线 连结 
生物 数学 栏 的 14 个 长 方 框 内 的 学 科 , 丝 被 认为 生物 
数学 的 分 支 学 科 . 这 里 有 两 种 分 类 方法 ,第 一 种 方法 
是 以 所 涉及 的 数学 方法 为 基础 来 进行 分 类 的 . 例如 ， 
利用 数理 统计 方法 研究 生命 科学 中 的 问题 的 科学 可 
归于 生物 统计 范围 . 它 包括 的 内 容 很 多 ,根据 所 研究 
的 对 象 不 同 ,又 有 其 子 学 科 : 统 计生 态 学 、 统 计 医 药 
学 、 人 口 统计 学 等 . 又 如 ,利用 动力 学 系统 方法 研究 
生命 科学 中 的 问题 的 科学 , 称 为 生物 动力 学 系统 . 其 
包括 的 内 容 也 很 广 ,如 种 群 动力 学 、 传 染病 动力 学 、 
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4rd 3) 715 . 889 2] 2] € AOAIE. 38 — RR 43) 
类 方法 是 按照 所 研究 生命 科学 中 的 子 学 科 的 不 同 来 
分 的 ( 列 于 图 表 右 面 11 个 分 支 学 科 ). 例如 ,利用 数 
学 的 方法 研究 生态 学 问题 的 科学 称 之 为 数学 生态 
学 . 如 果 再 考虑 所 用 数学 工具 的 不 同 ,数学 生态 学 又 
可 分 为 几 个 子 学 科 . 如 统计 生态 学 、 种 群 动力 学 等 . 
图 表 中 左边 3 个 分 支 学 科 和 右边 的 11 个 分 支 学 科 
是 相互 关联 、 相 互 交错 而 又 相互 包含 的 ,所 以 都 被 认 
为 是 生物 数学 的 分 支 学 科 . 

生物 数学 与 生物 化 学 、 生 物 物理 一 样 ,是 一 门 基 
础 学 科 , 它 的 应 用 是 十 分 广泛 的 . 从 图 表 中 可 以 看 
出 ,其 分 支 学 科 几 乎 遍及 整个 生命 科学 ,并 且 直 接 与 
国民 经 济 的 发 展 相 关联 ,从 农林 、 牧 、 渔 到 医药 、 卫 
生 , 从 农作物 和 畜 禽 的 优良 品种 的 培育 ,农田 害虫 的 
防治 到 农林 .渔业 经 济 的 优化 管理 ,都 与 生物 数学 
的 研究 有 关 . 新 技术 .高 科技 的 发 展 ,例如 生物 工程 、 
蛋白 质 结 构 、 人 类 基因 组 图 谱 、 脑 与 脑 功 能 的 模拟 、 
未 来 计算 机 的 设计 等 也 有 待 于 生物 数学 的 进一步 发 
展 . 

人 类 在 21 世纪 将 面临 诸如 天 然 资 源 和 能 源 缺 
乏 、 环 境 污染 .人 口 膨胀 .疾病 与 健康 等 各 种 复杂 而 
困难 的 问题 ,生物 数学 当前 研究 的 热点 也 就 是 围绕 
上 述 问题 开展 的 . 
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生物 数学 作为 一 门 学 科 的 形成 是 在 20 世纪 70 
年 代 . 其 重要 的 标志 就 是 1974 年 联合 国教 科 文 组 织 
编制 的 学 科 分 类 目录 中 ,第 一 次 把 生物 数学 作为 一 
门 独立 的 学 科 , 与 生物 化 学 、 生 物 物理 等 一 起 并 列 于 
生命 科学 类 . 

中 国生 物 数学 在 1984 年 全 国 第 一 次 生物 数学 
会 议 后 得 到 迅速 发 展 ,1985 年 初 成 立 了 “中 国 数学 
会 生物 数学 专业 委员 会 ?和 “中 国生 物 物理 学 会 生物 
数学 专业 委员 会 ”;1986 年 创办 了 “生物 数学 学 报 ”. 
1988 年 在 中 国 西安 召开 了 第 一 次 “国际 生物 数学 学 
术 讨 论 会 ”1990 年 ,1994 年 和 1998 年 分 别 在 武汉 ， 
上 海 和 鞍山 召开 了 第 二 次 、 第 三 次 和 第 四 次 全 国生 
物 数学 学 术 讨 论 会 . 1997 年 在 杭州 召开 了 第 二 次 国 
际 生 物 数 学 大 会 . 


数学 生态 学 


数学 生态 学 (mathematical ecology) Æ WR 
学 的 分 支 学 科 . 是 应 用 数学 的 理论 和 方法 研究 生态 
学 中 的 生物 生存 与 环境 关系 的 科学 . 生态 学 的 发 展 
从 一 开始 就 和 数学 紧密 相连 ,从 1798 年 英国 学 者 马 
IKRE (Malthus, T.R ) 发 表 人 口 论 . 阐 明 人 口 增长 
与 食物 的 数量 关系 ,到 20 世纪 30 年 代 生 态 系 统 概 


念 的 出 现 , 一 直到 20 世纪 50 年 代 生 态 学 的 数量 研 
3t ,逐渐 受到 人 们 重视 ,逐渐 形成 数学 生态 学 这 样 一 
个 新 的 分 支 学 科 . 数学 生态 学 包括 种 群生 态 学 .统计 
生态 学 .系统 生态 学 等 ,其 研究 内 容 除 了 生态 学 关于 
种 群发 展 与 环境 的 关系 之 外 , 近 几 年 来 人 们 所 关心 
的 问题 有 :人 口 控制 问题 ,生物 种 群 的 保护 问题 ( 保 
护 生 物 学 ) ,环境 污染 对 种 群生 态 的 影响 问题 (生态 
毒 理学 ) ,生态 资源 的 开发 .管理 .利用 的 问题 (生物 
经 济 学 ) ,流行 病 的 传播 规律 与 防治 策略 问题 (流行 
病 学 ) 等 . 

单 种 群 模型 (single-species models) 种 群生 
态 学 的 基础 模型 . 指 用 以 描述 某 一 种 群 的 密度 (或 个 
体 数 量 ) 随 时 间 变 化 而 改变 的 规律 的 数学 模型 . TE B 
然 界 中 ,真正 单一 生存 的 种 群 是 极 少 的 ,每 一 个 种 群 
在 生物 圈 中 必然 属于 某 一 层次 ,与 之 共同 生存 的 还 
会 有 和 它 不 同 层 次 或 相同 层次 的 其 他 种 群 ,而 且 每 
一 种 群 的 生存 都 要 受到 自然 环境 中 其 他 种 群 的 影 
响 .但 是 ,为 了 研究 某 一 种 群 的 特性 时 ,可 以 把 其 他 
各 种 群 的 影响 以 及 自然 环境 的 影响 都 归结 为 模型 的 
参数 , 即 把 它们 概括 为 某 种 “内 个 增长 率 ”“ 容 纳 量 ” 
等 ,使 得 问题 简化 ,从 而 建立 模型 . 

连续 模型 (continuous models) 种群 生态 学 的 
基础 模型 . 指 确 定 种 群 增长 的 数学 模型 . 按 所 研究 种 
群 的 特点 ,可 以 分 为 两 大 类 : 

1. 生命 长 ,世代 重 伙 并且 数 量 很 多 的 种 群 , 常 第 
可 近似 地 用 连续 过 程 来 描述 其 数量 的 变化 ,这 种 模 
型 通常 可 表 为 微分 方程 、 积 分 方程 .证 函 微分 方程 、 
偏 微分 方程 等 . 称 其 为 连续 模型 . 

2. 生命 短 、 世 代 不 重 秋 的 种 群 ,或 者 虽然 生 合 
长 .世代 重合 的 种 群 , 但 在 其 数量 比较 少时 ,不 能 用 
连续 过 程 来 描述 其 数量 的 变化 ,这 种 数学 模型 通 生 
表 为 差分 方程 , 称 其 为 离散 模型 . 

离散 模型 (discrete models) 见 “ 连 续 模 型 ” 

马尔 萨 斯 模型 (Malthus model) 生态 学 的 重 
要 模型 . 指 最 早 用 以 描述 人 口 增 长 的 最 简单 模型 . 
1798 年 ,英国 人 口 学 家 马尔 萨 斯 (Malthus , T. R. ) 
根据 百 余 年 人 口 统计 资料 ,建立 了 一 个 人 口 增长 的 
数学 模型 ,该 模型 为 

dx 
die 

称 为 马尔 萨 斯 模型 .其 中 (世代 表 在 时 刻 上 的 人 口 
总 数 ( 或 人 口 密度 ),r 为 "相对 增长 率 三 相对 出 生 率 
一 相对 死亡 率 ”, 又 称 > A A BSR 2, 由 方程 的 解 
a(t) = xe" A Al, 23 770 时 , 即 相 对 出 生 率 大 于 相 
对 死亡 率 时 , 则 有 too zoo, 因此 ,马尔 萨 斯 
得 出 人 口 随 着 时 间 指 数 无 限 增长 的 结论 . 

A JE te K Æ (intrinsic rate of natural increase) 


见 “ 马 尔 萨 斯 模型 ”. 


逻辑 斯 说 克 模 型 (logistic model) 一 类 重要 的 
种 群 繁殖 模型 . 即 受 资源 约束 的 一 个 人 口 增 长 模型 ， 
由 于 马尔 萨 斯 模型 没有 考虑 到 在 有 限 资 源 环 境 下 ， 
种 群 密度 的 增 大 将 会 制约 自身 的 增长 速度 一 一 密度 
制约 ,因此 ,导致 种 群 随时 间 无 限 增 长 的 结论 . 1838 
年 ,比利时 社会 学 家 、 数 学 家 韦 吕 勒 (Verhulst,P. 
F. ) 考 虑 到 密度 制约 的 关系 ,把 相对 增长 率 > 改 为 


X 
r(xr)-—r, bestes 
称 为 逻辑 斯 诺 克 模型 : 
dr _ 
de FUE) 


i Hon AAR KR, z 
KC2O ANM SNB) E. K 
用 以 描述 在 所 考虑 的 环境 
中 所 允许 生存 的 最 大 种 群 
密度 . 其 方程 在 初 值 1 一 0 
时 z 一 zeo 下 的 解 为 
a(t) = E = 
Ly — (To 一 RE 
其 图 象 称 为 逻辑 斯 说 克 曲 线 , 如 图 所 示 . 
i9 48 mW be H Ze (logistic curve) 
详 克 模型 ” 

”营养 动力 学 种 群 模 型 (models of populations 
based on the nutrition kinetics) 一 种 常见 的 单 种 
群 模型 . 指 从 生物 生长 依赖 于 环境 中 的 营养 物质 供 
应 这 一 基本 概念 出 发 建立 的 一 种 数学 模型 . 该 模型 
可 表 为 


其 中 
k T; 
T m 一 a + Tins He 一 Hm P , 


Zi 为 在 时 刻 上 的 种 群 密度 ,zw 为 环境 容纳 量 ,& 是 
米 氏 常数 (为 种 群 变化 相对 速度 dz/zdt 达到 最 大 值 
pm 的 一 半 时 ,营养 物 的 浓度 ) ,a 是 营养 物质 化 为 种 
群 密度 的 比例 系数 . 

一 般 连 续 单 种 群 模 型 (general single-species 
continuous model) 一 种 常见 的 单 种 群 模型 . 指 增 
长 率 为 一 般 密度 制约 的 种 群 模型 . 以 x00 代表 所 研 
究 的 种 群 在 时 刻 t 的 密度 (或 个 体 数 量 ), 则 一 般 连 
续 单 种 群 模型 可 表 为 


da com 


其 中 F(z) 为 连续 函数 ,代表 非 线 性 密度 制约 的 相对 
增长 率 . EAEE r*>0, 4E Flr*)=0, W] r* $ 
为 一 般 连 续 单 种 群 模 型 的 正平 衡 点 (位 置 ). 
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连续 单 种 群 模型 的 正平 衡 点 (nontrivial equi- 
librium of single-species continuous model) W 
“一 般 连 续 单 种 群 模型 ”. 

连续 单 种 群 模 型 正平 衡 点 的 稳定 性 (stability 
of nontrivial equilibrium of single-species continu- 
ous model) ”数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 即 考虑 
研究 使 种 群 密度 稳定 于 平衡 态 的 基本 条 件 . E RA 
群 模型 

E = xFG) 
有 正平 衡 点 r*>0,F@a*)=0, ÑE: 

1. F' Gz' 20 时 ,正平 衡 位 置 r AMBRE. 
F' (z')220 时 ,正平 衡 位 置 z "为 不 稳定 ; 

2.z 2x DOHBPFO2D0,.H r>z* WY 

e AFISO; 
则 正平 衡 位 置 z "为 全 局 渐 近 稳定 的 , 即 以 任 一 正 数 
2770 为 初始 值 方程 的 解 ce ORAL 

lima (t) ep. 
在 研究 生态 平衡 时 常 要 考虑 生态 模型 正平 衡 点 的 稳 
定性 . 

具 定 常 收 获 的 逻辑 斯 请 殉 模 型 (logistic model 
with constant harvesting) ES AE By Bh BE BE HE 
73. 即 研究 用 以 描述 人 类 对 可 再 生 资 源 开 发 的 一 个 
模型 . 如 果 对 由 人 逻辑 斯 谨 克 模型 所 描述 的 种 群 ,加 上 
定常 瞬时 收获 , 则 被 收获 的 种 群 数量 的 变化 ,可 由 下 


面具 收获 的 逻辑 斯 详 克 模型 来 描述 
|. dx 
em r(r)r—h, 


r(z) — n — £2» 
其 中 天 是 正常 数 . 由 于 
maxir(r)r) = <n, 
M4 WRB /之 天 ro/4 时 ,模型 不 存在 正平 衡 点 ， 


dz 
ap 


导致 种 群 持续 下 降 , LL SURE RK 28. f] 34 A<Kr,/4 
时 ,模型 存在 两 个 正平 衡 点 zi 二 zz .这 时 只 要 初始 
种 群 密度 r> , 则 种 群 将 会 达到 可 持续 收获 种 群 
密度 r: ,Kro/4 称 为 最 大 承受 生产 . 

最 大 承受 生产 (maximun sustainable yied) 
见 “ 具 定常 收获 的 逻辑 斯 说 克 模 型 ”. 

逻辑 斯 谤 克 模 型 的 最 优 控制 问题 (optimal 
control of the logistic model) ”一 种 生物 种 群 繁殖 
控制 问题 . 指 可 再 生 资 源 的 合理 开发 中 常 需 考虑 的 
一 个 控制 问题 . 逻辑 斯 说 克 模 型 的 最 优 收获 问题 的 
标准 提 法 为 : 

dx 
系统 dir 
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—u(t)-0; 


初始 xr(00)—2,20; 
终点 了 一 常 数 ,z(T) 辫 a (a 为 正常 数 ); 
Him OKu) Xu. (Umax AY IET BO 5 


目标 max OT : 


这 类 控制 问题 常用 于 渔业 ,如 果 鱼 类 的 增长 用 
逻辑 斯 说 克 模 型 来 描述 ,要 求 选择 一 个 最 优 的 收获 
Rut) ,使 得 总 收获 量 为 最 大 ., 这 个 答案 就 是 上 面 
标准 控制 问题 的 解 . 

iEBi&1E 8H B SS BB Qonautonomous logis- 
tic model) 一 种 生物 种 群 繁殖 模型 . 指环 境 因素 
随时 间 变 化 的 模型 . 即 逻 辑 斯 详 克 模型 中 参数 CA 
豪 增长 率 ) 和 天 (容纳 量 ) 是 随时 间 而 变化 的 ,该 模 
型 为 

HD 一 r(ex(e)| 1 — 


WHET x0 RRA 
XyeXpP li "Gods | 
1+ al exp li rsn)ds | r(s) ds 


K(s) 
HER r 入 满足 不 等 式 : 


r, = inf r@<r@<r* 
:ER 


ko 


r( by) = 


= sup r(1)«006; 
ERE 


<k, = inf KDE KO 


te 


= sup K@)<~., 
ER 


J&] 88 3E Bie 模型 (periodic logistic model) 

一 种 生物 种 群 繁殖 模型 . 指环 境 因 素 随 时 间 周 期 性 
变化 的 模型 ,以 B 记 ww 为 周期 的 连续 函数 的 巴 拿 赫 
空间 ,在 B 中 定义 模 

工人) s 一 sup |z(£) | , 
平均 值 

E OI o7 | Gods. 
E 5bG).cG)€ B,W E 

ORROT 


RAAB RA. E bG), cHOEB [ba] 
>0, FF ELSE EUR K 4 602270, M ARE SCRI TRE 6 
模型 存在 惟一 周期 为 o Wc) FATA t 
220,418 0220. 

离散 逻辑 斯 请 克 模 型 (discrete logistic model) 
一 种 生物 种 群 繁殖 模型 . 指 时 间 离 散 状态 下 的 逻辑 
斯 说 克 模 型 . 它 有 不 同 的 生成 方式 ,从 而 得 到 不 同类 
型 的 模型 : 

1. 具有 与 逻辑 斯 详 克 微分 方程 解 类 似 性 质 的 差 


分 方程 
Ar, 
a PEE EE (1) 
1 十 kc 
其 解 为 
ART K — To 
eue Woe ye 
它 类 似 于 逻辑 斯 诵 克 微分 方程 的 解 
Kz; 
xt) = 


t= (pe Ke 0 
2. 使 用 向 前 差 商 代替 微 商 ,得 到 离散 情况 下 类 
似 的 逻辑 斯 详 克 模型 (差分 方程 ) 


rise 1+ro1— 2). (2) 


AR HE — 1m n3 及 yw SUt+1/r.)K 时 ,才能 保证 
a, AAR A. 通过 变换 


之 ;: Xr CI RY 
模型 (2) 有 更 简单 的 形式 
Zl = az, (1— z), a= 1 +r, 
这 就 是 混沌 动力 学 中 研究 倍 周 期 分 岔 与 混沌 时 使 用 
的 模型 . 
3. 在 结 点 间 ,积分 欣 辑 斯 谊 克 方 程 ,并 在 一 定 的 
假设 下 ,可 以 得 到 


za explr C R51. (3) 


模型 (3) 是 描述 鱼 类 种 群 增长 时 常用 的 一 个 模型 , 它 
同样 具有 模型 (2) 所 显示 出 的 倍 周 期 分 岔 和 混沌 性 
质 . 

一 般 离 散 单 种 群 模型 (general single-species 
discrete model) 一 种 常见 的 单 种 群 模 型 . 是 离散 
单 种 群 模型 的 一 种 更 一 般 化 的 形式 . EA x, 代表 在 
时 刻 t 种群 的 密度 (或 个 体 数量 ), 则 一 般 离散 单 种 
群 模型 可 以 写 为 

Jus SEG 
其 中 下 (z) 为 非 负 连 续 函 数 ( 对 所 有 ze 0. P(e S 
0), FFE — PR x^ 0048 Fr 2m, lll ER x^ y 
模型 的 正平 衡 点 . 

离散 单 种 群 模型 的 正平 衡 点 (nontrivial equi- 
见 “ 一 般 


librium of single-species discrete model) 
离散 单 种 群 模型 ”. 

离散 单 种 群 模型 正平 衡 点 的 稳定 性 (stability 
of nontrivial equilibrium of single-species discrete 
model) ”数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 即 考虑 离散 
模型 下 种 群 密度 稳定 于 正平 衡 点 的 基本 条 件 . ES 
散 单 种 群 模型 X1 =2,F (2,) ; u 

OF 


x s < 0 
dr r-—-r* 


时 ,有 正平 衡 点 x* 0, F (2c) =1, MEHA r 


为 渐 近 稳定 的 (参见 第 三 卷 ( 常 微分 方程 》 中 的 “ 渐 近 
稳定 性 ”). 

离散 单 种 群 模 型 的 全 局 稳定 性 (global stability 
of single-species discrete model) ”数学 生态 学 的 重 
要 性 质 之 一 . 是 考虑 离散 单 种 群 模型 群 的 一 种 大 范 
围 性 质 . 记 单 种 群 离散 模型 为 

mos mw Ge uc EC. 

a A IEEE rt. H r 是 渐 近 稳定 的 ,如 果 对 
于 任意 初 值 x。€ (00,9050 出 发 的 差分 方程 的 解 x,， 
都 有 


lint 9 D 


t+ 00 


则 称 z” 是 全 局 稳定 的 ,这 时 也 称 模型 是 全 局 稳定 
HJ. 如 果 c" 是 模型 的 惟一 正平 衡 位 置 , 则 xz* 为 全 局 
稳定 的 充分 必要 条 件 是 : 当 z € Oc HA 
gle(x)] > x 

离散 单 种 群 模型 的 周期 点 (periodic point of 
single-species discrete model) ”数学 生态 学 的 基本 
概念 之 一 . 它 反 映 了 离散 单 种 群 模型 的 一 种 特征 . 指 
种 群 密度 的 周期 性 变化 使 其 模型 出 现 的 周期 点 . 设 
单 种 群 离散 模型 为 

i A) 

iu 

gLg G2 ] A g' xD, 

ple G2] p(y 

glg'(x5)]-g''G) (R= 12:57). 
AFEERI Kä x € (0,00) ,使 元 一 g FG»), 
4H 24 ] xn «— Kt. BUS n BATA oz). MRK 
x 为 模型 的 周期 点 , RAHA K, AS: {ZT,g CD, 
g (T), g ” GO) 称 为 模型 的 K 点 环 . 

离散 单 种 群 模 型 的 开 点 环 (K-point cycle of 
single-species discrete model) 见 “ 离 散 单 种 群 模 
型 的 周期 点 ” 

离散 单 种 群 模型 周期 点 的 稳定 性 (stability of 
periodic point of single-species discrete model) 数 
学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 离散 模型 和 种 群 密度 
稳定 于 周期 点 的 基本 条 件 . 设 单 种 群 离散 模型 为 

5 
各 式 是 模型 周期 为 天 的 周期 点 ,并 且 存 在 一 个 区 间 
I—(x—8,r4-6),6750 使 得 对 一 切 x, € I, RA 
lg (zx) — Z| < Ix, — zl, 
则 称 x 为 渐 近 稳定 周期 点 . A EI E. SEK 
TES E 


成 立 , 则 称 周 期 为 天 RR & Je WX aE. 
离散 单 种 群 模 型 的 混沌 性 质 (chaotic behavior 
of single-species discrete model) 数学 生态 学 的 基 
本 概念 之 一 . 指 描述 生态 极 不 稳定 的 一 种 性 质 . 如 果 
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对 于 任意 正 整数 ”, 所 研究 的 离散 单 种 群 模 型 都 存 
在 周期 为 2 的 周期 点 , 则 称 其 为 离散 单 种 群 模型 的 
混沌 性 质 . 奋 所 研究 的 单 种 群 离散 模型 存在 周期 为 
3 的 周期 点 , 则 此 模型 有 混沌 性 质 . 

具 常 数 时 滞 的 逻辑 斯 请 克 模 型 (logistic model 
with a constant time lag) 一 种 生物 种 群 繁殖 模 
型 . 指 密度 制约 因素 具有 常量 时 间 (了 > 00 BAR Js 
模型 . 该 模型 可 表 为 


dz(t) _ xz 一 了 ) 
一 一 COE EDT De 


其 中 ~ 和 天 FURIA BUS KNIE RE. 

F E CERE B HJ XE. LT UB oe AR 2 EU] Fa E TE Csta- 
bility of a logistic model with a constant time lag?) 
数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . HB A ae SY S 
逻辑 斯 说 克 模 型 稳定 于 平衡 点 的 基本 条 件 . 若 该 模 
型 表示 为 
dz(t) = rete), 1 u m 2], 


dt 
其 平衡 点 为 x 二 0 和 x 二 大 .模型 关于 此 两 平衡 点 的 
线性 化 方程 分 别 为 
ont) = pe. 
arte) — — ryx(t — T). 


由 前 一 方程 可 见 , 当 r, 盖 0 时 ,z=0 是 不 稳定 的 平 
GMB. x0) = ce 为 后 一 方程 的 解 , 代 和 可知, 
ARETE A = re”. 此 方程 称 为 原 模型 关于 平 
MMR r= K 的 线性 近似 方程 的 特征 方程 . 当 0 — 
rol < x/2 时 ,特征 方程 的 所 有 根 均 具 负 实 部 ,从 而 
平衡 位 置 x = K (a BB) 稳定 ; 当 rl 2G 时 ,> T 
K 是 不 稳定 的 平衡 位 置 . 现 已 证 明 当 :ro7<3/2 时 ， 
平衡 点 z= 二 0 是 全 局 渐 近 稳定 的 ; 当 ro7>r/2 时 , 平 
WA + 二 为 不 稳定 且 存 在 周期 解 . 但 参数 满足 

3 í 7 
p ue 
AY dé 4E a aE. SCA SA. 

Sy fn I i 3E $8 Nri se ES SU (logistic model with 
distributed time lag) 一 种 生物 种 群 繁 殖 模 型 . BD 
考虑 到 遗传 因素 影响 的 模型 . 该 模型 表示 为 微分 积 
分 方程 


dx(t) E 


E rox Ct) m i 上 rG)Q(G 一 edz |. 


HERD PS == t 一 Tt, 则 方程 变 为 


Se — rz) x i | zc = XQ Cudu | , 
其 中 


| ect =1, 


Q(z) 为 核 函 数 ,r。 和 天 分 别 代 表 内 豪 增长 率 和 容 
J32 


ZA ER. 此 模型 表示 :t 时 刻 种 群 密度 的 相对 变化 率 受 
到 上 时 刻 以 前 整个 历史 时 期 种 群 密度 的 影响 ,而 各 
时 刻 影响 的 大 小 , 则 由 核 淆 数 Q(x) 给 出 . 对 于 某 一 
EXT: 
Q(t)=T 'texp 
称 为 强 时 滞 核 函数 ， 
Q((»)-—T texp 


FR Ay 88 EST Vt T PR C 

om Er] He 4& EN BL (strong delay kernel function) 
SL Sy Fi ENT His E FB SOT Hae 5 PR”. 

88 FERE 4% ER HL (weak delay kernel function) 
VD Apa BY His ee E Tie PR MA 

88 FE i 12: 32 $8 Hir ii su Be BY BY ES XE ME (stability 
of a logistic model with weak time delay kernel) 
数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . TR ROA S8 SEIS TE ERI 
的 特殊 分 布 时 滞 逻 辑 斯 详 克 模型 的 稳定 性 . 该 模型 
表示 为 


dzl» —x(t)(r — cx (t) 


UN 
F 


mE 
T 


— wf exp| — a(t — t)]r(r)dr}, (1) 
这 里 r,c,w 和 a 是 正常 数 . 作 变换 
y= | expl —a(t—r) |x(r)dr, 


则 模型 (1) 化 为 方程 组 

O zr ez) ey], 

WOL —ayQ) +2), 
它 有 正平 衡 点 

(zx sy") = oS , 

ac + w ac + w 

HESAR, BD EL SS ET TS BY ee a oe ) 
是 全 局 稳定 的 . 


强 时 滞 核 逻辑 斯 谤 克 模 型 的 稳定 性 (stability 
of logistic model with strong time delay kernel) 
数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . T8 ROB R ht UE TA SR ZA 
的 特殊 分 布 时 滞 逻 辑 斯 详 克 模型 的 稳定 性 . 该 模型 
表示 为 


oz) =x(t){r—cxz(@) 


-| (t—r)exp[ —a(t—r) |x(r)dr}, (1) 
这 里 r,c,w Ma 是 正 的 常数 . (FER: 
yı t) = | (t—s)exp| —a(t—r) |x (rdr; 


y: t) = Ñ exp| —a(t—r) ]r(r)dr. 


则 模型 (1) 化 为 方程 组 
(dx 


ap thr et — O92) í 


d 
= ayi Hy» (2) 
dy. 


它 有 一 个 正平 衡 位 置 (x* (yl (y: ) ,其 中 
EE 4 
M — €4-ca?' 


yz —ayi ， 

nm een ws 
Aca’ 7 e 时 是 全 局 稳定 的 ,因此 , 当 ca^ e 时 ， 
nes EE Pays E 38 Br dr oe I CD de RR XE HJ. 

Rwy E xEÉSHN LU se A FE reaction-diffusion 
logistic equation) 一 种 生物 种 群 繁殖 模型 . 指 种 群 
密度 分 布 不 均匀 情形 的 一 种 模型 . 以 往 研究 种 群 密 
度 变化 的 模型 ,都 假设 种 群 的 密度 在 其 生活 空间 中 
的 分 布 是 均匀 的 . 如果 密度 分 布 不 是 均匀 的 , 则 密度 
的 改变 除了 种 群 的 生 、 灭 外 ,还 要 考虑 迁移 的 因素 . 
EA X 表示 种 群 所 在 空间 R14 中 的 一 个 点 (zi xs, 
0. 以 N(x,t) 表 示 种 群 在 点 X 处 于 时 刻 t 的 密 
度 , 则 种 群 的 反应 扩散 逻辑 斯 诺 殉 方程 即 为 下 面 诺 


伊 曼 初 边 值 问题 
aN N 
3 =ANTroN d (r,))€ Q0X[0,o0), 
IN _¢ (x,t) €IQX[0,00), 
on 
N(x,0)=G(r) (x=), 


为 Ri 空间 中 有 界 开 集 ,0 的 边界 90 EIM, 
3/9n 为 边界 9 的 外 法 向 导数 ,oz) 在 2 中 严格 正 ， 
且 充 分 光滑 . 

具 阶 段 结构 的 种 群 模型 (population model 
with stage structure) 一 种 生物 种 群 增长 模型 . 指 
种 群 按 其 生理 特征 划分 为 若干 阶段 的 模型 . 例如 ,把 
某 种 昆虫 分 成 幼虫 和 成 虫 两 个 阶段 . 幼虫 成 熟 后 变 
成 晴 ,化 晴 成 功 则 变 成 成 虫 , 设 上 时 刻 的 成 虫 所 经 历 
的 成 熟 期 为 r(z), 它 与 时 刻 :t 有 关 , 这 样 建立 的 具 阶 
段 结构 的 种 群 模型 为 

= Bo) AO LO- Ba-oPO|1- E] ， 


dA dz 
of -Ba—oPo| 1-5 a(t) —60)ACD, 


H 
[a ru) (Peer 


P(t) =e . 
KB LG) 5 AGAR Xon £ Bs Z0] 5] h CERERI EN, R 
We BOA t 时 刻 幼虫 的 出 生 率 ;A(z) 与 860 Sy Hl 
为 上 时 刻 幼 虫 和 成 虫 的 相对 死亡 率 ( 即 死亡 概率 )， 
PG) E t— ra) BE AJ B AE BS ZI m TS SUE RS t 的 概 
a(t) t 时 刻 化 肾 成 功 的 概率 . 


年 龄 结构 种 群 的 离散 模型 (discrete models for 
an age-structured population) 一 种 生物 种 群 增长 
模型 . 指 时 间 和 年 龄 离散 取 值 的 情形 下 ,描述 年 龄 结 
构 种 群 增长 的 模型 . in; OA 7 A SE 7 十 1 岁 
个 体 的 总 数 (j 二 0,1,…,m), 称 为 第 J FERH. b, 为 
第 ;年龄 组 的 种 群生 育 率 ,bj) 宇 0 Cj 1,2, mss; 
表示 第 7 年 龄 组 的 种 群 存活 率 ,0<<sj 志 1 (j= 二 1,2， 
eem — 1). NOD = iG) ,ns(t),…,n,(t))” 表示 时 
刻 上 各 年 龄 组 的 个 体 数 . 在 定常 环境 下 , 当 离散 时 间 
间隔 与 年 龄 同步 增长 时 ,种 群 增 长 的 线性 模型 为 如 
下 形式 的 矩阵 模型 

NG--10)—MNCG), 
XB BE M 为 如 下 形式 


0 MEL M Soe O 
M BRA Se A FEE , CER AU M ER SH Hr AI A A A. 

3E Hr Fl 4E RE (Leslie matrix) 见 “ 年 龄 结构 种 
群 的 离散 模型 ”. 

3€ Hr Fl XB BE BY (Leslie matrix models) Jil 
“年 龄 结构 种 群 的 离散 模型 ” 

Th Bf of AS BJ of ym D TE (strong ergodicity of 
population dynamics) 数学 生态 学 的 基本 概念 之 
一 . 指 长 时 间 原 种 群 动态 与 初始 状态 无 关 的 一 种 性 
质 . 对 于 具 年 龄 结构 种 群 的 离散 模型 ,从 任意 的 初始 
状态 出 发 ,如 果 长 时 间 后 种 群 的 动态 将 由 种 群 增长 
率 久 以 及 稳定 的 年 龄 结构 向 量 w, 来 描述 , 即 

N(@) 


lim —— —c,w, 9 


EET 


其 中 Aw, 与 初始 状态 无 关 , 则 称 种 群 动态 具有 强 
遍历 性 . 这 种 遍历 性 意味 着 长 时 间 后 种 群 的 动态 将 
与 初始 条 件 无 关 , 或 者 说 一 个 遍历 的 群体 将 忘记 它 
的 “过 去 ”. 由 非 负 和 矩阵 的 佩 龙 - 弗 罗 贝 尼 马 斯 定理 ， 
在 定常 环境 下 ,由 素 和 矩阵 M 所 描述 的 种 群 动态 一 定 
具 强 遍历 性 . 而 一 般 生 物种 群 不 难 满足 矩阵 M 的 素 
性 条 件 . 
年 龄 结构 种 群 的 连续 模型 (continuous model 
for an age-structured population) 一 种 生物 种 群 
增长 模型 . 指 时 间 和 年 龄 连续 取 值 的 情形 下 ,描述 年 
龄 结构 种 群 增长 的 模型 . 通常 指 带 年 龄 结构 种 群 增 
长 的 线性 模型 , 即 所 谓 福 斯 特 模型 
PE tyr Yulr st) 0, (1) 


UOD = | budr, (2) 
0 
u(r,0)=uy(r) (OMr<w,t0), 


+ 9 数 学 


其 中 x,t 分别 表 示 年 龄 和 时 间 ,ur,t) 表 示 按 年 龄 的 
种 群 密度 ,w 为 个 体 存活 的 最 大 寿命 ,uolr) 为 初始 
密度 函数 ,wp(r),pr) 分 别 表 示 年 龄 为 > 的 种 群 的 死 
亡 率 和 生育 率 . 沿 方程 (1) 的 特征 上 一 ”> 十 ro 对 方程 
(1) 积 分 ,代入 边界 条 件 (2), 可 得 


B(t)-GG)4- Í B(t—r)mür)dr, (3) 
其 中 BG) 二 wu(《0,t) 为 1 时刻 的 初生 密度 ， 
m(r) = b(r)exp{— | maar} 


为 存活 到 > 岁 的 个 体 平 均 生 育 后 代数 ,而 
G(t) = 


w t+r 
| us(r)b(t + ryexp{— | Ux)dasdr (t « w), 
0 r 


0 ( >w). 
x T TA 4T 2; EE A BIER BE OK ES CERE R ERAI. 由 于 
模型 (1) 经 常用 于 描述 人 口 的 发 展 , 故 方程 (1) 又 称 
为 人 口 发 展 方 程 . 

福 斯 特 模 型 (Foerster models) 
种 群 的 连续 模型 ” 

BE 7p BS - 385 Se EE BW CSharpe-Lotka models) 
见 “ 年 龄 结构 种 群 的 连续 模型 ”. 

人 口 发 展 方程 (population grouth models) J 
“年 龄 结构 种 群 的 连续 模型 ”. | 

高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 (Gauss-type predator- 
prey model) 一 种 数学 生态 学 模型 . 指 研究 捕食 与 
被 捕食 作用 的 一 种 模型 . 该 模型 表示 为 


A aae yplz) 
dy 
d; »L—rctebG) | (y(0) 一 yo 之 0) )， 


其 中 a,r 为 正常 数 ,分 别 代 表 被 捕食 者 种 群 的 内 豪 
增长 率 和 捕食 者 种 群 缺 食 时 的 死亡 率 ,c 为 由 被 捕 
食 者 种 群 转变 为 捕食 者 种 群 的 转换 率 ,z(Gt),y(o 代 
表 被 捕食 者 种 群 和 捕食 者 种 群 在 时 刻 上 的 密度 (个 
体 数量 ), 对 于 所 有 20, PR (02 >0, TE EL B COD 
— 0. 因为 模型 (1) 未 考虑 被 捕食 种 群 本 身 的 密度 制 
约 效 应 ,1980 4E , H E M & (Freedman, H. L. ) 把 模 
型 (1) 写 成 更 一 般 的 形式 


Hie (CO) su. 0), 


见 “ 年 龄 结构 


(X(0) 二 Xo 宇 0)， 
(1) 


J (2) 
4; »L—rtaG0] GX(O)— 420). 
模型 (2) 也 称 为 高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 . 它 由 高 斯 
(Gauss ,G. F. ) 于 1934 年 给 出 ， 

H oR BS AH BW (Kolmogorov model) 一 
类 生物 种 群 模型 . 是 描述 两 个 种 群 相 互 作 用 的 一 般 
模型 .各 以 zi 和 zz( 纪 分 别 记 两 个 种 群 在 时 刻 t 
的 密度 (个 体 数量 ), 则 模型 
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称 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 型 ,一 般 假 设 范 数 有 ,J;, 在 正 
RRR, XR+ 有 连续 偏 微 商 ,由 这 些 偏 微 商 的 符号 
可 以 确定 这 两 个 种 群 的 相互 关系 ,如 下 表 : 


两 种 群 | afi 9f; 
间 关 系 IX 2 OX 
| mae Lt 


YE: AERA BHF. 

两 种 群 相互 作用 模型 (two species community 
models) 两 种 群 个 体 数量 变化 规律 的 模型 . 即 描述 
在 同一 生态 环境 内 生活 的 两 个 种 群 , 在 相互 影响 下 ， 
每 一 个 种 群 个 体 数量 变化 规律 的 模型 . 两 个 种 群 的 
相互 作用 有 四 种 类 型 : 

1. 捕食 与 被 捕食 . 

2. 寄生 物 与 寄主 . 

3. BERE RETE 8:38. 

4. 两 种 群 互惠 共存 . 
其 中 类 型 1 和 类 型 2 有 相同 之 处 , 即 都 是 一 种 群 以 
男 一 种 群 为 食 , 因 此 ,这 两 种 关系 都 称 捕食 关系 . 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 型 的 正平 衡 点 Cnontrivial e- 
quilibrium of Kolmogorov model) 研究 生态 平衡 
的 重要 问题 之 一 . 对 于 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模型 


dax 
ED 2 a Cr 


(1) 


dz 
a = aw Bea Ge dS 


A FF EE zl 220,2 250, [i18 

fiGn sz; VS falti x; 2020, 
则 点 Czr ,zz BRA Fi] OK BE BPR RR CD BS EO. fi 
点 ,其 稳定 性 定义 见 常 微分 方程 部 分 . CO BRE 
衡 点 (zx? ,zz ) 是 渐 近 稳定 的 ,并 且 对 于 任何 正 初始 
HE Cr C00 r: CODD HH E B KB CO B PR Cm CO, 
x(t) MA 


lim az, ()=2; , lim z; 4) =x; , 
too t— oo 


则 称 Cc! ,zz ) 为 全 局 稳定 ,也 称 系 统 (1) 为 全 局 稳 
nd 

洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 (Lotka-Volterra systems) 
一 类 最 简单 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 型 . 在 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
模型 中 取 f1 A f; ZR TE PRK. BD 

f; xia) =a; t buxi H bx; G=1,2), 

则 此 模型 称 为 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系统 ( 亦 称 洛 特 卡 - 
沃 尔 泰 拉 模 型 ). 这 里 as b;0—1,2,;— 1,22 E 


数 , 其 中 6b11,6b2s 为 种 内 作用 系数 , 当 040,5 <0 
时 ,两 种 群 都 是 密度 制约 的 .05 天 7 力 称 为 种 间作 用 
系数 , 当 54-0 时 ,两 种 群 是 竞争 关系 ; 当 0B, 
两 种 群 是 合作 关系 ; 当 61s6bs1 二 0 时 ,两 种 群 是 捕食 关 
系 . 
洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 (LotkaVolterra mo- 
dels) 即 “ 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 ”. 
沃 尔 泰 拉 原 理 (Volterra’s principle) 数学 生 
态 学 的 基本 原理 之 指 捕获 对 具 捕 食 关 系 的 两 种 
群 繁殖 生长 规律 影响 的 原理 . 设 两 种 群 繁殖 规律 由 
下 面 方程 组 描述 : 
d Lr (ai hb), 
(D 
a;—h--b,r,), 


其 中 zi,x; 分 别 代表 被 捕食 种 群 与 捕食 种 群 的 密 
E h 表 相 对 捕获 率 , 方 程 组 (1) 有 平衡 点 


a;d-ha,—A 
b d á 
显然 捕获 率 的 减少 有 利于 r 的 平衡 位 置 增 大 ,而 zi 


的 平衡 位 置 反而 降低 . 这 一 规律 说 明 :在 捕食 者 种 群 
与 被 捕食 者 种 群 共 存 的 生存 环境 中 ,捕获 率 的 减少 
将 有 利于 捕食 者 种 群 的 繁殖 生长 , 它 称 为 沃 尔 泰 拉 
原理 . 

1925 年 ,意大利 生物 学 家 发 现 ,由 于 第 一 次 世 
界 大 战 期 间 捕 鱼 量 大 大 减少 ,使 得 在 亚 得 里 亚 海北 
部 鱼 类 的 捕食 者 种 群 (食肉 类 鱼 ) 数 量 增加 ,而 被 捕 
食 种 群 的 鱼 类 数量 下 降 ,不 知 其 原因 , 则 请 教 当 时 的 
意大利 数学 家 沃 尔 泰 拉 (Volterra,V. ) ,为 回答 此 问 
题 沃 尔 泰 拉 建 立 了 两 种 群 鱼 类 的 上 述 增长 模型 . 

竞争 排斥 原理 (competition repellence prin- 
ciple) 数学 生态 学 的 基本 原理 之 一 . 指 物种 生存 竞 
争 的 一 种 现象 . 1934 年 ,生物 学 家 高 斯 (Gauss ,G. 
F. ) 做 了 下 述 试验 :把 两 种 习性 相似 的 草 履 虫 放 在 
同一 个 容器 内 喂养 ,供给 充分 的 食物 . 过 了 一 段 时 
间 ,一 种 草 履 虫 灭 绝 , 而 另 一 种 的 数量 达到 平衡 态 . 
这 一 现象 可 通过 下 述 数学 模型 的 分 析 得 到 解释 . 设 
此 两 种 草 履 虫 在 时 刻 上 的 密度 分 别 为 z; 和 zx;, 则 其 
繁殖 规律 可 用 竞争 型 的 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模型 表示 
为 


dE xir — aux, — dx), 
dz; o 
ue = T(r; — dnd 45532) » 


其 中 rn0.242:0 G.,j—1.2). 由 于 两 种 群 的 生活 习 
性 相似 ,其 种 间 竞 争 与 种 内 竞争 的 作用 相仿 ,因而 可 
近似 地 认为 


aidiz a21 7T a2. 


A 


X 
i NR Ries 
Q1 x à» d 
原 系统 可 写成 
d 
d = 8427; CK) — mu. 
dx 
an = Ay 4; (K, — x, 一 To) 
此 系统 的 平衡 点 为 


(0,K,), CK,,00, (0,0), 
无 正平 衡 点 . 设 天 ;过 天 :, 则 从 向 量 场 的 分 布 可 知 , 当 
上 一 十 co 时 ,从 第 一 象限 出 发 的 任 一 轨 线 均 趋向 于 点 
CO. K;). 这 说 明 两 种 群 中 ,相应 容纳 量 大 者 将 持续 
生存 ,而 另 一 种 群 最 终 灭 绝 . 这 就 是 竞争 排斥 原理 . 
它 表 明 : 两 个 生活 习性 相近 的 竞争 种 群 , 在 同一 小 生 
存 环境 中 不 能 共存 . 

洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 的 全 局 稳定 性 (global 

stability of Lotka-Volterra system) 洛 特 卡 - 沃 尔 
泰 拉 系统 的 一 种 大 范围 性 质 . 即 给 出 这 种 系统 稳定 
性 的 充分 必要 条 件 . 对 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 
M 2; 252; | G@=1,2), 
行 系统 有 正平 衡 点 Cay (2 FFA Gy Tn ) de T 
稳定 的 ,又 aj «0 san CO, WF f Cr MX; ) FE IE RR 
限 是 全 局 稳定 的 ( 即 对 于 任何 初 值 z; (0) > 0,22 (0) 
220 出 发 , 当 t 一 co 时 ,系统 的 解 都 渐 近 于 点 Czr， 
zz )). 在 系统 的 正平 衡 点 是 全 局 稳定 的 , 则 称 系统 
是 全 局 稳定 的 . 利用 定性 理论 的 方法 ,可 以 得 到 系统 
为 全 局 稳定 的 充分 必要 条 件 ， 

周期 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 (periodic Lotka- 
Volterra system) 一 种 特殊 的 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 
统 . 指环 境 因素 随时 间 而 周期 性 变化 的 洛 特 卡 - 沃 尔 
泰 拉 系 统 . 以 B 记 ww 为 周期 的 连续 函数 的 巴 拿 赫 空 
EE B PENR 

Lel) lo = sup |z) P 
在 空间 BX B 中 定义 模 
[ex (D. 2202) [s =" da CO Ta E n OD Ta 
和 平均 值 
E62 o^ | r(s)ds, 


其 模型 表示 为 


dz 

Fe — — x5 Qoo d 

E (1) 
q 一 zz[ 一 balt) +€y 0224 —65 (4) 22 |. 


X bl), bh OUREA 
cyt). =1,2)EB, 
则 模型 (1) 称 为 周期 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系统 . 若 对 于 
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BTA 00H 

Ibi ToO. 02504 
并 且 对 于 所 有 £008 

Ci Gc 02790, C20; 


则 (1) 称 为 周期 捕食 -被 捕食 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 . 
其 相应 的 周期 逻辑 斯 详 克 模型 为 
S nDA (149—643 22,.] (2) 
在 此 条 件 下 ,存在 惟一 以 o 为 周期 的 周期 解 xr a) 
(参见 “周期 逻辑 斯 诵 克 模型 ”). 

di ETE AX by 0b < Len Ma? GO ] ,并 且 

Osch s rs Tec ei Ga, Gs 
则 周期 捕食 -被 捕食 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系统 (1) 至 少 
存在 一 个 以 w 为 周期 的 周期 解 
CTi) ,T(t) EBXB, 
并 且 对 所 有 £0.48 
OKTET G),2$0)220. 

周期 捕食 -被 捕食 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 (peri- 
odic predator-prey Lotka-Volterra system) 见 “ 局 
期 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 ”. 

mm MK) BE ME I M CHolling'sfunctionalrespon - 
se) 数学 生态 学 术语 . 指 对 三 类 动物 捕猎 食物 能 力 
的 不 同 描述 . 把 高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 改写 成 

dx 
dp rE GO Syp), 


© y[— ra GO Je y a) tep(2)]. 

其 中 p(x) 为 捕食 率 ,用 以 描述 在 单位 时 间 内 每 一 个 
捕食 者 捕猎 食 饵 的 个 数 ,其 大 小 取决 于 当时 食 饵 种 
群 的 密度 z(t) 的 大小, 即 为 zx 的 函数 . 这 个 函数 又 
称 为 功能 性 反应 函数 ,用 以 描述 捕食 者 捕猎 食物 的 
能 力 . 每 一 种 动物 捕猎 食物 的 能 力 是 不 一 样 的 ,1959 
^F. , E (Holling, T. G. ) 把 动物 的 功能 性 反应 分 成 
三 类， 


图 1 图 2 图 3 
1. 低 等 生物 (如 藻类 , 茵 类 ,细胞 等 ) 的 功能 性 反 
应 函数 称 为 第 I 类 功能 性 反应 果 数 (图 1), 其 表达 
式 为 
Ct GST 
CO UE La 
2. JC HE L7 BY OH SE HE sc D PR PR A BS 工 类 功 
能 性 反应 函数 (图 20. 其 表达 式 为 
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p(X) 一 


AX 


1+f2’ 


p(x)= 


其 中 a,p 为 正和 常数， 
3. 次 椎 动物 的 功能 性 反应 函数 称 为 第 下 类 功能 
性 反应 函数 (图 3), 其 表达 式 为 


NE T 
p) — 1 Bii 


其 中 a, B 为 正常 数 . 

Rik I 类 功能 性 反应 函数 (Holling's functional 
response type 1) 见 “ 豪 林 功 能 性 反应 ” 

E I ZED AEM RAY BW CHolling's functional 
response type 1) 见 “ 豪 林 功 能 性 反应 ”. 

豪 林 开 类 功能 性 反应 函数 (Holling's functional 
response type Il) WRI REER M”. 

弱 极限 环 (weak limit cycle) 数学 生态 学 的 基 
本 概念 之 一 . 指 一 种 单 侧 的 极限 环 . 奉 微 分 方程 组 


e (r,y), 


d 
dfi 


AFEA, y), ME 
相 平 面 上 ,平衡 点 (x*， 
y ) 的 外 围 被 一 族 有 界 闭 
轨 线 所 充满 ,大将 这 族 闭 
轨 线 的 最 外 的 一 个 记 为 ,并 且 械 是 一 个 外 不 稳定 
(或 处 稳定) 的 半边 极限 环 . 则 称 本 为 围绕 平衡 点 
Co" sy" ) 的 不 稳定 (或 稳定 ) 昼 极限 环 ( 如 图 所 示 ). 
具 工 类 功能 性 反应 高 斯 模型 的 极限 环 (imit 
cycles of Gauss model with functional response 
type 1) 数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 , 它 适 用 于 
研究 低 等 生物 功能 性 反应 模型 是 否 存在 孤立 周期 解 
的 问题 . 常用 的 具 I 类 功能 性 反应 的 高 斯 模型 为 


Ear—br’— yp) CrCO) — 2,720), 
dy 
dr TIL e HKP) | Cy CO) =y >0). 


其 中 a>0,e>0,K>0,6220, PRIX p(X) 为 
cx (Tz) 


p(n)= | 
Co (b TJ 
该 模型 具有 下 列 性 质 : 
1. 34 b — 0 时 , 若 方程 组 有 孤立 正平 衡 点 为 
(x",y* ), 其 中 


(6290.0). 


S x a 
uis cO dC. 
WE Cr* ,>y”) 外 国 存 在 外 不 稳定 弱 极 限 环 . 
2. M b360 时 ,车 方程 组 有 孤立 正平 衡 点 为 
(r*,y^ ), 其 中 
acl = Pat) 


Ss: 1 eS ee 


Ke’ C 


DES 


e b 
Ke Ti， Use ee 


时 ,方程 组 至 少 存在 两 个 围绕 (x «y ) 的 周期 解 . 其 
最 里 面 一 个 是 内 不 稳定 的 ,最 外 面 一 个 是 外 稳定 的 . 
具 I 类 功能 性 反应 高 斯 模型 的 极限 环 (limit 
cycles of Gauss model with functional response 
type I) 数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 它 适用 于 
研究 无 脊椎 动物 功能 性 反应 模型 是 否 存在 孤立 周期 
解 的 问题 . 具 1 类 功能 性 反应 的 高 斯 模型 为 


x 
aq 72 
CECOJ = 095 


d - (1) 
dy _ x 
dt ~lataz — Dy | 
( y (0) = 7, > 0). 
XH r,Kom.a,a,D, 均 为 正常 数 . 4m>D, 时, 记 
joe e 
m 


该 模型 具有 下 列 性 质 : 
1. 系统 的 所 有 解 一 致 有 界 ， 
2. a m CD , a, m> D, ,1H K xA , Mj (1 ) 的 平衡 
点 五 (天 ,0) 是 渐 近 稳定 的 ,系统 的 任意 正解 有 
lim r) =K, lim MO = 0: 


[00 


3. Zi A« K xia 4- 24, 则 平衡 点 E' CA, y) EM 
近 稳 定 的 ,并 且 所 有 的 解 有 
lime) 2) =à, lim y@) = y*, 


其 中 


ra 


re 1-4 GTA): 


4. Æ K2»a 2A, MFE kx E" Ay) RR RE 
的 ,在 C(z,y) 平 面 的 第 一 象限 内 ,存在 惟一 稳定 极限 
环 . 

这 是 1983 4F iK S (Waltman, P. ) 人 研究 得 到 
的 . 

高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 的 正平 衡 点 (positive 
equilibrium of Gauss type predator-prey model) 
数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 生 态 系统 处 于 生态 
平衡 的 一 种 状态 . 它 反映 捕食 -被 捕食 关系 的 高 斯 型 
模型 的 正平 衡 点 及 稳定 性 等 性 质 . 这 种 模型 为 


on yp), 
其 中 
VE(CZ) p 
Ir) PITE y = F(a) 


称 为 食 饵 等 倾 线 . 若 9G = 0 AER m" 0,9] r= 
"与 食 饵 等 倾 线 y 二 F(z) 的 交点 (x* Fa DRA 


斯 型 捕食 -被 捕食 模型 的 正平 衡 点 . 若 (x* ,F(x*)) 
沙 在 食 饵 等 倾 线 y 二 F(X) 上 升 的 部 分 ， 则 r', 
FO )) 为 不 稳定 的 ; 若 (z Fo’ DAERA 
£X y= 二 F(x) 下 降 的 部 分 , 则 (x" Fr" DAREN. 
高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 的 极限 环 (limit cycles 
of the Gauss type predator-prey model) 数学 生态 
学 的 基本 概念 之 一 . 指 对 高 斯 型 捕食 系统 种 群 密度 
周期 性 变化 的 描述 . 设 高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 为 
© rg Gn) - yp GO p GOLF G0 — y] 


LELT) 
F(z ere 15 


dy — y[—r+q G1 
=yl—q(x) +cp (x2) ]55 y9 Ge , 
其 中 g(x) 为 食 饵 种 群 的 相对 增长 率 ,对 下 列 条 件 : 
1. g(00020,JF H.f£ iE —- K>0, fH g(K)=0, 
当 rÆK 时 ,所 有 的 工 满足 C(z 一 开 )g(Cz)<0. 
2. PORAR AHHH HES. H 
pO = 0k pir) 10, 
3.5(z) 是 捕食 者 种 群 的 死亡 率 , 且 
q(0)=r>0, q Gr) 0, limg(r)=qo>0. 


4. RRO 2) APES eR VCz ) =0. 
如 果 条 件 1 至 条 件 4 成 立 , 且 模型 存在 不 稳定 的 正 
平衡 点 C(x" oy") WA Cae” py” ) 外 围 必 存在 极限 环 . 如 
JR. eR C 
bor C) 
qr) 
FE CO, z* 0. Cr , +00) A dE 9€ , DU] gk c BR 3 E TE — 
的 , 它 描述 了 种 群 密度 的 周期 性 变化 . 
高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 的 全 局 稳定 性 (global 
stability of Gauss type predator-prey model) XX 
生态 学 的 基本 概念 之 一 . 是 对 高 斯 型 捕食 系统 中 
两 种 群 变化 趋势 的 一 种 描述 . 设 高 斯 型 捕食 -被 捕食 


H(x)z— 


模型 为 
A eg) — yp Gm GOLF G)— y], 
: - ee a) 
IO a 


2 Ly[-r--g GO] —yl-—4G)-epG) ] 


— ygr), 
B RP RKR g GO. ple). Gla) Ml p(x) 满足 “高 斯 型 
捕食 -被 捕食 模型 的 极限 环 ” 中 条 件 1 至 条 件 4( 参 见 
“高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 的 极限 环 ”) ,而且 正 平衡 
Bà Gr yA RB WA BS RAR AMP 
曲线 , 即 


d’ | rg (xr) 


dz PG) |<o (OSTR) 


+) 数 学 


时 , Gc ,y’) 为 全 局 稳定 ,也 称 高 斯 型 捕食 -被 捕食 
模型 为 全 局 稳定 . 

具 相 互 干扰 的 捕食 -被 捕食 系统 (predator-prey 
system with mutual interference) 一 种 特殊 的 数 
学 生态 学 模型 . 指 捕猎 食物 的 过 程 中 ,捕食 种 群 内 各 
个 体 之 间 产 生 相互 干扰 作用 的 系统 . 1971 年 , 哈 塞 
(Hassell, M. P. ) 提 出 具 相 互 干扰 的 高 斯 型 捕食 -被 
捕食 模型 为 


e = 2g (x) —y"plz) 


oY = yis Hey" BR | 


ix HB om RAFI BM. P(r) 为 功能 性 反应 图 数 ,s 和 
qly) 为 捕食 者 种 群 在 缺 食 时 的 死亡 率 ,g (xz) AB 
种 群 的 相对 增长 率 .1979 年 , 弗 里 德 曼 (Freedman,， 
H. L.) 在 假设 : 

1. g(00) 一 a>0,g COz) 委 0, 存 在 常数 天 > 0, 
使 g(K) = 0. 

2.p(0) = 0,p', Cx) > 0. 

3.9 (0) = 059’, Cy) 之 0 
的 情况 下 ,讨论 了 系统 平衡 点 的 局 部 稳定 性 ,但 系统 
解 的 大 范围 性 质 尚 无 理论 研究 . 

捕食 -被 捕食 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 型 的 极限 环 (limit 
cycles of Kolmogorov predator-prey model) 数学 
生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 一 般 捕食 -被 捕食 系统 的 
一 种 周期 现象 .表现 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模型 


d 
dicam) , 


d 
di = ELDA 


作 如 下 假设 : 


C xi B x 
图 1 图 2 
27, ^0 ( 食 饵 受到 捕食 者 的 抑制 作用 )， 


— 
LÀ 


i 


ANS 


2.79 C Er A3 EE AAJ). 


2 2o ( 食 饵 是 密度 制约 的 ) 


E <0 (无 捕食 者 时 , 食 分 密度 制约 ) 


ae 


e. 


n (捕食 者 是 密度 制约 的 ). 
ee 使 £,(0,A)=0 CA WE 


cen 


不 存在 时 的 捕食 者 种 群 的 上 临界 密度 ). 

6. 存在 常数 BO, fE fF10B,00) 90 G 为 无 捕食 
者 时 食 饵 的 容纳 量 ). 

7. 存 在 常数 C 0, E f.(C,0)=0 CC 为 无 捕食 
者 时 的 食 饵 的 下 临界 密度 ). 

8. C« B. 

9. fi Gri 252 =0, H E PE Be E n] EA TE — BY fR 
出 xACG)UJSX8A€c[oB]A-«0,5(0-—A, 
ACB) —0. 

10. f; Ge +02) —0, RT LAE — HAE HB oni 
iH gEC'(0,~), 2’ >0 以 及 g(0-C. 


=g (x) , 


a 9 
11. zi ws, sT) FT: 2 Gr 132) €. 0. 


9 9 
T2. T] 2 n »J2) +XLe 2r ptr 0. 


13. 被 捕食 等 倾 线 有 单 峰 ,如 图 1. 

I4. (20— B/C 09«0. 

15; C£; — 207400 2:2 & 0. 

16. ay —06) f ;025440) 0. 

下 面 的 结果 属于 俄国 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 


. (Kosmoropos, A. H. ): 


l. 行 Fists 满足 条 件 1:253,,4,5,6,7,8 和 13， 
并 且 捕 食 - 被 捕食 等 倾 线 有 图 2 的 构 形 以 及 a+d> 
0,ad—bc> 0.31% H 


1 
dcus ax, 01 oa. ), 


可 
b=2; 9 Cue uo. js 


OX» 


Cr, AN s 


oF 2 
OX, 


DX. 


UPC 
d=2X» Jz, Cn 9 09 ). 


则 系统 在 R4 内 有 极限 环 . 

2. E AR IF 1,2,8,11,12,14,15 以 及 16 成立 ,并 
且 假 设 方 (C0,0) 六 0, 则 模型 有 惟一 的 正平 衡 点 . 如 
果 这 个 平衡 点 是 不 稳定 的 , 则 在 R+ 内 必 存 在 极限 
环 , 这 个 极限 环 是 外 稳定 的 . 

哈 瑞 松 模 型 的 稳定 性 (stability of Harrison 
model) 一 般 捕 食 - 被 捕食 模型 的 重要 性 质 . 该 性 质 
是 指 : 对 哈 瑞 松 模 型 


ST LaGr) - f G6) ; 
9 nago), 
其 中 各 函数 满足 哈 瑞 松 模型 的 各 条 件 ( 参 见 “ 一 般 捕 
食 - 被 捕食 模型 >) : 

1. 若 在 正平 衡 点 (zx* ,y”) 的 一 个 邻 域内 ,a(zx)/ 
f(z) 和 cl(y)/g(y) 均 为 非 增 ,并 且 其 中 至 少 一 个 是 
严格 下 降 , 则 平衡 点 (x* y ) 是 渐 近 稳定 的 . 


2.8 1 中 的 假设 成 立 , 而 且 : 
D-34O0s«cectB aC 509 9f (22; 
M or'«urcooB.aQ0ozzbOO ) f(r). 
2) M Oc y«y'HcGODZ—nG'2gp; 
M y' « y«ooli] ,c(y0 t —n"' )gCy). 
由 于 


aCr) d cCy) 
JQn p) 
是 严格 下 降 的 ,因此 其 相应 的 不 等 式 DR 2) 是 严格 
的 , 则 (x* ,y') 是 全 局 稳定 的 ， 
一 般 捕食 -被 捕食 模型 (general predator-prey 
model) 一 类 数学 生态 学 模型 . 指 对 捕食 -被 捕食 模 
型 比较 一 般 的 描述 . 该 模型 表示 为 


of ala) f G5), 
d nGOg oto), 
其 中 f(A ge FIER» EA IEA ESSE a Gn 
ERRER , eR AP RE RS oc O0 XE TCR A 
种 群 时 ,捕食 种 群 的 增长 率 或 减少 率 . itn (2) 和 
b(y) AJB RAS Ob AHR AHHH BAB 
食 率 ,n(x)g(y) 为 食 乌 种 群 到 捕食 者 种 群 的 转换 
R., E sy ) 是 系统 的 正平 衡 点 ,假设 : 
A) — 1G”) Cea 250 (rr a 
(by) —bCy* ))Cy—y'" 2220 (yy D. 
满足 以 上 条 件 的 系统 称 为 一 般 捕食 -被 捕食 模型 ,也 
称 为 哈 瑞松 模型 . 它 是 1979 年 哈 珊 松 (Harrison ,G. 


W. 研究 的 . 

哈 瑞松 模型 Harrison models) 即 “ 一 般 捕 食 - 
被 捕食 模型 ”. 

柯 尔 葛 哥 洛 夫 型 竞争 模型 (competition models 
of Kolmogorov type) ”一 种 特殊 的 数学 生态 学 模 


型 . 指 两 种 群 有 相互 竞争 关系 的 柯 尔 催 哥 洛 夫 模型 . 
该 模型 可 表 为 
da, 


dt Ed (i 9X2) $ 


d 
dq anf sta) 


这 时 不 可 能 产生 极限 环 . 假设 : 
y bes sed. GIS Ca. i SEO) 
IL OX, 


2. 存在 正 数 天 > 0, [E r; 2K = 12H, 
F (41522) 两 者 均 为 非 正 ; 
3. 存在 正 数 A70 和 BO, (HAF 
a= ADF, 60:500 0, 
(zr,—B)f,(0,2,)«:0; 
则 当 一 ce 时 ,模型 的 任意 解 趋 于 一 个 正平 衡 点 ,也 
就 是 说 ,种 群 的 数量 终 将 趋 于 一 个 有 限 数 . 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 型 合作 模型 (cooperation model 


一 种 特殊 的 数学 生态 学 模 
型 . 指 两 种 群 是 合作 关系 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 型 . 该 模 
型 可 表 为 


of Kolmogorov type) 


d 
din GP a) $ 


d rufi Gn 9X2). 
假设 当 Z1 之 0 2 之 0 时 ,下 列 条 件 成 立 : 


9 9 
IX» OX, 


Tec aco (271,2); 

3. f; (0,0020 G=1,2); 

4, FA CR 4,00 — f, CO, K520; 
则 当 上 述 四 个 条 件 均 成 立时 ,系统 存在 惟一 正平 衡 
位 置 , 且 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 

放牧 系统 (grazing system) 一 种 柯 尔 莫 哥 洛 
夫 模 型 . 即 描述 吃 草 动物 与 灌木 之 间 相 互 作用 的 系 
统 . V V GO Xon FEBR TE BE A HE. HORE 
植 者 种 群 在 时 刻 上 的 密度 ,g 表示 植被 资源 的 更 新 
速度 ,放牧 系统 的 模型 有 许多 种 情况 ,可 以 用 下 面 的 
形式 来 描述 . 


9f; 
Ls Tı 37 Fat: 
1 


放牧 系统 


| 非 相互 作用 的 
=e UD 
| | 
反应 性 的 非 反 应 性 的 


o 


P fle, FD dr UD 


放任 自由 的 


METAR 
oH Kv) 


d, — JG. FH) 


柯 尔 莫 哥 洛 夫 型 离散 两 种 群 模型 (Kolmogorov 
type discrete two species model) 一 类 数学 生态 学 
模型 . 指 离散 时 间 下 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 两 种 群 模型 . 该 
模型 可 表 为 

Liri HUF Cais ys 

Yiri SYF x y), 
其 中 Fis F: 是 R+ 内 的 正 连续 函数 . # FF TE IER r', 
y” ,使 得 : 

EL SS Ne oa) Sls 

则 (zx*,y*) 称 为 模型 的 正平 衡 位 置 ,其 稳定 性 可 以 
用 线性 化 系统 来 判定 ,其 全 局 稳定 性 可 用 李 亚 普 诺 
夫 函 数 ( 人 参见 “ 李 亚 普 诺 夫 定理 7 的 方法 来 判定 . 例 
如 可 选取 李 亚 普 诺 夫 函数 


V Cais y= |$ Gi— >an 
|) 
y 


099 


*C| 5 Gf -»' -y*n 


t "y X 学 


其 中 C 为 正常 数 . 

洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 型 离散 两 种 群 模型 (Lotka- 
Volterra type discrete two species model) 一 类 数 
学 生态 学 模型 . 是 简单 的 离散 两 种 群 模型 . 洛 特 卡 - 
沃 尔 泰 拉 离 散 两 种 群 模型 可 表 为 


- 
X41 一 L,EXP ps Sy aum = 2530 |. 
1 


" 
yi+1 一 yexp| eK: — 044, — 25 | " 


这 里 一 天 ,oj G 一 1,2, 7 一 1,2), 均 为 正常 数 . HE 
型 所 描述 的 两 种 群 是 相互 竞争 关系 . ARK A 
或 协作 关系 ,只 需 把 的 符号 改动 即 可 . 此 模型 的 
正平 衡 点 (x* ,>y”) 满 足 方程 
入: 一 al 一 ay 一 0， 
K;—2,2,—2;5y,—0, 


Bp 


: ji 
T =z Kia — Kia) , 


" 1 
y = Kan Kian) . 


其 中 4 一 aa 一 azal. 例如 ,在 1974 年 , 梅 (May， 
R. M. ) 考 虑 简单 情况 : 
天 1 一 大 ;一 1， r, Ps re=2r, 


0,,77055,—], A, =A. a, 
则 有 
X el H 
ues SEM Lee 
T BCL 8) 
B.C yy" ) 为 稳定 的 . 


高 斯 型 离散 两 种 群 模 型 (Gauss type discrete 
two species model) ”一 类 数学 生态 学 模型 . 是 离散 
时 间 下 的 两 种 群 高 斯 型 模型 . 该 模型 可 表 为 

Za, = A +r)z — f Cty), 

Vay = I= FEl tay; 
这 里 ry 分 别 表示 被 捕食 种 群 和 捕食 者 种 群 在 时 
刻 上 时 的 个 体 数 量 , 等 于 食 饵 种 群 的 出 生 率 减 去 自 
RACE, d 是 捕食 者 种 群 缺 食 时 的 死亡 率 , 太 zs， 
y) 表 示 在 时 刻 上 ,单位 时 间 内 被 捕食 种 群 吞 食 掉 的 
食 钮 个 数 ,g (zx,,y,) 是 时 刻 t 捕食 者 种 群 的 出 生 率 ， 
并 且 r20,0«d <1. 两 种 群 离散 高 斯 型 模型 也 常 写 
为 

B= Cl ae = PD vis 

voi = (1 — doy, H cpt) Yy» 
其 中 c>0, pC) J JI BE TE c y pw PRK. 

I 类 功能 性 反应 两 种 群 离散 模型 (discrete two 


species model with functional response type I ) 


040 


一 类 数学 生态 学 模型 . EHR HE A BE TY 
离散 模型 . 1972 4E, n6 SE (Hassell, M. P. ) 等 用 以 描 
述 鹿 群 与 狼 群 相互 作用 时 ,利用 具 工 类 功能 性 反应 
的 离散 模型 . 该 模型 表示 为 
Pam be a a 


ALY: 


1+ Bz 


CAL, y, 


Yum 0-4» DE , 
其 中 on 与 y 分 别 表示 在 时 刻 上 鹿 和 狼 的 数目 ,~,d， 
a, P HIKER. 当 ca — 4822 0 时 ,有 正平 衡 点 
(r',y' ), 其 中 


d . cr 
T — ca— dp’ ~ ^ ca— dp 
T EL Cr" ,y" ) 为 不 稳定 平衡 点 . 
相互 干扰 两 种 群 离散 模型 (discrete two species 
model with mutual interference) 一 种 特殊 的 数学 
生态 学 模型 . 指 在 捕食 过 程 中 ,捕食 者 种 群 内 部 干扰 
作用 的 模型 . 1972 年 , 哈 塞 (Hassell,M.P. ) 等 研究 
了 具有 相互 干扰 的 离散 两 种 群 捕食 -被 捕食 模型 . 该 
模型 表示 为 
ary, 
1+ 8x,’ 
az, yl" 
1+ Bz,” 
1959 年 ,"E'HRCWatt, KE. F. ) 研 究 了 具 相 互 干扰 的 
离散 两 种 群 捕食 -被 捕食 模型 . 其 模型 表示 为 
Ce 
y1 = (1 —d)y,+cKy,[1—exp(—Kaiy;~") ], 
其 中 sy, Rm BA RA R PRETZ] 2 的 
MARRE. rda, B, K, IIR EAK AX 
尼 柯 森 - 贝 利 两 种 群 模 型 (Nicholson-Bailey two 
species model) 一 种 特殊 的 数学 生态 学 模型 . 指 增 
长 率 用 指数 形式 描述 的 模型 . 该 模型 表示 为 
P 一 Zexp| > 
Y =az,_1—exp(—ay,) ， 
其 中 xz, Ay 分 别 表示 食 饵 种 群 与 捕食 种 群 在 时 刻 i 
的 个 体 数量 ,r 为 食 饵 种 群 的 内 豪 增长 率 , 开 代表 环 
境 对 食 饵 种 群 的 容纳 量 ,r, 民 ,a,a 均 为 正 数 ,其 推广 
形式 为 


Ti+ 一 Ciera 


Vi+1 = (1—d)y,4- 


1-x| —ay,], 


SALT Cs 
ES cua um 
这 里 /cyw) 是 食 饵 种 群 不 被 捕食 种 群 所 发 现 的 概 
率 ,4,r 为 正 数 . 
反应 扩散 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 (reaction-diffu- 
sion Lotka-Volterra systems) 一 类 数学 生态 学 模 


型 . 指 种 群 密度 在 空间 中 分 布 不 均匀 时 的 模型 . 其 模 


型 可 表示 为 反应 扩散 方程 . 通常 考虑 两 种 群 相互 作 
用 的 模型 时 ,都 假设 种 群 的 密度 在 其 所 生活 的 空间 
中 分 布 是 均匀 的 . 如 果 其 密度 分 布 不 是 均匀 的 , 则 密 
度 的 变化 除了 两 种 群 各 自 的 生 、 灭 以 及 相互 作用 因 
素 外 ,还 要 考虑 到 种 群 的 迁移 . 以 N (2.0) 和 
N(x,t) 分 别 表 示 两 种 群 于 时 刻 t 在 空间 位 置 x 的 
密度 ,这 里 x 表示 空间 的 一 个 点 rlt) ER’, 
则 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系统 表示 为 


ƏN 
a SNAN NHAN, , 


aN, 
at =N,f.(N,,N,)+A4N,; 


其 中 
2 
Fi(N,.N2) = b; 十 >» ain; G = 1,2), 


/为 正和 常数, 初始 条 件 
N,(0,x)—9(x) 
N,(0,r)-—4 (x) 

这 里 ,2 是 所 研究 的 两 个 种 群 的 生活 区 域 ,90 表示 

Q 的 边界 . 边界 问题 的 提 法 有 以 下 三 种 : 

1. 诺 伊 曼 边 值 条 件 : 

aN, — aN, 
on on 

对 所 有 (t,x)€ (0,09) Xa. 

2. 狄 利克 雷 边 值 条 件 : 和 N= 二 0,N; 二 0, 对 所 有 
(£,x)€ C0,00) XIN. 

3. E — ?E ROL P 0— L0. L |] 8833 RE : 

N,G,0)—N,G,.L), 
Nu,G,00)— N,G,L)2; 
N5G,0) — N;G,L2, 
N,,G,0) — N,G,L). 

At RB GK CR XE DD BW (Volterra's model with 
time delays) 一 种 特殊 的 数学 生态 学 模型 . 指 反应 
遗传 效应 的 沃 尔 泰 拉 模型 . 当 无 时 沾 时 ,该 模型 表示 
为 


(对 所 有 XxE QCR’), 


(1) 
S di —b,--a;r, 
其 中 50,4470 Gi,7 二 1,2). 此 模型 的 建立 ,是 假 
定 食 馈 种 群 对 捕食 者 种 群 的 作用 是 瞬时 的 . 实际 上 ， 
捕食 者 种 群 捕食 食 饵 种 群 后 ,转化 为 能 量 后 繁殖 ,应 
BAA Tat, Ali, Bt Ve RR RER 
为 


dr 15» 
- (2) 
UE zs x(s)K,(t—s)ds, 


XEK OEL, RAW I IK, 1. 
A 75 Me B EL PP OE OT EE URP TE FB EST A s Du] 
LAN Pes AY UK OR RMR SE. — Rt BITE SALE A 


i-a y(s)K,(t—s)ds, 
NE (3) 
t= btan| a(s)K,(@t—s)ds, 


其 中 OK, (s),K.(s)EL',,|K,|:=1,|K2l=1. 
模型 (1),(2) 与 (3) 有 同样 平衡 点 (z” ay"): 
move 

FL 88 ET TS 42 KOR XE ju ER 23 BJ T8 GE TE (stability 
of Volterra's model with weak time delay kernel) 
数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 具 弱 时 滞 核 的 沃 尔 
泰 拉 模 型 的 重要 性 质 . A Ha PK BY) TKR RR 
型 为 


dr 
dt = b,x 


—3 
OY = by + any | ok = sds; 
其 中 K.(s)=aexp(—as). 引进 新 变量 
= 一 | K\@—s)x(s)ds. 
则 它 等 价 于 方程 组 


A = buxr—ayry, 


dt = — boy + anyz, 


有 正平 衡 点 (x* "y. sz): 
ME qM 
45 412 a21 
Cr" sy" 52" REA RAGE Cb sbzsasana A a 33 IE 
XO. 

R 密度 制约 沃 尔 泰 拉 时 渍 模型 (Volterra’s 
model with time delays and density dependence) 
一 种 特殊 的 沃 尔 泰 拉 模 型 . 即 考虑 密度 影响 且 捕 食 
能 力 受 遗传 因素 影响 的 捕食 模型 .有 密度 制约 的 时 


LE hl 1-2) -anf K,(t—s)y(s)ds, 
Lo K d 
P 24a E 1G — 52x GO0ds, 


ix HE ERA Ks) (7 二 1,2) 所 满足 的 条 件 , 详 见 “ 时 
浪 沃 尔 泰 拉 模型 ”. 

具 时 沸 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 (Lotka-Volterra 
model with time delays) 一 种 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 型 . 
指 考虑 两 种 群 的 密度 影响 和 种 群 的 遗传 效应 常用 的 
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模型 . 对 应 于 捕食 系统 的 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模型 为 
dx 


— = rla 一 


dt 


aT — diy), 
d (1) 
4 = y(— d 十 An X 一 dy). 


Rx 2E HT TE BJ ER FER P cie OST BB BS i): 
1. 34 0€ [0,r ]RHE, K: C00 220 Hie; 4 0€ [Lr， 
co) 时 ,天 ;(0) 一 0. 
2. 4 0€ 10.) BE, K'; (0 «0, 3€ ZR TH 
lim K';(0) 和 lim K',(0) 


got Or 
均 存 在 . 
3. 当 0€ (0,r) 时 ,k;(0) 宇 0 且 连 续 
的 情况 下 为 
dx 


d; ele [°K (0) x (t —0»5d0 


= | K.@)y@—6)d6), 


" 2 (2) 
q, =o d+ | K4(0)x (t —0)d0 
= | K«0ya—646]. 
E,K: XAR, B 
| K «de < OO (1 = T2 s3). 
考虑 比 系 统 (2) 更 一 般 的 系统 
dx | 
a E — Aye ~~ AY 
= [K Ot a 
[KOy = Dab |. 
: (3) 


d 
EH — y| — d + anx — any 


ES | K.@xG — pdg 


= [K Oye = Pd], 


RUP adsan 1.2) f A E CIO 38 A EC BK 
数 如 系统 (2) ,满足 条 件 1 至 条 件 3, 从 “ 洛 特 卡 - 沃 尔 
泰 拉 系统 的 全 局 稳定 性 ”得 知 , 当 an and 时 ,系统 
(1) 有 正平 衡 点 (x* oy ), 且 是 全 局 稳定 的 ,这 里 
aazsTaid | 


aa > —and 
415051 十 Q11Q22 


412021 — dio; 
Aid 
| K,cde (i = 1,2,3,4) 
分 别 为 QI11，Q12 saz $22 o BI ES] E 2E RES TK ZR 28 PL RH 
DA EFA, y”): 


Ta a a5, Faz) + (a3; d3- a4;)d 
(a1; Fa) Ca; Han) + Cay, 十 Q11) Cass +42) i 
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NN aan án) — Kai tai dd 
5 7 (T4) Can án) + (antan) laztan) 
这 里 ,假设 
4. alan +4) 2» Cas +ay,)d. 
资源 限制 有 滞后 效应 的 沃 尔 泰 拉 模 型 
(Volterra's model with response delays to resource 
limitation) 一 种 特殊 的 沃 尔 泰 拉 模型 . 指 资源 缺 
乏 对 种 群 增长 有 遗传 性 影响 时 的 模型 . 考虑 到 食 饵 
种 群 本 身 的 密度 制约 作用 ,有 时 淆 效应 的 沃 尔 泰 拉 


模型 为 
d 1 
lu [1-4 | tIKslt—s)ds | 一 apy， 
ld 
a= by bane. 


ex BE 25 BS Bl) R PPE BE t] 2] EI a OC RP 
FEE E RC Md S] EE its 3c D UY BE Y 


taz 1 ff 
tisli- : | COR Gd 
-an| y(s)K,(t—s)ds, 
d t 
-btan|  zGKG-0d. 


XE KEL}, |K;|r=1 G—1.2,3). 

时 滞 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 的 全 局 稳定 性 
(global stability of Lotka-Volterra model with time 
delays) BE UR FE F -I R RL BC $5 I 
VE Fi. ETE ES oer AL At Fr aS Ye RR UK ARR DERI 

dx 
=z| a—auz—aiy 

一 | Ki cox — 06 

i | K,(0y0—6d6|. 
ay] -d-Fanz— asy 

+ [K Oraa 


m [K (000—648. l 


HEX PR BC AE LESE E 2 RB TK AR ZR i BE A” HE) 
条 件 1 至 条 件 ACS LURAY Fit 28 FEB IRR 38 DU 
7”) ,并 且 对 于 所 有 的 GE (0,r) ,有 


241 ^ (0), A 


r 


Son RU (0) se 
à» 


exer (8) 1e 22 Kr (g) 


Qo r 
成 立 , 则 系统 对 所 有 的 上 EL 一 r,0]j, 取 值 x 0020 
和 yo (62270 的 任何 初始 值 的 解 (zG),y(C))， 当 > 
co 时 ,都 有 (zt) yy(G)) 一 (元 ” ,7 D. 
具 弱 时 滞 核 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 的 稳定 性 


(stability of Lotka-Volterra model with weak time 
delay kernel) 具 弱 时 滞 核 两 种 群 捕食 -被 捕食 模型 
的 一 个 重要 性 质 . 该 性 质 指 :对 模型 


d 

q 1[5 - ny], 

dy : 

d =y| — b,—ay+ry, _FG 一 Dz(z)dr |, 


A'BFG)-—ae ",b;,,aj,r; BJAJJIEEOG— 1,2). Hd 
(b,/a,)> (b,/r,) WE, Be W fr dE ME — IEE fp 
(r',y*)i 


x | biQ; bor, | br,—b,@, 
E ja; IE rta u QR -r,r, f 
并 存在 以 下 两 个 结论 : 
1. 知 满足 条 件 
md D ic f(a ya 4a twatv 
U a 


这 里 u = a,x” Tay )U-—aaur'y' ; 则 正平 衡 点 
(ae TM ) 为 渐 近 稳定 . 
2. E WWE AE ZR TE 


riro 


US EL 


WM Car" s y* DTE R$ RANEES 

98 FEE 4K A FA IR R AR BY B3 E R8 E Cperi- 
odic solution of Lotka-Volterra model with weak 
time delay kernel) 数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 
指 具 弱 时 注 核 两 种 群 捕食 -被 捕食 模型 的 周期 性 质 . 


a0; 


对 于 模型 
d 
4; el arny] , 
e y [- bao] Fan) GoXdr J, 


其 中 天 (一 ae "bar; 均 为 正 数 (i 二 1,2). Zi b 
=rir2/aa,, MAU PAR: 4 b /a, > bs/ rs , 4B b> 
f(a) 且 16 一 f(a)| 适 当 小 时 ,系统 在 正平 衡 点 (x*， 
y ) 附 近 存 在 周期 解 . 这 里 

(= u a’ TUTU 


R'Bu-—ax “+ any" poe 

RO BJ PE m BS SU (Gauss model with delays) 
一 类 数学 生态 学 模型 . 指 描述 有 遗传 效应 的 捕食 -被 
捕食 模型 . 该 模型 表示 为 具 时 清 的 工 类 功能 性 反应 
模型 


LI*-&n-ec rG)K,G—3s)0ds] 


ax] 9) K,(t—s)ds, 


oo 14-7 x Cs) 
d t 
"ri —bas| OK, (t—s)ds, 


HH Ks) =L,5|Kjl7=1 G=15253). 4 and, 
时 ,有 正平 衡 点 (x* T ): 


x b, x bite =a") 
TX 一 一 一， 二 一 一 
451 — b; > à1;€——b,(c— x" ) 


具 离 散 时 清 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 (Lotka- 
Volterra model with discretetime delays) 一 种 特 
殊 的 柯 尔 裴 哥 洛 夫 模 型 . 指 具 有 常量 时 间 滞 后 的 洛 
特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 . 捕食 -被 捕食 具有 离散 时 滞 的 
洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 的 一 般 形 式 为 


x =6x (t) —a T G) -ar)yG) 
—puxG)xG—roD-—fruyG-ro, 
s — —6e&jy(t) Fas x Gy) —any’ Ct) 


+ B8AxG—:)y(—B49» 0)» Gr), 

这 里 假设 所 有 es ag PBi(i,j 二 1,2) 均 为 非 负 常数 ， 
则 当 e Cai - 852276: lan tho, RSA EO aA 
Cr y^ s Hs 
— €i (a22 + Boe) +E: Caso d- B2) 

(a3; thy) Caz d- B22) + Cait Bi) Ca do Ba) 
"A & (asi +B) — €; Ca Hi) 
ii Cay +B) Co + Boe) + Care - Bie) Can +B)’ 
MG FFE IE HX C1 9C2 ,使 得 : 


X 


2 
B C Pi 
l. a&i 
Qi; C2đ22 
2 — Bm Bo 
: 22 
Q2; 《1411 
(2 
Pisa Bua 
à. | 一 C1Q12 十 cz421 十 ci — C? | 
Q»» Qj 
2 2 2 2 
€ € 
E E 
Qj; C? 45», € Qj) 


则 正平 衡 点 (x" ,y" ) 在 第 一 象限 全 局 稳定 . 
JE HJ (harmless delays) 数学 生态 学 术 
TH. 指 一 种 特殊 的 时 滞 效 应 ,是 对 模型 性 态 下 产生 本 
质 影响 的 时 滞 . 无 论 时 滞 大 小 如 何 , 都 不 改变 模型 的 
正平 衡 点 (z , 汪 ) 的 渐 近 稳定 性 , 称 这 个 时 滞 为 具 
AS TGS EN fr. 对 于 具有 离散 时 滞 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 
型 
O — zo f[rQ) 21]. 


YOL vag rn) y(t) ], 


其 中 r 是 非 负 常数, 六 sg 满足 下 列 条 件 : 
1. 存 在 一 点 (z y" ),x* >0,y" 0, fl 
fi! ,y* )250-gG' y"). 
2. 在 R+ 上 连续 可 微 且 


af c0, 26 «c0, Cr, y) CR. 


(1) 


9fog  9fag z 
3: aK ay ay ax 9 (Xy) C Ri. 


则 模型 (1 ) 中 的 + 为 无 害 时 说 . 
RIE ERE BF - KOR XE du HE BW Lotka- 
943 


+ 5 A5 学 


Volterra models with harmless delays) 一 种 特殊 
的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模型 . 指 时 滞 不 产生 本 质 影响 的 洛 
特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 . 相互 竞争 的 两 种 群 离散 时 滞 的 
洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 模 型 可 表示 为 


—zx(D[ri—-aurG)—aiyG— 2x) ], 


Da (D 
TIO Lr aur?) —anyQ) J, 


其 中 a, flr; .j=1, DAE RR. 如 果 


an yl, ay 
EX ro Q22 i 
Zt C1) AY BT HE ie o3 BI. 


捕食 -被 捕食 两 种 群 离散 时 滞 的 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 
拉 模 型 表示 为 


eru) rG)LK,—rG)—ay(t—2)], 
2 
ies (2) 


“p CXOD-KH8xG—0— yO], 


其 中 Ki,K,,a,B 为 正常 数 , 当 K,B-—K, 时 ,系统 
(2) 的 时 消 是 无 害 时 滞 . 

捕食 -被 捕食 系统 的 最 优 控制 (optimal control 
of a prey-predator system) 一 种 生物 控制 问题 . 即 
按 需 要 对 捕食 与 被 捕食 种 群发 展 规律 进行 控制 的 最 
优 策略 .在 生态 学 中 ,有 时 为 了 人 类 的 需要 ,必须 对 
生态 现象 作 一 定 的 人 为 控制 ,例如 对 农田 害虫 的 控 
制 :在 农田 中 ,本 来 存在 一 个 天 敌 与 害虫 的 捕食 与 被 
捕食 的 生态 系统 ,但 是 ,如 果 这 个 生态 系统 中 害虫 数 
量 过 多 ,有害 于 农作物 的 生长 , 束 必 须 投放 化 学 杀 虫 
剂 以 控制 害虫 的 生长 . 这 时 的 数学 模型 为 


oF e. Gy) aut), 


© =F, (x,y)—fu(t)y, 


EP rO yO al Rae S AEM Al c 的 密 
Ru G) RR TERY Zl t HE AR HA A) ERR a, B 分 
IRREFERA HS FR RT E AA A PS. 如 果 
a= B= 0, ER AY BI 7S fl B as A CR Pa P BES K B n] 
尔 英 哥 洛 夫 模型 . 控制 的 要 求 是 利用 最 少 的 杀 虫 剂 ， 
使 在 时 刻 工 害虫 减少 到 所 要 求 的 水 平 , 且 天 敌 也 符 
合 人 类 要 求 的 数量 . 问题 的 标准 提 法 为 : 


状态 方程 = oF, Gr,y)—2au(t)x, 


© yF Ges y) — Buys 


初始 条 件 
限制 条 件 


z(00)—2,y(0)— yo; 
Oxcu(C) xb; 
终点 条 件 rOO-—K.yOD)—m; 
目 bk min | Lex G2 -FuG) Jat, 
其 中 ec 为 正常 数 , 其 大 小 视 具 体 需 要 而 定 . 
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n 种群 的 群落 系统 (system of n-species com- 
munities) 一 种 特殊 的 数学 生态 学 模型 . 指 描 述 两 
个 以 上 共 居 种 群 相互 作用 的 模型 . 在 一 个 生态 环境 
中 ,有 多 于 两 个 种 群 在 一 起 生活 ,它们 之 间 相 互 影 
响 ,描述 这 种 生态 系统 的 模型 是 多 种 群生 态 系统 模 
型 ,也 称 复 杂 生 态 系统 . 以 zx;(z) 表 第 i 个 种 群 在 时 
刻 t 的 密度 , 则 有 


d 
ES — vl; (a d ss Tm 


id n 4E Z3 IR] RAE 2 BR 7S 

R5 2 {ry > 0 sr. > Oye 
设 所 有 了 ;在 RY 中 连续 ,并 存在 
stn DER’, 


du 
Tn) GR m FG). 
yt Dy 9 


区 (XL I y 
使 得 

Fi(x')—0 (=1,2,.",n), 
Wc MARSH IEF GMB. 系统 在 x] 的 线性 化 


系统 为 
Ot =a ajx; (i=1,2,.,n), 
EE 
(a;;) xx EJ Y o a on 

F 4B RE Cer a) 的 所 有 特征 根 具有 人 负 实 部 , 则 系统 的 
正平 衡 位 置 x* 是 渐 近 稳定 的 . 

复杂 生态 系统 (complex ecosystem) ” 见 “n 种 
群 的 群落 系统 ”. 

李 亚 普 诺 夫 定理 (Liapunov theorem) 数学 生 


态 学 的 重要 定理 之 一 . 是 判定 系统 稳定 性 质 的 重要 
定理 . 对 于 复杂 生态 系统 
SH n Fi), 

设 有 正平 衡 点 x* ,x* COCR’. ZEE Q 内 定义 
的 函数 V(x) 对 于 系统 具有 性 质 : 

1.V(z* ) 二 0, 并 且 x* 是 V(z) 在 8 内 惟一 整体 
最 小 值 ; 

2. Æ Q VJ EAE 
都 是 闭 曲面 ; 

3. 导数 


S VG ) = > Du (x) 


对 于 所 有 rE EFEM: 则 称 函 数 V(xz) 是 系统 在 
Q P3 RS 2E ME 3E VEA ES EXC. 

李 亚 普 诺 夫 定 理 断 言 : 奋 系 统 有 正平 衡 点 ZE 
202, 如果 存在 李 亚 普 诺 夫 图 数 Y(z) FE OQ A dV/dt 
是 负 定 的 , 则 zx’ 在 区 域 2 内 为 浙 近 稳定 的 ( 即 以 2 
内 任意 点 为 初 值 的 解 , 当 1->oo 时 趋 于 x" ). 特别 当 
Q2 圭 R4 时 ,x’ 称 为 全 局 渐 近 稳定 的 . 

李 亚 普 诺 夫 项 数 (Liapunov functions) 


一 个 正 值 天 ,曲面 族 Y(z) 王 天 


见 李 


亚 普 诺 夫 定 理 ”. 

复杂 生态 系统 的 全 局 稳定 性 (global stability of 
complex ecosystems) ”数学 生态 学 的 基本 概念 之 
一 . 指 共 居 的 两 个 以 上 种 群 变化 趋势 的 大 范围 性 质 . 
对 于 复杂 生态 系统 


设 系 统 有 正平 衡 点 x* .于 是 有 以 下 结论 : 若 存 在 党 
IB G ,使 得 对 所 有 xER' ,有 


OF, 
Jx SC (2—1,2,***,n2; 


^a, (7E). 
JF B. Ag BF. GC 的 顺序 主子 式 ( 参 见 ( 线 性 与 多 重 线性 
代数 ;部 分 同名 条 ) 为 正 , 则 平衡 点 ct 是 全 局 渐 近 稳 
定 的 ,也 称 复杂 生态 系统 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 

多 种 群 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系统 (species Lotka- 
Volterra systems) 一 种 复杂 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 
型 . 它 是 共 居 的 多 种 群 相 互 作用 模型 的 常见 形式 . 以 
Xi(t) 表 示 第 i 个 种 群 在 时 刻 t 的 密度 , 则 种 群 党 
特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系统 为 

sR Stayz) (i = 1,2,,2), 


dt 一 1 
其 中 bisa X B i j=1,2," on 为 常数 . 系统 最 多 
可 能 有 2" 个 孤立 平衡 位 置 ,但 孤立 正平 衡 点 最 多 只 


有 一 个 , 记 为 Ti E "uu s 满足 方程 组 
b; + oen = 0G = 1,2,°5n). 


正平 衡 位 置 为 局 部 源 近 稳定 的 条 件 是 矩阵 (x aij) 
的 所 有 特征 根 的 实 部 为 负 . 

多 种 群 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 的 全 局 稳定 性 
(global stability of species Lotka-Volterra systems) 
数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 用 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 
模型 描述 的 多 种 群 变化 趋势 的 大 范围 性 质 . 对 于 党 
特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 


en = qe. + 2 532) € — 152595*471), 
j=1 
x. ) 为 其 正平 衡 位 置 ,有 以 下 结 


Dot e rl E. yore 
果 : 

1. z' 为 全 局 渐 近 稳定 的 充分 条 件 为 : 

1) 存在 一 个 正 对 角 线 矩阵 C ,使 得 CA++ ATC 
为 半 负 定 . 

2) 函数 


Wie iG 242° CRE MOG ase 


不 沿 系统 的 整 条 轨 线 恒 等 于 零 ( 除 zx 一 Z Sb). 
2. 若 4 的 非 对 角 线 元 素 是 非 负 的 , 且 存 在 一 个 


正平 衡 点 x , 则 zx’ 为 全 局 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 
件 ,是 矩阵 一 4 的 所 有 顺序 主子 式 为 正 ( 即 一 4 是 
M EE). 

和 矩阵 的 V-L 稳定 性 (V-L stability of a matrix) 
数学 生态 学 术语 . 指 判定 一 个 生态 系统 是 否 稳定 的 
方法 之 一 . REE A= (aop)x, 奋 存在 一 个 正 对 角 
线 矩 阵 C ,使 得 C4 十 4 C Afi CEA) WR 
Me 4 为 V-L 稳定 (V-L 半 稳 定 ). 

关于 和 矩阵 的 V-L 稳定 性 ,有 以 下 克 罗 斯 定理 ， 
AR 3Xx35BEE.A—(a,) (i,j 二 1,2,3) 是 V-L 稳 
定 的 充分 必要 条 件 为 :每 一 个 主子 式 

M, ..,,— (—1) det AQ, 1,) (CR=15253) 

AE iE B9 mA e 3 
PO) = (ain tas) —4a14357; 

和 

P00) = (0,9+6,)? — 4MisM237, 
一 个 2€ R« ,同时 为 负 , 这 里 
b,—4à1:023— 4224135 O2 =4d21432 — A223. 
捕食 -被 捕食 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 复杂 系统 (preda- 
一 种 特 
殊 的 数学 生态 学 模型 . 指 多 个 种 群 之 间 相 互 捕食 作 
用 的 一 个 常用 模型 . 其 模型 为 


对 于 同 


tor-prey Lotka-Volterra complex system) 


" = Xi(b; + > ae G = 2,00. OD 
j=l 
该 系统 具有 下 列 性 质 : 


1. 若 系统 (1) 满 足 ; 

D 对 所 有 ;一 1,2，… 
zd aue. 

2) 对 所 有 jAi aja x0, JE BR. a4 5 ar 同时 为 0 
或 同时 非 0. 则 称 系统 (1) 为 捕食 与 被 捕食 系统 . 

2. 如 果 存 在 不 同 的 下 标志 ,is，… sin (M3), E 
a, 均 不 为 零 , 则 称 系统 (1) 为 环 型 


,nadi 人 0, 并 且 至 少 有 一 


得 aii saniem 
系统 ， 

3. 如 果 系 统 (1) 不 是 环 型 系统 , 则 称 其 为 链 型 系 
Zt. 捕食 -被 捕食 链 型 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 (1) 的 系 
统 数 矩阵 4 是 V-L 半 稳 定 的 . 

关于 这 个 系统 ,还 有 一 个 猜想 :者 系统 (1) 是 一 
个 捕食 -被 捕食 的 链 型 系统 , 且 正 平衡 位 置 是 局 部 渐 
近 稳 定 的 , 则 也 必 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 特别 地 ,已 证 
明 猜 想 在 n<7 时 是 正确 的 . 

环 型 系统 (systems of cycles) 
食 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 ” 

链 型 系统 (systems of chains ) 
食 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系统 ”. 


见 “ 捕 食 -被 捕 
见 “ 捕 食 - 被 捕 
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捕食 与 被 捕食 系统 全 局 稳定 性 的 一 个 猜想 
(conjecture for the globalstability of predator- 
prey systems) 见 “ 捕 食 - 被 捕食 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 
系统 ”. 

复杂 生态 系统 的 持久 性 (persistence of com- 
plex ecosystems) 数学 生态 学 术语 . 指 研 究 共 居 的 
多 种 群 能 否 共 同 持续 生存 的 问题 . 设 复杂 生态 系统 
为 


dx. 
dr = xFGnOxmseum)0-15.2,.,). 0) 


AST SE CORB) SE— ERST RI 的 解 
P= P)O) € R7), 
41<i<n,€L0.T,). BA 
lim supg (1) 2505 
其 中 L0,7T,) 是 解 eG) B CAE YE EXC [B]. 则 称 系 统 (1) 
是 持久 的 . 对 于 一 维 方程 
u 


24 EW (u) (WEC') (2) 


者 其 任意 的 有 正 初 始 值 的 解 
y = yG) (2000020), 
对 所 有 的 rE (0,ce) ,满足 
lim sup gG) 25005 


则 称 一 维 方程 (2) 是 持久 型 的 . 

单 食 物 链 (simple food chain) 数学 生态 学 的 
基本 概念 之 一 . 指 一 种 最 简单 的 生态 食物 链 系 统 . 有 
n 个 种 群 按 顺序 排 成 单列 A15 A,,* Ans 它们 之 间 
相互 关系 都 是 捕食 -被 捕食 关系 ,而 且 只 有 相 邻 的 两 
个 种 群 之 间 有 捕食 关系 , 即 A 种 群 捕食 A- ARE, 
但 A; 种 群 又 被 4;+, 种 群 所 捕食 ,作为 4;+1 种 群 的 食 
BW G—2,3, 7 n— D. 这 种 由 个 种 群 所 组 成 的 系 


统 , 人 们 称 之 为 单 食物 链 . 
持久 性 函数 (persistence function) 数学 生态 
学 的 一 种 特殊 晒 数 . 指 研 究 生 态 系统 持久 性 所 用 的 
一 种 函数 . 对 于 复杂 生态 系统 
dz; 


do FO T E Pe 9 


PR RIRI oci i2 ttt ,Zz,) 为 系统 的 持久 性 函数 . 如 有 果 
它 满足 下 列 条 件 : 
1. 对 于 每 一 个 1G 二 1,2,…,n), 如 果 x 一 0, 则 
Dri. tt a 0. 
2. 0 满足 微分 不 等 式 pW Co) ,这 里 
D a sd Pm = > SP iF Gy zin). 
i=] i 


并 且 ,比较 方程 


du — 


是 持久 型 的 .可 以 证 明 , 如 果 系 统 存 在 一 个 持久 性 画 
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数 p, 则 系统 是 持久 的 . 

单 食 物 链 持久 性 (persistence of simple food 
chains) FES SRE. 指 一 种 最 简单 的 食物 链 
系统 中 种 群 的 持续 生存 问题 . 设 单 食物 链 洛 特 卡 - 活 
尔 泰 拉 模 型 为 

dz 


1 
dt =T; (Ayy— A, 2, — 1335), 


d zi Can tant) —ant) 
dac = Grn aig Se d, ut: 
对 于 这 个 模型 有 如 下 结果 : 
1. 34 an0 时 ,系统 的 一 切 有 正 初 始 条 件 的 解 
4 A. 


2. 若 a 220 UI Z& Bb Je 8E ALBAS 4 DR TE 
10 3X HE 


a21 per 
= > I mui Q2j1,0* 
j=1 i=] Q»i 4-1 ,2i i ' 
其 中 

(n 是 偶数 )， 
k= 

UL 0 是 奇数 )， 
i= 

V (n 是 奇数 ). 


Feit i € 2 + £C St (complex ecosystems 
with time delays) 有 遗传 效应 的 复杂 生态 系统 . 
它 常 描述 为 具 时 灌 的 ”种 群 洛 特 卡 - 沃 尔 泰 拉 系 统 


da) s 


m dt rude. 
其 中 
bi.ajsri (1,7 = 1,2,°**,n) 
HERM, F;:L0,00)>R 的 连续 非 负 函数 ,并且 
| F(r)dr—1 (i,j7=1,25°° on). 
同时 ,假设 过 去 的 种 群 密度 为 已 知 的 非 负 有 界 函 数 
r= ga) (C—oo«t«:0,1—1,2,*,n). 


三 种 群 高 斯 型 捕食 -被 捕食 模型 (three species 
一 种 复杂 生态 


Gauss type predator-prey model) 


系统 . 指 三 个 相互 之 间 有 捕食 -被 捕食 关系 的 种 群 模 
型 . 以 x GO xs G0 zs) 分 别 表 示 三 个 种 群 4, BSC 
在 时 刻 t 的 密度 . 

1. 单 食物 链 的 高 斯 模型 为 


d 
d; Tgl) Top (2, )s 


d 
dicere Go) rala), 


das 


d; TLs tda) J, 


其 中 p 和 9g 分 别 表 示 种 群 B 捕食 种 群 4 的 功能 性 
反应 和 种 群 C 捕食 种 群 B 的 功能 性 反应 . 

2. 两 捕食 者 种 群 , 一 食 饵 种 群 的 高 斯 模型 为 
dO Lean) map Gr) 23: G3) 


dx, 


d; brote G0] d 
d 
Gp nb st deiGn]. 


这 里 p, 和 p, 分 别 表示 种 群 B 和 种 群 C 捕食 种 群 4 
的 功能 性 反应 . 
n 种 群 离散 模型 (n species discrete model) 一 
种 复杂 生态 系统 . 指 离散 时 间 下 的 多 种 群 模型 . 以 
LE) 表示 第 :个 种 群 在 时 刻 上 的 密度 , 则 种 群 离 
散 模 型 可 表示 为 
xj +1) = 2; Fj Car Clt) 502) ,oo Ct)) 
=G; (21 00,240), 0,02) 
(715,2, sn). (1) 
HITE qo (xi X TEPE al AEA 为 正常 数 ,1 = 1,2, 
n). ERRE i = 1,2, Nn, 
REE a 9° 5X, ) = 1 
或 
Gila") = zr, 
MET 为 模型 (1 ) 的 正平 衡 位 置 . 模型 (1) Er 的 


aG, 
Ht Dost) Gales X5 


seo IOS dE cn AN ERAS CO SI ETE SE 
Bp 
rG-T1)—AxrxG),A— (ais) =| d " 

FEA BIC: AA 的 所 有 特征 值 的 模 都 小 于 1, 则 模 
型 (1) 的 平衡 点 二 为 局 部 渐 近 稳定 . 

离散 系统 的 李 亚 普 诺 夫 函数 (Liapunov func- 
tions of discrete system) 数学 生态 学 的 特殊 晒 数 
之 一 . 是 用 以 判定 离散 系统 稳定 性 的 一 个 函数 . UE n 
种 群 离散 模型 为 

tat Dr GE F;GqiG2, 2; Q0), T, Q0) 


=G; (x; (1) ox) . *** mu 6) 


(z = 1525*.n). (1) 
> zr. Cz; pat. Ye m op ) 为 其 正平 衡 位 置 ， Bi 
G;(x')-—z/ (1,2, n). 


i 2 TER BR R^. P 8 — PSA e CV. Cr) 在 全 内 
有 和 定义 称 函 数 Y(z) 为 模型 (1) 在 区 域 2 内 的 李 亚 
Te aK PA. HRA PE I 

1. 对 所 有 x€ Q. A cAr tt, A Ve) 20, m 
VCr')-—0. 

2.1E Q A.M FP & — 7 K>, Hm VGO-—K 
J& — ^ B4] HH TE. m EL PRÉC V. C0 E r= r ABUS HE k 
极 小 值 . 

3. 函数 AV(z) 王 VCG(Cz)) 一 Y(z) 对 于 所 有 > 
EN 为 非 正 的 . 

于 是 ,用 李 亚 普 话 夫 函数 来 判别 系统 的 稳定 性 
有 下 述 结论 :大 在 2 内 存在 模型 (1) 的 李 亚 普 诺 夫 
PR CV Cr) ,使 A7Cz) 不 沿 着 模型 (1) 在 z=z 附近 
的 一 整 条 解 恒 等 于 零 , 则 区 域 2 是 模型 (1) 的 吸引 
区 域 . xy Q=R) , 则 平衡 点 r^ 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 
也 称 模型 (1 ) 为 全 局 渐 近 稳定 的 . 

n 种 群 离散 模型 的 全 局 稳定 性 (global stability 
of n species discrete model) 见 “ 离 散 系 统 的 李 亚 
BiB WA”. 

Ay dr 4B PES BW (time-varying matrix model) 
一 种 特殊 的 数学 生态 学 模型 . 指 一 种 用 元 素 随时 间 
变化 的 矩阵 来 描述 种 群 动 态 的 模型 .如 果 以 矩阵 模 
型 描述 的 年 龄 结构 种 群 ,处 于 随 着 时 间 而 变化 的 外 
界 环 境 中 ,这 种 变化 对 种 群 的 生育 、 死 亡 的 影响 又 不 
能 忽 上 略 不 计 , 那 么 种 群 的 动态 将 用 如 下 的 时 变 和 矩阵 
模型 来 描述 : 

Nl(t+1)=AN()=A,A, t ANO), 
其 中 NORE JEE) A 是 矩阵 , 它 的 元 素 将 
随时 间 上 而 变化 . 序列 
A,» 4154, *** 

描述 了 环境 变化 序列 所 产生 的 生育 、 死 亡 的 结果 . 特 
别 对 于 周期 变化 的 环境 (如 一 年 四 季 ), 它 可 以 转化 
为 描述 种 群 在 一 个 环境 变化 周期 上 增长 的 矩阵 模 
型 . 

种 群 动态 的 弱 遍 历 性 (weak ergodicity of pop- 
ulation dynamics) ”数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 
指 在 时 变 环境 下 的 种 群 动态 的 一 个 性 质 . 给 定 两 个 
不 同 的 初始 种 群 N1(0) ,和 N,(0), 使 它们 经 历 相同 的 
环境 序列 , 则 有 

N G) =A 1A, ;** AN C0), 
N, Gt) =A, 14 57 AN; (0). 
如 果 N G), N: C) KIER a8 25, Be PAL IRI RS ER. 
离 随 着 上 的 增长 而 减少 到 零 , 则 弱 种 群 动态 具有 弱 
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遍历 性 质 . 它 是 强人 遍历 性 的 一 个 推广 ,并 不 要 求 种 群 
收敛 于 一 个 固定 的 结构 . 利用 非 负 和 矩阵 的 压缩 性 质 ， 
可 以 给 出 时 变 模 型 中 种 群 动态 弱 遍 历 性 的 充分 必要 
条 件 . 

随机 和 矩阵 模型 (stochastic matrix models) 数 
学 生态 学 基本 概念 之 一 . 指 考虑 随机 因素 的 矩阵 模 
型 . 由 于 各 种 随机 因素 的 影响 ,生物 种 群 的 动态 一 般 
是 随机 的 . 种 群 动态 的 随机 性 来 源 主 要 有 二 :生命 过 
程 的 随机 性 和 环境 的 随机 性 ， 

由 生命 过 程 的 随机 性 ( 即 死亡 和 生育 随机 性 ) 出 
发 ,可 将 通常 模型 中 的 矩阵 转化 为 随机 和 矩阵 模型 ,其 
投影 矩阵 的 元 素 将 是 随机 变量 , 它 实 质 上 就 是 多 重 
分 支 过 程 的 矩阵 描述 . 对 于 随机 环境 的 情形 ,可 以 使 
用 随机 和 矩阵 乘积 的 形式 描述 种 群 的 动态 . 

w =A, A”, A”) AA RR A E RER. 
矩阵 4 表示 时 刻 ; 发生 的 环境 . 假设 环境 的 随机 变 
化 可 以 用 马尔 可 去 链 描述 , 令 

py) =P, {A AU | A, S AV, 

bu GG BY IB] 上 环境 为 4”, 下 一 时 间 t 十 1 环境 变 
为 4 “时 的 概率 .矩阵 

P(t2)= (p(t)) | 
描述 了 环境 随机 变化 的 规律 ,而 种 群 的 动态 由 模型 

NU) 一 4 1A, ;*** AN CO) 

给 出 ,其 中 | 

A, 15 Arstt ,Ao 
jÉ— ^4 SRE PORRE EEN 为 向 量 ( 列 矩 
阵 ). 如 果 PO) S BT [8] 上 无 关 , 则 称 环 境 的 变化 是 时 
齐 的 ;否则 称 为 非 时 齐 的 ， 

具 密 度 制 约 的 年 龄 结构 种 群 离散 模型 (density 
dependent discrete model for an age structured 
population) 一 种 特殊 的 数学 生态 学 模型 . $875 IE 
密度 制约 作用 的 离散 年 龄 结构 模型 .年龄 结构 种 群 
的 离散 模型 通常 以 矩阵 的 形式 给 出 . QR BY 
素 是 种 群 密度 的 函数 

NG+I)=M(NG@))NG@), 
则 此 模型 描述 了 具 密 度 制 约 的 年 龄 结构 种 群 的 离散 
增长 过 程 . 矩阵 M 的 元 素 对 NGC) 的 不 同 依赖 方式 
描述 了 种 群 不 同 的 密度 制约 机 制 . 如 果 M 为 菜 斯 利 
型 的 ,其 元 素 分 别 为 函数 : 


bN G)) = bexp | 一 S rn) | i 


Ss:(N(1)) = sexp | 一 Sina \ , 
j=] 


MEER IS IE RESULTE eFC E EB T FARBE E 
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具 生 理 结构 种 群 连续 模型 (continuous model 
for a physiologically structured population) 一 种 
特殊 的 数学 生态 学 模型 . 指 用 生理 结构 指标 代替 年 
龄 的 种 群 模型 .在 生物 体 发 育 的 过 程 中 ,对 某 些 生理 
指标 (如 体 长 ,体重 ,树木 的 胸径 等 ) 的 观测 , 较 年 龄 
要 容易 和 直接 . 因此 ,代替 年 岭 讨论 具 生理 指标 结构 
种 群 (如 大 小 结构 种 群 ), 将 更 方便 . 为 此 ,构成 了 如 
下 具 生 理 指标 结构 的 模型 


Ju 9(v(T)u) F 
at Ox 


M(x )ulr,t)=0, 


u(0,t) = | oC)ulr de, 
0 


u(r,0) =u (1), 
其 中 x 表示 生理 指标 值 ,v(x) 为 生理 指标 x 的 变化 
速度 ,其 他 均 同 于 年 龄 结构 种 群 的 模型 (参见 “年 龄 
结构 种 群 连续 模型 ”). 

具 密 度 制约 的 年 龄 结构 种 群 连续 模型 (density 
dependent continuous model for an age structured 
population) 一 种 特殊 的 数学 生态 学 模型 . 指 考虑 
密度 对 种 群 增长 的 制约 作用 的 年 龄 结构 模型 . 密度 
制约 作用 是 种 群 增长 过 程 中 不 可 忽视 的 重要 因素 . 
考虑 到 这 种 作用 ,线性 的 福 斯 特 模型 可 以 推广 为 如 
下 形式 : 


ðu du 
3p 3, TP CO =, 


72Q UP y= | Feo Cr dr, 
0 


u(r,0)=u(r), 
其 中 死亡 率 x(xr), 生 育 率 f(x) 分 别 由 

D(u)(a,0, | FQu)Ca,.t) 
代替 ,它们 分 别 是 种 群 密度 ut) IZ. 4 DF 
为 线性 泛 孔 时 ,此 模型 就 是 逻辑 斯 谊 元 模型 在 年 龄 
结构 种 群 上 的 类 似 ， 

种 群 动态 的 随机 遍历 性 (stochastic ergodicity 
of population dynamics) ”数学 生态 学 的 基本 概念 
之 一 . 指 两 种 群 动 态 的 概率 分 布 之 差 收敛 于 0 的 性 
质 . 考虑 在 同一 随机 环境 下 的 两 个 种 群 : 

Ni(t)=A,.A,.,"… AN (0), 
N,G)—B, ,B, ,*: BiN: (0). 
E PE REFR 
A, 4 4 # By, By-2***Bo 
是 由 转移 矩阵 Pc) HAR He GUESS PT h sr BRE 
本 途径 . 与 确定 型 的 时 变 模 型 不 同 之 处 ,在 于 不 同 的 
初始 种 群 将 经 历 不 同 的 环境 序列 . 随机 遍历 性 描述 


f N,G), NGC) KE Aa BCE. 分 为 强 随 机 遍历 
TEA 88 B8 pL J E. 

在 时 变 的 随机 环境 下 ,种 群 年 龄 结构 的 概率 分 
布 最 终 收敛 于 一 个 稳定 分 布 的 性 质 , 为 种 群 动态 的 
强 随机 侦 历 性 . 在 非 时 变 的 随机 环境 下 ,从 任何 两 个 
初始 群体 出 发 产生 的 年 龄 结构 概率 分 布 之 差 收 全 于 
零 的 性 质 , 称 为 种 群 动态 的 弱 随 机 遍历 性 . 

种 群 动态 的 强 随 机 遍历 性 (strong stochastic 
ergodicity of population dynamics)” 见 “种 群 动态 
的 随机 遍历 性 

种 群 动态 的 弱 随 机 遍历 性 (weak stochastic er- 
godicity of population dynamics) 见 “ 种 群 动 态 的 
Ra Lis pi TE". 

增长 种 群 可 持续 收获 (sustainable harvesting 
for an increasing population) 数学 生态 学 的 基本 
概念 之 一 . 指 可 更 新 资源 管理 理论 中 的 一 个 概念 . 增 
长 种 群 z(t) 的 动态 可 以 用 模型 


qu 


d; r6 (r(x) 20) 


来 描述 . 如 果 用 uC) Ro AA EY BE NY WC aR E » 
被 收获 种 群 的 动态 将 服从 


二 一 r(z)z 一 x(z)， 


此 即 是 收获 模型 . 如 果 收 获 模型 存在 有 正平 衡 点 x* 
这 0, 使 得 
dz 


c es —r(r')r*'- —u(r')-—0, 


则 该 种 群 在 x^ 处 收获 u Cc ) 后 仍 能 持续 以 群体 
生存 下 去 . 收获 量 n(x" ) 称 为 种 群 的 可 持续 收获 ,而 
xz“ 是 可 持续 收获 的 种 群 密度 . 

薛 福 尔 收 获 模型 (Schaefer's harvesting model) 
一 类 重要 的 种 群 繁殖 模型 . 指 收获 量 与 种 群 密 度 成 
正比 的 具 收 获 的 逻辑 斯 诺 克 模型 . 如 果 收 获 量 不 是 
定常 的 ,而 是 以 固定 努力 量 的 形式 出 现 , 也 就 是 说 ， 
收获 的 能 力 是 固定 不 变 的 ,那么 收获 量 将 正比 于 现 
存 的 种 群 大 小 x (2). 这 时 ,被 收获 种 群 的 动态 模型 
为 


of = pa)r— Ex 


rFiCr)-r, 


i-x| |. 
其 中 五 是 正常 数 . EcInS 时 ,模型 只 有 平衡 点 oz 
—0,H dz/dt<0, 因 此 有 

lim r()-0, 
即 种 群 将 最 终 灭 绝 . 而 当世 过 ro 时 ,模型 还 有 一 个 正 
平衡 点 zz = 二 人 (1 一 E/ro), 它 是 模型 的 可 持续 收获 
种 群 密度 ,收获 量 为 KE(l 一 E/ro). 当 E=ro/2 时 ， 


收获 量 达 到 最 大 值 roK/ 

dap =K/2 为 可 持续 收 [nef rex 

种 群 的 个 体 数 为 标准 讨 

论 的 . 它 相 当 于 在 约束 

rx)—-E FR EH x, 7 E: 
极 大 化 Ex. 如 果 考 虑 经 济 收 益 , 记 p 为 生物 个 体 的 
单价 ,c 为 单位 努力 量 的 成 本 , 则 最 优 可 持续 收获 问 
题 ,相当 于 在 约束 7”(z) 王 互 下 求 五 ,rz, 以 极 大 化 


pir-6. 
这 时 , 当 
时 ,有 最 大 收益 
Kr, iA 
2 pK 


如 果 考 虑 总 和 经 济 收益 , 则 最 优 可 持续 收获 问题 相 
当 于 在 约束 rGD—E FAKE 


ies [| pEx — cE jdt, 
0 


其 中 6 为 资金 的 贴现 率 . 利用 变 分 法 可 以 得 到 这 个 
问题 的 最 优 解 . 

神经 网 络 霍 普 菲 尔 德 模型 (Hopfield model of a 
神经 网 络 理论 的 一 个 基础 模型 . 
是 神经 元 构成 网 络 的 一 种 模型 .对 于 由 ?个 神经 元 
相互 连接 所 构成 的 互相 作用 的 神经 网 络 , 如 果 取 每 
个 神经 元 上 的 膜 电 位 wu;(z) 作 为 状态 变量 , 则 可 以 用 
如 下 的 非 线 性 微分 方程 组 来 ,描述 在 网 络 中 其 他 神 
经 元 突 触电 流 的 影响 下 ,神经 元 状态 变量 w GO BAY 
间 的 变化 


neural network?) 


C; du. zs Tafi) d R ded. 
(i = 1,2,. sn). 

这 个 方程 表明 ,使 电容 为 C 的 神经 元 i 的 电位 ui 发 
生变 化 的 输入 电流 有 三 个 来 源 : 由 神经 元 j 的 突 触 
前 刺激 在 神经 元 1 上 产生 的 突 触 后 电流 Tyfu); 
由 于 神经 元 i 的 有 限 的 电阻 R; 导致 的 漏 失 电 流 
u;/ R; ;从 网 络 以 外 的 其 他 神经 元 输入 的 电流 D. 这 
里 ,函数 f;(wj) 表 示 电 位 wj 在 神经 元 ;上 产生 的 刺 
激 电 流 . 它 一 般 是 S 型 的 非 线性 晒 数 , 是 由 霍 普 菲 
尔 德 (Hopfield,J.J. ) 于 1984 年 提出 来 的 , 故 称 之 为 
神经 网 络 的 霍 普 菲 尔 德 模型 . 

神经 传导 霍金 - 赫 稍 黎 模 型 (Hodgkin-Huxley 
model for neural communication) 生物 数学 的 一 
个 主要 成 果 . 是 神经 元 对 刺激 传播 的 一 种 数学 模型 . 
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t Y) 数 学 


电信 和 号 或 刺激 在 个 体 神 经 细胞 或 神经 元 上 的 传播 是 
一 个 基本 的 生理 现象 . 霍金 (Hodgkin,A.L. ) A ah 
7S (Huxley, A. F. ) 于 1952 年 在 这 方面 的 工作 是 
经 典 的 .富有 启发 性 的 . 他 们 基于 在 枪 乌贼 巨 轴 窗 上 
对 动作 电位 的 观测 ,构造 了 神经 膜 理论 的 数学 模型 
一 一 H-H 模型 . 神经 元 的 轴 突 是 神经 元 伸 长 而 成 的 
长 管状 部 分 .电信 号 将 沿 着 厚度 为 50 一 70 埃 (A ) 的 
膜 的 外 部 传播 . 由 于 膜 在 电流 和 电压 的 影响 下 ,有 选 
择 地 渗透 不 同 的 化 学 离子 而 产生 电 脉 冲 , 主 要 是 钾 
离子 (KK ) 和 钠 离 子 (Na ). 在 项 息 状 态 下 ,由 于 轴 
突 内 部 K 的 浓度 高 于 周围 的 介质 , 膜 两 侧 的 电位 
差 约 为 一 70mV. 膜 两 侧 电 位 的 变化 可 以 通过 实验 
观测 到 . 膜 的 渗透 性 的 变化 受到 瞬时 电流 的 影响 , 它 
同样 依赖 于 电位 的 变化 . 其 模型 为 


Pu dv 3 
3: Rig o guum h(v Ux ) 


--gkn! v —vk)d- gt, (v —v,)2] , 


M Las) (1 —m)— B, Gom. 


ot ma, C Qa) — B, Gn, 
e ca (0) QA) Boh, 
JU TR 78 Ek D TR £5 fo SP RR URP aR L. 其 中 
v Cx ORAM Ft, f 25 m. 是 关于 钠 离子 移动 
的 变量 ,n 是 关于 钾 离 子 移动 的 变量 ,h 是 其 他 离子 
移动 的 变量 .vw ,vx ,vi 是 定常 的 平衡 电位 ,gweygk， 
g, 是 三 种 离子 的 导电 常数 ,al(v) 和 BCv) 是 v 的 已 知 
pei NC. 电 金 和 赫 霄 黎 给 出 了 问题 的 数值 解 . 这 是 一 个 
四 变量 的 非 线 性 偏 微分 方程 组 . 数学 上 要 解决 的 问 
题 是 : 初 值 问题 或 初 边 值 问题 的 解 的 存在 惟一 性 及 
渐 近 性 质 ; 行 波 解 的 存在 性 及 其 稳定 ;门槛 现象 , 即 
初始 刺激 大 到 一 定 程度 就 会 产生 行 波 解 ; 周 期 解 的 
存在 性 . 由 于 H-H 模型 的 复杂 性 ,难于 给 出 彻底 的 
解决 .不 少 人 对 H-H 模型 的 简化 情形 进行 了 讨论 . 

这 项 成 功 的 研究 在 1963 年 与 埃 克 道 斯 (Ecdos， 
J. C. ) 一 起 获得 了 诺 贝 尔 生 理学 和 医学 奖 . 

生态 毒 理学 (toxicological ecology) 生物 学 内 
部 生态 学 与 毒 理 学 交叉 形成 的 一 个 学 科 . 生态 毒 理 
学 一 词 是 由 毒 理 学 和 生态 学 结合 而 成 . 毒 理 学 通 稼 
是 钱 究 毒素 对 生物 个 体 的 影响 ,而 生态 毒 理 学 则 是 
研究 释放 在 环境 中 的 毒素 对 生物 种 群 . 群落 力 至 生 
态 系统 的 影响 . 生态 毒 理 学 可 分 为 两 大 部 分 :一 是 实 
验 生态 分 析 , 包 括 实验 的 方法 和 技术 ;二 是 模型 生态 
分 析 ,借助 于 数学 模型 ,从 受 毒素 侵蚀 的 严重 性 、 推 
断 在 毒素 侵蚀 下 的 生态 系统 持续 生存 的 可 能 性 、 从 
实验 室 的 实验 和 微观 世界 的 研究 推断 现实 情况 , 通 
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过 分 析 计 算 预 测 环境 中 毒素 的 影响 ,进行 生态 系统 
可 和 否 持续 生存 的 风险 佑 计 ， 

污染 环境 中 的 单 种 群 模型 (single population 
model in a polluted environment) 一 种 特殊 的 数 
学 生态 学 模型 . 指 研究 种 群 在 受 污 染 的 环境 中 生存 
的 可 能 性 而 建立 的 单 种 群 模 型 . 奇 某 单 种 群生 活 的 
环境 中 有 毒素 从 外 界 输入 , 则 生物 体 将 从 被 污染 的 
环境 中 吸收 毒素 ,从 而 影响 其 生长 繁殖 . 设 a(t) XE 
时 刻 种 群 在 此 环境 中 个 体 的 总 数 ,coGt) 与 c(t) 分 
别 表 上 时刻 生 物体 内 和 环境 中 毒素 的 浓度 , 则 相应 
的 数学 模型 , 即 污染 环境 中 的 单 种 群 模 型 为 

dx 


> Firle az]; (1) 
一 kc, 一 gCo 一 72C0， (2) 
dc, 

Ge ^e cc Bile — he, + ult). (3) 


这 里 假定 种 群 适合 一 般 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 模 型 ,毒素 
X WW EC PS EIE EE X r. ksgsm,ki gish 均 为 正常 数 . 
方程 (2) 右 端的 第 一 项 表示 生物 体 对 环境 中 毒素 浓 
度 的 吸收 率 , 第 二 ,三 两 项 分 别 表示 生物 体内 毒素 的 
排泄 率 和 净化 率 ;方程 (3) 右 端 第 一 、 三 两 项 分 别 表 
示 由 于 生物 体 的 吸收 和 自然 损耗 所 造成 环境 毒素 浓 
度 的 损失 率 , 第 二 项 表示 由 于 生物 体 的 排泄 ,造成 的 
环境 毒素 浓度 的 增长 率 ,u(i) 表 示 外 界 毒素 浓度 的 
输入 率 . 如 果 相 对 于 种 群 的 个 体 数量 ,环境 容量 很 
大 , 则 方程 (3) 右 端的 前 两 项 可 以 略 去 . 

种 群 持续 性 (persistence of a population) 数 
学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 生 物种 群 是 否 持 续 生 
存 的 性 质 . 设 x(z) 为 某 种 群 在 时 刻 z 的 密度 (数量 )， 
对 一 切 t 之 0, 有 xt) 这 0. 并 有 下 列 定义 : 

1. filim sup x(t) >0 时 , 称 此 种 群 弱 持 续 生存 . 


2. Flim inf z(0)770 时 , 称 此 种 群 强 持续 生存 . 


3. 若 liminf 地 | zG)as > 0 时 , 称 此 种 群 平均 
持续 生存 . 

4. 若 存 在 正 数 6(6 与 xz 无 关 ), 有 liminfz(z) 之 
6 时 , 称 此 种 群 一 致 持续 生存 . 

5. 若 此 种 群 一 致 持续 生存 并 且 有 界 . 即 


lim sup zc ， 


则 称 此 种 群 永久 持续 生存 . 
6. Æ lim x G2 —0, MERI Pr REGE In] A 28. 
强 持 续 生 存 必 弱 平 均 持 续 生 存 , 弱 平均 持续 生 
存 必 弱 持续 生存 ,但 其 逆 不 真 . 
弱 持 续 生 存 (weak persistence) 
性 ”. 
强 持 续 生 存 (strong persistence) 


见 “ 种 群 持 续 


见 “ 种 群 持 


平均 持续 生存 (persistence in mean) 
持续 性 ”. 

一 致 持续 生存 (uniform persistence)” 见 “种 群 
持续 性 ”. 

永久 持续 生存 (permanence) ” 见 “ 种 群 持续 性 ”. 

灭绝 (extinction)” 见 “种 群 持续 性 ”. 

小 容量 污染 环境 中 单 种 群 持续 性 的 阅 值 


(threshold of persistence for single population in a 


见 “ 种 群 


polluted environment with small capacity) 数学 
生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 相当 于 种 群 密度 环境 容 
纳 量 较 小 时 , 单 种 群 持续 生存 与 否 的 临界 值 . 如 果 无 
污染 时 , 单 种 群 的 增长 用 逻辑 斯 详 克 模型 表示 ,那么 
在 小 容量 污染 环境 中 ,相应 模型 为 

dx 


zn = 42 OO). 00% 
dc, 
Gy TRET Eo TMC (0,020200, 
de, 
og — kex F g cox — hec. Hult) 
(OKu lt) Su +o). 
模型 中 各 量 的 涵义 参见 “污染 环境 中 单 种 群 模型 ” 
并 有 下 述 结果 : 
iP fg Ex pd 时 ， 任 一 种 群 X(t) 强 持续 
生存 . 
2. Á rtro HET a Oat, 


1) dy lim inf 二 | u(s)ds < Ê T E 一 , 则 任 一 
1 二 十 ee i Jo b 7| 
种 群 c(t) 弱 平 均 持续 生存 . 
2 t vat 4 | uds > 
t=- oo 
Ph RE x (1) FE [ol] KA. 
S = rom 


Yo 
m , 则 AE Se 


uno net, X G 子 时 : 

D # lim inf L['«cods CETT, RE 
种 群 x(t) 弱 平均 持续 生存 . 

2) 若 lim inf n >k e, MAE — A R 
x GE ERÉ. 

4. EET T e jin d fuds cts S 
时 , 则 种 群 rO) 持续 生存 还 是 走 问 灭绝 ,取决 于 此 
种 群 的 初 值 x(0). 

大 容量 污染 环境 中 单 种 群 持续 性 的 阅 值 


(threshold of persistence for a single population in 


t— 十 co 


a polluted environment with large capacity) ”数学 
生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 在 大 容量 污染 环境 中 单 
种 群 持续 生存 与 否 的 临界 值 . 假设 环境 的 容量 很 大 ， 


rs 间 相 对 较 小 ,这 种 情况 称 为 大 
量 污 染 环境 . A Sd 

a ne 那么 在 大 容 染 环 境 中 相应 模 
型 为 

dx 

a = (200)>0), 

— (c9 (02 20), 

dc, 

d retu) (c,(0) 220), 


其 中 ”~ 与 六 "m O—— 
fi Ep Usi E SE £X PE HB. 并 有 下 述 结 

1. # lim inf i| u(s)ds <ET, ILE 
确定 的 任 一 种 群 z(1) 均 弱 平 均 持续 生存 . 

2. 若 lim inf E| us)ds 877A 过, 则 由 模型 


确定 的 任 一 种 群 c GO SEE I] I 6. 


3: f lim inf T uas =o") UU A a 
x(t) BA GR AER. 


ARIP EE A REE ESE LS 
见 “ 种 群 持续 性 ”. 

复杂 生态 系统 一 致 持久 性 (uniform persistence 
数学 生态 学 的 基本 概念 
之 一 . 指 多 种 群 一 般 模型 的 一 种 性 态 . 设 复杂 生态 系 
统 为 


dz; 
qy TLE oe s X29""" 


of complex ecosystems) 


a (1=] 23 7), 


# FF TE KK DCR". ,d(D,R'$) 之 0 和 正 数 了 7 了 ,, 使 得 
对 于 系统 的 任意 一 条 具有 正 初 始 值 的 轨 线 c= 
X(t), 当 1 之 To 时 , 均 有 x(1)ED, 则 称 系 统 是 一 致 
持久 的 ,其 中 rG-—GiG.xG,.-7.xO).. 

变 系数 沃 尔 泰 拉 系 统一 致 持久 性 (uniform per- 
sistence of Volterra system with variable coeffi- 
数学 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 在 环境 因 
素 随时 间 变 化 的 情况 下 , 沃 尔 泰 拉 模型 的 一 种 性 态 . 
具有 一 般 变 系数 的 沃 尔 泰 拉 二 维系 统 为 


dz, 
dt 


dx 
Gp sale) —4aa (t)2,— Ay (t) xz], 


cients ) 


*=2,[7,(t)—ay, aral], 


ool 


+ 物 数 学 


Ht nGL».2a400)G21,2,721,2 Sg EUR PER 
数 . 令 


lim inf a;; (t) =a; 9 
tron 

lim sup a,;(t)=Ai;; 
te oD 


XT A BF Br A B E SE a, > 00 , 若 
lim inf [arc G) —Ayor.(t) ]>0, 


lim inf [Gri — Ar; (1) |>0, 


则 系统 一 致 持久 . 对 捕食 和 协作 系统 也 有 类 似 的 结 
A. 


系统 生态 学 


系统 生态 学 (systems ecology) 生态 学 的 一 个 
新 兴 的 分 支 学 科 . 是 将 系统 分 析 的 方法 应 用 于 生态 
研究 的 学 科 . 整体 性 和 综合 性 是 系统 生态 学 的 重要 
特征 . 它 强 调 通 过 生态 系统 的 能 量 流动 和 物质 循环 
来 研究 系统 的 组 织 结构 、 功 能 特征 和 整体 行为 . 其 内 
容 包 括 系统 测量 、 系 统 分 析 、 系 统 描述 、 系 统 模 拟 和 
系统 最 优化 . 它 的 产生 和 发 展 ,使 人 们 得 以 在 系统 的 
整体 水 平 上 来 认识 和 合理 利用 、 管 理 生 态 系 统 . 

生态 系统 (ecosystem) 系统 生态 学 的 基本 概 
念 之 一 . 指 某 一 环境 中 所 有 生物 共存 的 系统 .在 某 一 
特定 地 域 或 水 域 的 一 定 空间 范围 内 存在 的 所 有 生物 
和 非 生 物 的 环境 要 素 , 通 过 物质 循环 和 能 量 流动 相 
互 作用 、 相 互 依存 而 构成 的 动态 系统 称 为 生态 系统 . 
生态 系统 概念 最 初 是 由 英国 学 者 坦 斯 利 (Tansley， 
A.G. ) 于 1935 年 提出 来 的 . 其 理论 基础 有 两 个 : 

1. 整体 观点 .生物 及 其 环境 相互 作用 ,形成 一 个 
功能 整体 . 

2. 层次 学 说 .在 生态 系统 的 物 物 组 合 的 每 一 个 
层次 ,都 出 现 一 些 新 的 属性 ,为 其 下 级 成 分 单独 存在 
时 所 不 具备 . 

生态 平衡 (ecological balance) 亦 称 自然 平 
ffr. 系统 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 某 一 环境 中 ,各 
种 生物 互相 作用 使 其 相对 稳定 的 状态 . 一 定 的 动 植 
物 群 落 和 生态 系统 ,在 其 发 展 过 程 中 ,各 种 生态 因子 
《相互 制约 的 生物 种 和 非 生物 条 件 ) 通 过 相互 制约 、 
补偿 、 交 换 等 作用 ,达到 一 个 相对 稳定 的 平衡 阶段 的 
过 程 称 为 生态 平衡 .在 生态 数学 领域 ,生态 平衡 也 指 
数学 模型 的 稳定 解 . 

生态 平衡 是 有 条 件 的 ,生态 系统 内 部 或 外 界 的 
任何 干扰 ,都 可 能 导致 平衡 的 破坏 或 产生 新 的 平衡 . 
在 某 种 意义 上 ,生态 系统 的 稳健 性 可 更 恰当 地 描述 
系统 的 平衡 稳定 性 . 稳健 性 是 指 系统 离开 平衡 状态 
的 可 能 性 ,具有 统计 意义 .稳健 性 不 但 给 出 生态 系统 
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稳定 平衡 的 概率 ,而 且 给 出 系统 不 稳定 的 可 能 性 . 因 
而 ,生态 系统 稳健 性 研究 具有 很 大 的 实际 意义 . 

自然 平衡 (natural balance) ” 即 “ 生 态 平 衡 ”. 

#Æ AS FH (ecological disturbance) 系统 生态 
学 的 基本 概念 之 一 . 指 一 种 非 正 常 的 系统 状态 . 生态 
系统 状态 变量 或 参数 在 时 间 序 列 中 的 异常 变化 ,使 
得 系统 状态 .过渡 函数 、. 啊 应 函数 (输出 ) 最 终 偏 离 原 
有 的 正常 状态 的 过 程 称 为 生态 干扰 . 外 界 变化 对 系 
统 的 影响 是 干扰 的 原因 ,系统 状态 或 输出 的 异常 行 
为 是 干扰 的 结果 . 

生态 干扰 的 因果 同步 性 和 干扰 强度 是 干扰 的 两 
个 重要 性 质 , 可 通过 定义 适当 的 干扰 函数 来 研究 .在 
不 同 的 条 件 下 ,生态 干扰 具有 不 同 的 生态 学 效果 . 过 
去 常 将 干扰 作为 一 种 破坏 的 力量 ,但 事实 上 ,生态 干 
扰 能 促进 次 生 演 蔡 , 维 持 生态 系统 的 多 样 性 和 提高 
生产 力 . 

生态 系统 结构 (ecosystem structure) 系统 生 
态 学 研究 的 中 心 内 容 . 生态 系统 的 组 分 及 其 连结 方 
式 称 为 生态 系统 结构 . 生态 系统 物质 和 能 量 在 系统 
网 络 结构 中 的 运动 以 及 生态 系统 状态 的 变化 称 为 生 
态 系统 功能 . 生态 系统 结构 与 功能 是 生态 系统 研究 
的 中 心 内 容 , 生 态 系 统 结构 是 系统 的 基础 ,系统 功能 
STAZE. 生态 系统 结构 与 功能 的 依存 关系 是 
生态 系统 管理 的 理论 基础 . 

A AS FH GET BE (ecosystem function) 
系统 结构 ”. 

生态 系统 分 析 (ecosystem analysis) ”研究 系统 
生态 学 的 一 种 方法 . 指 利 用 系统 工程 学 的 概念 和 对 
系统 的 处 理 方 法 ,建立 生态 系统 模型 (系统 的 微缩 
小 ) 的 过 程 .生态 系统 分 析 大 体 有 三 个 步骤 . 先 要 对 
一 个 生态 系统 进行 一 般 的 定量 调查 ,了 解 其 成 分 、 结 
构 及 相互 关系 ,做 出 流程 方 框图 ;然后 根据 流程 方 杠 
图 ,对 该 系统 的 各 变量 进行 分 析 、 实 验 ( 模 拟 )、 参 数 
估计 ,建立 数学 模型 ;最 后 将 模型 放 到 模拟 实验 室 或 
自然 生态 系统 中 加 以 检验 . 

系统 模拟 (systems simulation) 系统 生态 学 
的 一 种 研究 方法 . 指 利用 模型 来 研究 生态 对 象 的 过 
程 ,尤其 是 指 用 计算 机 模拟 来 进行 的 这 种 研究 . 系统 
模拟 可 在 测验 条 件 下 再 现实 际 事件 和 过 程 . 由 于 生 
态 系统 模拟 大 都 是 在 计算 机 上 实现 的 , 故 可 避免 真 
实生 态 系统 的 实验 研究 风险 ,而 且 经 济 和 省 时 . 

构 元 (holon) 系统 生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 
一 般 系 统 在 某 一 层次 上 的 亚 系 统 .在 生态 系统 中 , 指 
具有 组 织 层次 的 生态 系统 的 结构 单元 ,是 生态 系统 
的 基本 结构 成 分 . 构 元 H 本 身 也 是 一 个 系统 , 它 可 
定义 为 由 时 变 的 输入 Z 和 输出 Y 的 集合 所 组 成 : 


见 “ 生 态 


(Z,Y)EH. 一 个 生态 系统 由 若干 个 构 元 
Hy (K=1,2,.,n) 

组 成 ,每 一 个 构 元 包含 邦 干 个 状态 变化 量 n=l, 
Zocor om) ,并且 构 元 之 间 、 构 元 和 环境 之 间 有 着 不 断 
的 能 量 和 物质 交换 .生态 系统 的 构 元 结构 强调 的 是 
系统 输入 与 输出 的 因果 关系 ,从 而 是 研究 生态 系统 
协同 运行 的 基础 . 构 元 分 析 在 生物 地 球 化 学 循环 中 
有 广泛 的 应 用 . 柯 斯 特 勒 (Koestler,A. ) 于 1967 年 
首先 提出 的 这 个 概念 . 

能 量 电路 语言 (energy circuit language) 系统 
生态 学 的 基本 概念 之 一 . 指 用 特定 符号 描述 生态 系 
统 的 一 种 语言 . 即 根 据 生 态 系 统 的 能 流 , 用 一 些 特 定 
的 .分 别 代 表 能 源 .初级 生产 者 、 消 耗 者 .贮存 、 热 散 
失 、 工 作 阀 等 的 符号 ,来 描述 生态 系统 结构 与 功能 过 
程 的 系统 语言 . 

能 量 电 路 语言 是 欧 得 姆 (Odum,H. T.) F 20 
世纪 70 年 代 初 在 能 量 学 的 基础 上 创立 的 . 在 该 语言 
中 ,每 个 符号 都 有 其 数学 意义 ,都 有 输入 、 输 出 的 功 
能 反应 .因此 ,能 量 电路 语言 不 仅 可 在 计算 机 上 实 
现 , 而 且 可 以 用 电路 装置 来 模拟 ,是 一 种 行 之 有 效 的 
生态 系统 语言 . 

灵敏 度 分 析 (sensitivity analysis) 检验 模型 
性 能 的 方法 之 一 . 指 模型 特性 和 行为 对 其 输入 变量 
或 参数 扰动 的 效应 分 析 . 设 系统 的 状态 方程 为 

FCp,p.t,20-—0, 
Kr AA BEB OT OO. p 为 生态 变量 ,i 为 时 间 ， 
则 该 生态 系统 对 参数 4 的 灵敏 度 为 


SG = 2 |. 


相对 灵敏 度 为 
; _ [95,20 /p(t,4) 


灵敏 度 分 析 不 但 能 分 析 生 态 系 统 输入 和 结构 对 
输出 的 影响 ,而 且 在 分 析 复 杂 系 统 时 ,可 揭示 出 系统 
的 关键 组 分 和 关键 的 相互 作用 . 

模型 有 效 性 (validation of ecosystem models ) 
对 模型 性 能 的 一 种 刻画 . 是 模型 输出 结构 与 真实 生 
命 系 统 的 特性 符合 程度 的 定量 表示 . 它 研 究 的 是 模 
型 的 可 靠 性 和 精确 性 . 通过 可 用 于 测定 模型 精确 性 
的 统计 学 描述 ,做 出 对 基本 假设 的 明确 和 客观 的 检 
验 .有效 性 不 同 于 校 验 , 校 验 是 模型 的 一 般 特 性 和 过 
程 机 制 与 真实 生命 系统 是 否 相 符 的 检验 过 程 . 因此 ， 
校 验 主 要 是 对 所 建 模 型 的 一 种 主观 评价 ,而 不 是 对 
模型 基本 假设 的 一 种 明确 的 检验 . 

流通 率 (flow rate) 系统 生态 学 术语 . BEA 
系统 中 单位 时 间 .单位 面积 或 体积 的 物质 移动 量 . 


周转 率 (turnover rate) 系统 生态 学 术语 . 指 
生态 系统 中 出 入 一 个 库 的 流通 率 与 该 库 中 营养 物质 
Z tk. Ep 


ES x MAK 
周转 率 库 中 营养 物质 


周转 率 在 生态 系统 中 用 以 说 明 系 统 对 营养 物质 的 利 
用 率 . 周转 率 大 ,利用 率 高 ;反之 , 则 小 . 另 一 个 用 以 
表示 物质 在 生态 系统 中 利用 效率 的 量 是 周转 时 间 ， 
它 指 物质 在 生态 系统 中 的 周转 速率 ,是 周转 率 的 倒 
T. 

生物 地 球 化 学 循环 (biogeochemical cycles) 
系统 生态 学 术语 . 指 生态 系统 的 物质 循环 , 即 生 命 的 
存在 依赖 于 生态 系统 的 物质 循环 和 能 量 流动 . 物质 
循环 和 能 量 流动 密 切 相 关 , 不 可 分 割 ,构成 一 个 统一 
的 生态 系统 功能 单位 . 但 与 能 量 流动 不 同 , 物 质 在 生 
态 系 统 中 是 循环 的 . 

地 球 化 学 循环 常用 “ 库 ” 来 描述 , 它 表 示 物 质 循 
环 过 程 中 ,存在 某 些 生物 和 非 生 物 中 的 化 学 元 素 的 
数量 . 元 素 在 库 与 库 之 间 的 转移 ,并 彼此 联系 起 来 形 
成 物质 流动 . 生物 地 球 化 学 循环 中 的 各 种 物质 ,在 自 
然 状态 下 应 该 是 平衡 的 , 即 各 库 之 间 的 输出 量 应 该 
等 于 输入 量 . 

生态 能 量 学 (ecological energetics) 研究 生态 
能 量 转换 的 一 门 学 科 . 指 生 态 能 量 在 生态 系统 中 储 
存 和 释放 ,传递 和 转换 、 消 耗 和 利用 ,以 及 能 量 流动 
与 生物 适应 性 的 关系 的 科学 . 能量 是 生态 系统 的 基 
础 ,太阳 能 是 生态 系统 能 量 的 最 终 来 源 , 生 态 系 统 中 
的 能 量 传递 和 转换 服从 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定 
律 .生态 能 量 学 的 最 早 研究 要 追溯 到 1887 4E JE FEET 
(Forbas,S. A. ) 的 湖泊 学 古典 论文 ,但 对 生态 能 量 
学 贡献 最 大 的 要 数 林 德 曼 (Lindeman, R. L.) 
(1942) fl Ek 18 18 (Odum, H. T. 2. 他 们 将 能 量 学 与 
生态 系统 的 营养 等 级 联系 在 一 起 ,使 得 复杂 生态 系 
统 取得 了 统一 划 定 的 度量 单位 能 量 单位 . 能 量 
学 的 研究 作为 系统 生态 学 的 重要 方法 和 基础 之 一 ， 
使 人 们 对 种 间 关 系 和 生态 系统 的 认识 更 为 深入 . 

生态 效率 (ecological efficiency) 系统 生态 学 
术语 . 指 在 一 个 食物 链 中 ,不 同 营养 级 的 能 量 之 间 的 
比率 . 从 生产 与 利用 角度 来 说 ,生态 效率 就 是 所 生产 
的 生物 量 与 生产 这 些 生 物 量 所 消耗 的 物质 量 的 比 
率 ; 从 能 量 流动 角度 来 说 ,第 ”营养 级 的 生产 力 与 第 
ntl 营养 级 的 生产 力 的 比率 就 是 生态 效率 ， 

生态 效率 有 两 种 类 型 :一 是 营养 级 间 的 生态 效 
K, w MHES (Lindeman, R.L ) 生 态 效 率 表 示 ; 
另 一 是 营养 级 内 的 生态 效率 , 稼 用 组 织 生 长 效率 、 
同化 效率 等 表示 . 一 般 情况 下 ,营养 级 间 能 量 转化 
效率 约 为 10%, 即 能 量 经 过 一 个 营养 级 , 约 有 90% 
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要 散失 掉 . 此 规律 即 为 通常 所 称 的 林 德 曼 百 分 之 十 
定律 . 

mS BAS 2+ E (Lindeman’s ten percent 
law) 见 “ 生 态 效率 ” 

生态 金字 塔 原理 (pyramid principle of ecology) 
系统 生态 学 的 基本 原理 之 一 . 指 生 态 系统 结构 与 功 
能 的 重要 原理 . 常用 的 有 数量 金字 塔 和 生产 力 金字 
塔 . 前 者 指 动物 在 食物 链 中 , 按 各 级 营养 层次 排列 ， 
以 最 下 面 一 层 的 植 食性 种 类 ,个 体 数 量 为 最 多 ;其 次 
是 初级 肉食 性 动物 ;再 次 是 次 级 肉食 性 动物 . 营养 层 
次 越 高 的 ,数量 越 小 ,但 也 有 数量 金字 塔 倒置 的 现 
象 . 生产 力 金字 塔 是 指 在 一 个 稳定 的 生态 系统 中 的 
各 营养 层 , 随 着 食物 链 的 延长 ,各 营养 层 的 生产 力 逐 
级 减少 的 情况 . 生产 力 金字 塔 ( 单 位 : 千 卡 / 米 + AE) 
较 之 数量 金字 塔 更 为 准确 和 更 有 意义 . 

生态 金字 塔 原理 是 英国 生态 学 家 埃 顿 (Elton， 
C. ) 于 1927 年 在 食物 链 研 究 中 首先 提出 的 ， 

生物 潜能 (biotic potential) ”系统 生态 学 术语 . 
指 生 物 在 最 适 环境 条 件 下 的 最 大 生殖 能 力 .该 术语 
是 查 普 曼 (Chapman,R.N. ) 于 1928 年 提出 来 的 ,后 
KANE E SA BK 8 or 等 同 . 生物 潜能 的 充分 
表现 受 环境 阻力 (抑制 种 群 数量 增加 的 一 切 条 件 总 
和 ) 的 限制 ,环境 阻力 包括 不 利 的 气候 条 件 、 空 间 不 


KL. FERS. | 
多 样 性 指数 (diversity index) 一 种 函数 关系 . 
生态 系统 中 种 数 及 其 分 布 均匀 度 的 函数 . 由 于 环 

v 生态 系统 各 有 不 同 生长 .发 育 和 演 替 的 

历史 ,形成 具有 不 同 结构 特征 的 生态 系统 , 称 为 生态 

系统 多 样 性 . 多 样 性 是 生态 系统 结构 的 特征 之 一 ,并 

以 多 样 性 指数 表示 之 . 
常用 的 多 样 性 指数 及 有 : 

1. 仙 农 - 温 纳 指数 
= > P log;P,. 
2. 3E 3E P d I 
H=1 — > D 


其 中 ; 为 种 数 ,P; 为 第 i 物种 占 全 部 抽样 物种 的 百 
art. 

仙 农 - 温 纳 指数 (Shannon-Weiner index) W 
“多 样 性 指数 ”. 

ae te He dE (Simpson index) 
数 ” 

负 反 馈 机 制 (mechanism of negative feedback) 
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见 “ 多 样 性 指 


系统 生态 学 术语 . 指 生态 系统 的 一 种 自 调 六 机制, 是 
种 群 数量 长 期 反复 增 减 ,最 终 保持 一 定 水 平 的 机 制 . 
在 生态 系统 各 组 成 要 素 的 相互 作用 中 ,由 于 某 种 原 

因 ,会 使 系统 内 某 一 生物 种 群 的 个 体 数目 或 生物 量 
= aks aed eran Aen 
原因 ,在 其 以 后 阶段 里 ,一 再 使 该 种 群 的 数量 或 生物 
量 减 少 (或 增加 ), 而 使 生态 系统 中 的 种 群 数 量 或 生 
物 量 保持 在 一 定 的 水 平 . 这 种 自 调节 机 制 称 为 负 反 
馈 机 制 . 如 种 群 自身 的 调节 、 捕 食 一 食 饵 关系 的 调 
节 、 生 产 者 一 营养 元 素 关 系 的 调节 等 ,都 是 生态 系统 
普遍 存在 的 调节 行为 . 负 反 馈 机 制 是 生态 系统 的 重 
要 调节 机 制 |. 


生物 动力 学 系统 分 析 


生物 动力 学 系统 分 析 (analysis of dynamic sys- 
生物 数学 的 一 个 分 文学 科 . 即 利 
用 动力 学 的 思想 和 方法 建立 生物 科学 的 数学 模型 ， 
并 通过 数学 中 的 动力 系统 的 理论 与 方法 对 所 建 数学 
模型 进行 分 析 研 究 , 以 使 生物 科学 中 的 一 些 问 题 得 
到 解决 ,同时 对 数学 的 理论 与 方法 有 所 创新 , 它 是 
20 世纪 70 年 代 发 展 起 来 的 边缘 学 科 . 

动力 学 方法 起 始 于 经 典 力 学 ,以 后 用 到 天 体力 
学 .无线电 、 控 制 理论 等 . 20 世纪 70 年 代 , 人 们 发 现 
生命 科学 中 许多 问题 也 符合 动力 学 的 规律 ,可 以 用 
动力 学 的 方法 建立 数学 模型 ,可 以 应 用 动力 学 系统 
的 理论 和 方法 研究 解决 生物 问题 .例如 ,生态 学 中 的 
种 群 动力 学 模型 、 化 学 与 生物 化 学 中 的 酶 动力 学 模 
型 .传染 病 模型 \ 微 生物 种 群 动力 学 模型 ,群体 遗传 
学 模型 .药物 动力 学 模型 等 ,都 是 生物 动力 学 系统 分 
析 模 型 . 

质量 作用 定律 (law of mass action) 关于 化 学 
反应 速度 的 定律 . 指 ; 在 一 定 温 度 下 ,化 学 反应 的 速 
度 与 反应 物 的 分 子 浓度 (或 活性 ) 的 乘积 成 正比 . 

具 常 数 反 应 率 的 化 学 反应 模型 (chemical reac- 
化 学 反应 的 一 种 
数学 模型 . 指 在 参与 反应 的 反应 物 的 浓度 比较 低 时 ， 
可 以 利用 质量 作用 定律 建立 反应 时 浓度 变化 的 数学 
EU. tn 

一 级 反应 (一 分 子 反 应 ) ”描述 一 个 分 子 的 A 
物质 逐渐 变 为 一 个 分 子 的 B 物质 . ALANE A 在 时 
Za] c 的 浓度 , 则 反应 过 程 中 LAj 满 足 微分 方程 


dL4J_ 
dr —K lA]. 


tem in biology) 


tions model with rate constants) 


二 级 反应 (二 分 子 反 应 ) ”描述 一 个 分 子 的 4 
物质 与 一 个 分 子 的 B 物质 起 反应 ,生成 一 个 分 子 的 
C 物质 . 可 记 为 


A+B AC, 
以 [L4],[B] 分 别 记 A FI B TERA t RITE EGER 
应 过 程 中 ,[4] 满 足 微分 方程 
4[A] _ 


A=- K [ALB]. 
4 A=B 即 
2A Cc, 
则 模型 变 成 
dL A] _ 2 
dt — —K;[A] , 


其 中 天 ,天 :为 正常 数 , 称 为 反应 常数 . 
反应 常数 (reactions constant) 
应 率 的 化 学 反应 模型 ” 

酶 动力 学 (enzyme kinetics) 生物 动力 学 的 一 
个 分 文学 科 . 它 是 在 酶 作用 下 的 化 学 动力 学 . 以 五 
代表 酶 ,以 S 代表 底 物 ,以 e( 和 5 分 别 代 表 酶 五 
和 底 物 S 在 时 刻 上 的 浓度 . 在 酶 作用 下 的 反应 过 程 
《 米 氏 定律 ) 是 : 酶 与 底 物 作用 ,先生 成 一 个 复合 体 ， 
记 为 C, 这 个 反应 是 可 逆 的 . 然后 由 复合 体 再 分 解 成 
自由 酶 和 生成 物 已 ,同样 以 p(t) e GRIS cat A AR 
表 生 成 物 P 和 分 解 出 来 的 自由 酶 以 及 复合 体 在 时 
刻 t 的 浓度 . 反应 公式 为 


ILU RR US 


Ki K, 
E+SSC af P 
按 质量 作用 定律 ,建立 该 反应 的 数学 模型 为 
Kest (ki tK), e(0)=e,>0, 
ds 
an est Ki, $(0)— 5,250, 


e — Kes— (K_,+K,)c, c(0) 0,20, 


OP LL Ks, p (00-0. 

米 氏 反应 速度 (Michaelis-Menten reaction ve- 

locity) 酶 动力 学 的 基本 概念 之 一 . 指 一 种 在 酶 俊 

化 作用 下 的 化 学 反应 速度 . 在 酶 作用 下 的 反应 ,于 平 
衡 态 时 的 出 产品 的 速度 为 

RE. _y 

(Kats) 


m 


V K„ +s’ 


这 里 
V = K, (eo F Co) 
为 反应 的 最 大 速度 ,天 。 称 为 米 氏 常数 ,是 使 反应 速 
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度 达 到 最 大 速度 的 一 半 时 , 底 物 的 浓度 . 米 氏 反应 速 
度 与 质量 作用 定律 之 不 同 点 ,是 米 氏 反应 速度 有 一 
个 最 大 值 . 如 下 图 ,以 V 表 反 应 速度 ,以 x 表 反 应 物 
的 浓度 . 


X 


质量 作用 定律 
米 氏 常数 (Michaelis constant) 
速度 ”. 
普 利 高 金 反 应 模型 (Prigogine reaction model) 
一 种 酶 动力 学 模型 . 它 是 一 种 三 分 子 反 应 过 程 的 数 
学 模型. 它 描 述 三 分 子 反应 
A— x 
B--x—,-D 
24 m E 
r— E 
的 反应 中 间 过 程 物质 的 浓度 变化 . 利用 质量 作用 定 
律 可 建立 数学 模型 


ZA (Bossa A 


米 氏 反应 速度 
见 " 米 氏 反 应 


oY = Baz — i! y4- Dy. 
在 浓度 分 布 均匀 的 假设 下 , 即 无 扩散 时 ,系统 在 远离 
平衡 态 时 ,也 可 能 呈现 时 间 的 耗 散 结构 . Er ADO, 
B>0,WW4 B>1+A 时 ,系统 有 惟一 不 稳定 焦点 ， 
并 且 围 绕 此 焦点 存在 惟一 稳定 极限 环 . 这 是 普 利 高 
4 (Prigogine,I. G. ) 等 于 1972 年 研究 的 结果 . 

布 罗 索 夫 - 察 鲍 金 斯 基 反 应 (Belousov-Zhabo- 
tinskii reaction) 一 种 特殊 的 化 学 反应 过 程 . 1958 
4E. th BRK (Belousov, B. P.) 和 察 鲍 金 斯 基 
(Zhabotinskii, A. M. ) 在 备 有 搅拌 器 的 烧杯 内 ,把 
CH;(COOHD; 及 Ce (NO;),。(NH,);, 溶 于 硫酸 中 ， 
此 溶液 首先 呈 黄 色 , 几 分 钟 后 转 为 无 色 ; 此 时 加 入 
NaBrO;,, 所 得 溶液 呈 黄 色 , 然 后 变 为 无 色 …… 然后 
MERE. BATE 这 样 ,大约 以 一 分 钟 为 周 
期 . 若 加 入 几 cc 浓度 为 0. 025M 的 试 铁 灵 . 则 会 呈 
现 红色 与 黄色 的 交替 振荡 现象 . 这 种 振荡 ,作为 一 种 
化 学 现象 ,当时 无 法 解释 . 人 们 称 这 种 反应 为 布 罗 索 
夫 - 察 鲍 金 斯 基肥 应 . 

1974 年 , 费 德 (Field,R.J. ) 和 努 叶 斯 (Noyes， 
R.M. ) 用 一 个 数学 模型 来 描述 布 罗 索 夫 - 察 鲍 金 斯 
基 反 应 , 它 由 五 个 不 可 逆反 应 组 成 

JOD 


t "y AZ T 


K; 
A-rY- —X, 
K, 
X+Y—P, 
天 3 
K, 
2X —Q, 


PLE E 
其 中 了 是 化 学 计量 系数 ,已 和 Q 为 产物 ,X 一 
HBrO,,Y —Br ,Z=Ce(IV),A=BrO; =B. Fl x, 
yoz A 及 B 表示 它们 各 自 代 表 的 浓度 . 则 反应 动力 
学 模型 称 为 布 罗 索 夫 - 察 鲍 金 斯 基 模 型 . 该 模型 为 


— =K, Ay — K,xy-- K,Bx—2K,zr, 


dx 

dt 

© = — Ku Ay Kryt Kz, 
© == K,Br—K,e. 

1975 年 , 哈 斯 厅 斯 (Hastings,S. P.) 5 OS 
(Marray J. D. ) 用 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 得 到 该 模型 
周期 解 的 存在 性 . 

布 罗 索 夫 - 察 鲍 金 斯 基 模 型 (Belousov- 
Zhabotinskii model) — Jl," 75 22 3E 3 881 4x Ur As Ic 
应 ”. 

二 次 自 催化 反应 系统 人 (reaction systems with 
second order autocatalysis) ”描述 一 种 特殊 的 化 学 
反应 过 程 的 系统 .所 谓 自 催化 剂 作用 是 指 某 种 底 物 ， 
本 身 又 是 酶 ,对 反应 又 起 催化 作用 . 若 常 速 输入 底 物 
y» Tfl y 在 男 一 种 底 物 xz 作用 时 ,同时 又 是 酶 起 催化 
作用 ,这 种 自 催 化 作用 如 果 在 整个 反应 过 程 中 发 生 
两 次 后 , 才 完 成 产物 而 输出 ,这 种 反应 系统 称 为 二 次 
自 催化 反应 系统 . 其 反应 式 为 


Qo y + 


44 a 
T PS2 2a Ty —-3x, 
to 


41 
r—F. 


相应 的 数学 模型 为 
dt == — a2 ane RN a,x’ y, 


OY = as + asa — a,ry — a,’ y, 
其 中 ai =0,1,2,3,4) HIER. 模型 有 惟一 正平 
mie Bir sy"). 当 (x*,y”) 为 不 稳定 时 , 则 在 
Cr y” ) 外 围 必 存 在 惟一 稳定 极限 环 . 
ADME xt f£ (ADME processes) 
力学 ” 
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药物 动力 学 (pharmacokinetics) 生物 动力 学 
的 一 个 分 支 学 科 . 它 是 研究 药物 .毒物 及 其 代谢 物 在 
机 体内 的 吸收 分布 .代谢 和 排泄 的 过 程 〈 简 称 
ADME 过 程 ) 及 其 定量 规律 的 学 科 . 药物 动力 学 人 研 
究 的 主要 目的 是 : 

1. 阐明 药理 或 毒 理 反应 与 体液 中 的 药物 或 代谢 
物 水 平 之 间 的 关系 . 

2. 加 深 对 药物 或 毒物 在 体内 发 生 的 ADME 过 
程 基本 机 制 的 理解 . 

3. 为 药品 的 生产 及 临床 上 的 合理 使 用 ,特别 是 
剂型 的 改革 和 给 药方 案 的 拟订 提供 重要 的 依据 . 

非 线 性 药物 动力 学 (nonlinear pharmaco - 
kinetics) z& 4 fr Bg — Rh. 它 是 一 种 非常 数 速率 的 
室 分 析 . 在 二 室 模 型 的 建 模 中 ,其 基本 假设 是 一 室 的 
消除 具有 一 级 “常数 
速率 ”, 而 且 两 室 之 
间 的 转运 也 是 具有 一 > 
“A DOR R” H. 但 实 
际 上 有 许多 情况 不 
是 这 样 , 特 别 是 当 药 物 的 浓度 比较 大 时 ,用 常数 速率 
来 描述 就 十 分 粗糙 . 

为 了 更 精确 描述 药物 在 机 体内 的 ADME 过 程 ， 
必需 引进 非常 数 速 率 , 例 如 米 氏 型 消除 的 室 分 析 . 这 
样 ,快速 静脉 注射 的 一 室 模 型 为 

dx Vr 


| dt K,+2’ 
其 中 cORRPRECE Ht 时 刻 药物 的 浓度 ， 
Vm 是 血 内 药 浓 度 下 降 过 程 的 理论 最 大 速率 ,KK, 为 
米 氏 常数 . 

zz 4 dr (compartment analysis ) 一 种 对 
ADME 过 程 进行 分 析 的 方法 .在 药物 动力 学 中 , 室 
分 析 方 法 是 把 药物 ADME 过 程 设 想 为 在 一 个 或 几 
个 “ 室 ” 内 或 “ 室 ” 间 进行 ,并 在 假定 的 室 模 型 基础 上 ， 
分 析 实 验 数 据 , 求 取 表 征 药 物 动力 学 特性 的 参数 . 其 
基本 步骤 是 : 

1. 提出 一 个 适当 的 室 模型 . 

2. 列 出 描述 该 模型 的 微分 方程 并 求解 . 

3. 由 实验 数据 估计 模型 的 参数 及 其 误差 . 

在 步骤 2 中 , 知 所 列 的 微分 方程 不 可 求解 , 则 要 
用 系统 辨识 的 办 法 确定 微分 方程 的 参数 . 

二 室 模 型 (two compartment model) 室 分 析 
的 一 种 . 在 快速 静脉 注射 药物 时 ,经 常用 二 室 模型 来 
描述 ADME 过 程 . 如 图 所 示 , 一 次 快速 静脉 注射 剂 
t D 的 药物 到 血液 中 ,中 央 室 V, 代表 血液 ,假设 


在 注射 后 的 时 刻 忆 药物 的 浓度 为 z1(2); 二 室 V, A 
表 肾 脏 ,在 时 刻 i, 药 物 的 浓度 为 cs G0. 由 线性 动力 
学 的 规律 ,可 以 建立 模型 


d 

dr = Kaz: A (Ki, 2x 天 1o)71， 
dx 

ET 2 Kx — Kar, 


其 中 Kio 为 药物 从 中 央 »| eae 
室 清 除 的 一 级 速率 常数 ， 
天 2 和 天 2 为 一 室 和 二 室 
间 的 一 级 转运 速率 常数 . 
初始 条 件 为 
t=0, zx,—D; z,=0. 
生态 毒 理学 的 数学 模型 (mathematical models 
生态 学 的 基本 模型 之 一 . 指 在 被 
污染 了 的 环境 中 生活 的 种 群 增 长 与 环境 污染 程度 之 
间 关 系 的 数学 模型 .生态 毒 理 学 是 研究 这 种 关系 的 
科学 (参见 “生态 毒 理 学 ”), 利 用 二 室 模型 的 方法 可 
建立 这 个 数学 模型 ,框图 为 


K 
= : 
Co Co 
& 


h 


of ecoloxicology) 


相应 的 数学 模型 为 


Zarr fa) , r=a—bey, 


d 
qd Ke gCo McCo, 
q^ =K t Bother tu) 


其 中 xz() 表 示 工 厂 不 断 向 环境 排污 ,天 表示 环境 污 
染 生 物体 的 效率 ,g 表示 生物 体 癌 环境 排泄 污染 物 
的 效率 ,h 表示 污染 物 在 环境 中 从 其 他 路 径 的 消除 
率 ,m 表示 生物 体 吸 收 、 静 化 所 消除 掉 的 污染 物 ,a 
是 种 群 的 出 生 率 ,bc。 是 种 群 的 死亡 率 ,死亡 率 的 大 
小 与 生物 体 受 污染 的 程度 co 有关,m 为 每 个 生物 体 
的 平均 质量 , 尺 二 Km, 六 = gm. 

SI 传染 病 模型 (SI epidemic model) 
传染 病 模型 . HERA : 

$ G)—ICG). 

S GO EB Zl] 上 易 感 者 (未 感染 上 病 , 但 只 要 与 染病 
者 接触 ,就 会 感染 得 病 ) 的 数量 . T(z) 为 在 时 刻 t 染 
病 者 (已 感染 上 病 , 并 且 与 未 感染 者 接触 就 会 把 病 传 


最 简单 的 
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染 给 他 ) 的 数量 . 做 以 下 假设 : 

1. 染病 者 一 经 得 病 , 在 所 考虑 的 期 间 不 会 痊愈 ， 
也 不 会 死亡 ,保持 属于 染病 者 类 . 

2. 总 人 口 是 常 数 , 即 对 任何 时 刻 1, 都 有 

SG)--IG)—N. 

3. 人 之 间接 触 是 随机 的 , 而且 易 感 者 转 为 感染 
者 的 变化 率 , 与 当时 易 感 者 人 数 及 感染 者 人 数 的 乘 
积 成 正比 . 

在 上 述 假设 下 ,SI 传染 病 模型 为 


| aa 


dt 
$ G)--IG)-—N. 


dr. ~ 
S@)+IGQ=N. 
SIR # 2 89 iS] (E xE JH (threshold theorem of 


Pa — BS COICO, 


SIR model) ”寻求 传染 病 模 型 阅 值 的 一 个 定理 . 对 
于 SIR 模型 
= PST SCO) = 5 0, 
t 
H = BSI — rl, I(00 = 1,70, 
dR 
rao RO) = 0, 


SM+1M+RQM=N>), 

id 2=r/p, 称 为 相对 移 除 率 , 其 他 符号 意义 参见 
"SIR 传染 病 模型 ” BEE ET A FR So o DUI 
M 上 ~co 时 ,染病 者 的 数量 T(t) AA PF PERF SS; OM 
R So>>2, 则 当 上 增加 时 ,染病 者 的 数量 7() 增 加 到 
一 定 的 数量 Ts 后 ,就 单调 减少 趋 于 零 , 且 

lim S(t) = S(co) 
存在 ,并 且 它 是 下 面 超越 方程 的 惟一 正 根 

=. 1 

Suexp| = z) | 一 z 一 0， 
而 且 
Imax=1—p+p log = 


SIR 传染 病 模 型 (SIR epidemic model) JR HK 
KMK 模型 . 一 种 传染 病 传 播 模型 . 设 SO) TOR 
"SI 传染 病 模型 * 中 相同 . RG) 为 在 时 刻 t 因为 染病 
死亡 或 病 愈 有 免疫 力 的 人 数 . 做 以 下 假设 : 

1. 人 口 总 数 为 一 常数 N。, 即 在 任何 时 刻 1, 有 

$ G)--IGO--RGO-N,. 
2. 易 感 者 由 于 受 传染 ,其 人 数 随 时 间 变 化 的 变 
997 


+ 物 - 学 


化 率 , 与 当时 易 感 者 的 人 数 和 当时 染病 者 的 人 数 之 
积 成 正比 . 
3. AR eR SAR AR ROA) HE, 


与 当时 染病 者 类 的 人 数 成 正比 . 
在 上 述 假 设 下 , 建 模 的 框 式 为 
SD IR, 
SIR 传染 病 模型 为 
d> =— PSI, S(0) = S,>0, 
H = BSI — rl, I (0) — 1,70, 
SR = rT, RO) — 0. 


SM+IM+RWM=N,, 

其 中 820 RAE Rr > 0 称 为 移 除 率 . 

一 般 接 触 率 的 SIR 模型 (generalized contact 
SIR model) 一 类 SIR 传染 病 模 型 . 指 用 非 线 性 函 
数 描述 传染 力 的 SIR 传染 病 模型 . 在 SIR 模型 中 ， 
BS 表示 单位 时 间 内 ,由 每 一 个 病人 传染 而 得 病 的 人 
数 , 称 为 传染 力 . 这 里 ,简单 地 把 一 个 病人 的 传染 力 
看 成 是 易 患 者 人 数 的 线性 函数 .实际 上 ,由 于 病人 与 
外 界 接触 能 力 的 限制 ,而 不 能 用 线性 函数 来 表示 . 因 
此 ,一 般 接 触 率 的 SIR 模型 为 (符号 意义 参见 “SIR 
传染 病 模型 ”) 


S+I+R=N. 
其 中 函数 /或 g 常用 的 形式 有 下 图 中 的 三 种 : 


fE) 


S) 


AY a SIR 传染 病 模 型 (SIR epidemic model 
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with time delay) 一 类 SIR 传染 病 模 型 . 35 Fatt 
微分 方程 来 描述 的 SIR 传染 病 模型 . 在 “SIR 传染 病 
模型 ”中 作 了 三 个 假设 (参见 “SIR 传染 病 模型 ”>) ,这 
里 保持 假设 1 和 假设 2, 改 假设 3 为 假设 4, 增 加 假 
ix 5. 

4. 以 I; Qi JT oe CR jg BT A) 上 还 未 您 的 人 
数 ， 

5. 以 P CO id YE Al ¢ 以 前 得 病 , 而 到 时 刻 t 时 
还 未 愈 的 概率 . 

这 样 在 假设 1,2,4 和 5 下 ,SIR 模型 写 为 


dS 
d; BIS, 


IG)—I,Q)4 | BSOD WDP Gude. 
若 模 型 中 


Puede quis 
e e 


则 模型 就 是 SIR 模型 . 若 模 型 中 Io) =0, B.fETEIE 
数 | [XT BISPG)O1;: [t HPE =0, Wl f 
型 变 成 

o BIAS — PIUSE), 


dS 
s —BIQ)S Q). 


具 非 线性 传染 率 的 SIRS 传染 病 模 型 (SIRS 
epidemic model with nonlinear incidence rates ) 
一 类 传染 病 模型 . 指 描述 免疫 能 力 不 能 永久 保持 的 
传染 病 模型 . 在 “SIR 传染 病 模型 ”中 ,假设 传染 率 
(单位 时 间 内 ,由 一 个 病人 传染 而 得 病 的 人 数 ) 是 S 
Hj ZR HE K a BS ,但 在 实际 问题 中 ,传染 率 是 $S 和 7 
的 非 线性 函数 H (I 5D ,因此 ,SIRS 模型 变 为 


oS —TH(,S)—bS+rR+BW), 
TIHI, S OHI, 
ER vI — (b+r)R. 
其 中 ,人 口 总 数 NNG()= 二 SQ) 十 1Q) 十 RG), 非 常数 ; 
oN - BON) -N 


6b 是 人 口 的 自然 死亡 率 ;v 是 由 S 类 转移 到 R 类 的 
转移 率 ;r 是 得 病 后 有 免疫 力 的 人 又 失去 免疫 的 比 
例 ,其 他 符号 意义 参见 “SIR 污染 病 模型 ”. 

微生物 动力 学 模型 (kinetic models of chemo- 
stat) 一 种 描述 微生物 培养 过 程 的 数学 模型 . CE 
微生物 在 培养 室内 培养 生长 以 及 营养 液 消 耗 过 程 的 
数学 描述 . 利用 动力 学 的 方法 ,可 建立 微生物 与 营养 
液 之 间 相 互 作用 的 动力 学 模型 . 以 XA SP 31 


记 培 养 室内 在 时 刻 t 微生物 的 浓度 和 营养 液 的 浓 

度 , 两 者 在 培养 室内 的 相互 作用 框 式 为 
> 

应 用 化 学 动力 学 方法 建立 模型 ,得 
dX 
dt 


当 线 性 反应 速率 p(s) — K,S 时 ,数学 模型 为 
p(X. 
4《s) 可 以 是 米 氏 反应 速率 


=K\SX. 


Lm 
ps) — grs: 
其 中 ss 为 最 大 理论 反应 速率 ,天 ,。 表示 米 氏 常数 . 
连续 发 酵 模型 (models of continuous-flow fer- 


menter) 一 种 微生物 动力 学 模型 . ERE AK Bit 

程 的 数学 描述 . 在 微生物 ES 

培养 中 , 常 采 用 连续 发 醇 

的 工业 技术 ,其 设备 如 

图 ,并 作 如 下 四 个 假设 : 
1. 有 一 个 有 固定 容 

积 V 的 培养 室 , 其 中 装 V,X,S XS 

营养 液 ,有 搅拌 和 供 氧 . ee 


2. 有 供 液 系统 .单位 时 间 以 流量 Q@ 供应 浓度 为 
So 的 营 氧 液 . 

3. 有 溢 流 装置 ,使 培养 室内 体积 保持 不 变 ， 

4. 微 生物 的 增长 对 营养 基 的 消耗 是 一 个 常数 消 
FEX 1/y. 

根据 假设 1 至 假设 4 可 得 数学 模型 (符号 SX 
的 意义 参见 “微生物 动力 学 模型 ”) 


d -9G,-5 lax. 


X MSX- QX. 
常用 AGS ) 表 示 米 氏 反 应 速率 

Iss 
K, RH 

莫 诺 得 - 汶 登 斯 连续 发 酵 模型 (models of Mon- 
od-Haldance continuous fermenter) 反应 速率 有 
特殊 形式 的 连续 发 酵 模型 . 它 是 在 连续 发 酵 模型 中 ， 
反应 速率 wp(s) 取 莫 诺 得 - 汶 登 斯 速率 , 即 


LCS) = 


SOK, FS 4S?/K 
的 连续 发 酵 模 型 
dS 1 Aso X m 
e sR as LSR ^ € 95 
dX _ JUS. — Qx, 


dt K,-4-S--S'/K 


t "m RK 计 学 


称 为 莫 诺 得 - 汶 登 斯 连续 发 酵 模型 ,各 符号 的 意义 参 
JL" YE SEA BEER AM. 
微生物 竞争 模型 (models of competition in the 

chemostat) 两 种 微生物 放 在 一 起 培养 的 模型 . 即 
在 一 个 培养 室内 ,用 一 种 营养 基 , 同 时 培养 两 种 微 生 
物 的 数学 描述 . 设 其 在 时 刻 t 的 浓度 分 别 为 x COD, 
zx; GO ,以 py《s) 和 jyzs《s) 分 别 记 用 营养 基 培 养 两 种 微 
生物 的 速率 ,以 | 

i ale 

Yı Y2 
分 别 记 两 种 微生物 增长 对 营养 基 的 常数 消耗 率 . 两 
种 微生物 同时 “食用 ?一 种 营养 基 , 这 种 对 营养 基 的 
竞争 模型 为 


dS — u 
d; QGO» 


d 
=e (Sr, Qz, 


1 1 
9 


d 
Gp = G)n-Qn, 


其 中 Q 为 输入 营养 液 的 流量 . 

微生物 捕食 模型 (models of chemostat preda- 
tion) 有 捕食 关系 的 两 种 微生物 在 一 起 受 培 养 的 
模型 . 即 在 一 个 培养 室内 ,用 一 种 营养 基 , 同 时 培养 
两 种 微生物 X 和 X, rp Xs 是 靠 营 养 基 培养 繁 
殖 , 而 X: 则 是 微生物 X, 的 捕食 者 , 它 与 营养 基 不 
发 生 直 接 的 关系 . 设 zi (和 r ONA X AX, 
在 时 刻 t 的 浓度 ,以 on OIC BRE S 培养 微生物 
X, 的 培养 速率 ,1/yi 为 基 常 数 消耗 率 , 以 s Gn ig 
用 微生物 X; 培养 微生物 X» 的 培养 速率 ,1/y 为 其 
常数 消耗 率 , 则 模型 为 


d 

us = (40S) — Q0x, 一 Sce Gans 

dz, 

= Gs Gn) — Qa. 

o = Q(S, — S) 一 us Gn, | 
opm, 


生物 统计 学 


生物 统计 学 (biostatistics) 生物 数学 的 分 文 
学 科 . 主要 研究 分 析 生 物 学 和 医学 现象 (尤其 是 变异 
现象 ) 的 统计 学 理论 和 方法 . 1901 年 ,世界 上 第 一 本 
生物 统计 学 杂志 《生物 统计 》 使 用 了 “计量 生物 学 ? 术 
1851935 年 ,美国 统计 学 会 会 刊 (JASA) 增 设 生 物 统 
计 栏 目 , 称 “biometric section”;1945 年 “biometrics 
bulletin” 创 刊 ,1947 年 ,改名 “biometrics”;1936 年 ， 
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+ vy) V 学 


斯 尼 德 柯 (Snedecor,G. W. ) #3 g i BE Ek" biometric” 
JJ "bio-statistics". 现在 ,美国 多 数 大 学 的 生物 统计 
系 均 以 biostatistics 命名 . 英国 牛津 词典 .美国 韦伯 
斯 特 词 典 和 特 们 医学 词典 等 对 biometry ,biometrics 
和 biostatistics 的 解释 大 同 小 异 . 

ífmfs(bias) 生物 统计 学 的 基本 概念 之 一 . 指 
在 观察 或 推断 的 任何 阶段 , 趋 于 使 结果 系统 地 、 而 不 


是 随机 地 偏离 真 值 的 任何 效应 . 统计 学 家 常 易 忽 略 


偏 从 而 假 数 真 算 . 偏 傈 的 种 类 很 多 ,必须 善于 避免 、 
发 现 和 校正 . 由 从 忆 的 研究 设计 引起 的 偏 倚 称 设计 
偏 倚 ; 由 确认 和 诊断 病例 方法 的 错误 引起 的 偏 椅 称 
检 出 偏 倚 ;由 各 组 信息 质量 不 同 引 起 的 偏 椅 称 信 息 
偶 倚 ;由 推 浙 错误 引起 的 偶 倚 称 解释 偏 傈 ;由 观察 者 
变异 引起 的 偏 傈 称 观 察 偏 倚 ; 由 测量 系统 误差 引起 
的 偏 倚 称 测 量 偏 倚 ; 由 不 同类 型 的 人 回忆 的 准确 性 
和 完整 性 的 不 同 引 起 的 偏 倚 称 回忆 偏 倚 ; 由 选中 者 
或 志愿 者 与 其 他 人 的 不 同 特点 引起 的 偏 倚 称 选择 性 
偏 倚 ;* 由 两 组 追踪 对 象 起 始 时 间 不 相当 引起 的 偏 倚 
称 超 前 偏 倚 等 

非 选 择 性 (non-selectivity) 生物 统计 学 的 基 
本 概念 之 一 . 指 研究 设计 与 分 析 必 须 满足 的 一 个 基 
本 条 件 . 其 目的 是 为 了 正确 解释 观察 资料 ,使 之 真正 
反映 实际 行为 . 人 口 变 化 过 程 常 伴 有 干扰 ,若干 扰 有 
选择 地 作用 于 特定 子 群 , 观 察 值 便 不 能 反映 全 人 群 
的 基本 行为 .最 普遍 而 塌 手 的 是 死亡 引起 的 选择 性 ， 
因为 一 般 只 能 对 尚 存 者 作 度 量 和 计算 , 称 之 为 生存 
力 的 选择 ;在 回顾 性 调查 中 , 按 结局 分 组 是 危险 的 ; 
误差 和 无 反应 与 被 调查 者 的 特点 有 关 , 也 导致 选择 
VE. 通常 ,人 口 分 析 对 选择 性 偏 傈 并 无 明确 的 校正 
法 ,但 警觉 其 存在 至 为 重要 . 

正 态 概率 单位 变换 (probit transformation) 
生物 统计 学 中 常用 的 一 种 方法 . 指 对 (0,1) 上 的 比率 
变量 p 常 作 的 两 种 变换 . 按 标准 正 态 分 布 函 数 
$C* ) B Sc ER AT E IAE S y= 二 8B '(p) 或 y= 
$ (pcr 5 称 正 态 概率 单位 变换 .@G (bp) 又 称 正 态 
等 价 偏差 . 按 


或 


所 作 的 变换 称 对 数 优势 变换 . 实践 中 , 当 p—r/n BY, 
Æ r=0 Kn WD 


进行 变换 ,以 避免 出 现 一 ce 或 十 ce 的 对 应 值 . 
对 数 优 势 变换 (logit transformation) 
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见 “ 正 


态 概率 单位 变换 ”. 

逻辑 斯 谤 克 函 数 (logistic function) 生物 统计 
学 的 重要 函数 之 一 . 它 是 描述 生物 群体 在 有 限 资 源 
下 增殖 过 程 的 函数 

p= m" 
1 Tae *' 

其 中 已 ,为 个 体 数 己 的 渐 近 值 ,a Mb ABR, Hk 
旺 S 形 . 它 是 相对 增长 率 (dP/di)/P 为 P 的 线性 递 
减 函 数 时 微分 方程 的 解 . 此 模型 由 费 沪 尔 斯 特 (Ver- 
hulst, P. F. ) F 1838 年 提出 ,皮尔 (Pearl,R. AL 
尔 (Reel,L.J. ) 于 1920 年 用 于 果 蝇 研究 . 20 世纪 30 
年 代 曾 流行 于 人 口 推算 ,由 于 未 考虑 其 他 人 口 因 素 
和 社会 经 济 因素 ,效果 欠 佳 . 其 拓 广 到 多 个 自 变量 的 
逻辑 斯 详 克 回归 却 是 较 好 的 统计 学 方法 (参见 “逻辑 
Nr tit 50 MU). 

iE Sa NDW oe o a logistic regression) 判别 分 
析 的 推广 . 它 是 一 种 常用 的 广义 线性 回归 模型 . 设 自 
变量 为 X' —(Xi, X Xs} AR P 为 事件 的 概 
E NE 模型 

P 


ATER 


二 a 十 PX 


或 
人 
] + exp(— a+ f'X) 
称 逻 辑 斯 详 克 回归 ,wo 和 = {Bis Bests BPI} HS 
数 . 此 模型 在 流行 病 学 研究 中 应 用 广泛 ， 


F 


ES Sm 
]1—P 
的 可 加 性 反映 了 和 危险 因素 的 “乘法 效应 ”事件 多 于 
二 类 时 ,不 难 推广 .常用 最 大 似 然 法 估计 参数 . BA 
38 A AY ADLER PRÉC , 称 非 条 件 逻 辑 斯 诺 克 回归 ;者 用 条 
件 似 然 函数 , 称 条 件 逻辑 斯 详 克 回归 . 对 于 追踪 人 研究 
和 病例 一 一 对 照 研 究 , 两 者 均 适 用 . 而 分 层 较 多 ,以 
致 层 内 样品 较 少 时 , 宜 用 条 件 逻 辑 斯 诺 克 回归 . 
曼 特 - 赫 斯 则 检验 (Mantel-Haenszel test) 4 
物 统 计 学 的 一 种 常用 方法 . 指 用 于 综合 分 析 不 同时 
间或 地 点 进行 的 同类 研究 所 获 资料 的 一 种 方法 . 设 
多 个 独立 2X 2 表 独 立 性 的 联合 检验 ,第 i 个 2X2 
表 的 第 一 行 元素 为 ai. b; BITIRA cisdisai +b; 
+e +d, =n: WEE y 的 联合 估计 为 
Rui = >, (ad./n | > (5;c;/n;) , 


& Fr (Mantel, N. ) AF 1959 年 给 出 9—1 的 假设 
检验 . 若 $—1.a; 的 期 望 和 方差 为 
(a; 十 6b;) Ca; + ¢;) | 
Ni 
(a; + b:) Cc; + d Ca; + c0 (5; + d) 


ni (n, — 1), 


E(a;) — 


Var(a;) = 


检验 统计 量 为 
| | b» = ME(a) | — 4) E Vara) 


的 渐 近 分 布 为 自由 度 为 1 的 XY 分 布 . 当 aj,b;,ci,d; 
数值 不 大 时 ,此 方法 较 稳健 . 

生存 分 析 (survival analysis) 生物 统计 学 的 
重要 分 支 . 是 用 数理 统计 的 方法 ,着 重 对 寿命 资料 进 
行 分 析 的 学 科 . 一 般 地 ,事物 在 发 生 质 的 飞 唉 前 处 于 
PRSE, KIRA AKA. 转变 状态 前 ,量变 
过 程 的 持续 时 间或 有 关 的 非 负 度量 可 视 为 “寿命 ”， 
质 的 飞 牙 作为 点 事件 ,标志 前 一 状态 的 “死亡 ”寿命 
资料 的 特点 是 非 负 、 含 删 失 .有 伴随 变量 . 对 此 ,经 典 
的 、 基 于 误差 理论 的 统计 方法 常 不 甫 使 用 . 在 寿命 表 
基础 上 发 展 起 来 的 寿命 资料 的 参数 估计 、 假 设 检 验 、 
回归 等 参数 、 半 参数 和 非 参数 理论 与 技术 形成 了 生 
存 分 析 . 它 在 理论 与 应 用 两 方面 颇具 吸引 力 . 

删 失 (censoring) 生物 统计 学 的 基本 概念 之 
一 .该 词 源 于 心理 学 , 意 指 刺 激 过 强 时 ,感官 不 子 反 
应 . 统计 学 借以 描述 对 某 些 个 体 不 可 能 观察 到 特定 
点 事件 发 生 的 现象 . 例如 ,临床 观察 中 ,病人 的 失 访 
或 死 于 无 关 原 因 ; 工 业 寿 命 试验 对 象 示 损坏 妈 停 止 
观察 等 . 最 常见 的 是 右 删 失 ; 令 个 体 死亡 时 刻 为 工 ， 
删 失 时 刻 为 C, 观 察 值 为 min(T,C), 若 C 为 随机 变 
f , 称 随 机 删 失 ; 此 外 还 有 左 删 失 和 区 间 删 失 等 . 就 
删 失 机 制 而 论 ,分 定数 删 失 和 定时 删 失 ,分 别称 第 一 
型 和 第 二 型 删 失 . 缺失 数据 也 可 看 成 特殊 的 删 失 . 含 
删 失 的 资料 又 称 不 完全 资料 . 

^E Tg eh BW (survival function) 一 种 描述 生存 
变化 规律 的 函数 . 指 寿 命 了 超过 或 等 于 上 的 概率 , 即 

P(TSt)=S@). 
它 是 :的 单调 下 降水 数 , 下 降 得 缓慢 ,表示 寿命 普遍 
较 长 ,老化 进展 缓慢 . ARRAN AB RAE Hh 
线 . 临床 医学 中 , 术 后 5 年 的 生存 率 只 是 上 一 5 时 生 
存 函 数 的 数值 ,对 应 于 生存 曲线 上 的 一 个 点 . 
生存 曲线 (survival curve) D, "E FRR”. 

w A xx AH (hazard function) — fh fe S PR 
数 . 它 是 描述 死亡 规律 的 一 种 函数 . 活 到 上 时 刻 的 个 
体 , 若 在 此 后 一 瞬间 单位 时 间 内 死亡 ,其 概率 
t<T<t+4At|T>t 

At : 
其 中 了 为 寿命 . 这 个 概念 是 寿命 表 中 死亡 概率 的 推 
广 ,也 是 研究 删 失 资料 的 必然 产物 . 它 反映 个 体 在 时 
刻 t 死 亡 的 危险 程度 . 这 里 “死亡 ”是 广义 的 ,可 以 是 
任何 不 可 逆 点 事件 . 点 事件 是 死亡 , 它 就 是 死亡 力 或 
死亡 率 的 概念 ;点 事件 是 发 病 , 它 就 是 发 病 力 或 发 病 
率 的 概念 .用 危险 率 范 数 能 细致 地 描写 寿命 资料 的 


h(t)=lim P, 
ato 


+ 物 WS YT 学 
分 布 特点 . See Fe RE BR BA A a] EF ,单调 下 降 和 先 降 
后 升 ( 澡 盆 式 ) 之 分 ,但 分 布 函 数 间 的 差异 却 并 非 如 
此 鲜明 . 

发 病 力 (force of morbidity) ”生物 统计 学 中 危 
险 率 图 数 的 原型 之 一 . 即 单位 人 -时 发 生 的 新 病例 
数 . 其 理论 定义 为 
lim P. (HE BY [8] DX [8] t+ At) PS Ws | PE t 无 病 ) 
在 (t,t 十 At) 内 的 平均 值 用 下 式 估 计 : 


在 时 间 区 间 (十 和) 内 观察 到 的 新 发 病例 数 
在 时 间 区 间 (i,t 十 A) 内 暴露 于 发 病危 险 的 人 -时 数 


这 个 概念 有 下 列 同 义 语 : 危 险 率 、 瞬 时 发 病 密 
度 、 瞬 时 发 病 率 、 人 -时 发 病 率 . 若 将 上 述 理论 定义 中 
的 “病例 ”二 字 改 为 “死亡 ”, 则 称 死亡 力 , 又 称 保险 统 
比例 危险 率 模 型 (proportional hazards model) 
一 种 生物 统计 学 模型 . 它 是 寿命 资料 回归 的 一 个 主 
要 模型 . 4 S (2) 和 h(t) 是 伴随 变量 为 XiXe X, 
ET RS] HE TF BR BUR fis Ez R BR BS (2) Al h(i) 是 排除 
f BE Æ E F FH ENSE H AE TF BP A fs y E BK, 
P(X, ,X,,,X,) —0 
为 修正 函数 , 则 伴随 变量 对 基本 生存 规律 的 修正 方 
式 
h(t) = 4» holt) 
便 构成 比例 危险 率 模型 . 它 等 价 于 按 
SQ) = [S00] 
对 生存 函数 的 修改 . 当 
W(X, Xass X,) 
= exp(— fX, 一 B;X; dion ae pa 
时 , 便 是 科 克 斯 (Cox)(1971) 的 模型 . 科 克 斯 提出 了 
部 分 似 然 法 ,当时 虽然 未 经 证 明 , 却 在 实践 中 得 到 了 
广泛 的 应 用 ,并 刺激 了 半 参 数 估 计 的 理论 研究 . 
加 速 寿命 模型 (accelerate model) 一 种 生物 统 
计 学 模型 . 它 是 寿命 资料 回归 的 一 个 主要 模型 . 令 
S(t) 是 伴随 变量 为 X19X29 ts X, 时 的 生存 项 数 ， 
Solt) 是 排除 伴随 变量 作用 时 的 生存 函数 ， 
9$CX,,X,,,X,) > 0 
为 修正 函数 , 则 伴随 变量 对 基本 生存 规律 的 修正 方 
TX 
S(t) = S.D 
便 构成 加 速 寿命 模型 . 它 相 当 于 生存 函数 So(z) 的 压 
Ag. 当 
U(X ia vi X 
= exp(— AX, 一 B,X_ 一 … 一 Box p) 
时 , 便 得 寿命 了 的 对 数 线性 模型 
InT = po BX, BX; 二 "+ 8,X, +6, 
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其 中 的 分 布 取 决 于 Solt) ,一 般 不 是 正 态 分 布 . 

代 偿 风险 (complementary risks) 一 类 生物 统 
计 学 问题 . 指 可 以 转化 为 竞争 风险 的 一 类 问题 . 人 体 
的 某 组 织 受 损伤 时 ,其 他 组 织 继续 维持 . 一 般 地 ,人 
体 的 任何 系统 都 有 多 种 代 偿 功能 ,直到 最 后 一 个 代 
偿 功 能 衰竭 ,这 个 系统 才 停 止 工作 . 设 XXt, 
Xs 是 各 部 分 维持 功能 的 潜在 寿命 ,无 法 观察 . 而 系 
统 的 寿命 

V = max(X,,X,,**,X,) 

却 可 以 观察 . 如 何 从 观察 到 的 系统 寿命 资料 来 推测 
各 部 分 的 潜在 寿命 ,这 就 是 代 偿 风险 问题 . 代 偿 风险 
模型 可 与 并 联系 统 类 比 ,X| Xue X, 为 各 部 件 的 
寿命 ,V 为 系统 的 寿命 . 虽然 竞争 风险 和 代 偿 风险 的 
物理 意义 截然 不 同 , 但 在 数学 上 处 理 这 两 类 问题 的 
方法 却 是 相同 的 . 因而 ,关于 竞争 风险 的 研究 结果 不 
难 推广 到 代 偿 风险 问题 中 去 . 

竞争 风险 (competing risks) 生命 分 析 中 的 基 
本 概念 之 一 . 设 可 能 引起 个 体 死亡 的 疾病 有 之 种， 
X, X, X, 是 个 体 死 亡 于 疾病 1,2,…，,z 的 潜在 
寿命 ,无 法 观察 . 实际 寿命 

U —min(X, X, X,) 

却 可 以 观察 ,并 可 以 知道 死因 是 这 之 种 疾病 中 的 哪 
一 种 . 如 何 根据 观察 到 的 寿命 资料 来 分 析 与 不 同 疾 
病 相 关 的 潜在 寿命 ,从 而 了 解 各 疾病 的 危害 性 ,这 就 
是 竞争 风险 问题 . 竞争 风险 模型 可 与 一 个 串联 系统 
AS Xo Xeon X, 为 各 部 件 的 寿命 ,Z 为 系统 的 
寿命 .各 疾病 的 效应 互相 独立 假定 下 的 竞争 风险 问 
题 易于 解决 ;不 独立 时 ,从 观察 到 的 UU 未 必 能 推断 
出 X; 的 性 质 , 这 就 是 竞争 风险 的 可 辨认 问题 . 

联系 (association ) 生物 统计 学 术语 . 指 两 个 
或 多 个 事件 或 变量 间 统 计 依 赖 性 的 程度 . 几 个 事件 
同时 出 现 的 频率 远 高 于 机 遇 , 称 它 们 有 联系 .联系 有 
两 种 :对 称 或 非 因果 联系 ; 非 对 称 或 因果 联系 . 布尔 
CHill,B. ) 于 1965 年 提出 下 列 性 质 的 出 现 将 支持 因 
果 性 结论 :一致 性 (不 同情 形 或 方法 下 的 可 重复 性 ); 
强度 (“原因 ”在 病人 中 出 现 的 频率 不 同 于 在 非 病 人 
中 的 频率 ); 特 异性 (单一 原因 与 单一 效应 的 联系 ); 
剂量 -反应 关系 (剂量 或 暴露 的 时 间 增 大 ,导致 疾病 
危险 或 程度 的 提高 ); 时 间 性 ( 因 先 于 果 ); 生 物 学 合 
理性 ;与 理论 的 不 矛盾 性 ;实验 事实 的 文 持 . 

因果 模型 (causal model) 一 类 生物 统计 学 模 
型 . 是 反映 因果 关系 的 模型 . 此 类 模型 以 变量 与 变量 
间 的 单 向 关系 ,表示 原因 变量 的 变化 引起 结果 变量 
的 变化 ,反之 不 然 . 这 种 因果 结构 必须 在 分 析 之 前 确 
定 .关于 断面 研究 的 统计 方法 并 不 能 确定 因果 关系 ， 
然而 ,一 旦 因果 的 方向 已 经 由 其 他 知识 所 肯定 ,或 者 
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作为 假定 置 于 模型 中 ,那么 用 它 估 计 效 应 的 大 小 还 
是 允许 的 . 

通 径 分 析 (path analysis) 亦 称 通 径 系 数 方 
法 .生物 统计 学 的 重要 方法 之 一 . 是 一 种 分 析 系 统 结 
构 内 的 各 种 自 变量 对 其 因 变 量 影响 大 小 的 线性 回归 
或 相关 分 析 方 法 . 通 径 分 析 法 根据 专业 知识 ,以 通 径 
图 形式 ,就 变量 间 因 果 关 系 提 出 一 套 假 说 ,通过 计 
算 ,引出 与 假说 相 吻 合并 与 观察 数据 相 一 致 的 结果 ， 
赖 特 (Wright,S. ) 首先 用 通 径 分 析 研 究 和 遗传 学 问 
题 . 在 他 1921 年 的 文章 中 ,系统 阑 述 了 通 径 方法 . 作 
为 统计 学 方法 公 之 于 世 的 则 是 1934 年 的 文章 “The 
method of path coefficients" (Ann. Math. Stat. 5; 
1617-215). 

通 径 分 析 的 应 用 , 除 遗 传 学 外 ,已 遍及 流行 病 
学 、 卫 生 学 、 教 育 学 .经济 学 和 其 他 社会 科学 . 

通 径 系数 (path coefficient) 生物 统计 学 名 
in]. 指标 准 化 变量 多 重 回 归 模 型 中 的 部 分 回归 系数 . 
记 标 准 化 变量 回归 模型 为 

Ly = Piti Peep Oe Pain ES 
其 中 因 变 量 ze MARE xxx 以 及 误差 变 
E! Zn+l 均 为 标准 化 变量 , 且 Lmt W M F Tis Tzs??? 9 
Xm. 部 分 回归 系数 p; 称 为 第 i 个 来 源 的 通 径 系数 . 
它 有 两 条 重要 性 质 ( 以 Cor 表示 相关 系数 )，: 

Cor(zxo,X;) = >) pCor (a; .z;) 
和 
1=Cor (tos zo) = 2. PO py 


通 径 系数 的 估计 , 既 可 利用 多 重 线性 回归 ,也 可 利用 
上 述 两 条 性 质 . 通 径 分 析 则 借助 通 径 图 ,将 假定 的 复 
杂 因 果 系 统 分 解 成 符合 上 述 模型 的 者 干 子 系统 后 ， 
求解 通 径 系 数 . 

共性 分 析 (analysis of commonality) 生物 统 
计 学 的 重要 方法 之 一 . 是 有 别 于 方差 分 析 的 一 种 平 
方 和 分 解 技 术 , 用 作 评 价 各 因素 的 单独 作用 和 联合 
作用 . 记 因 变量 r 对 自 变 量 zi ,z*，… 的 各 种 子 集 分 
别 回归 所 得 回归 平方 和 为 RCz vn, E DERE RE 
义 各 自 变 量 的 个 性 和 各 变量 子 集 的 共性 .例如 :个 性 

U(xXi)=R(ri, rT) — R(X ), 
共性 
Com(z;,2,) —R(r,4,;,02,,*) — Rx) 
cU Oc CO) 

等 .个 性 和 共性 分 别 反映 变量 和 变量 子 集 对 因 变 量 
变异 的 贡献 . 对 相同 数据 作 共 性 分 析 和 通 径 分 析 , 结 
果 未 必 相 同 . 相对 而 言 ,前 者 高 估 联 合作 用 ,后 者 高 
估 单 独 作 用 . 通 径 分 析 的 发 展 较 充 分 ,共性 分 析 则 不 
难 推广 到 非 线性 模型 . 


dt HE 4} Pr B wth HR IW (Kempthorne, O. ) 于 
1957 4E T$ "cd HU Ri (Mood, A. M. ) F 1971 年 独 
立 发 展 并 命名 ， 

混合 模型 (mixed model) 数量 遗传 和 遗传 流 
行 病 学 模型 之 一 . 假定 单个 位 点 的 等 位 基因 为 4 和 
a, ABA q 和 (1 一 9); 随 机 交配 下 ,基因 型 44,4a， 
aa 的 频率 分 别 为 

(Lg 290 = 92593 
各 基因 型 服从 正 态 分 布 , 体 现 环境 影响 ;均值 各 为 
z,z 十 dt,z 十 t;t 和 4d 表示 纯 合 子 间 距离 和 显 性 , 则 
倾向 变量 的 分 布 是 三 者 的 混合 ,一 般 不 对 称 , 此 为 单 
一 位 点 模型 . 设 存在 多 基因 效应 ,其 中 有 一 主要 者 ， 
效应 g 由 单一 位 点 模型 描述 ,效应 c 反映 多 因素 遗 
传 背 景 ,效应 e 反映 无 关 残 差 ,假定 倾 向 变量 
X—g-Fcce, 
此 即 混 合 模型 . 称 


Var(c) 
Var( X) 
为 遗传 度 . 
遗传 度 (genetic value) MRAM”. 


多 因素 模型 (multifactorial models) BH ih 
传 和 遗传 流行 病 学 模型 之 一 .假定 与 某 种 变异 有 关 
的 全 部 基因 和 环境 因素 可 以 综合 成 多 个 倾向 变量 的 
分 布 ,以 描述 产生 相似 表 型 的 几 个 不 同 疾 病 过 程 , 称 
为 多 因素 模型 . 相关 的 倾向 模型 已 用 于 反映 表 型 的 
非 齐 性 ;不 同性 别 的 不 同 倾向 分 布 ,已 用 于 分 析 性 别 
的 差异 . 亲属 相似 性 可 用 倾向 变量 的 相关 系数 来 度 
量 .但 由 于 倾向 变量 常常 不 可 观察 ,有 了 时 虽 可 观察 ， 
所 得 的 却 是 截 尾 数据 ,它们 的 相关 系数 需 通 过 最 大 
似 然 估 计 等 求 得 ,计算 较 繁杂 . 

1 [5] - [5] f& He BY Cliability-threshold models) 
数量 遗传 和 遗传 流行 病 学 模型 之 一 . 假定 与 某 属 性 
的 变异 有 关 的 全 部 基因 和 环境 因素 可 综合 成 一 个 称 
为 “倾向 ?的 连续 变量 ,反映 患 病 或 异常 的 倾向 性 ;并 
假定 对 于 一 个 群体 ,存在 一 个 或 几 个 和 阐 值 ,“ 倾 向 ”的 
数值 高 于 某 阔 值 ,对 应 于 患 病 或 异常 ; 介 于 某 两 个 国 
值 之 间 ,对 应 于 中 等 严重 程度 的 亚 型 . 这 样 , 患 病 或 
异常 个 体 的 期 望 和 方差 便 是 条 件 期 望 和 条 件 方差 . 
此 即 倾向 一 浆 值 模型 . 在 这 个 模型 下 ,条件 期 望 大 于 
期 望 ,条件 方 差 小 于 方差 . 闪 值 的 概念 可 代 以 危险 率 
函数 的 概念 ,后 者 反映 患 病 或 失常 的 概率 ,是 “倾向 ” 
这 个 变量 的 递减 盟 数 . 

多 变量 混杂 得 分 (multivariate confounder sc- 
ore) 控制 多 个 混杂 变量 的 分 层 技术 . 当 多 个 混杂 
变量 并 存 时 , 按 诸 混杂 变量 的 各 种 可 能 组 合 来 分 层 ， 
必定 导致 分 层 过 多 而 样本 量 不 足 . 为 此 ,可 根据 混杂 


人 H 统 


计 学 


变量 的 某 个 综合 得 分 来 分 层 ,一 般 认 为 5 层 为 宜 . 为 
了 确定 如 何 计 算 这 个 综合 评分 ,需要 利用 判别 分 析 
之 类 的 多 元 分 析 技 术 , 称 为 多 变量 混杂 得 分 . 

捕获 -再 捕获 抽样 (capture-recapture samp - 
ling) ” 亦 称 捕获 -释放 抽样 . 生物 统计 学 的 一 种 抽样 
方法 . 指 估计 野生 动物 群体 大 小 的 一 种 抽样 方法 . 该 
抽样 方法 是 :在 捕获 特定 类 别 动物 的 一 个 随机 样本 
时 , 附 以 牢固 的 标记 ,不 加 伤害 地 释放 ;一 段 时 间 后 ， 
再 捕获 一 批 随机 样本 . 在 第 二 批 样本 中 ,具有 先前 所 
附 标 记 的 动物 数目 在 该 样本 中 所 占 的 比例 ,可 用 来 
估计 整个 群体 中 动物 的 数目 . 

道路 抽样 (route sampling) 生物 统计 学 的 一 
种 抽样 方法 . 指 类 似 于 直线 抽样 的 一 种 抽样 方法 . 该 
抽样 方法 在 道路 遍布 的 区 域 里 可 用 作 庄 稼 占 地 面积 
的 估计 . 选择 一 条 遍布 整个 区 域 的 道路 ,记录 不 同 庄 
稼 地 路 边 的 长 度 .由 于 道路 的 位 置 不 会 是 随机 的 ,这 
样 得 到 的 面积 估计 会 有 偏 倚 .但 多 年 采用 同一 条 道 
路 ,可 以 估计 占 地 面积 的 变化 . 作为 系统 抽样 的 一 种 
形式 , 称 为 道路 抽样 . 这 种 抽样 也 可 用 来 估计 庄稼 数 
R. 

直线 抽样 (line sampling) 生物 统计 学 的 一 种 
抽样 方法 . 是 在 一 个 区 域内 抽样 的 方法 .用 于 大 范围 
动 植物 调查 ,也 用 于 生物 学 显微镜 下 的 测量 . 画 一 些 
直线 贯穿 整个 区 域 ,群体 中 所 有 落 在 直线 上 或 与 直 
线 相 交 的 个 体 都 包含 在 样本 中 . 若 这 些 直线 是 等 间 
隔 平行 的 , 则 相当 于 系统 抽样 ; 知 不 是 所 有 落 在 直线 
上 的 个 体 都 包含 在 样本 中 ,而 是 选择 直线 上 等 间隔 
点 上 的 个 体 , 则 相当 于 在 网 格 点 上 抽样 ,也 可 看 做 二 
阶段 直线 抽样 . 


人 口 统计 学 


人 口 统计 学 (demometrics) 生物 统计 学 的 一 
个 分 支 学 科 . 是 度量 人 口 学 指标 与 社会 -经 济 变量 间 
关系 的 科学 . 所 研究 的 关系 包括 社会 -经 济 因 素 对 人 
口 特征 的 影响 和 人 口 因素 对 社会 -经 济 特征 的 影响 . 
尽管 已 经 有 许多 这 类 人 研究 ,罗杰斯 (Rogers,C.R.) 
T 1978 年 ,人 口 统计 学 中 最 有 兴趣 的 是 迁移 和 就 业 
变化 之 间 的 关系 . 

生命 统计 (vital statistics) ”人口 统计 学 的 重要 
内 容 之 一 . 是 以 人 口 生 命 事件 为 内 容 的 统计 活动 和 
有 关 资 料 . 生命 事件 包括 出 生 \ 死 亡 , 也 包括 结婚 、 迁 
移 等 与 人 口 构 成 有 关 的 个 体 状况 的 变化 . 生命 统计 
资料 由 生命 登记 系统 搜集 . 

中 国 早 在 周 朝 就 有 生命 登记 ;欧洲 始 于 16 世纪 
教区 关于 洗礼 .命名 、 结 婚 和 死亡 登记 . 人 口 普 查 和 
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调查 主要 提供 静态 数据 ,生命 统计 则 是 人 口 动态 信 
息 的 基本 来 源 , 是 前 者 的 重要 补充 . 

同 批 分 析 (cohort analysis) 亦 称 纵向 分 析 . 人 
口 统计 学 的 常用 方法 . 指 对 前 期 经 历 相 同 的 个 体 群 
的 后 继 经 历 的 分 析 . 同 在 某 时 段 、 经 历 同 种 基本 事件 
的 个 体 构 成 同 批 群 , 或 称 队列 、 定 群 . 观察 同 批 群 的 
后 继 经 历 , 得 追踪 资料 ,相应 的 分 析 称 为 同 批 分 析 ， 
或 纵向 分 析 . 在 特定 时 段 , 观 察 全 部 相 异 同 批 群 的 当 
时 表现 ,得 断面 资料 ,相应 的 分 析 称 为 同期 分 析 , 又 
称 现时 分 析 ， 

同 批 分 析 反 映 动态 过 程 , 同 期 分 析 描 述 某 时 段 
的 现象 . 过 去 ,人 口 统计 学 主要 作 同 期 分 析 , 现 在 , 同 
批 分 析 的 应 用 日 益 广泛 . 

Bi A PE US E (prospective survey) A A Sit? 
的 一 种 调查 方法 . 指 通过 定期 检查 .面谈 或 信访 ,对 
选 定 的 人 群 反 复 进 行 的 调查 . 前 瞻 性 调查 的 目的 是 
考察 不 同时 刻 事 件 间 的 关系 . 按 事件 发 生 的 顺序 随 
时 记录 数据 的 研究 方法 称 为 前 脆性 观察 . 而 回顾 性 
观察 是 在 事件 发 生 后 ,通过 询问 以 前 的 经 历 , 收 集资 
料 的 研究 方法 .运用 回顾 性 观察 方法 进行 的 调查 称 
为 回顾 性 调查 ,调查 的 核心 是 生命 史 及 伴随 因素 .由 
于 死者 和 迁 出 者 无 法 回顾 而 不 得 不 排除 ,以 及 回顾 
过 去 时 难免 的 不 确切 性 ,使 偏 倩 和 含混 时 有 发 生 ， 


AO £F (population pyramid) 人口 统计 

假设 的 美 墨西哥 

稳定 口 A H 
E A H 1976 1976 年 龄 
85 十 85 十 
80 一 84 80 一 84 
75 一 79 75 一 79 
70 一 74 70 一 74 
65—69 | 65 一 69 
60 一 64 60 一 64 
55 一 59 | 55 一 59 
50 一 54 50 一 54 
45 一 49 45 一 49 
40 一 44 40 一 44 
35 一 39 35 一 39 
30 一 34 30 一 34 
25 一 29 25 一 29 
20 一 24 20 一 24 
15 一 19 15 一 19 
10 一 14 10 一 14 
5 一 9 5 一 9 
roe 0—4 
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42024 6420246 86420246 8 

AH 96 AH A AH X 
无 增长 ,稳定 ”变动 增长 急剧 增长 
波动 的 生育 率 


学 术语 . 指 有 效 且 广泛 地 用 以 反映 人 口 结构 的 一 种 
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双向 条 形 图 . 如 图 , 纵 轴 左右 分 别 表示 各 年 龄 组 男女 
性 人 数 或 百分比 . 其 形状 鲜明 反映 人 口 结构 特点 : 增 
长 型 、 年 轻型 ,下 宽 上 渐 罕 ;静止 型 .成 年 型 ,中 、 下 部 
齐 同 ;缩减 型 .老年 型 ,中 、 上 部 较 宽 . 波动 状 是 生育 
率 波动 的 结果 . 

EAN (stable population) 人 口 统计 学 术 
iB. 指 无 迁移 、 年 龄 -性 别 结构 不 变 . 人 数 恒 速 变化 的 
人 口 .变化 速率 为 零 的 人 口 数 量 称 为 稳定 人 口 ,也 称 
为 静止 人 口 ,或 称 寿命 表 人 口 . 

稳定 人 口 是 根 据 寿 命 表 的 年 龄 组 别 死亡 率 构 造 
的 理论 模型 . 稳定 模型 在 人 口 学 中 有 广泛 影响 ,是 数 
学 人 口 学 的 主要 成 就 之 一 . 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler， 
L. ) 于 1760 年 为 其 莫 定 了 基础 , 美 籍 奥 地 利 数学 家 
洛 特 卡 (Lotka,A.J. ) 于 1907 年 提出 基本 方程 


[er fGopGods =], 


并 解 出 内 在 自然 增长 率 ~, 其 中 jz) 是 z 岁 妇女 的 
活 产 女 婴 数 ,p(x) 是 活 到 x 岁 的 概率 . 

静止 人 口 (stable population) ”有 即 “稳定 人 口 ”. 

ABR (projection) 亦 称 人 口 预 测 . 推算 未 
来 人 口 数 量 的 一 种 方法 . 指 根据 关于 未 来 生育 、 和 死亡 
和 迁移 趋势 的 假定 ,对 未 来 人 口 数 目 和 特征 所 进行 
的 推算 . 实际 并 非 预测 ,只 是 将 设想 的 假定 “投射 ?到 
未 来 的 “屏幕 ”上 .实践 中 ,预测 和 推算 不 易 区 分 ,多 
数 官方 推算 往往 被 视 为 预测 . 因素 法 应 用 最 广 , 它 分 
别 估 计 未 来 出 生 、 死 亡 和 迁移 人 数 , 然 后 ,连同 当时 
人 口 推算 未 来 人 口 .常用 时 间 序 列 和 计量 经 济 的 办 
法 改善 诸 因素 的 估计 精度 . 人 口 行为 的 理论 模型 尚 
不 能 指导 推算 . 

A ORM (prediction of populations) 
口 推算 ”. 

wot BH (reverse projection) ”推测 人 口 的 一 种 
Jr ik. 指 根据 当前 的 年 龄 结构 和 假定 的 当年 死亡 率 
水 平 ,重建 以 前 人 口 年 龄 结构 的 方法 . 与 传统 的 人 口 
推算 相反 , 它 利 用 生存 概率 之 逆 来 倒 推 . 通常 用 于 生 
命 登记 不 健全 的 国家 借助 普查 资料 ,估计 普查 前 大 
干 年 的 粗 出 生 率 . 狸 已 知人 口 增长 率 ,利用 平衡 方 
程 ,可 以 估计 相应 的 粗 死亡 率 . 这 一 技术 的 变通 ,也 
可 用 于 估计 纯 迁 移 率 . 

AD 8 # (renewal of the populations) AA 
统计 学 术语 . 指出 生 者 增补 死亡 者 ,使 人 口 以 稳定 速 
度 更 蔡 的 过 程 . 关 于 更 替 的 细致 研究 ,基于 美 籍 奥 地 
利 数 学 家 洛 特 卡 (Lotka,A.J. ) 于 1939 年 的 著名 更 
蔡 方 程 


BG) = | sc — aM(a)m(a)da + G(t), 
其 中 BOER ZZ z WHA AR. Ca Al m Cao AE 


B] “人 


为 a 时 的 生存 概率 和 生育 概率 ,a 和 8 是 再 生产 年 
龄 的 下 限 和 上 限 ,G(z) 是 过 程 开始 时 已 经 出 生 的 妇 
女 在 停止 生育 前 的 生育 数 . 这 个 方程 是 稳定 人 口 理 
论 的 基础 ,可 用 以 研究 任何 生育 率 、 死 亡 率 组 合 下 的 
更 蔡 结 果 . 

莱克 西 斯 图 (Lexis diagram) 亦 称 时 间 年 龄 
方 格 图 .人口 统计 学 术语 . 指 联 系 出 生日 期 、 观 察 日 
期 和 年 龄 的 坐标 图 . 它 形象 地 反映 同 批 分 析 与 同期 
分 析 的 关系 . 如 图 , 横 轴 是 出 生日 期 , 牌 线 表 示 同 观 
察 时 点 ; 纵 轴 是 年 龄 , 横 线 表示 同年 龄 :与 横 轴 成 
45" 的 斜 线 称 生 命 线 ,表示 同 批 群 观察 时 间 与 年 龄 的 
推进 . 由 图 可 见 , 同 批 群 在 任 一 日 历年 份 跨 两 个 年 龄 
组 (CDGF); 同 批 群 的 同龄 组 分 跨 两 个 日 历年 (HK- 
MJ); 同 日 历年 的 同龄 组 分 属 两 个 同 批 群 ; 沿 斜 线 和 
垂 线 进行 ,分 别 表示 辣 批 分 析 和 同期 分 析 . 由 德国 统 
计 学 家 莱克 西 斯 (Lexis,W. ) 于 1875 年 创造 . 


1975 1977 1979 1981 
1976 1978 1980 1982 


日 历 日 期 


标准 化 (standardisation) 人口 统计 学 术语 . 指 
通过 校正 人 口 结构 差异 ,提高 不 同人 口 资 料 可 比 性 
的 技术 . 以 年 龄 校正 为 例 ,将 观察 到 的 一 组 年 龄 别 率 
和 某 个 “标准 "年龄 结构 结合 计算 , 供 比 较 的 粗 率 , 称 
直接 标准 化 ;将 人 口 的 年 龄 结构 和 某 组 “标准 "年龄 
别 率 结合 ,连同 观察 值 ,计算 某 种 标准 化 指标 , 称 间 
接 标准 化 . 其 结果 受 “标准 ?选择 的 影响 很 大 ,只 有 可 
比 性 ,无 内 在 意义 .有 人 其 至 认为 ,这 样 做 常会 引 疝 
VEU. 此 类 技术 ,是 用 计算 机 作 复 杂 统 计 分 析 的 方法 
问 志 前 沿 续 下 来 的 ,今后 将 会 被 握 弃 . 

间接 估计 技术 (indirect estimation techniques) 
人 口 统计 的 一 种 技术 . 指 对 缺乏 常规 资料 来 源 ( 如 可 
靠 和 完整 的 生命 登记 ) 的 人 口 ,估计 生育 、 和 死亡、 迁移 
水 平和 趋势 的 所 有 统计 技术 . 例如 : 

1. 根据 母亲 年 龄 编制 的 已 生 儿 童 存活 比例 的 表 


A 口 i 学 
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人 死亡 率 等 技术 . 

2. 根据 常规 人 口 资料 和 其 他 信息 结合 的 计算 结 
果 , 反 过 来 评价 和 校正 原 资料 的 技术 ,包括 增长 平衡 
方法 .比较 累积 生育 率 和 平均 怀胎 数 的 P/F 比方 

3. 以 不 完全 资料 拟 合 生育 和 死亡 模型 的 技术 ， 
如 内 珀 芯 生 育 率 模型 、 柯 勒 - 秋 塞 生育 模型 和 布 拉 斯 
(Brass ) 的 对 数 寿 命 表 系统 . 

4. 利用 母亲 报告 的 孩子 数 和 人 们 报告 喘 在 国外 
的 兄弟 姐妹 数 , 估 计 迁 移 的 技术 . 

集团 分 析 (aggregate analysis) JRR Æ WK 
分 析 . 人 口 统计 学 的 常用 方法 . 指 传 统 的 基于 官方 统 
计 资 料 的 分 析 . 大 多 以 国家 或 行政 区 域 为 单位 进行 . 
抽样 调查 提供 了 丰富 的 个 体 资料 ,个 体 分 析 或 微观 
水 平分 析 的 方法 已 开始 流行 

宏观 水 平分 析 (macroscopic level analysis ) 
即 “ 集 团 分 析 ”. 

率 (rate) ”人口 统计 学 术语 . 指 一 定时 期 内 一 
个 事件 的 发 生 率 , 由 该 事件 的 发 生 数 除 以 平均 人 口 
数 或 期 中 人 口 数 给 出 . 大 除数 为 暴露 于 该 事件 “和 危 
险 "之 下 的 总 人 -年 数 , 则 称 为 年 发 生 率 . 对 除数 和 被 
除数 同 作 某 种 限定 , 称 为 特殊 率 ,否则 称 粗 率 . 例如 : 
事件 为 死亡 时 , 称 为 死亡 率 ;以 年 龄 限定 , 称 为 年 龄 
别 死亡 率 ;不 作 限 定 , 称 为 粗 死亡 率 . 对 不 可 更 新 事 
件 ( 如 死亡 ) ,泛称 损耗 率 . 某 些 虽 名 为 率 , 实 际 上 宜 
称 比 或 概率 . 

婴儿 死亡 率 的 生物 统计 分 析 《biometric analy- 
sis of infant mortality) 人口 统计 学 的 常用 方法 . 
指 分 析 婴 儿 死 亡 率 的 一 个 近似 方法 . 它 将 由 于 出 生 
前 或 出 生 时 原因 的 内 源 性 死亡 和 由 于 产后 环境 的 外 
源 性 死亡 分 离开 来 . 由 观察 发 现 , 出 生 一 月 后 的 死亡 
位 的 年 龄 4, 取 对 数 尺度 

log(n 十 1) , 
则 累积 死亡 数 随 年 龄 而 线性 变化 . 假定 出 生 一 月 后 
的 死亡 均 属 外 源 性 ,将 直线 外 推 到 零 岁 , 纵 轴 截 距 便 
是 内 源 性 死亡 数 的 估计 值 . 

生育 模型 (fertility models) 一 类 重要 的 人 口 
统计 学 模型 . 指 描 述 和 解释 生育 模式 的 数学 模型 . 大 
致 有 两 类 :生育 与 社会 经 济 变量 相 联 系 的 模型 和 孤 
立地 反映 人 口 再 生产 细节 的 模型 ， 

多 数 模 型 都 涉及 生育 的 直接 因素 , 即 直 接 影响 
生育 的 生理 和 行为 因素 . 特别 有 影响 而 较 简 单 的 是 
宾 格 兹 分 解 模 型 . 还 有 一 些 考虑 怀孕 和 出 生 过 程 不 
确定 性 的 随机 模型 . 关于 生育 年 龄 别 模式 的 描述 性 
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秋 塞 生育 模型 . 

冈 珀 茨 生 育 率 模型 (Gompertz fertility model) 
一 种 生育 模型 . 指 生育 率 年 龄 分 布 的 一 个 关系 模型 ， 
基本 前 提 是 : 任 两 个 人 口 的 累积 生育 率 

Fix) G=1,2), 
2$ x) FAR OL TB BUE RY BI 15 
Y,(xr) 一 一 In| 一 In |, 


其 中 7 是 总 生育 率 FOO;B 
Yir) = a + BY;G). 
树立 一 标准 生育 率 模式 Y,(zx), 则 对 任意 生育 率 函 
MY GO. 
Y(r)=a+fY,(x), F(z)=Te ^. 

这 就 形成 了 反映 生育 率 年 龄 分 布 各 种 变异 的 三 参数 
模型 系统 , 称 为 官 兹 生育 率 模型 . 其 中 了 为 水 平 参 
数 ,a 为 位 置 参 数 ( 正 值 表 示 比 “标准 ”年 轻 ),B 为 分 
散 系 统 ( 大 于 1 表示 年 龄 分 布 比 “标准 ”集中 ). 

寿命 表 (life table) 亦 称 生命 表 . 人 口 统计 学 
术语 . 指 处 理 年 龄 别 死亡 率 资料 的 统计 表 . 年 龄 逐 岁 
列 出 者 称 为 完全 寿命 表 , 年 龄 分 组 列 出 者 称 为 简略 
寿命 表 . 基于 追踪 资料 者 称 定 群 寿命 表 或 同 批 寿命 
表 , 基 于 断面 资料 者 称 现时 寿命 表 或 同期 寿命 表 . 后 
者 设想 一 同 批 群 , 令 其 生命 过 程 按 断面 上 各 年 龄 别 
死亡 率 推进 ,从 而 将 断面 资料 综合 成 假想 同 批 群 的 
“死亡 经 历 ”. 

公元 3 世纪 就 出 现 了 寿命 表 , 今 联合 国 仍 以 它 
作为 国际 比较 的 常规 工具 . aR PATHS 
为 生存 分 析 的 基础 ,并 渗透 到 数理 统计 学 的 各 个 方 
n. 
| 4 fn ge (life table) BN“A ARS”. 

寿命 表 方 法 (ife table methods) 寿命 表 技 术 
的 应 用 和 发 展 . 指 处 理 和 人 解释 寿命 表 数 据 的 各 种 方 
法 . 除 传 统 的 单 消失 寿命 表 外 ,还 包括 多 消失 寿命 
表 、 增 - 消 寿命 表 等 多 状态 人 口 学 中 的 某 些 方法 . 它 
们 大 多 基于 有 限 状 态 马 尔 可 夫 链 假定 . 对 非 齐 性 人 
口 这 一 重要 问题 ,传统 的 分 层 办 法 难以 奏效 ,可 利用 
含 伴 随 变量 的 危险 率 模型 实现 寿命 表 的 回归 . 

3s fp k A life table functions) 一 种 特殊 隔 
数 . d8 AF op ze P Pe A YP. EAE IR AX: 
活 到 工 岁 的 人 数 lilo 称 基数 :生存 概率 :z AE 
到 x 十 n 岁 的 概率 为 


死亡 概率 ;x SERF rtn 岁 前 的 概率 为 
qz—=1— pz; 
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EF x BAM rtn 岁 间 的 人 数 为 
iu. —1. 953 
死 于 工 岁 和 <Z 二 对 岁 间 者 在 此 区 间 内 存活 的 平均 年 
数 a;; 在 工 岁 与 x 十 n 岁 间 存活 的 总 人 -年 数 
Li-—li;—diü 
TE x 2 In f£ HJ IS A CARA 
Tue 3 
Z 岁 时 预期 寿命 为 


中 心 死 亡 率 为 
d, 
Mar 
其 中 ,死亡 概率 的 概念 尤其 重要 ,统计 学 的 分 支 生 存 
分 析 中 的 核心 概念 “危险 率 函 数 ” 就 是 从 死亡 概率 发 
展 而 来 的 . 
预期 寿命 (life expectancy) — JR JOE 35] 8| RE 
命 . A tr Fe PH. 指 活 到 时 刻 上 上 的 个 体 , 此 后 存 
活 时 间 的 数学 期 望 . 人 类 的 预期 寿命 是 一 条 单调 下 
降 的 曲线 ,中 年 之 前 是 接近 斜率 一 1 的 直线 ,此 后 逐 
渐 向 凹 ,表明 一 旦 活 到 中 老年 ,预期 寿命 下 降 组 
慢 , 这 是 常见 的 却 不 是 惟一 的 模式 .这 个 函数 在 临床 
医学 和 职业 卫生 中 均 有 应 用 . 
寿命 资料 回归 (regression of life data) AH 
统计 学 的 常用 的 方法 . 指 分 析 寿 命 与 诸多 伴随 变量 
间 关 系 的 统计 方法 . 因为 寿命 是 非 负 的 ,不 服从 正 态 
分 布 ,也 很 少 服从 对 数 正 态 分 布 .更 重要 的 ,经 典 回 
归 分 析 中 的 自 变 量 不 随时 间 变 化 ,用 它 处 理 随时 间 
变化 的 伴随 变量 就 软弱 无 能 . 20 世纪 60 年 代 , 曾 有 
一 些 学 者 尝试 用 老 方法 解决 新 问题 ,效果 却 不 其 满 
意 , 随 后 便 出 现 了 许多 适用 于 寿命 资料 的 回归 模型 . 
这 类 模型 常 分 两 部 分 :一 是 基本 规律 , 即 排除 伴随 变 
量 作 用 后 的 寿命 规律 (共性 ); 二 是 伴随 变量 对 基本 
规律 的 修正 (个 性 ). 不 同 的 修正 方式 得 出 不 同 的 回 
归 类 型 . 
模型 寿命 表 (model life table) 一 种 假想 的 寿 
命 表 系统 . 指 概括 性 别 和 年 龄 别 死亡 率 的 典型 模式 . 
它 有 两 类 应 用 ,一 是 据 有 限 或 残缺 资料 估计 寿命 表 ， 
二 是 推算 未 来 趋势 .联合国 (1955,1982) 利 用 经 验资 
料 的 平均 值 产生 “典型 的 ”年龄 模式 ,先后 建立 了 两 
套 模 型 寿命 表 系统 . 另外 ,基于 19 世纪 和 20 zik 
洲 与 北美 的 寿命 表 , 由 一 系列 回归 方程 导出 四 种 模 
式 , 用 不 同 办 法 建立 了 五 参数 模型 . 其 理论 昌 有 优 
点 ,但 采纳 者 不 多 . 广泛 应 用 的 是 对 数 寿 命 表 系统 . 
该 系统 假定 不 同人 口 的 年 龄 组 别 生 存 概率 p. 经 对 
数 变换 


后 呈 线 性 关系 . 

DJ 38 2X - HE SE ie 38 ZS 3X (Gompertz-Makeham 
formula) ” 人口 统 计 学 模型 . ARR SAA 
X (Gompertz, B. ) 与 梅 元 海 姆 (Makeham,W.M.) 
于 1825 年 为 死亡 年 龄 资料 提供 的 模型 ,后 又 被 梅 克 
海 姆 分 别 于 1860 年 和 1867 年 改进 . 冈 珀 茨 的 公式 
为 

q, = BŒ, L=4h> gc 
其 中 gx Al, 是 年 龄 为 zx 时 的 死亡 概率 . 他 解释 说 ， 
这 个 模型 对 应 于 “日 益 无 能 地 抗拒 毁灭 ” 梅 克 海 姆 
建议 为 q 增加 一 个 与 年 龄 无 关 的 常数 项 ,以 反映 死 
亡 原因 
q = A+ BC’. 

这 个 模型 能 较 好 地 拟 合 寿 命 表 函数 . qe 在 儿童 期 以 
后 的 上 升 段 ,在 生存 分 析 和 工业 产品 的 寿命 研究 中 
有 广泛 应 用 .上 述 4,B,C,s HBR. 

莱 斯 利和 矩阵 (Leslie matrix) 人 口 推算 的 一 种 
模型 . 指 同 批 - 因 素 推算 技术 的 矩阵 形式 模型 . 这 个 
和 矩阵 概括 了 在 引起 人 口 变化 中 的 生育 率 和 死亡 率 的 
效应 .矩阵 的 第 一 行 含 有 反映 生育 和 儿童 生存 水 平 
的 因素 ; 主 对 角 线 含有 反映 从 一 个 年 龄 组 (zx,xz 十 
n) 生存 到 下 一 年 龄 组 (zx t+ nx 十 202 的 生存 概率 ; 
其 他 元 素 均 为 零 . Wb RR Pe Hh SE ERI CLeslie, P. H. ) 
(1945,1948) 建 立 , 称 为 菜 斯 利 矩 阵 . 如 果 各 年 龄 组 
的 人 口 数 以 列 向 量 表 示 , 则 以 莱 斯 利和 矩阵 左 乘 这 个 
问 量 , 便 产生 反映 年 后 人 口 推算 值 构 成 的 和 呵 量 . 此 
矩阵 以 离散 形式 表达 了 稳定 人 口 理论 ,其 性 质 ,特别 
是 遍历 性 ,得 到 了 广泛 研究 ,并 已 推广 到 多 状态 模 
型 ,用 于 多 个 状态 或 区 域 的 人 口 推算 . 

迁移 矩阵 (migration matrix) 人 口 统计 学 模 
型 . 指 描 述 从 一 些 出 发 地 到 一 些 目的 地 的 人 口 总 迁 
移 流 的 和 矩阵 形式 的 模型 .常住 地 的 改变 称 为 迁移 . 有 
四 类 主要 的 迁移 矩阵 :以 出 生地 为 行 , 现 居住 地 为 列 
的 终生 迁移 矩阵 ;指定 的 若干 年 前 的 居住 地 为 行 , 现 
居住 地 为 列 的 固定 期 迁移 矩阵 ;以 前 次 居住 地 为 行 ， 
现 居住 地 为 列 的 前 次 居住 迁移 矩阵 ;以 迁移 前 居住 
地 为 行 , 迁 移 后 居住 地 为 列 的 变动 迁移 和 矩阵. 不 同年 
龄 组 的 迁移 矩阵 是 多 区 域 人 口 学 的 基本 资料 . 许多 
文献 用 出 发 地 特征 、 目 的 地 状况 和 两 地 间 交 通 渠 道 
等 解释 一 些 人 口 总 迁移 流 的 模式 . 

一 般 增 殖 -死亡 -迁移 过 程 (general birth-death- 
migration processes) 一 种 重要 的 人 口 统 计 学 模 
型 . 指 与 人 口 增殖 、 死 亡 和 迁移 有 关 的 一 类 马尔 可 夫 
过 程 模型 . 以 


人 只 统计 学 


1:995 4 *** 349. 

表示 健康 状态 ,随机 问 量 
> A aAa aAa). 
为 上 时 刻 处 于 各 状态 的 人 口 数 ， 
Xa (= 1,252,558) 

KERER A(t) 表示 处 于 状态 S。 的 人 数 由 于 迁移 
或 增殖 增加 1 名 的 转移 强度 ,y(t) 表示 处 于 状态 Sa 
的 人 数 由 于 迁移 或 增殖 减少 1 名 的 转移 强度 . 对 状 
态 的 数目 s 以 及 转移 强度 A(z) 和 y(t) 等 作 适 当 假 
定 , 可 派生 出 各 式 各 样 的 模型 . 如 泊 松 过 程 、 纯 增殖 
过 程 、 纯 死亡 过 程 、 玻 利 亚 过 程 、 增 殖 -死亡 过 程 、 迁 
移 过 程 和 增殖 -死亡 -迁移 过 程 等 . 

人 口 动力 学 (population dynamics) ”人口 统计 
学 的 一 个 分 文 . 指 关 于 和 死亡、 迁移 和 生育 引起 的 人 口 
数量 和 结构 变化 过 程 的 研究 . 有 时 ,人 口 运力 学 指 对 
任何 易 变 人 口 变化 过 程 的 研究 , 与 人 口 静 力学 相对 
照 ,人 口 动 力学 涉及 生命 事件 随时 间 变 化 过 程 的 分 
Jr ,其 中 注意 的 焦点 是 任何 时 刻 人 口 的 状态 . 尽管 原 
则 上 与 人 口 学 分 析 的 许多 方面 有 关 , 但 人 口 动力 学 
指 常用 来 表示 对 所 有 人 口 变化 因素 的 一 些 综合 分 析 
WR. 

多 状态 人 口 学 (multistate demography) AA 
统计 学 的 一 个 分 文 . 指 不 同 状态 之 间 人 口 运动 的 研 
究 . 其 中 人 口 以 “状态 ”分 类 ,并 且 各 “状态 ”可 有 输入 
人 口 和 输出 人 口 .现在 研究 的 人 口 系统 ,有 不 同 区 域 
的 人 口 .不 同 婚 姻 状 况 的 人 口 、 按 劳动 力 性 质 分 类 的 
人 口 和 按 教育 程度 分 类 的 人 口 . 

多 状态 人 口 学 的 主要 工具 是 增 - 失 寿命 表 模 型 . 
例如 ,结婚 人 口 可 能 通过 离婚 .起 偶 或 死亡 而 流失 成 
员 ,也 会 由 于 单身 者 的 结婚 和 离婚 .丧偶 者 的 再 婚 而 
增加 成 员 ， 

数学 人 口 学 (mathematical demography) 人 
口 统计 学 的 一 个 分 文 . 指 关 于 人 口 分 析 的 数学 方法 
及 其 联系 的 研究 . 

17 世纪 ,英国 数学 家 格兰特 (Graunt,J.) 和 德 
威 特 (Dewit,L. ) 等 的 工作 ,是 早期 数学 人 口 学 ; 瑞 
士 数学 家 欧 拉 (Euler,L. ) 于 1760 年 建立 了 稳定 人 
口 理 论 的 基础 ,是 现代 数学 人 口 学 的 先驱 ; 

19 世纪 ,英国 统计 学 家 冈 珀 茨 (Gompertz,B. ) 
和 梅 克 海 姆 (Makeham W. M. ) 推 动 了 死亡 率 数 学 
模型 的 研究 s 

20 世纪 , 美 籍 奥地利 数学 家 洛 特 卡 (Lotka,A. 
J. ) 重 建 稳定 人 口 理 论 , 在 人 口 学 和 其 他 相关 学 科 中 
得 到 广泛 应 用 ,并 刺激 了 对 人 口 学 的 进一步 研究 ; 

fI 8 (Coale,D. R. ) 于 1982 年 推广 了 洛 特 卡 方 
程 ,可 应 用 于 任何 人 口 学 . 
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矩阵 模型 日 益 增 多 ,最 知名 的 是 构成 离散 人 口 
动力 学 的 莱 斯 利 矩 阵 及 其 在 多 状态 人 口 学 和 多 区 域 
人 日 学 中 的 拓 广 ,这 类 马尔 可 夫 过 程 亦 可 应 用 于 其 
他 领域 . 许多 工作 依赖 于 计算 机 数值 分 析 和 模拟 , 尤 
Am AERA ZA A TE. 


医学 统计 


卫生 统计 (health statistics) 医学 统计 的 一 个 
分 支 . 据 拉 斯 特 (Last,J. M. EF 1983 年 为 国际 流 
行 病 学 学 会 编写 的 流行 病 学 词典 (牛津 大 学 出 版 )， 
卫生 统计 指 描述 、 查 点 与 卫生 疾病 以 及 卫生 服务 有 
关 的 属性 .事件 .行为 .服务 .资源 .成果 及 费用 的 集 
团 数据 . 这 些 数据 来 自 调 查 、 医 学 记录 和 行政 文件 . 
生命 统计 是 卫生 统计 的 一 部 分 . 

正常 范围 Cnormal range) 医学 统计 的 基本 概 
念 之 一 .在 医学 中 ,习惯 上 将 健康 人 群 中 ,以 某 种 指 
标 测 定 值 的 均 数 为 中 心 的 95%% 置 信 区 间 称 为 正常 
范围 .尽管 这 个 “范围 ”是 根据 健康 人 群 的 测定 值 计 
算出 来 的 ,实际 上 ,测定 值 落 在 这 个 范围 内 的 个 体 未 
必 “ 正 常 ”, 落 在 这 个 范围 外 也 未 必 异 常 . 这 个 术语 不 
仅 无 助 于 确定 个 体 在 医学 上 正常 与 否 ,而 且 在 语义 
上 含糊 混淆, 常 引起 误解 ,因为 只 有 对 比 正常 人 群 
的 测定 值 和 异常 人 群 的 测定 值 才能 给 出 有 意义 的 正 
常 界限 或 正常 范围 . 许多 学 者 建议 放弃 “正常 范围 ” 
这 个 术语 . 如 果 医 生 坚 持 保留 这 个 概念 ,有 人 建议 改 
称 为 惯常 范围 ,也 有 人 建议 改 为 参考 范围 . 

临床 试验 (clinical trial) ”医学 统计 的 基本 概 
念 之 一 . 指 由 随机 化 控制 ,谨慎 而 符合 伦理 的 、 则 在 
回答 某 个 医学 问题 的 试验 .实践 中 , 除 随 机 将 个 体 安 
排 在 春 干 处 理 组 的 平行 组 试验 外 ,还 有 任 一 个 体 先 
后 接受 各 种 处 理 的 交叉 设计 ,接受 几 种 因素 搭配 处 
理 的 析 因 设计 ,以 及 每 次 观察 一 个 或 一 组 个 体 、 不 断 
以 已 有 结果 指导 下 一 步 的 序 贯 设计 .平行 组 试验 最 
普及 .简单 .个体 数 固定 ; 当 后 效应 持续 不 长 ,个 体 先 
后 自身 差异 小 于 个 体 间 差异 时 , 宜 用 交叉 设计 ; 需 分 
析 诸 因素 单独 效应 和 联合 效应 时 , 宜 用 析 因 设计 ;而 
序 贯 设 计 谨 慎 经济. 符合 伦理 . 

混杂 (confounding) 医学 统计 术语 .在 病因 学 
研究 中 ,关于 对 所 研究 的 两 个 变量 间 联 系 的 评价 , 必 
须 考 虑 其 他 因素 的 影响 ,在 未 排除 其 他 因素 影响 的 
情形 下 所 得 到 的 结果 带 有 偏 倚 性 , 称 这 种 偏 倚 为 泥 
2R. 导致 混杂 的 因素 称 为 混杂 变量 . 在 研究 设计 和 统 
计 分 析 中 ,同时 控制 一 组 混杂 变量 的 联合 效应 ,可 以 
校正 混杂 , 符 需 要 控制 的 混杂 变量 不 能 再 减少 , 则 称 
其 为 充分 混杂 变量 组 . 校正 混杂 效应 , 需 从 人 研究 的 设 
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计 、 个 体 的 选择 和 统计 方法 等 多 方面 人 手 , 关 于 因素 
间 联 系 的 背景 知识 和 以 数据 为 基础 的 分 析 技 术 缺 一 
不 可 . 

匹配 (matching) 医学 统计 的 一 种 常用 术语 . 
训 里 指使 钱 究 组 和 对 慷 组 关于 研究 因 芋 以 外 的 一 些 
因素 具有 可 比 性 的 技术 过 程 . 所 依据 的 变量 称 匹配 
变量 . 常见 的 匹配 技术 有 : 

1. 卡 钳 式 匹配 .使 研究 组 个 体 与 对 比 组 个 体 在 
某 个 连续 变量 的 取 值 方面 保持 在 一 定 距 离 之 内 . 例 
如 ,年 龄 差别 不 超过 2 m. 

2. 频率 匹配 . 使 研究 组 和 对 照 组 在 某 些 匹配 变 
量 方面 具有 相似 的 频率 分 布 . 例如 ,年 龄 分 布 相 近 . 

3. 类 别 匹 配 . 使 研究 组 和 对 照 组 在 某 些 类 别 变 
量 方面 有 相似 的 结构 . 例如 ,相似 的 职业 结构 . 

4. 个 体 匹 配 ,为 研究 组 的 每 一 个 体 选 择 若 干 某 
些 匹 配 变量 取 值 相似 的 个 体 ,构造 对 照 组 .各 研究 组 
每 一 个 体 均 有 mx 个 匹配 者 , 称 1 : mm 匹配 ;m = 1A, 
称 成 对 匹配 . 

偏 倚 钱 币 随 机 化 (biased coin randomization) 
医学 统计 术语 . 指 在 临床 随机 化 对 比试 验 中 ,减少 受 
试 人 数 不 平衡 的 一 种 技术 :临床 试验 中 ,病人 陆续 到 
来 ,假定 一 个 新 病人 到 来 时 ,随机 安排 到 4 组 的 人 
数 已 远 超过 恕 组 的 人 数 , 则 分 别 以 适当 的 概率 p> 
0.5 和 1 一 二 0.5, 随 机 地 将 该 新 病人 安排 到 B 组 
或 4 组 . 

适应 性 设计 (adaptive design) 医学 统计 的 一 
种 设计 方法 . 指针 对 临床 随机 化 对 比试 验 的 伦理 问 
题 出 现 的 一 种 设计 .经典 的 随机 化 对 比试 验 , 以 几乎 
相等 数目 的 病人 分 配给 不 同 的 处 理 组 . 适应 性 设计 
则 根据 累积 的 资料 ,将 陆续 到 来 的 新 病人 按 较 高 的 
比例 ,分 配给 显 出 优越 性 的 处 理 组 . 这 一 设计 很 直 
观 , 引 起 许多 人 的 注意 .一 方面 ,统计 学 要 求 等 样本 
量 ; 另 一 方面 ,应 当 使 尽 可 能 多 的 病人 尽快 使 用 较 优 
越 的 处 理 . 对 此 ,学 者 们 提出 了 一 些 在 两 者 之 间 求 得 
妥协 的 办 法 . 

筛 查 (screening) 一 类 特殊 的 医学 统计 方法 . 
是 关于 慢性 病 调查 的 一 种 方式 . 应 用 快速 试验 ,检查 
或 其 他 手段 ,初步 识别 对 其 规律 尚未 充分 认识 的 疾 
病 或 缺陷 . 得 查 试验 分 检 出 可 能 患 有 某 病 的 和 可 能 
未 患 此 病 的 个 体 ,并 非 诊 断 , 其 中 的 阳性 或 可 疑 个 体 
必须 请 医生 确诊 和 治疗 , 常 由 研究 者 或 医务 部 门 而 
不 是 患者 发 起 .通常 关心 的 是 慢性 病 在 尚未 医疗 的 
人 和 群 中 进行 .对 整个 人 群 的 筛 查 称 为 普查 ;同时 使 用 
多 种 筛 查 手段 的 称 为 多 重 筛 查 ; 常 规 得 查 骨 在 看 似 
正常 的 个 体 中 , 发现 那 些 早期 检 出 能 较 好 控制 的 疾 
病 . Bi Aine. SIRF EA ei se .精确 性 、 


可 重复 性 .灵敏 性 .特异 性 和 真实 性 . 

{8 se fA Eie (Berkson’s fallacy) 亦 称 伯 克 松 
偏 倚 . 医学 统计 中 的 一 种 偏 倚 . 指 一 种 由 于 选择 性 偏 
倚 而 得 出 的 自 相 矛盾 的 结论 . 当 不 同 个 体 被 纳入 研 
究 样 本 的 机 会 有 所 不 同时 ,大 将 样本 引出 的 结果 推 
广 到 总 体 , 便 可 能 是 悖 论 . 例如 , 设 所 研究 的 两 种 疾 
病 4 和 B 的 发 生 与 否 ,在 总 体 中 互相 独立 , 即 

P(A|B)=P(A|B), 
H 表示 住院 , 则 在 住院 人 群 中 ,概率 
PCA|B,H) 
u P(H|A,B)P(A) 
J— [PCH|A,B)P(A) + PGTI|A,B)PCA) ] 
和 
P(A|B,H) 
LL PCA, BPA) 
[P(H|A,B)P(A) + PUHJA, B) PAY] 
未 必 相 等 , 即 住 院 人 群 中 4 和 已 未 必 独 立 . 

Bux (blind experiment,blind trial) ”医学 统 
计 术 语 .在 医学 研究 中 , 若 试 验 者 或 受 试 者 并 不 知道 
受 试 者 被 安置 的 组 别 ,这 种 试验 称 育 试验 . 其 目的 是 
消除 受 试 者 或 研究 者 的 偶 倚 或 成 见 . 如 果 仅 试验 者 
知道 受 试 者 所 在 组 别 ,这 种 试验 称 为 单 育 试验 ;试验 
者 和 受 试 者 均 不 知道 , 称 为 双 盲 试验 ;如 果 连 同 分 析 
者 也 不 知道 , 则 可 称 三 盲 试验 . 

对 照 组 (control group) ”医学 统计 术语 . 指 在 
研究 之 前 选 定 的 ,作为 标准 供 比 较 的 观察 组 . 对 照 组 
由 未 暴露 于 疾病 干预 ,人 处理 或 其 他 所 研究 变量 的 个 
体 组 成 . 

“对 照 ”* 有 时 指 对 照 组 ,有 时 指 对 照 组 成 员 . 以 研 
究 阶 段 之 前 的 类 似 个 体 为 对 照 组 , 称 历史 对 照 , 常 因 
时 过 境 迁 而 不 甚 满意 ;从 医院 病人 中 选择 对 照 , 称 医 
院 对 照 , 常 是 选择 性 人 往 倚 的 来 源 ; 以 年 龄 .性 别 、 种 
族 、 社 会 经 济 等 特征 ,与 研究 组 成 员 类 似 的 个 体 为 对 
照 , 称 匹 配对 照 ; 以 与 研究 组 成 员 生 活 在 同一 地 区 ， 
因而 环境 、 社 会 经 济 类 似 的 个 体 为 对 照 , 称 邻 近 对 
照 ;以 研究 组 成 员 的 同胞 手足 为 对 照 , 因 而 有 相同 遗 
传 背景 , 称 同 胞 对 照 . 除 匹 配对 照 外 ,一 般 地 ,对 照 组 
和 研究 组 的 个 体 数 不 宜 过 于 悬殊 . 

交叉 设计 (cross-over design) 临床 试验 的 一 
种 设计 . 指 为 减少 个 体 差异 的 干扰 ,安排 受 试 者 不 同 
时 期 相继 接受 不 同 处 理 . 适用 于 病情 长 期 稳定 ,而 处 
理 却 能 迅速 见效 的 情形 (如 止痛 药 ). 

最 简单 的 交 又 设计 , 合 两 种 处 理 A4 和 B, 随 机 选 
择 两 组 病人 ,一 组 依次 接受 A 和 B, 男 一 组 依次 接受 
Bf 4. 两 个 疗程 间 设 有 停 药 期 , 称 “ 洗 脱 " 期 ,使 病 
人 恢复 如 前 ,以 消除 前 一 处 理 的 残余 效应 . 两 个 疗程 
之 末 , 分 别 测定 受 试 者 的 反应 ,或 在 疗程 中 多 次 测 


E 学 统 计 


XE. ,数据 处 理 方法 多 采用 方差 分 析 . 车 统计 检验 表明 
残余 效应 显著 , 仅 第 一 疗程 的 结果 可 供 比 较 , 则 失去 
交叉 设计 的 优越 性 . 

组 序 贯 设计 (group sequential design) 广泛 
用 于 临床 试验 的 一 种 技术 . 无论 从 经 济 、 精 度 、 伦 理 
和 临床 实际 看 , 序 贯 试验 和 分 析 皆 适合 于 临床 研究 ， 
但 是 ,每 试验 一 次 ( 即 分 析 一 次 ), 并 非 总 是 可 行 与 必 
要 的 .在 较 多 场合 ,研究 者 希望 在 全 过 程 中 仪 作 少 数 
几 次 分 析 , 以 监控 试验 进程 .例如 ,一 项 预计 五 年 的 
大 规模 多 中 心 协作 试验 中 ,不 妨 委 托 一 个 独立 的 资 
料 监 察 委员 会 ,每 年 对 累积 资料 作 一 次 暂时 分 析 ,以 
决定 是 否 建议 提前 停止 该 试验 . 为 此 , 需 进行 重复 的 
假设 检验 ,但 检验 次 数 通常 远 小 于 序 贯 分 析 要 求 的 
TKR. 

重复 测量 (repeated measurements) 一 种 测量 
Jr ik. 指 对 一 些 个 体 在 短 时 间 内 进行 次 数 不 多 的 同 
类 型 的 测量 . 在 医学 中 ,重复 测量 颇 为 多 见 . 例如 ,不 
同 剂 量 组 的 个 体 施用 支气管 扩张 药物 后 ,每 小 时 测 
定 一 次 呼吸 功能 , 共 3 次 ;对 一 批 病人 相继 5 天 测量 
血压 ;中 学 生 每 年 体检 1 次 , 共 4 次 .从 同一 个 体 获 
得 的 短 时 间 序 列 , 可 能 有 某 种 趋势 和 随机 波动 相伴 ， 
并 且 个 体 间 也 存在 变异 . 对 这 类 资料 ,因为 各 时 刻 随 
机 波动 并 不 独立 ;不 能 简单 套用 一 般 统计 方法 ,因为 
观察 时 点 过 少 , 时 间 序 列 的 各 种 模型 也 无 帮助 . 处 理 
重复 测量 资料 的 统计 方法 ,有 特殊 模型 下 的 方差 分 
析 、 正 交 多 项 式 回 归 、 多 元 分 析 等 . 

暴露 于 危险 (exposure to risk) 医学 统计 术 
语 .个 体 或 群体 处 在 易于 发 生 某 事件 的 环境 中 ,或 具 
有 易于 发 生 某 事件 的 特征 ,统称 暴露 于 危险 . 在 保险 
统计 中 ,“ 和 危险 ” 指 易 引 起 死亡 或 灾害 的 因素 ;在 流行 
病 学 中 , “危险” 指 易 致 病 的 因素 .但 “危险 "未必 总 与 
不 悦 事件 相伴 ,例如 ,也 有 暴露 于 结婚 “危险 "之 说 . 
通常 以 人 数 与 时 间 的 乘积 构成 的 量 , 来 度量 个 体 或 
群体 暴露 于 危险 的 程度 . 对 于 非 齐 性 人 群 , 常 根 据 暴 
露 于 危险 的 程度 划分 成 相对 具有 齐 性 的 亚 群 . 暴露 
于 危险 的 人 -年 数 ,在 计算 人 口 学 或 流行 病 学 中 , 计 
算 各 种 “ 率 ” 时 , 常 作为 除数 . 

配合 作用 (synergism) 医学 统计 术语 . 在 通常 
意义 下 , 当 两 个 或 多 个 因素 的 联合 效应 大 于 它们 单 
独 效应 之 和 时 , 称 这 些 因 素 有 配合 作用 ; 当 联 合 效 应 
小 于 它们 单独 效应 之 和 时 , 称 这 些 因 素 有 对 抗 作用 . 
配合 作用 一 词 在 流行 病 学 中 是 有 争议 的 . 在 生物 检 
定 中 男 有 特殊 定义 .车 有 一 些 人 在 同时 暴露 于 两 个 
因素 时 将 得 病 , 而 仅 暴 露 于 其 中 任何 一 个 因素 时 , 则 
不 得 病 , 便 称 这 两 个 因素 是 配合 起 来 起 作用 的 . 相 
反 , 行 有 一 些 人 单独 暴露 于 两 个 因素 之 一 时 将 得 病 ， 
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而 同时 暴露 于 两 个 因素 时 , 则 不 得 病 , 便 称 这 两 个 因 
素 对 抗 地 起 作用 . 应 注意 的 是 ,根据 这 个 定义 ,两 个 
因素 可 能 对 某 些 人 是 配合 起 来 起 作用 的 ,对 另 一 些 
人 则 是 对 抗 地 起 作用 的 . 
对 抗 作 用 (antagonism) 见 “ 配 合作 用 ”. 
相对 危险 度 (risk ratio) 医学 统计 术语 . 指 不 
愉快 事件 的 发 生 与 危险 因素 联系 的 一 种 度量 . 以 五 
M E 4} Fill xm SR Be A EET A.D D 4} 
别 表示 不 愉快 事件 的 发 生 和 不 发 生 , 则 条 件 概率 
P,(D|E) 和 P,(D|E) 
分 别 表 示 上 暴露 于 危险 因素 条 件 下 的 危险 度 和 不 暴 露 
于 危险 因素 条 件 下 的 危险 度 , 两 者 之 比 称 为 相对 危 
险 度 
P,(D|E) 
P,CD|E» 
它 反 映 该 危险 因素 危害 的 程度 . 由 贝 叶 斯 逆 概 率 公 
式 , 当 P,(D) 守 0 时 , 即 对 罕见 疾病 ,有 
PE |D)/P.CE|D) 
PACE|DO)/P.CE|D)' 
换言之 ,对 罕见 疾病 ,相对 危险 度 近似 于 暴露 的 相对 
机 会 比 ( 优 势 比 ). 
相对 机 会 比 (relative odds, odds ratio, cross- 
product ratio) ”医学 统计 术语 . 事件 发 生 的 概率 与 
不 发 生 的 概率 之 比 , 称 该 事件 的 机 会 比 或 优势 比 . 以 
ERE RRRRTAARETERAR. D $0 D 
表示 发 病 和 不 发 病 , 则 
PAE|D) 和 P(EID) 
PAE AD." oP BAD) 
Al BTA RAS A EE POR FER R KIS ERRA 
EE. 两 个 机 会 比 或 优势 比 相 除 : 
[P,(E |D) /P.CE|D)] 
LP.CE | D) / P.CE | D) ] 
便 是 关于 骏 露 的 相对 机 会 比 或 相对 优势 比 . 而 且 , 它 
等 价 于 


RR = 


RR zz 


[P,DIE)/P,DI|E) | 

[PCDIE)/P.DIE)]’ 
即 关 于 雄 句 的 相对 机 会 比 等 价 于 关于 发 病 的 相对 机 
EE),(D,E),(D,) 和 (DD,E) 的 人 数 .不 论 回顾 性 研 
究 或 前 脆性 研究 ,相对 机 会 比 或 相对 优势 比 的 估计 
值 都 是 交叉 积 之 比 y —ad/bc. 其 方差 的 近似 计算 公 
式 为 

Var (dogg) = 一 二 $ + = + L, 
超额 危险 度 (excess risk) 医学 统计 术 话 . 指 
不 愉快 事件 的 发 生 与 危险 因素 联系 的 一 种 度量 . 以 
E 和 分别 表示 暴露 和 不 暴露 于 危险 因素 ,D 和 D 
分 别 表示 不 愉快 事件 的 发 生 和 不 发 生 . 用 
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P.CD|E) 和 P,(D|E) 
之 比 ( 相 对 危险 度 ) 来 度量 E 的 危害 程度 . 相对 危险 
度 有 时 不 被 认为 是 出 于 严格 的 实践 观 , 而 患者 或 死 
亡者 增加 了 多 少 才 是 公共 卫生 所 关心 的 . 主张 用 两 
者 之 差 

PADIE}=P ADIE) 
来 度量 的 , 称 为 超额 危险 度 或 附加 危险 度 . 也 有 人 建 
议 以 

P,DIE) — P,(DI|E) 

] — PEDE) 
来 度量 , 称 为 相对 差 . 运用 相对 危险 度 和 超额 危险 度 
分 析 同 一 问题 时 ,常会 引起 不 同 结 论 , 熟 是 熟 非 , 需 
由 实践 仲裁 . 
UE fe & E (attributable risk 医学 统计 术 

语 . 是 估计 发 病 可 能 性 的 一 个 指标 ,也 是 在 考虑 人 群 
中 暴露 于 危险 因素 者 所 占 比 例 (0x) 的 情形 下 ,关于 
危险 因素 与 疾病 联系 的 一 个 测度 , 它 反 映 了 消除 该 
危险 因素 的 重要 性 . 令 IIe M Inni AAFKE 
病 率 .暴露 于 危险 因素 者 的 发 病 率 和 未 暴露 于 危险 
因素 者 的 发 病 率 , 则 归 因 危险 度 定义 为 


记 相 对 危险 度 


p= p 
由 于 
I, —O,Ig4d- (1—05)Inuk 
=Iyet1t+6.(¢g—1)}, 
则 有 
o PD 
EF nT 
id 6; 为 暴露 于 危险 因素 者 中 发 病 者 在 全 部 发 病 者 
中 所 占 比 例 , 又 有 4 二 0.(9 一 1)/9. 对 于 任何 可 能 售 
it 9 Al 0:( 或 0.) 的 研究 ,4 均 能 得 到 估计 . 

RRB (sensitivity) ”医学 统计 术语 . 是 间接 反 
映 诊 断 试验 效率 的 统计 指标 . 灵敏 度 是 实际 具有 其 
特征 者 ,其 诊断 试验 呈 阳 性 的 概率 . 特异 度 是 实际 无 
某 特征 者 ,诊断 试验 呈 阴 性 的 概率 . 设 诊断 试验 的 一 
份 随机 样本 中 ,a,b,c 和 4 分别 为 : (试验 阳 性 ,实际 
有 病 )、( 试 验 阳 性 ,实际 无 病 )、( 试 验 阴 性 ,实际 有 
病 ) 和 (试验 阴性 ,实际 无 病 ) 的 人 数 , 则 灵敏 度 和 特 
异 度 的 估计 值 分 别 为 


A 


QQ 
atc’ bd 

但 是 , 仅 灵 人 敏 度 和 特 导 度 两 项 ,不 足以 评价 诊断 试验 
的 预测 价值 . 


特异 度 (specificity) WL“ R UJE”. 


BE ETE S8 HE (positive accuracy) ”医学 统计 术 


” 语 . 是 直接 反映 诊断 试验 预测 价值 的 统计 指标 . 诊断 


某 特征 的 试验 呈 阳 性 ,而 个 体 确 实 具 有 此 特征 的 概 
率 , 称 阳性 准确 度 . (1 一 阳性 准确 度 ) 称 假 阳 性 率 . 12 
断 试 验 呈 阴性 ,而 个 体 确实 不 具有 此 特征 的 概率 , 称 
阴性 准确 度 . (1 一 阴性 准确 度 ) 称 假 阴 性 率 . 设 诊断 
试验 的 一 份 随便 机 样本 中 ,aoc 和 4 分别 为 :( 试 
验 阳 性 ,实际 有 病 );( 试 验 阳性 ,实际 无 病 );( 试 验 阴 
HE ,实际 有 病 ) 和 (试验 阴性 ,实际 无 病 ) 的 人 数 , 则 阳 
性 准确 度 .阴性 准确 度假 阳性 率 和 假 阴 性 率 的 估计 
值 分 别 为 
F MEE M ET M 
a+b c--d'a--b'c--d 

灵敏 度 和 特异 度 与 患 病 率 三 者 结合 ,可 推算 阳性 准 
确 度 和 阴性 准确 度 . 

阴性 准确 度 (negative accuracy) 
R”. 

生物 检定 (biological assay) 生物 统计 的 重要 
方法 之 一 . 即 按照 统计 学 设计 和 分 析 方 法 ,将 某 药 物 
施加 于 生命 系统 ,根据 其 反应 ,估计 药物 的 本 质 、 成 
分 .浓度 或 效力 的 实验 过 程 .最 简单 的 是 直接 检定 ， 
即 估计 相对 效力 的 直接 方法 :将 两 种 (或 多 种 ) 制 备 
分 别 施加 于 符合 统计 学 要 求 的 不 同 组 的 对 象 , 测 定 
恰好 产生 特定 质 反 应 (例如 ,死亡 ) 的 剂量 ,估计 两 组 
(或 多 组 ) 平 均 剂量 之 比 . 直接 检定 要 求 剂 量 连续 增 
加 ,县 立即 出 现 反 应 ,因而 可 行 性 有 限 . 更 广泛 采用 
的 是 间接 检定 , 即 研 究 剂 量 与 引起 的 量 反 应 之 间 的 
关系 ,如 平行 线 检定 、 斜 率 比 检定 、 质 反应 检定 等 . 回 
归 分 析 、 参 数 佑 计 和 假设 检验 等 ,是 生物 检定 最 常用 
的 分 析 手 段 . 

平行 线 检 定 (parallel-line assays) 生物 检定 
的 方法 之 一 . de fM E T 和 标准 制备 S 的 期 望 反 
应 与 对 数 剂 量 xz 和 zs 呈 平 行 的 线性 关系 ,相同 反 
应 的 对 数 剂量 之 差 记 为 log2( 称 对 数 强度 比 ), 平行 
线 检定 方法 是 :分 别 在 ns 和 nz 个 剂量 下 取得 S 和 
T 的 反应 值 ,以 平行 直线 拟 合 ,和 斜率 为 5. 则 log o 的 
点 估计 为 


见 “ 阳 性 准确 


Ys — Yr 
b 9 
S2] 1 1 Cy eom Yr)” 
Var(M) ~ EIL 
ar ( ) | pM) GS.) 


b ns Nr 
S 3E 293€ 253g 0, DS DAHA c 离 差 平方 


AQ. id £2.29 BL EH RE v==ns 十 nz 一 3 B9 t 48 (1— 20 
分 位 点 , 当 


2 2 
Don) 


pE————cw I 
SGA 


时 ,logp 的 区 间 估 计 为 
M + tsa V VarCMD; 
4 0. 1 xCgsc1 Ft, loge 的 区 间 估 计 为 


E" e LM as + zr 4%" 
_ lgl1|,M-mdgz 
E g) um + SS.) | | 


当 gll 时 ,此 法 无 效 . 

质 反 应 检定 (quantal-response assays) 生物 
检定 的 方法 之 一 .该 方法 指 :在 预先 选 定 的 若干 剂量 
或 对 数 剂 量 X; 下 ,各 试验 一 组 n 个 对 象 ,观察 特 定 
质 反应 旺 阳 性 者 的 数目 ~ 期 望 反应 E Gi/n 558] 
量 或 对 数 剂量 间 的 关系 常 呈 S 形 曲 线 状 ,可 以 看 做 
是 一 个 随机 变量 的 分 布 函数 . 这 个 随机 变量 在 生物 
检定 中 称 耐 受 量 , 在 心理 测验 中 称 阅 值 . 这 类 曲线 常 
可 通过 7;/ni 的 正 态 概率 单位 变换 或 对 数 优势 变换 
直线 化 . 除 此 之 外 ,数据 分 析 的 方法 与 平行 线 检定 类 
fa. 

斜率 比 检定 (slope-ratio assays) 生物 检定 的 
方法 之 一 .在 某 些 场合 (如 微生物 检定 ), 待 检 制 备 T 
和 标准 制备 9 的 期 望 反 应 五 (y) ,与 剂量 X; Xs 
呈 等 截 距 、 不 等 斜率 的 线性 关系 , 残 差分 布 近似 正 
态 ,等 方差 .相同 反应 的 剂量 之 比 记 为 o. 斜率 比 检 
定 是 :分 别 在 ns 和 nz 个 剂量 下 取得 S 和 7 了 的 反应 
值 , 同 时 测定 若干 次 空白 对 照 的 反应 值 . 作 了 关于 
变量 Xs 和 Xz 的 多 重 回 归 ,得 

Y =a+b;Xs+brXr. 

则 o 的 点 估计 为 R=br/bs. 记 残 差 平 方 和 为 S7 , E 
IH S CA] be ZEREN (d 71,2) , UI 

Var(b.) e uu, 

Varn) sS 9505*, 
mu MM 
b (uy. 一 2Rv,, + Rua) 
据 此 可 得 o BS DX [a] f YT. o 称 强度 , 系 两 条 直线 的 斜 
率 之 比 ， 

瘤 症 剂量 -反应 模型 (dose-response models for 
一 种 化 学 物质 致癌 的 模型 . 指 利用 动物 做 
剂量 -反应 试验 ,以 此 评价 低 剂量 化 学 物质 对 人 类 患 
癌症 的 危险 性 时 ,所 用 的 统计 学 模型 . 包括 两 种 外 
推 :从 高 剂量 到 低 剂 量 ; 从 动物 到 人 . 设 P(d) 为 剂量 
Jy d 时 患 癌 的 概率 ;PC(0) 为 剂量 为 0 时 ,由 于 其 他 
原因 上 患 癌 的 概率 ;QC(q) 为 未 因 其 他 原因 上 患 况 者 在 剂 
量 民 作用 下 患 瘤 的 概率 . 则 

P(d) = PO) + QXaDL1 — P0) J, 


Var(R)z 


cancer ) 


oT 


Ty 阿布 特 公 式 ,其 中 ,P(0) 和 QQ(d) 由 动物 试验 估 
计 ,Q(q) 与 剂量 -反应 模型 的 选择 有 关 . 如 一 次 打击 
模型 

Q(d)=1—exp(—kd) ; 


多 次 打击 模型 
|'eexpc— t)dt 
外 布 模型 
Q(d) = 1 — exp(— kd”); 
多 阶段 模型 
Qi) —1— exp — Ya). 
阿布 特 公 式 (Abbort formula) Ji “JEJE NI H- 
反应 模型 ”. 
韦 布 尔 模 型 (Weibull formula) E “癌症 剂量 - 
反应 模型 ” 


疾病 时 空 积聚 (disease clustering in time and/ 
or space) 医学 统计 术语 . 指 确 定 病人 是 否 存 在 时 
间 和 (或 ) 空 间 积 聚 现 象 的 统计 方法 . 流行 病 学 关心 
病人 的 时 空 积 聚 现象 ,以 揭示 可 能 的 病因 . 单纯 的 时 
间 积 聚 或 空间 积聚 ,可 经 分 层 后 比较 发 病 率 的 差异 
来 确定 . 若 稀 有 疾病 与 传染 有 关 , 可 能 发 现时 - 空 交 
HE Wap. 在 英格兰 东北 儿童 白血病 的 研究 中 ,将 所 有 
可 能 的 病人 对 按时 间距 离 和 空间 距离 ,以 特定 标准 
划分 为 “ 相 邻 ”与 “不 相 邻 ”, 形 成 2x2 表 , 通 过 关于 
泊 松 分 布 的 检验 近似 地 考察 时 - 空 交互 影响 . 后 来 ， 
人 们 采用 了 一 些 新 方法 ,尤其 考虑 了 真实 距离 JE 
计 可 能 发 生 传 染 的 时 间 范 围 和 空间 距离 . 

一 般 疾 病 -死亡 过 程 (general disease-death pro- 
cesses) 一 种 医学 统计 模型 . 指 考虑 多 种 疾病 状态 
和 多 种 死因 的 一 类 马尔 可 夫 过 程 模型 . 设 有 ;个 状 
AS 

Sa s iS. 
和 7 个 死亡 状态 
| Ris Rz, >Re 
sll KERR Ue) I MORIS Sa B) Sp BU TERR RE, 
Las (t) 为 从 状态 S。 到 死亡 状态 So 的 转移 强度 ,并 假 
定 : 没 有 一 个 死亡 是 无 原因 的 ,个 体 的 死亡 时 刻 是 受 
死因 影响 的 ,而 7 种 死亡 状态 对 应 着 7 种 独立 的 死 
因 . 在 
Ug CE) = Uu Q(t)» Mast) = Mash) 

的 条 件 下 ,可 以 给 出 这 个 过 程 的 解 及 其 应 用 . 

计算 机 辅助 诊断 (computer-aided diagnosis ) 
医学 统计 术语 . 指 利 用 计算 机 辅助 医生 作 医 学 诊断 . 
“辅助 ”二 字 表 明 并 非 “ 取 代 ”, 而 且 因 为 医学 资料 日 

od 


趋 复杂 、 繁 多 ,医生 也 确 需 辅助 . 大致 有 统计 决策 和 
专家 系统 两 类 方法 .前 者 从 已 经 确诊 的 病史 资料 ( 称 
训练 样本 )“ 学 习 ” 出 诊断 规则 ,后 者 则 模拟 专家 的 思 
考 过 程 建 立 诊断 树 . 统计 诊断 最 初 以 贝 叶 斯 逆 概 率 
公式 为 依据 ,假定 分 类 变量 彼此 独立 ,用 已 知 疾病 种 
类 条 件 下 各 分 类 变量 的 条 件 概率 ,去 计算 已 知 分 类 
变量 条 件 下 各 疾病 的 条 件 概 率 . 常用 的 方法 还 有 判 
别 分 析 和 逻辑 斯 详 克 回归 . 专家 系统 大 多 以 知识 库 
为 基础 ,也 有 将 统计 方法 与 知识 库 相 结合 的 诊断 系 
5. 


行为 统计 
韦伯 - 菲 纳 定律 (Weber-Fechner law) 在 韦伯 


定律 基础 上 提出 的 一 个 关于 心 物 关 系 的 定律 :刺激 
引起 的 感觉 量 S 的 大 小 和 刺激 的 物理 强度 尺 的 对 数 


成 正比 , 即 
S = klogR. 
由 此 
kAR 
dE Te 


其 中 As 为 感觉 差 ,AR 为 刺激 的 增 量 . 1834 年 ,德国 
学 者 韦伯 (Weber,H. ) 提 出 的 关于 感觉 差别 阅 限 的 
定律 是 它 的 特例 :为 了 产生 最 小 感觉 差 ,一 个 刺激 必 
须 增 加 它 本 身 数值 的 一 个 恒定 的 分 数 . 这 说 明 ,两 个 
刺激 物 的 辨别 可 能 性 不 取决 于 刺激 量 的 绝对 值 ,而 
取决 于 相对 差 . 后 人 的 许多 实验 证 实 , 这 个 定律 在 各 
种 感觉 的 工作 区 是 适用 的 . 

心理 测验 量 表 (test scaling in psychology) Jf 
称 常 模 量 表 . 一 种 心理 测试 工具 . 它 包 括 测 验 项 目 
(任务 或 问题 ) 和 记分 标准 . 以 常 模 为 参照 点 ,测验 量 
表 的 制定 步骤 是 : 

1. 根据 测验 的 性 质 和 使 用 范围 选取 一 个 标准 化 
样 组 . 

2. 实施 测验 于 标准 化 样 组 的 每 个 成 员 , 获 得 一 
组 原始 分 数 . 

3. 对 原始 分 数 作 统计 分 析 ,产生 某 种 变换 ,以 计 
算 导 出 分 数 . 

以 产生 分 数 的 方法 区 分 ,常见 的 量 表 类 型 有 : 

1. 百 分 量 表 ,基于 原始 分 数 的 累积 频数 表 . 

2. 标准 分 数 表 ,基于 原始 分 数 的 均 数 与 标准 差 . 

3. 了 下 量 表 , 基 于 百 分 位 数 的 正 态 概 率 变 换 . 

4. 发 展 量 表 ,基于 与 各 种 年 龄 或 年 级 水 平 的 党 
模 作 比较 . 

5. 商 数 ,基于 与 同龄 者 的 党 模 作 比较 , 

项 目 分 析 (analysis of items) 一 种 统计 分 析 


方法 . 即 对 测验 项 目的 一 种 分 析 . 在 心理 或 教育 测验 
的 编制 过 程 中 ,为 了 改进 测验 的 信和 度 和 效 度 ,需要 对 
试题 逐个 进行 分 析 , 这 种 研究 称 项 目 分 析 . 它 包 括 一 
组 被 试 者 中 ,答对 某 测验 项 目 者 所 占 的 比例 ( 准 度 )， 
某 测验 项 目的 得 分 与 总 分 间 的 正 相 关 性 (鉴别 力 )， 
项 目 与 项 目 间 的 相关 性 以 及 某 项 目 与 外 部 准则 间 的 
相关 性 等 . 

效 度 (Cvalidity) 统计 学 术语 . 指 测验 确实 能 测 
量 出 所 要 测量 的 个 体 行为 特征 的 程度 . 从 理论 上 说 ， 
效 度 应 当 反 映 测量 结果 与 行为 特征 间 的 相关 性 ,但 
行为 特征 本 身 是 未 知 的 ,否则 何必 测量 ? 因此 , 效 度 
只 能 间接 考察 . 常用 的 是 效 标 效 度 , 即 选 定 某 项 “ 标 
准 ” 测 验 为 效 标 , 或 选 定 某 个 经 反复 期 酌 、 集 体 评 定 
的 结果 为 效 标 , 以 测验 结果 与 效 标的 相关 系数 为 效 
度 的 估计 值 .也 有 采用 构 念 效 标的 , 即 以 某 种 理论 为 
标准 ,通过 统计 分 析 ,考察 测验 结果 与 该 理论 吻合 的 
程度 . 每 项 测验 必须 有 关于 其 效 度 的 证 据 给 以 支持 ， 
但 效 度 的 求法 又 是 难以 彻底 解决 的 问题 . 

常 模 (norm) 统计 学 术语 . 指 心理 和 教育 方面 
进行 比较 时 所 参照 的 标准 . 现代 心理 和 教育 测量 的 
知识 表明 ,人 类 的 行为 几乎 没有 绝对 测度 ,在 个 体 差 
异 的 研究 中 ,总 体 均 数 已 成 为 参照 点 ,这 就 是 常 模 . 
实践 中 ,将 按照 标准 化 样 组 的 测量 值 算出 的 平均 数 
或 中 位 数 作为 常 模 . 常 模 是 否 有 效 ? 可 靠 是 个 重要 问 
题 , 它 取决 于 标准 化 样 组 的 代表 性 和 数量 .常用 的 有 
两 种 常 模 : 年 龄 常 模 和 年 级 常 模 ,分 别 为 某 年 岭 和 茶 
年 级 被 试 者 实际 达到 的 平均 水 平 .不 论 心 理 测 验 还 
是 教育 测验 ,都 必须 有 一 定 的 常 模 , 否 则 测验 的 结果 
无 从 比较 . 

信和 度 (reliability) 统计 学 术语 . 指 对 心理 、 教 
育 等 行为 测量 结果 一 致 性 的 度量 . 同一 组 被 试 者 用 
同样 试题 ,先后 实施 两 次 ,所 得 分 数 间 的 相关 系数 ， 
称 重 测 信 度 或 稳定 系数 ;同一 组 被 试 者 用 假定 等 价 
的 两 种 试题 ,先后 两 次 得 分 间 的 相关 系数 , 称 复 本 信 
度 或 等 值 系数 ;同一 组 被 试 者 仅 作 一 次 测验 ,奇数 题 
得 分 与 偶数 题 得 分 间 的 相关 系数 经 一 定 校正 后 , 称 
分 半 信 和 度 或 内 在 一 致 性 系数 . 


群体 遗传 学 


群体 遗传 学 (population genetics) ”生物 数学 
的 一 个 分 支 . 指 研究 群体 中 遗传 结构 的 学 科 . 在 这 门 
学 科 中 ,群体 遗传 学 家 试图 估计 自然 群体 中 的 基因 
频率 和 揭示 选择 的 影响 . 他 们 建立 了 各 种 统计 学 和 
数学 模型 ,来 曾 明 选择 、 群 体 规模 、 突 变 和 迁移 等 因 
素 对 固定 .丧失 关联 和 非 关 联 基 因 的 相互 作用 .许多 


群体 遗传 学 家 同时 也 是 生物 统计 学 家 . 

基因 型 频率 (genotype frequency) 群体 遗传 
学 的 基本 概念 之 一 . 即 在 遗传 过 程 中 , 某 世 代 各 基因 
型 的 个 体 在 群体 中 所 占 的 比例 数 . 

基因 频率 (gene frequency) 群体 遗传 学 的 基 
本 概念 之 一 . 即 在 遗传 过 程 中 , 某 世 代 携 带 某 基 因 的 
个 体 在 群体 中 所 占 的 比例 数 . 由 于 群体 中 可 能 的 基 
因 型 的 数目 大 大 超过 基因 的 数目 ,在 群体 遗传 学 中 ， 
使 用 基因 频率 代替 基因 型 频率 ,可 以 大 大 简化 讨论 ， 
虽然 会 丢失 一 些 信息 ,但 可 以 通过 其 他 参量 的 引入 ， 
达到 比较 满意 的 近似 . 

哈代 - 温 伯 格 定律 (Hardy-Weinberg principle) 
群体 遗传 学 的 一 个 基本 定律 . 指 一 个 大 的 随机 交配 
的 群体 ,如 果 不 存在 突变 、 选 择 、 迁 移 和 随机 漂移 等 
因素 的 影响 时 ,该 群体 的 基因 频率 和 基因 型 频率 将 
很 快 ( 至 多 经 过 一 代 交 配 ) 达 到 平衡 状态 , 即 其 基因 
频率 和 基因 型 频率 将 保持 世代 不 变 . 它 是 由 英国 数 
学 家 哈代 (Hardy,G. H. ) 和 德国 医生 温 伯 格 (Wein- 
berg, W. ) 于 1908 年 同时 分 别 得 到 的 .所 以 ,这 个 定 
律 被 称 为 哈代 - 温 伯 格 定律 . 该 定律 保证 了 在 一 个 大 
的 群体 中 ,稀有 基因 型 的 频率 不 会 因 随 机 交配 而 降 
低 , 从 而 解决 了 生物 学 家 达尔 文 (Darwin,C. R. ) 在 
人 研究 物种 进化 时 稀有 物种 得 以 长 期 存在 的 难题 . 定 
律 中 关于 交配 形式 、 突 变 、 选 择 等 因素 对 群体 平衡 的 
影响 的 讨论 ,构成 了 群体 遗传 学 的 基本 内 容 . 由 哈代 
- 温 伯 格 定律 所 得 到 的 平衡 群体 , 称 为 哈代 - 温 伯 格 
平衡 群体 . 

哈代 - 温 伯 格 平衡 群体 (Hardy-Weinberg equi- 
librium)” 见 “哈代 - 温 伯 格 定 律 ”. 

近亲 繁殖 (inbreeding) ”群体 遗传 学 的 基本 概 
念 之 一 . 遗传 过 程 中 ,具有 亲缘 关系 的 个 体 之 间 的 交 
配 , 多 于 群体 中 的 随机 选择 交配 , 它 是 区 别 于 随机 交 
配 群 体 的 一 类 重要 的 交配 体系 . 

自 交 (自体 受精 ) 或 相同 基因 型 个 体 间 的 交配 ， 
是 这 个 体系 中 最 简单 和 最 极端 的 情形 . 这 一 交配 体 
系 大 量 出 现在 自 花 授粉 的 作物 繁育 过 程 . 对 于 上 肉 雄 
异体 的 有 机 体 , 全 同胞 间 的 交配 ,通常 称 兄妹 交配 是 
最 强 的 近亲 繁殖 系统 . 这 个 系统 的 研究 在 家 冀 育 种 
方面 是 很 重要 的 . 

对 近亲 繁殖 系统 的 群体 遗传 规律 的 研究 ,是 群 
体 遗 传 学 的 一 个 重要 研究 内 容 , 近 亲 繁 殖 的 问题 要 
比 随机 交配 的 问题 复杂 . 

近亲 繁殖 系数 (inbreeding coefficient) 生物 
遗传 学 术语 . 是 群体 近亲 繁殖 程度 的 一 个 指标 . 一 个 
个 体 某 位 点 上 的 两 个 相同 基因 ,是 从 祖先 的 某 一 个 
基因 而 来 的 概率 , 称 为 近亲 繁殖 系数 , 记 为 f. 对 于 

573 


t 物 数 学 


一 个 位 点 两 个 等 位 基因 的 群体 来 说 ,如 果 基 因 A 
和 a 的 频率 分 别 为 
p 和 gq(p 十 gq 二 1)， 

则 具有 系数 f 的 群体 的 基因 型 AA, Aa 和 aea 的 频 
率 分 别 为 

pe + fa), 2pa(l — Jf), alq + Fp). 
J=1 意味 着 群体 是 完全 目 交 的 纯 合 群体 ,而 f= 二 0 
则 产生 了 哈代 - 温 伯 格 随机 交配 群体 . 因此 , 它 从 0 
到 1 的 变化 反映 了 群体 内 近亲 繁殖 的 程度 . 这 一 指 
A FE 1948 ^E h Hj Sf] t (Malecot, G. ) 给 出 的 , 它 
5i Be Wright, S. ) 于 1921 年 所 给 出 的 .用 以 描述 
结合 的 配子 之 间 有 关 的 相关 系数 是 完全 一 致 的 . 

带 有 近亲 繁殖 的 平衡 群体 (equilibrium for in- 
breeding population) JPME LA EE. 群体 遗 
传 学 中 最 重要 的 定律 之 一 . 在 一 个 含有 一 定 程 度 的 
近亲 繁殖 的 群体 中 ,如 果 其 近亲 繁殖 系数 了 世代 保 
持 不 变 ( 通 过 某 种 规则 或 不 规则 的 交配 系统 ), 那 么 
各 类 合子 (基因 型 ) 的 比例 也 将 保持 不 变 , 则 称 这 种 
群体 为 带 有 近亲 繁殖 的 平衡 群体 . 哈代 - 温 伯 格 定律 
是 上 述 平 衡 群 体 当 /= 0 时 的 特例 . 

赖 特 平衡 定律 (Wright princeple) 
亲 繁 殖 的 平衡 群体 ”. 

选择 (selection) 群体 遗传 学 的 重要 研究 内 
容 . 这 里 主要 是 指 自然 选择 . 群体 中 许多 基因 分 离 
后 ,通过 有 性 生殖 ,发生 结合 和 再 结合 ,每 代 产 生 很 
多 基因 型 (遗传 类 型 ). 群体 中 不 同 的 基因 型 存活 率 
和 繁殖 力 都 可 能 不 同 , 当 环境 改变 时 ,现存 的 基因 型 
可 能 并 不 适 于 生存 ,但 一 些 可 塑 的 群体 可 以 通过 基 
因 型 的 重组 ,更 新 ,产生 更 加 适应 的 类 型 . 在 遗传 进 
化 过 程 中 ,选择 是 不 可 忽略 的 因素 . 

iB VE (fitness) 亦 称 达尔 文 适 应 度 . 群体 遗 
传 学 中 的 基本 概念 之 一 . 基因 型 的 适应 度 是 指 该 基 
因 型 对 该 物种 延续 所 做 的 相对 贡献 ,可 用 携带 这 个 
基因 型 的 个 体 所 繁殖 的 存活 到 繁殖 期 的 子女 的 平均 
数 来 测度 . 若 用 wi 表示 基因 型 AA; 的 适应 度 , 则 当 
适应 度 的 群体 平均 数 丈 比 1 大 时 ,群体 逐 代 扩大 ; 
反之 , 比 1 小 时 ,群体 逐 代 缩小 . 并 称 基 因 型 ALA; 的 
适应 度 wjt 1 的 差距 

$;;=Wij—1 
为 AA; 的 选择 系数 . 

选择 系数 (selection coefficient) WAE MJE”. 

费 希 尔 自 然 选 择 基本 定理 (Fisher’s fundamen- 
生物 遗传 学 的 基 
本 法 则 之 一 . 费 希 尔 定理 是 指 在 随机 交配 的 群体 中 ， 
对 单个 位 点 的 目 然 选 择 ,使 得 群体 适应 度 的 变化 率 
等 于 适应 度 的 遗传 方差 ,方差 缘 非 负 . 因此 ,该 定理 
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就 可 以 解释 为 :在 固定 的 外 界 环 境 中 ,随机 交配 群体 
的 适应 度 随 着 自然 选择 而 趋向 增加 , 这 在 遗传 进化 
学 上 是 重要 的 ,可 以 说 是 生物 进化 的 基本 性 质 的 抽 
AR. 该 定理 是 英国 数学 家 、 生 物 学 家 费 希 尔 (Fisher， 
R.A. ) 于 1930 年 提出 的 . 当时 ,他 认为 这 是 生物 学 
的 基本 法 则 ,可 与 热力 学 的 第 二 定律 相 比 .但 是 ,在 
现实 的 生物 群体 中 ,外 界 条 件 的 变化 ,不同 种 或 不 同 
基因 型 的 竞争 等 原因 ,大 大 限制 了 定理 的 适用 范围 . 
后 来 ,这 一 定理 在 群体 遗传 学 的 研究 中 不 断 被 讨论 、 
推广 ,得 到 了 更 加 满意 的 结果 . 

RE (mutation) 生物 遗传 学 的 基本 概念 之 
一 . 基因 除了 每 代 复 制 与 自己 同一 结构 的 基因 以 外 ， 
还 以 低 的 频率 变化 成 新 的 基因 , 称 这 种 现象 为 突变 . 
突变 率 大 多 在 10 一 一 10 一 的 范围 内 .每 代 中 发 生 的 
这 种 变化 ,经 过 长 时 期 之 后 ,逐渐 地 改变 一 个 群体 的 
基因 频率 . 这 类 基因 频率 的 变化 与 交配 系统 无 关 . R 
变 方向 是 随机 的 ,突变 和 新 的 基因 组 合 为 自然 选择 
提供 了 原始 材料 . 

基因 突变 下 的 平衡 群体 Cequilibrium under 
生物 遗传 学 的 基本 概念 之 一 . 
指 在 有 基因 突变 发 生 的 情况 下 ,达到 平衡 状态 的 群 
体 . 考虑 n 个 等 位 基因 

Ai1»455,*** ,A,, 
p; 为 突变 前 基因 A 的 频率 ,wj 是 从 A 到 A; 的 基因 
突变 率 , 则 每 个 世代 基因 频率 p; 的 增 量 为 
Ap, =— pi D us. D tip» 
4 Ap=0, XF p 求解 上 面 的 方程 组 ,就 得 到 在 基 
因 突 变 的 作用 下 群体 的 平衡 状态 . 

# BE XE FS (population migration ) 群体 遗传 学 
的 基本 概念 之 一 . 一 个 大 种 群 分 为 几 个 亚 种 群 , 各 个 
亚 群 间 的 个 体 可 能 发 生 迁 移 , 于 是 ,种 群 的 基因 频率 
可 以 因为 各 群 间 个 体 的 迁移 所 改变 . 迁移 是 群体 遗 
传 学 中 不 可 忽略 的 一 个 重要 因素 . 种 群 间 连 续 迁 移 ， 
最 明显 的 效果 是 使 各 种 群 的 基因 频率 更 加 相似 , 因 
而 在 缺少 相互 措施 的 情况 下 ,将 使 整个 群体 更 加 同 
质 化 . 带 有 迁移 的 平衡 群体 是 迁移 因素 研究 的 一 个 
P. 

随机 遗传 漂移 (random genetic drift) ”群体 遗 
传 学 的 基本 概念 之 一 .一 个 群体 的 大 小 不 够 大 ,是 有 
限 的 ,每 代 中 ,由 于 配子 的 随机 取样 引起 的 基因 频率 
的 变动 , 称 为 随机 漂移 . 这 个 因素 所 引起 的 基因 频率 
的 变化 是 随机 的 ,与 由 突变 .选择 和 迁移 所 引起 的 变 
化 完全 无 关 . 它 构成 了 具有 一 定 转移 概率 的 马尔 可 
夫 链 . 在 没有 选择 、 突 变 和 迁移 的 条 件 下 ,简单 地 由 


mutation pressure ) 


随机 漂移 所 引起 的 基因 频率 的 变化 过 程 , 很 早 就 引 
起 了 生物 学 家 的 注意 . 1922 年 ,英国 数学 家 、 生 物 学 
家 费 希 尔 (Fisher,R. A. ) 最 初 对 它 进行 数学 的 研究 
时 , 称 之 为 海 格 顿 效应 . 1931 年 , 赖 特 (Wright,S.) 
研究 以 后 ,“drift” 一 词 开 始 流行 ,应 称 为 赖 特 漂移 . 

海 格 顿 效应 (Hagedoorn effect) ” 见 “ 随 机 遗传 
漂移 ”. 

赖 特 漂移 (Wright drift)” 见 “随机 遗传 漂移 ”. 

群体 遗传 学 随机 过 程 (stochastic processes in 
population genetics) ”群体 遗传 学 术语 . 从 群体 遗 
传 学 的 观点 来 看 ,进化 中 最 基本 的 过 程 是 群体 基因 
频率 的 变化 , 它 所 出 现 的 问题 中 ,最 简单 的 可 作为 确 
定型 现象 来 处 理 , 对 于 充分 大 的 群体 ,时 间 足 够 长 而 
且 环 境 是 不 变 的 ,可 以 得 到 有 意义 的 结论 .但 在 现实 
的 群体 中 ,由 于 各 种 因素 的 作用 ,基因 频率 的 变化 不 
可 能 是 确定 性 的 . 如 在 有 性 生殖 中 ,基因 频率 会 由 于 
配子 的 随机 取样 而 随机 变动 ;突变 基因 存在 随机 性 ; 
环境 条 件 的 随机 波动 引起 选择 强度 .迁移 率 和 突变 
率 的 随机 变动 等 ,因此 ,基因 频率 的 变化 过 程 应 看 做 
随机 过 程 . 

在 群体 遗传 学 中 ,将 基因 频率 的 变化 过 程 看 做 
随机 过 程 是 一 种 更 接近 现实 的 研究 方法 . 针对 不 同 
的 假设 ,将 出 现 不 同 的 随机 过 程 模型 (参见 “随机 遗 
传 漂移 ”). 关于 随机 过 程 的 研究 ,对 于 群体 遗传 学 的 
数学 理论 愈益 显得 重要 . 

扩散 方程 方法 (diffusion equation method) 
群体 遗传 学 的 一 个 重要 研究 方法 . 在 群体 遗传 学 中 ， 
用 以 描述 备 德 尔 群 体 遗 传 组 成 的 基本 量 , 是 基因 频 
率 而 不 是 基因 型 频率 ,其 主要 原因 不 仅 是 每 个 基因 
是 自我 繁殖 的 实体 ,而 且 它 的 频率 几乎 是 随时 间 连 
续 变 化 的 . 因为 在 漫长 的 进化 过 程 中 ,基因 频率 的 变 
化 即使 以 世代 为 时 间 单 位 ,也 是 非常 缓慢 的 . 于 是 ， 
完全 可 以 把 基因 频率 的 变化 过 程 看 成 是 连续 的 随机 
过 程 , 进 而 假设 基因 频率 的 变化 过 程 具 有 马尔 可 夫 
性 质 . 

用 于 研究 这 个 连续 的 马尔 可 夫 过 程 的 基本 方 
程 ,是 柯 尔 莫 哥 洛 夫 前 向 方程 和 后 向 方程. 前 向 方程 
被 物理 学 家 称 之 为 弗 克 - 卜 兰 克 方程 . 它 是 一 类 扩散 
方程 ,因此 ,这 一 研究 方法 被 称 为 扩散 方程 方法 . 

前 问 方 程 和 后 向 方程 是 俄国 数学 家 柯 尔 英 哥 洛 
X (KonMmoropos. A. H. ) 于 1931 年 在 研究 连续 的 马尔 
可 夫 过 程 时 提出 的 . 前 向 方程 于 1945 年 首先 由 赖 特 
(Wright, S. ) 引 入 群体 遗传 学 领域 ,后 向 方程 于 
1957 年 首先 由 奇 木 拉 用 于 研究 基因 固定 问题 . 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 前 向 方程 (Kolmogorov forward 
群体 遗传 学 中 研究 基因 频率 变化 的 一 


equation ) 


数量 遗传 学 


AAE. Writ) EEN A, 的 频率 z 在 时 刻 上 的 
概率 分 布 密度 ,t,xz 为 连续 变量 ,p 是 初始 时 刻 1 二 0 
时 给 定 的 密度 值 . 则 


Qp,cr;t) 
满足 如 下 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 前 向 方程 
902P( 户 ,Zit) 
at 
1 23 


9 
— 34 V eG x0) =y Ma pp nit]. 


其 中 在 时 刻 上 的 基因 频率 是 随机 变量 ,但 其 初始 值 
p 是 固定 的 . 这 表明 所 考虑 的 变化 过 程 是 前 向 的 人 
20). 同样 Ms; 和 Vs 分 别 是 时 刻 t 基因 频率 变化 关 
CT ôr 的 均值 和 方差 . Ms, 和 Vs; 可 能 依赖 于 zx 和. 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 后 向 方程 (Kolmogorov back- 
ward equation) 群体 遗传 学 中 研究 基因 频率 变化 
的 一 个 方程 . 假设 在 时 刻 上 的 基因 频率 x 是 固定 的 ， 
而 初始 频率 p 是 一 个 随机 变量 ,这 就 是 所 考虑 的 反 
向 追溯 过 程 . 概率 分 布 密度 2 满足 如 下 的 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 后 向 方程 
399p ,r;t) 
at 
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实际 上 , 它 是 一 个 限制 在 时 齐 情况 之 下 的 柯 尔 莫 哥 
洛 夫 后 向 方程 . 


数量 遗传 学 (quantitative genetics) 生物 遗传 
学 的 一 个 分 支 . 传统 遗传 学 的 研究 ,大 多 偏重 于 单 因 
子 的 遗传 ,因为 它们 的 作用 显著 ,分 离 清楚 , 受 环境 
影响 小 ,所 以 可 用 比较 简单 的 方式 进行 分 析 . 可 是 ， 
动 、 植 物 的 许多 经 济 性 状 ,如 作物 的 籽粒 产量 、 乳 牛 
的 产 奶 量 、 家 禽 的 产 卵 量 以 及 这 些 性 状 的 品质 等 , 往 
往 是 多 因子 遗传 的 . 这 些 因子 的 显 性 常常 不 完全 , 单 
个 基因 的 效应 很 小 ,有 着 累加 的 作用 ,而 且 受 环境 的 
影响 很 大 . 这 一 类 性 状 称 为 数量 性 状 . 

数量 遗传 学 就 是 研究 数量 性 状 遗 传 规律 的 科 
学 . 动 、 植 物 的 育种 ,主要 是 对 这 些 性 状 在 人 工 选 择 
的 情况 下 , 朝 着 有 利于 人 类 方向 的 改良 ,因此 ,对 数 
量 性 状 遗 传 规律 的 研究 必然 是 不 可 缺少 的 .所 以 , 它 
也 是 育种 学 的 重要 理论 基础 . 对 于 数量 性 状 遗 传 规 
律 的 分 析 , 往 往 要 对 大 量 的 观测 数据 进行 较 复 杂 的 
统计 分 析 , 因 此 ,数量 遗传 学 又 称 为 “统计 遗传 学 ?或 
“AE SER EC. 

在 1920 fF BY Jer > De ES] COE ZG. E AR RR GK 
(Fisher, R. A. ) 等 人 的 研究 工作 商定 了 数量 遗传 学 
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的 理论 基础 . 其 后 ,经 许多 遗传 学 家 、 统 计 学 家 和 动 、 
植物 育种 家 的 努力 ,在 理论 模式 .试验 设计 及 分 析 方 
法 等 方面 得 到 了 充实 和 发 展 . 现在 ,数量 遗传 学 已 具 
备 了 完整 的 理论 体系 ,其 实际 应 用 也 在 不 断 地 向 深 
度 和 广度 方面 扩展 . 

4 MEK (quantitative character) 数量 遗传 
学 的 基本 概念 之 一 . FEI (OE PIER Y ERIE 
是 红 还 是 白 , 植 株 是 高 还 是 矮 等 这 一 类 区 别 明 显 .分 
离 清 楚 的 、 属 于 单一 基因 控制 的 性 状 之 外 ,还 有 另 一 
类 性 状 : 不 同 个 体 之 间 在 该 性 状 上 的 表现 几乎 都 是 
强度 不 同 而 不 能 明显 区 分 的 ,例如 人 的 身高 ,这 种 性 
状 的 变异 属 连 续 变 异 , 称 这 类 性 状 为 数量 性 状 或 度 
量 性 状 . 

数量 性 状 的 研究 ,主要 借助 于 度量 而 不 是 分 类 
计数 .有关 数量 性 状 遗 传 的 原理 ,基本 上 就 是 群体 遗 
传 学 ,但 有 关 基 因 的 分 离 不 能 逐个 追 索 ,所 以 需要 新 
的 研究 方法 ,而 且 必 须 引 入 新 的 概念 . 

高 等 生物 中 可 研究 的 数量 性 状 很 多 ,其 中 包括 
形态 解放 的 大 小 和 比例 .各 种 生理 功能 、 精 神 或 心理 
学 素质 等 . 这 类 研究 通常 要 度量 大 量 的 个 体 , 有 些 性 

RMH fÉ (phenotype value) ”数量 遗传 学 的 基 
本 概念 之 一 . 在 个 体 上 ,度量 某 数 量 性 状 所 得 的 观测 
值 称 为 表现 型 值 .数量 性 状 的 表现 型 是 基因 型 和 非 
遗传 因素 的 环境 相互 作用 的 结果 . 表现 型 中 ,由 基因 
型 决定 的 那 部 分 数值 称 为 基因 型 值 .数量 性 状 的 表 
现 型 值 CP) 可 以 按 生成 的 原因 分 解 成 两 部 分 :由 遗 
传 原因 引起 的 部 分 基因 型 值 (G) 和 由 环境 原 
因 引 起 的 那 部 分 环境 差 值 (E). 一般 地 ,它们 之 
HAXA 


P=G+ bE. 

这 就 是 数量 遗传 学 讨论 的 出 发 点 . 
基因 型 值 (genotype value)” 见 “表现 型 值 ”. 
基因 平均 效应 (average effect of gene) 数量 

遗传 学 的 基本 概念 之 一 . 群体 中 携带 某 基 因 A, 的 基 

因 型 值 ,距离 群体 平均 基因 型 值 的 平均 离 差 , 称 为 基 

因 A, 的 平均 效应 . 
基因 代 换 平均 效应 (average effect of a gene- 

substitution) 数量 遗传 学 的 基本 概念 之 一 . 指 在 

一 个 位 点 、 两 个 等 位 基因 的 情形 下 , 群 内 的 A, 基因 

HA 基因 替代 后 ,群体 平均 基因 型 值 的 改变 量 . 其 

数值 等 于 代 换 中 的 两 个 基因 平均 效应 之 差 . 

加 性 效应 (additive effect) ”数量 遗传 学 的 基本 
概念 之 一 . 按照 关于 基因 作用 可 加 性 的 假设 ,单位 位 
点 上 每 个 基因 型 中 的 两 个 基因 型 效应 值 之 和 ，, 称 为 
该 位 点 上 基因 型 的 加 性 效应 . 在 多 位 点 情形 下 ,所 有 
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位 点 加 性 效应 值 的 总 和 , 称 为 加 性 效应 , 记 为 La]. 
在 一 对 等 位 基因 的 情形 下 ,基因 型 的 效应 值 与 其 加 
性 效应 值 的 离 差 , 称 为 该 基因 型 的 显 性 效应 . 由 多 对 
基因 决定 一 个 性 状 时 ,所 观察 到 的 显 性 效应 ,是 正方 
向 的 显 性 效应 和 负 方 向 的 显 性 效应 的 代数 和 


1G ) — »GQ.). 
不 同 基 因 位 点 间 的 交互 作用 所 产生 的 效应 , 称 为 上 


位 效应 . 

显 性 效应 (dominance effect) 见 “ 加 性 效应 ” 

上 位 效应 (epistatic effect) IL“ ANPER NY”. 

表现 型 值 的 数学 模型 (mathematical model of a 
phenotype value) 数量 遗传 学 研究 的 基本 数学 模 
型 之 一 .由 多 对 等 位 基因 控制 的 某 数量 性 状 的 基因 
型 值 , 可 以 分 解 成 

四 二 
其 中 [aj 为 加 性 效 性 ,[hj] 为 显 性 效应 ,[ij 为 上 位 效 
应 . 从 而 该 数量 性 状 的 表现 型 值 的 数学 模型 为 
Ss hd nd E. 
此 模型 是 分 析 数 量 性 状 的 出 发 点 .上 位 效应 的 作用 
比较 复杂 ,为 了 使 问题 简化 ,有 时 在 模型 中 忽略 [ij， 
则 有 
G=m+([d]+ [a], 
称 该 模型 为 加 性 - 显 性 模型 . 该 条 中 符号 参见 “表现 
型 值 ”. 

加 性 - 显 性 模型 (additive-dominance model) 
见 “ 表 现 型 值 的 数学 模型 ”. 

三 参数 模型 (model with three parameters) 
数量 遗传 学 研究 的 基本 数学 模型 之 一 . 是 基于 加 性 - 
显 性 模型 对 亲 代 以 及 其 各 交配 世代 (FF Bi, B: 
等 ) 均 值 的 遗传 分 解 式 . 因 它 们 的 组 成 中 仅 包含 m, 
d,h 三 种 基因 效应 , 故 称 为 三 参数 模型 . 如 果 再 考虑 
上 位 效应 i, 则 还 需 区 分 加 性 Xx 加 性 的 上 位 效应 taan 
加 性 义 显 性 的 上 位 效应 i 和 显 性 XxX 显 性 的 上 位 效 
应 $a. 这 时 的 参数 就 变 成 六 个 , 亲 代 及 其 交配 后 代 
均值 的 分 解 式 包 含 六 个 遗传 参数 , 故 称 为 六 参数 模 
型 . 条 目 中 符号 的 意义 参见 “表现 型 值 的 数字 模型 ”. 

六 参数 模型 (model with six parameters) W 
“三 参数 模型 ”. 

遗传 力 (heritability) 数量 遗传 学 的 基本 概念 
之 一 . 生物 的 变异 是 普遍 存在 的 ,数量 性 状 也 是 如 
此 .通常 可 以 用 数量 性 状 表现 型 值 的 方差 来 度量 其 
变化 的 程度 . 如 果 基 因 型 与 环境 独立 , 则 表现 型 值 方 
差 V。 有 分 解 式 

Vp=Vet Vg, 
方差 , 称 基因 型 值 方 差 Vi 与 表现 型 值 方 差 Vj 的 区 


分 率 为 该 性 状 的 遗传 力 . 它 反 映 了 亲 代 的 性 状 值 传 
递 给 后 代 能 力 的 大 小 ,是 育种 工作 中 的 一 个 主要 遗 
传 参数 . 

选择 响应 (response to selection) 数量 遗传 学 
的 基本 概念 之 一 . 指 由 挑选 亲本 而 导致 的 后 代 群 体 
平均 值 的 改变 量 . 通过 挑选 亲本 个 体 , 以 实现 择优 进 
行 繁育 ,这 是 育种 者 改变 群体 遗传 特征 的 一 个 途径 ， 
此 就 是 选择 

选择 所 带 来 的 后 代 群 体 平 均值 的 改变 , 称 为 选 
择 响 应 . 它 是 中 选 亲本 的 后 代 与 选择 前 亲本 世代 的 
群体 平均 数 之 差 . 中 选 亲 本 个 体 平均 表 型 值 与 群体 
平均 值 的 离 差 , 称 为 选择 差 . 数量 遗传 学 的 分 析 可 以 
提示 ,为 了 比较 不 同 的 育种 方案 ,在 育种 工作 中 如 何 
选择 最 优 的 个 体 , 以 及 预测 选择 的 效果 . 

选择 差 (selection difference) 见 “ 选 择 啊 应 ”. 

配合 力 (combining ability) 数量 遗传 学 的 基 
本 概念 之 一 . 是 复杂 组 合 中 ,亲本 有 关 性 状 配合 能 力 
的 一 个 指标 . 杂交 是 培育 优良 品种 的 重要 手段 . 杂交 
组 合 及 其 后 代表 现 的 优 劣 ,主要 取决 于 杂交 双亲 对 
其 后 代 影 响 的 大 小 . 大 量 杂 交 育 种 的 实践 表明 , 优 民 
品种 本 身 不 一 定 就 是 优良 亲本 . 要 想 根据 亲本 对 杂 
种 表现 进行 准确 预测 ,就 必须 研究 不 同 亲 本 杂交 所 
得 杂种 后 代表 现 的 规律 . 某 一 品种 在 其 杂交 后 代 中 
的 平均 表现 ,或 者 该 品种 在 其 杂交 后 代 中 的 平均 数 
与 整个 杂交 后 代 平 均 数 的 离 差 , 称 为 该 品种 的 一 般 
配合 力 , 记 为 GCA , 简 记 g. 对 于 某 些 特定 的 组 合 来 
说 ,其 实测 值 与 在 其 双亲 平均 表现 的 基础 上 预期 结 
果 的 偏差 , 称 为 该 组 合 的 特殊 配合 力 , 记 为 SCA , 简 
记 s. 

一 般配 合力 (general combining ability) JW 
“配合 力 ” 

特殊 配合 力 (specific combining ability) J 
“配合 力 ” 

配合 力 的 数学 模型 (mathematical model of 
数量 遗传 学 研究 的 基本 数学 
模型 之 一 . 从 配合 力 的 效应 考虑 ,亲本 i 和 亲本 j 的 
杂交 组 合 中 ,第 个 个 体 的 表现 型 值 xx 可 分 解 为 

Lipp = UT Vj Tepes 

其 中 Z 为 总 平均 ,vi; 为 杂交 组 合 的 基因 型 效应 值 ， 
enix 为 杂交 组 合 第 & 个 个 体 的 环境 差 值 . 而 基因 型 效 
nr li 


combining abilities) 


Vj gi TE T si» 
这 里 gog 分 别 是 亲本 i 和 j 的 一 般配 合力 ,而 548 
杂交 组 合 的 特殊 配合 力 . 这 就 是 表 型 值 zx; 的 配合 力 
数学 模型 . 


双 列 杂交 设计 (diallel cross design) 育种 上 
广泛 应 用 的 近 交 系 杂 交 的 试验 设计 方案 之 一 . 它 的 
含义 是 :一 套 品 种 赋 做 父 本 又 做 母 本 ,彼此 进行 所 有 
可 能 的 交配 组 合 , 可 以 产生 四 种 后 代 , 其 中 两 种 分 别 
与 父 本 . 母 本 两 套 亲 本 相同 ,另外 两 种 则 是 它们 的 

这 个 设计 所 得 到 的 资料 整齐 .完备 , 较 适 合 于 数 
学 上 的 分 析 讨 论 ,并 且 可 以 得 到 较 丰 富 .完整 的 分 析 
结果 ,受到 育种 工作 者 的 欢迎 . 当 参 试 亲 本 数 增多 
时 ,试验 的 杂交 组 合 数 急 又 增加 ,致使 在 遗传 育种 上 
没有 意义 的 杂交 也 必须 做 ,因此 大 大 限制 了 这 套 试 
验 的 规模 和 广泛 使 用 . 

赫 明 双 列 杂交 分 析 (Hayman dialed analysis) 
分 析 双 列 杂 交 试 验资 料 的 方法 . 该 方法 以 加 性 - 显 性 
模型 为 基础 ,通过 有 关 资 料 的 方差 和 协 方 差 的 遗传 
分 析 , 可 以 利用 双 列 杂交 材料 得 到 较 多 的 遗传 信息 ， 
如 加 性 . 显 性 方差 和 其 他 遗传 参数 以 及 杂交 组 合 的 
显 性 程度 等 . 是 一 套 较 完整 有 效 的 分 析 方 法 . 

格 里 芬 双 列 杂交 分 析 (Griffingdialedanaly - 
sis) 分析 双 列 杂交 试验 资料 的 一 种 方法 . 该 方法 
以 观测 值 的 配合 力 模 型 为 基础 ,利用 统计 学 上 线性 
模型 参数 估计 的 最 小 二 乘 技术 ,以 及 有 关 参 数 的 统 
计 推 断 分 析 ,对 一 般配 合力 .特殊 配合 力 及 它们 的 误 
差 都 给 出 了 较 好 的 估计 . 对 于 杂种 优势 利用 的 分 析 ， 
是 二 个 十分 有 效 的 方法 : 


数量 分 类 学 (numerical taxonomy) 生物 分 类 
学 的 边缘 分 文学 科 . 它 是 一 门 应 用 数学 方法 和 电子 
计算 机 技术 研究 解决 生物 分 类 问题 的 学 科 . 

数量 分 类 学 产生 于 20 世纪 50 FRR. 它 的 产 
HE ,标志 着 传统 生物 分 类 学 的 发 展 , 从 对 生物 的 调查 
描述 ,进入 精确 的 定量 分 析 阶 段 . 按照 生物 学 中 表征 
分 类 和 和 分支 分 类 两 种 不 同 的 学 术 观 点 ,数量 分 类 亦 
分 为 相应 的 两 种 不 同 的 数量 分 类 方法 . 

分 类 运算 单位 (operational taxonomy unit) 
数量 分 类 学 名 词 . 性状. 性 状 状态 和 分 类 群 是 数量 分 
类 学 中 最 基本 的 专 有 名 词 . 分 类 运算 中 ,构成 分 类 对 
象 的 实体 称 为 分 类 运算 单位 ,简称 分 类 单位 ;作为 分 
类 的 依据 ,区 别 不 同 分 类 单位 的 特征 性状 和 属性 ， 
都 称 为 性 状 ;分 类 单位 对 某 一 性 状 所 呈现 的 状态 , 称 

分 类 就 是 依据 被 分 类 的 分 类 单位 集合 共有 的 性 
状 状 态 , 按 一 定 的 原则 做 出 划分 或 聚合 ,得 到 一 组 新 
的 分 类 单位 集合 . 通过 分 类 获得 的 分 类 单位 集合 称 

oT 


+ ym 数 学 


为 分 类 群 . 

依据 2 个 性 状 的 分 类 问题 ,利用 数量 化 的 性 状 
状态 值 m; G — 1.2, n0 ,可 以 将 分 类 单位 表示 成 7 
HE [8] EE Ci 22 tn). 具有 个 分 类 单位 .xn 个 性 状 
的 分 类 问题 ,其 原始 数据 写成 矩阵 


Ti X Tin 

X23 X22  7]t* Ton 

Xu X12 ee Len 
该 矩阵 称 为 原始 数值 矩阵 . 


分 类 单位 之 间 的 共 分 类 群 是 实现 分 类 的 基本 概 
念 . 如 果 分 类 单位 xz 属于 分 类 群 4, 记 为 zE4, 同 时 
类 单位 z 与 y 之 间 具 有 共 分 类 群 关 系 oni roy. 
共 分 类 群 关系 有 以 下 数学 等 价 性 质 : 

1. 目 反 性 , 即 zee. 

2. OT AEE BSS ropy, W) yor. 

3. 传递 性 , 即 若 py A ypz, M) roz. 

被 分 类 的 分 类 单位 集合 按照 共 分 类 群 的 等 价 关 
系 , 产 生 等 价 集合 类 ,是 进行 分 类 的 根据 . 

传统 分 类 是 由 分 类 学 家 个 人 的 经 验 做 出 共 分 类 
群 的 判断 . 而 数量 分 类 则 要 求 在 两 分 类 单位 x 与 y 
之 间 建 立 数值 关系 C(x,y) ,相应 于 共 分 类 群 w, 又 
有 判别 值 C, 并 确认 共 分 类 群 成立 的 条 件 是 

Clty) zm OX xC 


在 数量 分 类 学 中 ,有 各 种 各 样 的 相似 性 系数 ,可 作为 


上 述 判别 共 分 类 群 的 数值 关系 . 

相似 性 系数 (similarity coefficient) 数量 分 类 
学 术语 . 即 以 定量 的 形式 描述 分 类 单位 之 间 相 似 性 
的 数值 ,包括 生物 亲缘 关系 . 相似 性 系数 数值 的 大 小 
与 相似 性 程度 一 致 时 , 称 相 亲 系 数 ; 与 相似 性 程度 不 
一 致 时 , 称 相 异 系 数 .通常 使 用 的 相似 性 系数 有 距离 
系数 .相关 系数 和 联合 系数 等 . 

距离 系数 (distance coefficient) 
系数 . 如 果 

X[xis295*2] 和 Y yis Yas syn 

分 别 表示 两 分 类 单位 ,平均 欧 氏 距离 系数 定义 如 下 : 


= 3 (X, — A^. 
闵 科 夫 斯 基 距 离 系 数 定义 如 下 : 


4G Y) = [jl] 
距离 系数 具有 以 下 性 质 . 
1l1.d(zx,y) 宇 0, 且 d(x,y) 二 0 的 充分 必要 条 件 
是 X=y. 
2.d(x,y)-—d(vy,x). 
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一 种 相似 性 


d(X,Y) = 


(常数 > 0). 


3. d x,y)sd(Gr,z)--d(Cy,z). 

距离 系数 值 愈 小 ,表示 两 分 类 单位 相似 性 程度 
愈 大 ;反之 ,距离 系数 值 铺 大 ,相似 性 程度 愈 小 . 
此 ,距离 系数 是 相 异 系数 . 

相关 系数 (correlation coefficient) 一 种 相似 
性 系数 . 数量 分 类 学 中 的 相关 系数 与 通常 统计 学 中 
的 相关 系数 相同 . 如 果 

X les ***12,.] 和 Y [yi yet Ya] 

分 别 表示 两 分 类 单位 ,相关 系数 计算 公式 如 下 : 


Dj zi 一 元 )(y 一 了 ) 
r(X,¥) = —, m 
[Br — B+ DG — 3? |? 
i=] i=] 


, 


其 中 


5) A cu dos 
Z = — zis XS Vie 


相关 系数 具有 以 下 两 条 性 质 : 

l].—1I&rGOC,Y)oml,;M HA -—»96G-1.2, 
enc HIERA BO BY , 

r(X,YI=1c>0) 
或 
r(X,Y)=—1(c<0). 

2.r(X,Y)=r(Y,X). 

相关 系数 值 愈 大 ,相似 性 程度 愈 大 ;反之 ,相关 
系数 值 愈 小 ,相似 性 程度 愈 小 . 因此 ,相关 系数 是 相 
RAR. 

EX S AH (association coefficient) 一 种 相似 
性 系数 . 联合 系数 针对 表现 为 肯定 与 否定 两 种 性 状 
状态 的 二 元 数据 而 设 , 它 是 分 类 单位 之 间 性 状 状 态 
配对 一 致 性 度量 的 函数 , 如 果 性 状 状态 肯定 与 否定 
分 别 以 1 和 0 表示 ,两 分 类 单位 性 状 状态 的 配对 出 
现 1 一 1,1 一 0,0 一 1 和 0 一 0 四 种 情形 ,它们 的 计数 
PW abc FII d RERI KE a,b,c, HI d BER 
数 . 最 常见 的 联合 系数 有 : 


简单 联合 系数 Sut. 


9 
n 


寨 卡 德 (Jaccard) 联 合 系数 S= 
相关 联合 系数 


a 
$ 
n—d 


rue ad — bc 
"o «(abad odd bdo 
按照 a 与 4 在 系数 计算 公式 中 的 对 称 与 否 , 联 
合 系数 可 分 为 对 称 联合 系数 与 非 对 称 联合 系数 两 大 
类 . 非 对 称 联合 系数 对 生物 地 理学 等 研究 问题 具有 
特殊 意义 . 
数量 分 类 运算 分 为 原始 数据 的 标准 化 .相似 性 


系数 计算 . 聚 类 运算 和 分 类 结果 的 表示 等 步骤 . 


原始 数据 标准 化 (standardization of original 
data) 数量 分 类 学 术语 . 指 对 原始 数据 的 预 处 理 计 
算 . 由 于 性 状 取 值 的 量 纲 不 同 ,单位 不 同 , 性 状 状态 
的 数值 大 小 和 高 差 不 同 , 不 同性 状 之 间 的 这 种 差异 
不 具有 分 类 意义 .因此 ,需要 对 原始 数据 进行 变换 处 
理 , 称 为 原始 数据 标准 化 ， 

在 原始 数值 矩阵 上 ,通常 采取 的 统计 学 标准 化 


计算 如 下 : 

标准 化 变换 后 的 数据 

zi qL4,2,u5j1,2, m. 
其 中 


第 i 


t k=1 


sc x Taj 


s= aa Gu — £P || Go Lb. 

按照 分 类 运算 选择 的 数学 方法 的 不 同 , 数 量 分 
类 有 系统 分 类 、 信 息 分 类 、 图 论 分 类 、 主 成 分 分 类 和 
模糊 分 类 等 . 

系统 分 类 法 (hierarchical classification met - 
hod) 数量 分 类 学 分 类 运算 方法 之 一 . 指 借助 于 统 
计 学 .简单 的 几何 与 代数 运算 ,并 能 够 产生 具有 系统 
隶属 关系 的 数量 分 类 运算 方法 .在 电子 计算 机 中 ,该 
方法 按 相 似 性 系数 作为 判别 其 分 类 群 的 依据 ,每 次 
选择 最 相似 的 类 群 , 逐 级 将 分 类 群 合并 而 完成 . 

信息 分 类 法 (information classification method) 
数量 分 类 学 分 类 运算 方法 之 一 . 指 借助 信息 论 而 产 
生 的 分 类 运算 方法 . 此 种 分 类 要 求 获得 离散 程度 小 、 
表现 为 清一色 的 分 类 群 . : 

离散 程度 的 度量 ,可 利用 信息 理论 中 的 信息 量 
或 离散 量 ,由 此 建立 基于 信息 论 的 相似 性 系数 ,并 利 
用 此 系数 作为 判别 共 分 类 群 的 依据 ,获得 信息 分 类 
运算 方法 . 

图 论 分 类 法 (graph theory classification me- 
thod) 数量 分 类 学 分 类 运算 方法 之 一 . 指 借助 图 论 
而 设计 的 分 类 运算 方法 . 取 图 论 中 的 赋 权 树 图 ,以 节 
点 代表 分 类 单位 ,节点 间 边 的 赋 权 值 表示 相似 性 系 
数 , 赋 权 图 可 以 描述 生物 类 群 之 间 的 相似 性 关系 ,再 
利用 图 论 中 的 最 小 生成 树 理论 ,构造 出 树 图 形式 的 
分 类 结果 ,这 就 是 图 论 分 类 . 

主 成 分 分 类 法 (principal component classifica- 
tion method) 数量 分 类 学 数量 分 类 运算 方法 之 
—. 指 借 多 元 统计 学 中 主 成 分 分 析 而 构造 的 分 类 运 
算 方 法 .在 多 个 性 状 指标 下 ,分 类 单位 和 性 状 都 以 多 
维 向 量 表示 ,利用 主 成 分 分 析 运 算 ,把 一 个 多 维 复杂 
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事物 降低 到 三 维 以 下 ,再 在 三 维 以 下 空间 中 描绘 出 
显示 分 类 关系 的 图 形 , 由 此 得 到 基于 主 成 分 分 析 的 
分 类 运算 方法 . 

模糊 分 类 法 (fuzzy classification method) XX 
量 分 类 学 分 类 运算 方法 之 一 . 指 建立 在 模糊 集合 概 
念 上 的 分 类 运算 方法 . 在 模糊 数学 中 , 取 模 糊 关 系 表 
示 分 类 单位 之 间 的 相似 性 程度 ,但 是 ,模糊 关系 通常 
不 具有 等 价 性 ,不 能 满足 分 类 的 需要 . 对 相似 性 模糊 
关系 施行 合成 运算 ,经 多 次 合成 运算 可 获得 具有 等 
价 性 的 模糊 关系 .由 等 价 模糊 关系 可 获得 合理 的 分 
类 结果 ， 

表征 分 类 树 谱 图 (dendrogram) 数量 分 类 运 
算 结 果 的 表示 方法 . 以 树 状 的 图 形 ,显示 表征 分 类 运 
算 的 结果 , 称 该 树 状 图 形 为 表征 分 类 树 谱 图 .图 中 包 
括 全 部 被 分 类 单位 ,以 连 线 表 示 各 级 分 类 群 逐 级 结 
合 的 过 程 , 并 以 一 定 的 位 置 定量 地 表示 其 相似 性 水 
平 . 树 谱 图 是 数量 分 类 系统 分 类 结果 最 常见 的 表示 
方法 . 


生物 控制 论 


生物 控制 论 (biocybernetics) ”控制 论 的 分 支 
学 科 . 是 将 控制 论 的 理论 和 方法 应 用 于 研究 生物 系 
统 , 主 要 研究 生物 体内 如 何 通过 信息 的 接收 、 编 码 、 
传递 .存储 和 处 理 ( 亦 称 加 工 ) ,最 终 实 现 控制 或 调节 
DLE BS IAE. 

由 于 生物 控制 系统 本 质 上 是 非 线 性 的 ,而 且 是 
十 分 复杂 的 无 限 维 大 系统 ,到 目前 为 止 ,尚未 发 现 能 
很 好 表示 生物 系统 的 数学 方法 . 当前 处 理 生 物 系 统 
的 基本 方法 是 根据 研究 问题 的 目的 ,以 生理 学 背景 
为 基础 ,分 析 和 描述 与 研究 问题 密切 相关 的 主要 信 
息 传递 和 处 理 流 程 . 按 此 ,从 整个 复杂 的 生物 体 中 孤 
立 出 一 个 等 研究 的 简化 系统 ,分 析 其 信息 处 理 中 的 
物理 、 化 学 等 定量 规律 ,建立 起 能 对 该 系统 进行 定量 
分 析 或 作 模拟 计算 的 数学 模型 ,然后 根据 实验 资料 ， 
用 系统 辨识 等 方法 估算 出 模型 中 具有 生理 背景 的 参 
S. 

如 果 此 模型 的 分 析 结 果 经 实践 检验 是 可 以 接受 
的 , 则 模型 可 为 生物 系统 的 局 部 信息 加 工 过 程 提 供 
机 理 , 并 为 疾病 诊断 和 控制 生理 、 病 理 现 象 提 供 新 的 
方法 和 手段 . 

生物 信息 论 (biological information theory ) 
信息 论 的 分 支 学 科 . 是 将 信息 论 的 理论 和 方法 用 于 
研究 生物 系统 的 科学 .信息 论 是 通讯 理论 中 研究 编 
码 的 一 个 分 文 . 信息 论 的 独特 之 处 ,就 在 于 对 所 获得 
的 信息 使 用 的 数字 量度 ;信息 论 与 概率 论 关系 密切 ， 
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由 于 这 个 缘故 ,信息 论 这 个 词 往往 被 不 严格 地 用 于 
通讯 理论 中 其 他 的 一 些 概率 研究 ,如 信和 号 检测 随机 
噪声 和 预测 等 ,而 对 其 范围 很 难 作 严格 的 限定 . 因 
此 ,将 信息 论 应 用 于 研究 生物 系统 ,如 研究 遗传 信息 
的 表达 、 生 物体 内 分 子 间 的 识别 及 其 通讯 、 神 经 信号 
的 编码 特性 、 生 物 信 号 处 理 以 及 建立 医院 信息 系统 
等 , 均 可 看 做 是 生物 信息 论 的 内 容 . 

仿生 学 (bionics) 横路 多 门 科学 的 边缘 学 科 . 
指 在 对 特定 生物 研究 的 基础 上 ,创造 具有 该 生物 特 
征 的 人 工 系 统 的 科学 . 

仿生 学 与 控制 论 都 是 边缘 学 科 , 都 研讨 生物 模 
型 ,但 两 者 目的 不 同 . 仿 生 学 在 生物 中 寻求 启示 以 供 
制造 人 工 系统 时 参考 ;控制 论 则 力图 解释 生物 的 行 
为 表现 . 

仿生 学 更 不 同 于 生物 工程 ,生物 工程 只 是 利用 
生物 来 完成 某 些 工业 过 程 . 模仿 是 仿生 学 的 基础 . T 
索 生 物 模型 ,尤其 是 体内 的 信息 处 理 过 程 和 能 量 转 
化 过 程 , 是 仿生 学 的 两 个 主要 领域 . 

体内 稳 态 (homeostasis) 生理 学 术语 . 指 生 物 
系统 中 维持 稳定 性 的 自我 调节 过 程 . 这 是 一 种 动态 
平衡 ,在 其 中 变化 不 断 发 生 , 但 相对 不 变 的 状态 占 优 
势 . 例如 ,人 体 中 的 体温 调节 过 程 , 血 中 二 氧化 碳水 
平 的 调节 过 程 , 血 中 渗透 压 的 调节 过 程 , 血 中 钙 离 
子 . 钾 离子 .血糖 .甲状 腺 激素 7 MT, AERAR 
等 的 调节 过 程 , 都 是 体内 稳 态 的 例子 , 它 存 在 于 生命 
的 各 级 水 平 ( 原 子 、 分 子 、 细 胞 器官、 机体 和 群体) 
中 ,也 存在 于 长 短 悬 殊 的 时 间 过 程 . 体内 稳 态 持续 
时 ,生命 继续 ; 稳 态 破坏 时 ,生命 将 终止 . 身体 对 疾病 
的 反应 也 是 一 种 体内 稳 态 的 应 答 . 

生物 反馈 (biofeedback) 生物 控制 论 术 语 . € 
是 生物 有 机 体 普遍 存在 的 一 种 功能 . 即将 体内 的 生 
物 过 程 或 状况 的 即时 信息 提供 给 自身 ,以 便 做 出 及 
时 的 生理 ,行为 反应 . 

生物 反馈 一 词 创 于 1969 年 .在 医学 上 通常 是 借 
电子 仪 副 监测 个 人 的 心脏 情况 、 体 温 、 脑 电波 或 肌肉 
张力 等 ,再 借 仪表 读数 、 光 线 或 声音 “反馈 ”给 本 人 . 
通过 训练 ,人 们 可 学 会 利用 这 些 数据 自主 控制 身体 
过 程 或 功能 . 这 种 生物 反馈 训练 , 曾 帮 助 某 些 人 在 一 
定 程 度 上 终止 因 肌 肉 紧 张 造成 的 问题 . 并 已 证 实 , 任 
何 对 体外 事件 的 知觉 过 程 都 伴 有 电 物 理 活 动 . 这 些 
活动 影响 脑 的 意识 和 非 意识 结构 时 ,可 被 验 知 和 测 
量 , 并 可 引起 边缘 系统 的 电 生理 变化 ,激发 内 分 记 稳 
态 平衡 的 变化 .例如 , 脑 电 反馈 有 助 于 控制 多 种 情 
OL RA He il UR SU RBA IRS. 

神经 网 络 (neural network) 神经 科学 研究 的 
重要 内 容 . 指 以 人 脑 结构 为 模型 的 处 理 元 素 ( 对 神经 
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元 的 模拟 ) 的 集合 . 每 一 根 神经 可 能 联 至 成 干 上 万 根 
其 他 神经 ,由 这 些 神经 ,以 输入 和 反馈 的 方式 获得 刺 
激 ,并 将 这 些 刺 激 向 前 传播 到 其 他 神经 元 ， 

从 结构 上 看 ,神经 网 络 由 大 量 的 处 理 元 素 ( 对 神 
经 元 的 模拟 ) 组 成 ,每 个 元 素 连结 到 许多 其 他 元 素 形 
成 网 络 层 . 由 数 的 序列 组 成 的 输入 阵列 写 人 了 网络, 这 
样 , 每 个 处 理 元 素 有 许多 输入 信号 (粗糙 的 树 突 模 
拟 ), 但 仅 有 一 个 输出 信和 号 ( 轴 突 模拟 ). 某 一 层 的 每 
个 处 理 元 素 接受 输入 阵列 中 的 一 个 分 量 , 根 据 传 递 
函数 对 该 分 量 进行 处 理 . 此 传递 函数 是 一 种 数学 规 
则 , 它 将 元 素 的 输出 信号 定义 成 两 个 量 的 函数 :到达 
的 输入 信和 号 和 存放 在 处 理 元 素 局 部 存 贮 器 中 的 自 适 
应 系数 ,这 些 自 适 应 系数 是 通过 以 前 的 计算 所 得 到 
的 值 ,并 且 每 个 系数 赋 以 一 个 不 固定 的 “ 权 ”. 在 同一 
层 内 ,各 处 理 元 素 是 以 平行 方式 处 理 信号 的 ,处 理 完 
成 后 ,释放 一 信号 ,输出 到 位 于 该 层 下 面 的 处 理 元 
AX. 

虽然 神经 网 络 只 是 脑 系统 的 十 分 简化 的 模拟 ， 
但 有 以 下 功能 : 

1. 以 处 理 器 本 身 的 状态 与 它 的 连结 形式 存 贮 信 
RB. 

2. 可 以 处 理 不 完整 .不 准确 的 信息 . 

3. 从 结构 上 与 处 理 功 能 上 保证 相当 的 元 余 度 . 

4. 具有 自学 习 功 能 . 

自 组 织 系统 (self-organizing system) 生物 控 
制 论 的 基本 概念 之 一 .一 个 系统 在 对 外 界 发 生 事 件 
的 响应 中 ,有 自 组 织 能 力 者 , 称 之 为 自 组 织 系统 . 所 
谓 自 组 织 , 是 指 在 环境 变动 的 情况 下 ,具有 分 类 或 内 
部 管理 的 能 力 , 使 其 和 给 定 的 指令 或 一 组 规则 相 一 
致 .在 大 脑 中 , 自 组 织 是 指 大 脑 皮 层 的 神经 元 的 宏观 
连结 投射 ,如 何 通 过 所 属 域 的 神经 元 的 活动 模式 ,及 
突 触 可 塑性 的 协同 作用 机 制 来 实现 的 过 程 . 近年 来 ， 
在 视 党 形状 .颜色 .深度 感知 方面 ,已 经 出 现 一 些 用 
神经 网 络 技术 进行 自 组 织 建 模 的 工作 , 即 研究 在 无 
监督 和 有 监督 两 种 学 习 条 件 下 ,感知 系统 可 能 是 怎 
样 发 育 的 ,以 及 可 能 是 怎样 工作 的 . 

自 繁 殖 系 统 (self-reproducting system) 生物 
控制 论 的 基本 概念 之 一 .一 种 指令 操作 装置 (如 通用 
计算 机 ) 用 来 以 物理 操作 能 力 进 行 扩大 (如 工业 机 器 
人 ), 即 提供 素材 和 程序 来 产生 本 身 的 复制 品 , 这 一 
过 程 称 为 机 器 的 自 繁 殖 系 统 . 此 过 程 的 理论 模式 由 
Se RS OH A BAF BI + WP Z (von Neumann J. ) 
提出 . 其 原始 机 器 保存 在 一 种 有 备用 件 ( 开 关 、 感 党 、 
切割 .熔化 元 件 等 ) 的 环境 中 ,此 父 代 机 器 随机 地 从 
环境 中 取出 一 部 分 ,辨识 它们 ,遵照 存储 的 指令 ,把 
这 部 分 纳 人 本 身 的 复制 中 . 目前 已 建立 了 多 种 目 繁 


自 繁殖 系统 有 两 条 基本 原则 ,一 是 存储 单元 的 
内 容 是 作为 构造 指令 去 读 和 解释 的 ;二 是 为 了 在 新 
的 存储 器 中 装 和 人 一 复制 件 ,存储 器 要 再 读 第 二 次 . 这 
一 行为 平行 于 生物 过 程 中 两 次 读 核 酸 ,一 次 发 生 在 
蛋白质 合成 时 , 男 一 次 发 生 在 再 次 复制 遗传 信息 时 . 


体育 运动 数学 


体育 数学 (mathematics in physical education) 
生物 数学 的 一 个 分 文学 科 . 指 研 究 人 体 运 动 的 数学 
理论 和 计算 方法 的 新 兴 科 学 . 它 以 人 的 自然 属性 和 
社会 属性 为 研究 对 象 , 其 主要 任务 是 探讨 体育 运动 
中 的 数学 理论 与 科学 计算 方法 ,定时 地 寻找 和 反映 
体育 运动 中 的 本 质 特 征 和 客观 规律 . 运用 这 些 理论 、 
方法 和 规律 ,直接 或 间接 地 为 体育 运动 及 其 科学 研 
究 提 供 或 开发 各 种 技术 和 战略 战术 . 它 包 括 体 育 科 
学 计算 、 体 育 统 计 、 竞 赛 对 策 、 体 育 测量 学 .体育 控制 
论 .体育 预测 .体育 决策 .人 体 运 动 生物 数学 等 内 容 ， 
体育 数学 不 仅 研 究 具 有 自然 属性 (如 生物 属性 ) 的 事 
物 与 现象 ,也 研究 具 社 会 属性 的 事物 与 现象 (如 体育 
管理 ). 

此 外 ,体育 数学 侧重 于 研究 人 体 ( 而 不 是 动物 ) 
运动 ,因而 有 别 于 运动 生物 数学 ， 

运动 生物 数学 (athletic biomathematics) 4 
物 数学 的 一 个 分 支 . 它 是 通过 建立 模拟 人 体 结 构 与 
运动 的 数学 模型 , 即 利 用 生物 学 、 数 学 、 物 理学 、 力 学 
等 知识 ,定量 地 研究 生物 体 ( 人 动物 等 ) 运 动 的 内 在 
与 外 在 规律 的 一 门 学 科 . 其 研究 范围 包括 生物 体 的 
主动 运动 ,生物 体 的 整体 和 分 部 的 位 置 与 姿势 ,运动 
时 生物 体 在 空间 .时 间 内 位 移 的 特点 和 引起 运动 的 
各 种 原因 ,骨骼 与 肌肉 的 系统 结构 和 功能 特性 ,运动 
对 生理 功能 的 影响 及 作用 机 制 ,机 器 人 仿生 ,生物 体 
运动 的 神经 控制 ,运动 时 的 能 量变 换 , 运动 技 术 诊 
断 , 创 伤 防治 ,运动 器 官 的 功能 恢复 ,运动 时 的 能 量 
变换 等 . 它 偏重 于 人 研究 体育 运动 中 具 自 然 属 性 的 事 
物 规律 ,也 研究 一 般 动 物 运 动 的 规律 ,因而 有 别 于 体 
育 数 学 . 

人 体 运 动 模型 (modelling of human body mo- 
tion) 模拟 人 体 结 构 与 运动 的 数学 模型 . 即 把 人 体 
或 人 体 环 节 看 做 形状 和 大 小 不 变 的 刚体 ,或 只 有 质 
量 而 没有 大 小 和 形状 的 质点 ,利用 数学 力学、 物理 
学 的 理论 与 方法 ,以 及 运动 解剖 学 参数 ,建立 的 人 体 
结构 与 运动 的 数学 模型 . 通常 是 由 多 个 常 微 分 方程 
和 积分 方程 联 立 而 成 的 方程 组 ,其 中 涉及 泛 图 分 析 
和 优化 等 方面 的 知识 ,有 时 也 退化 成 代数 方程 组 . 它 


体育 运动 数学 


主要 用 以 描述 人 体 及 各 环节 的 运动 学 、 静 力学 及 动 
力学 特性 . 

根据 抽象 程度 不 同 , 人体 运 动 模型 可 分 为 人 体 
退化 模型 (多 刚体 模型 )、 人 体 首 化 模型 (多 杆 模 型 )、 
人 体 简 化 模型 (多 质点 模型 ) 与 人 体质 点 模型 (集中 
质点 模型 或 单质 点 模型 ). 它 不 同 于 人 体 生 理 数 学 模 
型 . 

体育 统计 (statistics in physical education). 体 
育 数学 的 一 个 分 支 . 是 运用 统计 学 的 理论 .方法 和 工 
具 , 揭 示 体 育 领域 中 事物 发 展 变化 统计 规律 的 科学 ， 
着 重 研究 人 体 运 动 . 体 育 管理 .运动 训练 以 及 体育 教 
育 中 的 随机 现象 . 如 人 体 运 动 形态 、 机 能 、 素 质 、 运 动 
成 绩 、 训 练 模式 、. 训 练 效 应 的 统计 特性 .已 渗透 到 诸 
如 运动 训练 .运动 心理 .运动 生理 .运动 生物 力学 、 体 
育 测量 、 体 育 经 济 、 体 质 调 查 、 体 育 管理 等 体育 分 支 
学 科 之 中 . 

体育 统计 学 中 ,应 用 的 主要 统计 学 方法 有 参数 
估计 、 假 设 检验 、 判 别 分 析 、 因 子 分 析 、 时 间 序 列 分 
析 、 实 验 设计 、 数 值 分 析 、 相 关 分 析 、 回 归 分 析 等 . 

体育 控制 论 (cybernetics of physical education) 
体育 数学 的 一 个 分 支 . 是 以 体育 运动 活动 中 的 一 般 
控制 规律 为 主要 研究 对 象 的 科学 .包括 研究 人 的 有 
机 体 适 应 机 能 活动 的 控制 规律 的 运动 控制 论 、 研 究 
体育 管理 控制 规律 的 体育 管理 控制 论 、 研 究 运 动 技 
能 控制 规律 的 运动 技能 学 习 控 制 论 等 . 

体育 控制 论 涉及 信息 过 程 的 规律 .控制 与 被 控 
制 规律 、 控 制 与 反馈 规律 .机 体系 统 与 环境 之 间 的 制 
约 与 控制 的 规律 ,也 涉及 体育 自身 系统 中 的 运动 训 
练 、 运 动 竞赛 .体育 数学 、 体 育 锻炼 、 体 育 管理 .体育 
科技 中 的 特殊 规律 . 
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数学 物理 与 理论 物理 


数学 物理 


数学 物理 (mathematical physics) 研究 物理 
学 等 自然 科学 中 的 问题 的 数学 理论 和 数学 方法 的 学 
科 . 它 包 含 由 实际 问题 建立 数学 模型 .寻求 问题 的 数 
学 解法 和 解答 及 应 用 这 解答 来 解释 和 预见 物理 或 其 
他 目 然 现象 等 内 容 . 

历史 上 ,物理 力学 问题 的 研究 始终 和 数学 密切 
相关 . 在 近代 物理 学 的 先河 牛顿 力学 中 ,质点 与 
刚体 的 运动 用 常 微分 方程 描述 ,求解 这 些 方程 就 成 
为 牛顿 力学 中 的 重要 数学 问题 . 这 种 研究 导致 了 天 
体力 学 中 三 体 问题 及 其 他 各 种 经 典 的 动力 系统 问题 
研究 的 发 展 . 在 这 一 过 程 中 促进 和 发 展 了 作为 许多 
物理 等 理论 基础 的 变 分 法 .18 世纪 以 来 ,在 连续 介 
质 力学 、 传 热学 和 电磁 场 理 论 中 ,归结 出 许多 常 微分 
方程 、 偏 微分 方程 、 积 分 方程 和 微分 积分 方程 ,它们 
通称 为 数学 物理 方程 . 到 了 20 世纪 初 ,数学 物理 方 
程 的 研究 已 成 为 数学 物理 的 主要 内 容 . 后 来 ,由 于 等 
离子 体 物 理 、 固 体 物 理 、 非 线性 光学 、 空 间 技术 、 核 技 
术 等 方面 研究 的 需要 ,又 建立 了 许多 新 的 偏 微 分 方 
程 问题 . 例如 ,描述 孤立 子 波 .间断 解 、 分 歧 解 .反问 
题 等 方程 . 这 使 得 数学 物理 方程 的 内 容 得 到 进一步 
丰富 .在 上 述 数学 物理 方程 的 研究 过 程 中 ,应 用 并 发 
展 了 复 变 函数 、 积 分 变换 、 特 殊 函 数 . 变 分 法 .调和 分 
析 `、 泛 图 分 析 以 至 现代 微分 几何 、 代 数 几 何等 数学 理 
论 和 方法 . 

20 世纪 ,电磁 理论 和 引力 场 的 深入 人 研究 中 使 人 
们 对 时 空 观念 发 生 了 根本 变化 ,使 得 闵 科 夫 斯 基 空 
间 和 黎 曼 空间 (或 党 伦 次 流 形 ) 的 几何 学 成 为 爱 因 斯 
坦 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 所 必需 的 数学 理论 , 许 
多 物理 量 以 向 量 、 张 量 和 旋 量 作为 表达 形式 . 在 探讨 
大 范围 时 空 结构 时 ,还 需要 整体 微分 几何 . 量子 力学 
和 量子 场 论 的 产生 ,为 数学 物理 增添 了 新 鲜 、 丰 富 的 
内 容 . 在 量子 力学 中 物质 的 状态 用 波 肾 数 刻画 力学 
量 成 为 算 子 ,在 电磁 相互 作用 、 弱 相互 作用 和 强 相 互 
作用 中 描述 粒子 的 产生 和 消灭 . 因此 ,必须 研究 各 种 
图 数 空 间 的 算 子 谱 .函数 的 谱 分 析 和 由 算 子 所 形成 
的 代数 . 同时 还 需 研 究 微 扰 展开 和 重 整 化 (处 理发 散 
困难 ) 的 数学 基础 . 另外 ,用 非 微 殷 方法 研究 非 线性 
场 论 也 是 一 个 重要 课题 . 

群 论 在 研究 物理 等 对 象 中 的 各 种 对 称 性 现象 
中 ,具有 十 分 重要 的 作用 . 唱 体 的 结构 就 是 由 欧 几 里 
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得 空间 运动 群 的 若干 子 群 给 出 . 正 交 群 和 洛 伦 茨 群 
的 各 种 表示 对 讨论 具有 时 空 对 称 性 的 许多 物理 问题 
有 很 重要 的 作用 . 基本 粒子 之 间 , 也 有 种 种 对 称 性 ， 
可 以 按 群 论 明确 它们 的 某 些 关 系 . 对 基本 粒子 的 内 
在 对 称 性 的 研究 导致 了 杨 -米尔 斯 理论 的 产生 . 规范 
场 论 的 研究 在 粒子 物理 学 中 意义 重大 , 它 统一 了 弱 
相互 作用 和 电磁 相互 作用 的 理论 ,建立 了 研究 强 相 
互 作用 的 量子 色 动 力学 . 这 个 理论 以 规范 势 为 出 发 
点 ,而 它 实 际 上 就 是 现代 微分 几何 的 一 个 非常 重要 
的 概念 纤维 从 上 的 联络 . 

微观 的 物理 对 象 具 有 突出 的 随机 性 特征 ,在 统 
计 物 理学 中 需要 对 各 种 随机 过 程 的 统计 规律 作 深 入 
的 研究 . 

电子 计算 机 的 迅速 发 展开 尽 了 数值 求解 数学 物 
理 问题 的 新 领域 . 它 导 出 了 计算 力学 .计算 物理 等 新 
的 分 支 , 开 创 并 发 展 了 用 计算 机 直接 模拟 物理 模型 
的 重要 方法 . 此 外 ,各 种 渐 近 方法 也 得 到 进一步 充实 
和 发 展 . 

伴随 着 物理 学 、 力 学 化 学 、 生 物 学 、 地 学 、 经 济 
学 等 各 门 科 学 的 发 展 ,数学 物理 研究 的 内 容 和 方法 
也 必 将 更 加 丰富 和 深化 ,同时 数学 物理 中 的 许多 方 
法 和 结果 对 于 这 些 科学 的 研究 和 工程 技术 的 进步 也 
必 将 发 挥 更 大 的 推动 作用 . 此 外 ,数学 物理 的 研究 也 
是 产生 数学 的 新 思想 、 新 对 象 、 新 问题 及 新 方法 的 源 
泉 , 因 而 对 数学 的 发 展 也 具有 重大 的 促进 作用 . 

数学 物理 方程 (equations of mathematical 
physics) 数学 物理 研究 的 主要 内 容 . 指 物理 学 等 
自然 科学 及 技术 中 所 提出 的 常 微分 方程 . 偏 微 分 方 
fg .积分 方程 及 微分 积分 方程 , 

早期 建立 的 数学 物理 方程 有 根据 牛顿 引力 理论 
推导 出 的 描述 引力 势 的 拉 普 拉 斯 方程 和 泊 松 方程 . 
而 在 连续 介质 力学 中 ,从 质量 动量. 能量 守 恒定 律 
出 发 ,建立 了 流体 力学 中 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 组 
《有 粘性 ) 和 欧 拉 方程 组 (无 粘性 ) 以 及 弹性 力学 中 的 
圣 维 南方 程 组 等 . 另外 ,描述 波 的 传播 的 波动 方程 、 
描述 传 热 和 扩散 现象 的 热传导 方程 也 都 是 古典 的 数 
学 物理 方程 . 

B 19 世纪 开始 ,相继 出 现 了 大 量 数学 物理 方 
程 , 其 中 最 基本 的 有 描述 电磁 场 变 化 的 麦克 斯 万 方 
程 ,描述 微观 粒子 的 薛 定 铁 方 程 和 狄 喇 克 方程 ,广义 
相对 论 中 确定 引力 场 的 爱 因 斯 坦 方 程 和 在 基本 粒子 
研究 中 有 重大 作用 的 杨 - 米 尔 斯 方程 等 . 

在 研究 光 辐 射 . 中 子 迁 移 以 及 气体 分 子 运 动 的 


过 程 中 ,导出 了 辐射 迁移 方程 ,中 子 迁 移 方程 和 波 尔 
兹 曼 方 程 , 它 们 都 是 微分 积分 方程 .在 进一步 研究 带 
电 粒 子 在 磁场 中 的 运动 时 ,建立 了 流体 力学 方程 的 
‘AA. 而 研究 具有 扩散 现象 的 化 学 反应 导致 了 反应 
扩散 方程 的 建立 . 

对 于 建立 的 数学 物理 方程 ,需要 做 出 各 种 附 有 
具体 条 件 而 构成 典型 问题 的 解 . 然后 根据 实际 测 得 
的 结果 来 检验 和 修正 相应 的 物理 理论 . 通过 求解 物 
理 方程 ,使 人 们 对 自然 现象 获得 更 加 深刻 的 认识 ,并 
能 预见 新 的 现象 . 

数学 物理 方程 中 有 许多 是 线性 方程 ,对 应 于 它 
们 已 经 有 很 多 求 准确 解 的 方法 ,如 分 离 变 量 法 、 积 
变换 法 、 复 变 函 数 法 等 . 解 有 时 能 用 各 种 初等 函数 和 
超越 的 特殊 函数 来 表示 ,但 这 些 仅 限于 较 特 殊 的 情 
况 .更 多 的 数学 物理 方程 是 非 线性 方程 或 方程 组 ,其 
求解 方法 一 般 都 很 复杂 , 且 只 有 少数 问题 有 精确 解 . 
而 得 到 准确 解 的 有 效 方 法 之 一 是 利用 问题 的 对 称 
性 ,例如 球 对称 性 、 轴 对 称 性 和 相似 性 ( 量 纲 分 析 ) 等 
来 求解 , 它 可 减少 目 变 数 , 进 而 化 为 常 微分 方程 去 求 
特 解 . 对 于 大 量 的 不 能 获取 准确 解 的 问题 ,往往 设法 
求 出 近似 解 , 例 如 , 摄 动 法 就 是 一 种 重要 方法 .伴随 
电子 计算 机 而 迅速 发 展 起 来 的 数值 解法 是 求解 数学 
物理 问题 的 极为 有 效 的 方法 .近年 来 ,与 孤立 子 、 杨 - 
米尔 斯 方程 等 近代 理论 的 研究 密切 相关 的 ,正在 发 
展 着 求解 非 线性 方程 的 新 方法 . 

随 着 科学 和 技术 的 进步 ,新 的 数学 物理 方程 将 
不 断 出 现 , 而 其 产生 和 应 用 的 范围 已 经 且 更 多 地 超 
出 传统 的 力学 .物理 学 .天 文学 等 领域 ,例如 在 化 学 、 
生命 科学 和 社会 科学 等 各 个 领域 均 涉 及 数学 物理 方 
程 的 重要 应 用 . 

数学 物理 方法 (method of mathematical phy- 
sics) ”人 研究 数学 物理 问题 的 基本 数学 理论 和 方法 . 
它 包 含 复 变 函数 分离 变 量 法 积分 变换 、 特 殊 函 数 、 
变 分 法 .调和 分 析 . 泛 画 分 析 及 近代 发 展 起 来 的 微分 
几何 .代数 几何 等 . 它 的 内 容 将 随 数学 物理 的 发 展 而 
不 断 充 实 . 

数学 物理 中 的 反问 题 (inverse problems in 
mathematical physics) 数学 物理 研究 的 一 类 重要 
问题 , 指数 学 物理 方程 非 正 常 意 义 下 求解 的 问题 . 通 
常 在 科学 研究 和 工程 技术 中 出 现 的 偏 微分 方程 问题 
分 为 两 类 . 一 类 是 对 方程 的 定 解 问题 要 求 出 问题 的 
解 或 揭示 解 的 某 些 性 质 , 它 起 着 由 因 推 果 的 作用 , 称 
为 正 问题 , 另 一 类 是 由 于 在 所 考查 的 方程 定 解 中 出 
现 某 些 不 确定 的 因素 ,还 须 利用 预先 给 定 解 的 一 些 
附加 信息 和 寿 干 定 解 条 件 , 欲 确定 诸如 方程 中 某 些 
项 的 系数 、 源 项 .部 分 定 解 条 件 以 及 描述 解 存 在 区 域 
的 形状 等 一 些 特定 因素 问题 ;或 者 是 在 讨论 某 些 非 
线性 偏 微分 方程 问题 中 所 涉及 的 需 通过 散射 体外 的 


场 的 测量 来 确定 散射 体内 部 结构 等 的 逆 ( 反 ) 散 射 间 
题 . 这 一 类 问题 统称 为 反问 题 , 它 起 着 由 果 寻 因 的 作 
用 ,是 近代 发 展 起 来 的 十 分 活跃 且 具 有 重要 应 用 的 
课题 . 

数学 物理 中 的 反问 题 来 源 且 应 用 于 资源 勘探 、 
大 气 物 理 . 航 天 工作 ,海洋 工程 ,大气 测量 .遥感 技 
术 、 控 制 与 识别 、 医 疗 诊 断 与 材料 无 损 探伤 .遗传 工 
程 及 量子 力学 等 广泛 的 科技 领域 . 例如 ,在 地 球 物 理 
勘探 中 ,通过 测量 地 震波 来 判断 地 球 内 部 的 结构 或 
地 下 矿藏 的 位 置 ; 在 无 损 探 伤 中 ,用 红外 线 扫描 来 探 
测 固体 材料 中 的 内 部 缺陷 ,利用 XX 光 分 层 扫描 构 像 
来 作 医 学 诊断 等 ,都 是 在 研究 对 象 非 直接 接触 的 情 
况 下 ,利用 特定 的 办 法 来 获取 有 关 的 某 些 信 息 , 再 化 
为 数学 上 的 反问 题 来 处 理 的 ,而 在 量子 物理 中 , 则 有 
利用 散射 资料 来 反 求 位 势 的 逆 散 射 问题 ， 

依据 微分 方程 所 给 出 的 定 解 条 件 和 待定 因素 的 
不 同 , 反 问题 有 许多 不 同 的 提 法 ,一 般 地 ,在 经 典 意 
义 下 它们 往往 是 不 适 定 的 . 对 于 反问 题 的 研究 还 不 
成 熟 , 目 前 已 应 用 的 主要 方法 有 :代数 方法 , 拉 东 变 
换 ,频谱 分 析 , 偏 移 理 论 , 逆 散射 微 扰 论 ,最 优化 设计 
及 各 种 正则 化 方法 等 . 然而 这 些 方法 的 应 用 都 有 一 
定 的 限制 ,许多 反问 题 尚 待 新 的 方法 的 研究 和 解决 ， 

数学 物理 中 的 几何 方法 (geometrical methods 
of mathematical physics) ”数学 物理 的 重要 方法 之 
一 : 指 研究 物理 学 (特别 是 相对 论 和 规范 理论 等 近代 
物理 学 分 文 ) 所 应 用 的 现代 微分 几何 学 的 基本 理论 
和 方法 . 

伴随 着 20 世纪 中 相对 论 的 伟大 发 现 , 使 得 以 法 
国 数学 家 嘉 当 (Cartan ,H. ) 为 首 的 一 些 数 学 家 对 于 
几何 学 和 分 析 学 之 间 的 关系 提出 了 新 的 认识 , 即 一 
方面 ,分 析 学 是 研究 几何 学 的 基础 ; 另 一 方面 ,几何 
学 的 研究 自然 地 导致 某 些 工具 的 发 展 ( 诸 如 李 导 数 
和 外 微分 ) ,以 及 某 些 概念 的 出 现 ( 如 流 形 .纤维 从 和 
何 量 与 求 导 的 同化 ) ,它们 在 分 析 学 的 应 用 中 十 分 有 
H. 而 从 近代 的 观点 来 看 ,几何 学 仍 依附 于 分 析 学 . 
例如 ,微分 几何 的 重要 概念 一 一 微分 流 形 是 用 实数 
和 可 微 函 数 来 定义 的 . 

几何 概念 与 分 析 概 念 之 间 所 发 展 的 这 种 密切 关 
系 , 使 得 现代 微分 几何 对 理论 物理 变 得 越 来 越 重要 . 
在 理论 物理 中 ,微分 几何 大 大 地 简化 了 数学 方法 ,并 
使 得 人 们 能 更 深刻 地 理解 物理 . 同时 ,这 种 变革 不 仅 
影响 了 含 几 何 学 内 容 的 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 ， 
而 且 也 影响 到 其 他 一 些 物理 领域 ,其 中 涉及 的 几何 
并 非 总 是 物理 空间 的 几何 ,而 是 更 为 抽象 的 变量 空 
间 . 这 些 领域 有 电磁 学 .热力 学 .哈密 顿 理论 .流体 动 
力学 和 基本 粒子 物理 学 . 

近年 来 迅速 发 展 的 大 范围 分 析 , 也 是 经 典 分 析 
与 几何 的 综合 , 它 已 成 为 处 理 非 线性 现象 的 一 种 重 
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要 数学 工具 ,其 应 用 范围 已 远 远 超出 了 物理 学 . 

数学 物理 中 的 不 适 定 问题 (ill-posed problem 
in mathematical physics) 一 个 经 典 数 学 物理 方程 
的 定 解 问题 . 即 法 国 数学 家 阿达 马 (Hadamard , J. 
CS. )) 意 义 下 的 不 适 定 问题 . 如 果 它 不 同时 满足 下 
IB = PEER: 

1. 解 是 存在 的 ; 

2. 解 是 惟一 的 ; 

3. 解 连续 依赖 于 定 解 条 件 ; 
则 称 该 问题 (在 阿达 马 意 义 下 ) 是 不 适 定 的 .不适 定 
问题 的 典型 例子 是 拉 普 拉 斯 方程 的 柯 西 问题 : 


U rr T Uyy = 0, 
u(x,0) = olr), 


u,(r,0) = P(x). 
其 数据 wz),%Gz) 作 微小 的 变动 时 ,其 解 往 往 会 发 
生 很 大 的 变化 , 即 该 问题 不 满足 上 述 要 求 3. 

其 他 一 些 不 适 定 问 题 有 :第 一 类 弗 雷 德 霍 姆 积 
分 方程 . 闭 回 热传导 方程 的 边 值 问 题 .波动 方程 的 狄 
利克 雷 问 题 及 求解 微分 方程 系数 的 反问 题 等 . 

在 较 长 一 段 时 间 内 ,不 适 定 问题 被 认为 没有 物 
理 背 景 , 因 而 未 引起 足够 的 重视 . 20 世纪 70 年 代 以 
来 , 随 着 科学 技术 和 生产 的 发 展 , 提 出 了 许多 具有 实 
际 意义 的 不 适 定 问题 ,与 其 相应 的 数学 理论 和 近似 
解法 的 研究 也 获得 ele 苏联 数学 家 吉 洪 诺 夫 
(TuxonoB, A. H. ) 对 这 一 领域 做 出 了 重要 贡献 . 

数学 物理 中 的 直 " 方法 (direct method in 
mathematical physics) ”数学 物理 的 基本 方法 之 
一 . 指 求解 数学 物理 问题 的 近似 方法 . 它 是 伴随 着 变 
分 学 理论 和 电子 计算 机 的 发 展 而 发 展 起 来 的 . 目前 
应 用 的 直接 方法 主要 有 里 茨 方 法 `. 加 辽 金 方法 有限 
元 方法 和 差分 方法 等 . 应 用 直接 方法 处 理 问 题 时 , 需 
把 数学 物理 方程 的 问题 化 为 代数 方程 组 问题 而 求 其 
近似 解 . 这 个 方法 不 仅 可 以 解决 大 量 工程 技术 中 的 
问题 ,而 且 在 理论 人 研究 上 ,也 占有 重要 地 位 . 数学 物 
理 中 某 些 基本 问题 的 解 的 存在 性 和 一 些 非 线性 问题 
解 的 重要 性 质 ( 例 如 孤立 子 波 ) 就 是 利用 直接 方法 获 
得 的 . 

超 圆 法 (method of hypercircle) 解数 学 物理 
问题 的 一 种 近似 方法 . 它 是 由 美国 学 者 于 1947 年 在 
讨论 弹性 静 力 学 问题 时 提出 的 . 后 来 ,此 法 被 推广 到 
解 一 般 的 数学 物理 方程 边 值 问题 . 超 圆 法 实质 上 是 
一 种 函数 空间 方法 ,其 特点 是 将 泛 图 分 析 的 解析 概 
念 形 象 化 . 用 它 能 具体 地 给 出 问题 精确 解 的 上 、 下 
界 . 此 法 属 泛 郴 分 析 的 范畴 ,在 用 它 处 理 实际 问题 
时 , 需 研究 解决 三 个 问题 

1. 选择 什么 函数 或 函数 集合 来 对 应 于 函数 空间 
的 一 个 点 或 天 量 . 

2. 确定 函数 空 
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间 中 合适 的 数量 积 的 定义 ,并 给 


出 函数 空间 的 度量 

3. 定义 松弛 问题 题 , 即 定义 函数 空间 的 全 伴 和 天 量 、 
余 矢 量 和 齐 次 相伴 矢量 . 

SK c (Green's function) ” 亦 称 源 函 数 或 影 


We] PRN. 数学 物理 中 的 一 个 重要 函数 . 它 是 英国 数学 
家 格林 (Green,G, ) 于 1828 年 引入 的 . 数学 物理 方 
程 边 值 问 题 的 求解 往往 化 归 为 对 其 相应 的 格林 函数 
的 讨论 . 在 近代 量子 理论 的 研究 中 ,格林 晴 数 已 成 为 
极 有 力 的 工具 . 

im až (source function) Bl “te preg Be”. 

E Hu B BL influence function) BD ^f& bk PR 
Ao. 

反应 -扩散 方程 (reaction-diffusion equation) 
一 类 数学 物理 方程 . 指 描述 化 学 反应 和 扩散 相 耦 合 
的 数学 物理 方程 . 一 类 典型 的 耦合 的 反应 -扩散 方程 


可 表 为 如 下 形式 : 
Gy Lip (sd) a» 
(251,2, tE OT], xe Q) 

相应 的 初始 与 边界 条 件 为 


dO EW 


(2) 
icio (rE), 


B;[u; |=a; (x) Se "BE (r)u;—h,Cr) 


Q=]; D tC OT], «rE) (3) 
其 中 ,Q 是 尽 内 的 有 界 区 域 ,a0 为 QONWH GS 
0,8:20,H a+ 8,770 (Vx € dQ), fi 1,2) us vo 
及 hi(i 二 1,2) 均 为 已 知 函 数 . 


Id an 上 的 外 法 向 导数 ,六 是 如 下 形式 的 一 致 
MAAF: 


Leu tele 
(i = n 2. 
这 里 ,条 件 (3) 代 表 狄 利克 雷 、 Wi pte RUE R= RW 
界 条 件 的 组 合 . 
反应 -扩散 方程 是 近代 发 展 起 来 的 具有 广泛 应 
用 的 方程 ,属于 这 类 方程 的 著名 数学 模型 有 流行 病 
模型 .生物 化 学 模型 及 核反应 模型 等 . 这 类 方程 (组 ) 
属于 半 线 性 方程 组 ,通常 具有 行 波 解 且 当 1 一 o0 时 ， 
解 趋 于 相应 的 椭圆 型 方程 组 对 应 边 值 问题 的 解 ( 称 
为 平衡 解 ). 
理论 物理 (theoretical physics) 物理 学 的 分 支 
学 科 . 通常 是 指 理论 力学 .热力 学 .统计 物理 学 .电动 
力学 及 量子 力学 等 学 科 的 总 称 . 主要 是 指 物理 学 中 
的 各 种 理论 框架 , 它 稀 可 以 指 从 第 一 性 原理 ( 即 物 理 
ree om 守恒 定律 , 拉 格 明 
日 量 和 等) 出 发 经 演绎 ,推理 归纳 建立 的 理论 ,也 可 以 
e MER RYE. 简 言 之 ,是 从 


理论 上 前 明 有 关 的 现象 和 过 程 及 预言 当时 的 实验 还 
没有 发 现 和 验证 的 现象 . 是 相对 于 实验 物理 而 言 的 . 
是 从 各 类 学 科 的 普遍 规律 出 发 . BTR A AR BE He AI 
有 关 概 念 ,讨论 有 关 的 各 种 现象 及 实际 应 用 . 这 些 学 
科 的 研究 采用 演绎 法 . 从 一 般 到 特殊 ,并 且 较 多 地 应 
用 数学 理论 和 方法 . 

理论 力学 (theoretical mechanics) 力学 的 一 
个 分 支 . 是 用 经 过 科学 抽象 的 力学 模型 (如 质点 、 刚 
体 等 ) 研 究 物 体 机 械 运动 普遍 规律 的 基础 学 科 . 理论 
力学 一 般 分 为 静 力 学 .运动 学 和 动力 学 三 部 分 . COH 
常 依据 一 些 由 经 验 和 实验 建立 起 来 的 基本 概念 和 反 
映 理想 物体 运动 基本 规律 的 公理 .定律 作为 研究 的 
出 发 点 ,并 采用 数学 工具 进行 演绎 ,最 终 导出 各 种 以 
数学 形式 表达 的 力学 理论 . 


规范 场 论 


规范 场 (gauge field) 数学 物理 与 理论 物理 的 
重要 概念 之 一 . 一 种 与 定 域 变 换 不 变性 联系 在 一 起 
的 物质 场 , 它 传递 规范 变换 下 不 变 的 相互 作用 . 规范 
不 变 的 相互 作用 一 般 包括 电磁 作用 、 弱 电 统一 作用 、 
色 作 用 ( 强 作用 的 量子 色 动 力学 ) 等 具有 内 部 定 域 不 
变性 的 作用 . 在 引力 规范 场 理 论 中 还 包括 具有 时 空 
定 域 不 变性 的 引力 作用 . 相应 的 规范 场 分 别 为 电磁 
场 、 弱 电 统一 场 . 色 场 . 引 力 场 等 .其 量子 化 粒子 分 别 
为 光子 .光子 与 中 间 玻 色 子 、 胶 子 、. 引 力 子 等 . 与 内 部 
对 称 性 对 应 的 守恒 量 称 为 荷 . BA) 4n HR fep. 85 E 
SU(2) 69 UG) 荷 . 色 荷 . 带 荷 粒 子 与 规范 场 偶合 
等 . 荷 为 规范 场 的 源 , 规 范 场 传递 荷 间 的 作用 . 

规范 变换 概念 来 源 于 德国 数学 家 外 尔 (Weyl， 
(C. H. ) H. ). 他 在 1918 年 将 时 空 度 规 标 度 ( 即 规 
范 ) 的 定 域 伸缩 变换 与 电磁 势 的 定 域 变换 相 联 系 , 希 
望 以 此 构成 统一 的 引力 电磁 理论 ,但 未 获 成 功 . 1925 
年 ,量子 力学 建立 后 ,规范 变换 有 了 新 的 含义 . 在 量 
子 力学 中 有 一 种 新 的 不 变性 : 波 函 数 的 整体 相位 的 
选择 有 着 任意 性 , 相 因 子 的 改变 

(xt) > e^dCr,.t) (1) 
X] 7) 2E 5& BY UL es FC 9I. 

dx UK pa BC CE BE 2S BY 8E— ia E TR I BS eB 55 FR fnm 

成 正比 的 改变 
iea (x.t) 


dGr.t)—-exp ~p Lat), (2) 


并 要 求 量 子 力学 在 这 变换 下 不 变 , 则 必 有 一 相应 的 
矢量 场 4,(x,t), 它 在 变换 (2) 下 作 相 应 的 变换 ALO 
和 十 %a, 由 它 定义 的 场 强 正 好 为 麦克 斯 韦 方程 组 所 
描述 , 它 与 波 函 数 汉 所 擅 述 的 带电 粒子 的 相互 作用 ， 
正好 是 熟知 的 电磁 相互 作用 . 因此 , 它 就 是 电磁 场 的 
矢量 势 . 这 样 , 就 完成 了 由 外 尔 所 尝试 的 从 定 域 规范 


规 范 场 dt 


变换 不 变性 导出 电磁 理论 的 工作 . 只 是 ,规范 变换 已 
经 从 原来 的 定义 换 成 由 式 (1) 及 (2) 所 规定 的 相位 的 
变换 ,前 者 与 时 空 无 关 , 称 为 整体 规范 变换 ,后 者 与 
时 空 有 关 , 称 为 定 域 规范 变换 . 满足 定 域 规范 变换 下 
不 变性 要 求 的 场 , 称 为 规范 场 . 变换 (2) 在 数学 上 构 
成 单 参数 的 正 变 换 群 U(1), 这 种 变换 往往 被 称 为 
U(1) 定 域 规范 变换 . 电磁 场 就 是 U(1) 定 域 规范 变 
换 不 变性 所 要 求 的 规范 场 . 这 种 场 的 量子 就 是 光子 ， 
它 的 质量 为 零 , 自 旋 为 h, 是 传递 电磁 作用 ( 它 在 
U(1) 定 域 规范 变换 下 不 变 ) 的 量子 . 

上 述 U(1) 正 变换 群 是 可 以 对 易 的 . 即 先 后 两 次 
变换 的 次 序 可 以 对 易 ,在 数学 上 称 为 阿 贝 尔 群 ,而 同 
位 旋 的 转动 变换 也 构成 一 个 3 参量 的 正 模 变 换 群 
SU (2), 它 是 不 可 对 易 的 ,在 数学 上 称 为 非 阿 贝尔 
TE. 若 规 范 变 换 群 是 阿 贝 尔 群 , 则 定 域 规范 变换 不 变 
性 所 规定 的 规范 场 称 为 阿 贝 尔 规范 场 ; 大 规范 变换 
群 是 非 阿 贝尔 群 , 则 定 域 规范 变换 不 变性 所 规定 的 
规范 场 称 为 非 阿 贝尔 规范 场 . 

阿 贝 尔 规范 场 (Abel gauge field ) 
场 ”. 

非 阿 贝尔 规范 场 (non-Abel gauge field) JW, 
“规范 场 ” 

规范 变换 (gauge transform) 规范 场 理论 中 的 
重要 概念 . 在 内 部 空间 的 转动 下 , 场 量 w(z) 作 变换 

Q(x)! Gr) —exp[ —i0" T5, 1o, x), ae 
这 个 变换 称 为 规范 变换 . 当 群 参数 8 是 与 时 空 坐标 
x 无 关 的 常数 时 , 称 为 整体 规范 变换 . 当 群 参数 8 
是 时 空 坐标 xz 的 函数 8(x) 时 , 称 为 定 域 规范 变换 . 
在 整体 规范 变换 下 ,大 ”为 内 部 空间 表示 的 维 数 , 则 

了 

是 生成 元 T" By n ERR tin X nÓB Ee BJ BR P oe. n 
维 表 示 空 间 的 矢量 ODN n ATE G(r) (o= 1,2, 
n) BY 5S Jy 


见 “" 规 范 


Q(x) 
y Cx 
qr) — E f 
QC 
此 时 (1) 式 可 写成 
€' (x)—exp| —i0"T* (x), (2) 


由 于 0 SAT AER z 无 关 , 场 量 的 时 空 导 数 3o 
就 像 场 量 PCz) 一 样 变换 , 即 

9.D(z) 一 9.P' Gc) 2exp| 一 20 Jagr), (3) 
这 是 整体 规范 变换 的 一 个 重要 特点 . 物理 系统 在 内 
部 空间 的 对 称 性 ,通常 用 它 的 拉 格 朗 日 函数 在 式 (2) 
及 (3) 表 示 的 规范 变换 下 的 不 变性 , 即 

LP (x2,83,9' DSL pr) DPT)) (4) 
来 描述 . 在 定 域 规范 变换 下 , 场 量 按 
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Pr)>9' (x)=expL —:0 (T Joa) (5) 
的 规律 变换 ,而 场 量 的 导数 2.p(z) 的 变换 
0,002) — oP' (x) = exp[ — if Cx)T* Japar) 
— i9," T^exp[ — if Cx) T" ]gCx) 
Æ exp[ — iT" J8a,g(x), (6) 
从 而 £^ Ge! Cx2,8,9' (2 FL Clr), 8,9 C20. 这 就 
是 与 整体 规范 变换 的 本 质 差 别 . 由 量子 电动 力学 的 
启示, 按照 杨 -米尔 斯 的 观点 ,引进 规范 场 势 ALGO 
和 称 为 协 变 导数 的 量 DO. 
DUCI =a Asa)» 
A DS 1eA aT". (7) 
可 以 使 场 量 的 协 变 导数 Dp(z) 在 定 域 规范 变换 下 
有 和 场 量 wz) 同 样 的 变换 规律 ,从 而 把 在 整体 规范 
变换 下 不 变 的 拉 格 朗 日 函数 S] (Cr) 3,9 Cr) ,推广 
为 在 定 域 规范 变换 下 不 变 的 拉 格 朗 日 函数 
& (eG) ,Dep(z))， 即 有 
c (e! (x). D o x2) — p(x), Dor)), 
其 中 
QCGc)-—9' (x) —exp| —;0* CrT* PCz) 
D,gGc)—D',9! (x) 2exp| —:0* CX) T* 1D, (x) 
所 以 
AGO ANZ) + PP GO ALG) — MPG. (9) 


由 上 式 可 确定 规范 场 势 AZ Cr) FERN TG 28 th FYE 
规律 . 由 式 (7) 及 (8) 可 得 ( 略 去 高 阶 小 量 》 


ALT" = AT" — iB AT? + T°] 一 "LE 


(8) 


= ANT? + P? 8 (x) A uT* 一 LAT. 
这 就 是 规范 场 势 在 无 穷 小 变换 下 的 变换 规律 . 它 是 
与 p(x) 场 的 表示 T 无 关 的 . 
定 域 规范 变换 (gauge transform of definite do- 
见 “ 规 范 变 换 ”. 
整体 规范 变换 (integral gauge transform) J, 
“规范 变换 ”. 


main) 


规范 场 势 (potential of gauge field)” 见 “规范 
变换 ”. 
杨 -米尔 斯 理论 (Yang-Mills theory) 亦 称 规 


范 场 理论 . 数学 物理 与 理论 物理 的 重要 内 容 之 一 . 是 
研究 自然 界 基本 相互 作用 内 在 联系 的 理论 . 1954 
年 , 美 籍 华人 物理 学 家 杨振宁 和 米尔 斯 (Mills,R. 
L. ) 把 电磁 作用 是 由 定 域 规范 不 变性 所 决定 的 观念 
推广 到 不 可 对 多 的 定 域 对 称 群 ,提出 具有 定 域 同位 
旋 不 变性 的 理论 ,发 现 必须 引进 三 种 矢量 规范 场 , 它 
们 形成 同位 旋转 动 群 SU (2) 的 伴随 表示 . 这 就 揭示 
出 规范 不 变性 可 能 是 电磁 作用 和 其 他 作用 的 共同 本 
质 , 从 而 开辟 了 用 此 规范 原理 来 统一 各 种 相互 作用 
的 新 途径 . 
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在 杨 -米尔 斯 理论 中 的 基本 概念 一 一 规范 势 恰 
是 20 捞 纪 数学 家 深入 研究 过 的 纤维 从 上 的 联络 ;而 
这 一 理论 所 包含 的 杨 -米尔 斯 方程 则 是 一 组 在 此 之 
前 从 未 考虑 过 的 极 有 意义 的 非 线性 侦 微 分 方程 . 20 
HR 70 年 代 , 一 些 数 学 家 深入 地 研究 了 该 方程 ,这 
对 纯粹 数学 的 发 展 , 也 起 了 推动 作用 . 在 电磁 场 中 ， 
HH oR E M H OO) FA BS RB RB KR TE 
(Minkowski, H. ) 时 空中 的 反对 称 张 量 POA, w= 
1,2,3,4) 表 示 : 
CPi Fu Pa)=E, 
存在 电磁 势 A. E 
Ea eA |a - m (2) 


其 中 A, 可 允许 规范 变换 

A, > A’, =A, — ag (p 为 任意 图 数 ). (3 ) 
如 果 取 S=e*,SEU(1), 那 么 规范 变换 就 可 用 UU(1) 
群 的 李 代 数 x(1) 中 的 关系 表示 

1A, —i1A;—(OXSDS |, 

U CORE CER. SUK RRA B9 V OT a HE. 由 规范 场 
理论 ARE SLIEMA A baba € SUCI) CEA 
SU(2) 的 李 代 数 ), 它 们 也 有 规范 变换 


(Fa ask DHA (1) 


b'a = Sb,S7! — (3,S)S '!, (4) 
其 中 S 是 SC2) 值 函数 . 而 规范 场 有 强度 
Fi m Jib, ms 0,2; T ESAMI (5) 


这 里 ,规范 势 就 是 闵 科 夫 斯 基 空 间 ROE 
MA GX R” 上 的 联络 ,就 是 曲率 . 杨 - 米 尔 斯 还 
fe th XI yo, AY YZ PA 
— as n MT 4 
YM(b) = L| (Ps idiz, 


其 中 ( ，) 是 李 代 数 的 嘉 当 内 积 . 作 它 的 变 分 可 得 到 
纯 杨 -米尔 斯 方程 
1" (3,F at [b Foal) —0, 
这 里 EVA 1.1.1, — 1 为 对 角 元 的 对 角 阵 ,是 闵 科 
夫 斯 基 空 间 的 度量 张 量 . 
除了 闵 科 夫 斯 基 时 空 上 的 杨 -米尔 斯 方程 外 ,还 
有 一 般 的 可 定 问 的 四 维 歼 曼 流 形 上 的 杨 -米尔 斯 方 
FE. IX LETT EB AB FE Tt EAR AY SEZ PE Dh OT BSE 
们 的 求解 是 数学 家 研究 的 重要 课题 . 杨 -米尔 斯 场 还 
包含 其 他 许多 数学 问题 ,中 国 的 数学 家 与 物理 学 家 
在 规范 场 理论 的 研究 中 做 出 了 重要 贡献 . 
规范 场 理 论 (gauge field theory) ” 即 “ 杨 -米尔 
斯 理论 ”. 
杨 -米尔 斯 方程 (Yang-Mills equation) 
米尔 斯 理论 ”. | 
BASE H (gauge group) 规范 场 理论 术语 . 指 在 
规范 场 理 论 中 ,表达 内 部 空间 转动 的 概念 . 规范 群 用 
G 表示 , 它 的 元 素 写 作 
u (8) —exp| 一 z0T |, (1) 


见 “ 杨 - 


T* ER G 的 生成 元 ,满足 对 易 关 系 
人 (2) 
fF" RE G 的 结构 常数 . a,D,Y—15,2.* ,NN 是 群 
G 的 维 数 , 它 等 于 生成 元 的 个 数 .8 是 群 G 的 参数 ， 
称 为 群 参数 ,也 有 N 个 . SALIH SUG) HABA 
N= 二 nn 一 1, 就 有 一 1 个 生成 元 T? (a 二 1,2,…， 
?2 一 1). 群 元 素 的 表示 wu(0) 就 是 么 正 、 勾 模 的 矩阵 . 
生成 元 的 表示 就 是 厄 密 、 无 迹 的 矩阵 . 而 且 , 在 一 
1 个 生成 元 中 ,有 2 一 1 个 是 可 以 同时 对 角 化 的 . EE 
群 G 是 nn 维 实 空间 的 转动 群 ,那么 有 N= 
n(n 一 1)/2 及 n(n 一 1)/2 个 生成 元 . 它 的 表示 T, a= 
1,2,… ,n(n 一 1)/2, 就 是 厄 密 、 纯 虚 、 反 对 称 的 矩阵 . 
它 的 基本 表示 可 以 写作 
Ly=—i(E,—E;) 
CE) = O00 
0,)7—152,:,). 

群 的 生成 元 可 以 用 作 描 写 规范 场 粒 子 性 质 的 算 
符 . 在 具体 问题 中 ,选择 什么 样 的 规范 群 ,要 依据 场 
粒子 的 具体 性 质 及 粒子 之 间 的 相互 作用 规律 来 确 
定 , 例 如 ,在 量子 电动 力学 (QED) 中 ,采用 U(1) 群 ， 
生成 元 ==Q EREMAN. 

规范 场 的 几何 解释 (geometric interpretation of 
gauge field) 规范 场 理 论 术语 . 是 应 用 纤维 从 联络 
论 等 现代 微分 几何 理论 对 规范 场 的 解释 .实际 上 , 杨 
-米尔 斯 的 规范 势 就 是 闵 科 夫 斯 基 空 间 上 的 直 积 纤 
维 从 上 的 联络 ,规范 场 强 度 就 是 曲率 ,而 场 阻 数 就 相 
当 于 从 上 的 截面 . 

协 变 导数 (cooperative variable derivative) J 
“规范 变换 ”. 

路 径 积 分 表示 的 量子 理论 (quantum theory in 
path integral representation) 规范 场 理论 的 内 容 
之 一 . 是 场 量子 化 的 一 种 重要 途径 ,也 是 规范 场 量 子 
理论 中 常用 的 基本 方法 . 它 的 基本 特征 是 :其 中 的 量 
子 动力 学 是 由 对 所 有 的 场 位 形 作 积分 来 描述 ,这 称 
为 路 径 积 分 . 费 因 曼 (Feynman,R.P. ) 首 先 按 这 一 
方法 为 量子 电动 力学 建立 了 一 个 自治 的 ,明显 相对 
论 不 变 的 微 扰 论 . 对 于 规范 场 的 量子 化 ,这 一 方案 已 
表明 是 最 方便 的 ,因为 它 以 最 简单 的 方式 考虑 了 相 
对 性 原理 :积分 不 是 对 所 有 的 场 位 进行 ,而 只 是 对 规 
范 等 效 的 类 进行 . 这 一 理论 的 基本 形 内 容 是 : 

1. 对 相 空 间 的 路 径 积 分 . 

2. 全 纯 表 象 中 的 路 径 积 

3. Ave rp. S 4B ER AE iz PR. 

4. 对 费 米 场 的 路 径 积 

5. 路 径 积 分 的 微 扰 性 质 . 
目前 ,路 径 积分 已 成 为 解决 弯曲 时 空 的 量子 场 论 的 
非常 有 效 的 数学 方法 . 它 不 仅 在 规范 场 . 量 子 力学 、 
量子 电动 力学 .统计 物理 学 等 已 获得 广泛 应 用 ,而 且 


(3) 


EXC ROB OT PLE DL BR AB AB SI AK OR $673 HB 
结合 ,对 于 规范 场 理论 的 发 展 发 挥 了 重要 的 作用 . 

黑 格 斯 机 制 (Higgs mechanism) 规范 场 理论 
术语 . 是 用 标量 粒子 场 来 实现 规范 对 称 性 自发 破 缺 
的 一 种 机 制 . 而 相应 的 标量 粒子 称 为 黑 格 斯 粒子 , 它 
是 自 旋 为 0 的 粒子 .规范 对 称 性 的 特点 是 对 应 于 每 
一 个 规范 对 称 性 ,有 一 零 质 量 的 自 旋 为 1 的 粒子 , 称 
为 规范 粒子 . 当 黑 格 斯 机 制 使 规范 对 称 性 破 缺 时 ,就 
使 黑 格 斯 粒子 的 种 类 减少 一 个 ,与 此 同时 ,相应 于 被 
破 缺 的 规范 对 称 性 的 自 旋 为 1 的 粒子 ,从 无 质量 变 
为 有 质量 ,而 其 独立 分 量 的 数目 由 2 增加 到 3, 增 加 
的 1 个 分 量 来 自 减少 的 黑 格 斯 粒子 分 量 . 重 的 规范 
粒子 传递 的 作用 力 程 短 , 轻 的 规范 粒子 传递 的 作用 
力 程 长 ,对称 性 自发 破 缺 前 性 质 相 似 的 规范 粒子 ,在 
对 称 性 目 发 破 缺 以 后 ,有 的 保持 零 质 量 , 有 的 获得 质 
量 , 它 们 传递 的 相互 作用 ,就 带 上 了 极 不 相同 的 性 
质 . 这 样 , 黑 格 斯 机 制 就 为 在 一 个 简单 的 规范 理论 基 
础 上 ,统一 诸多 性 质 各 异 的 相互 作用 提供 了 可 能 . 

黑 格 斯 机 制 为 格拉 肖 (Glashow,S.L. ). #4 (Aw 
(Weinberg, S. ), PELi (Salam, A. ) 提 出 的 弱电 统 
一 模型 黄 定 了 基础 . 黑 格 斯 机 制 是 一 切 统一 弱 作 用 、 
电磁 作用 和 强 作 用 的 大 统一 理论 中 必 不 可 少 的 部 
分 .在 规范 场 论 中 引入 黑 格 斯 机 制 时 ,会 随 之 出 现 一 
些 不 能 用 规范 理论 原则 来 规定 其 大 小 的 耦合 常数 ， 
这 些 同 黑 格 斯 粒子 有 关 的 耦合 常数 是 理论 中 无 法 确 
定 的 .对 此 ,一 些 物 理学 家 受 超 导 新 理论 的 启发 , 提 
出 新 的 看 法 ,认为 对 称 性 自发 破 缺 是 费 密 子 凝聚 的 
结果 (参见 “真空 对 称 性 自发 破 缺 ”2). 这 种 不 要 黑 格 
斯 粒子 的 机 制 称 为 动力 学 自发 破 缺 .有 一 些 物理 学 
家 认为 黑 格 斯 粒子 是 与 规范 粒子 、 费 密 子 一 样 的 基 
本 的 粒子 . 黑 格 斯 粒子 的 存在 性 尚未 被 以 往 的 实验 
肯定 , 它 是 今后 实验 研究 的 一 大 课题 . 

规范 粒子 (gauge particle) 见 “ 黑 格 斯 机 制 ” 

黑 格 斯 粒子 (Higgs particle) “BARA 
制 ”. 

黑 格 斯 场 (Higgs field) 规范 场 理论 术 语 . 指 
构成 黑 格 斯 机 制 的 物质 场 . 其 拉 格 明日 密度 是 

dm apt op -Epp lpt gy 
(2<0,A>0). 
它 的 内 部 空间 可 能 有 多 个 分 量 , 但 是 , 它 在 时 空空 间 
却 只 有 一 个 分 量 , 因 而 也 称 之 为 标量 场 , 与 之 相应 的 
粒子 的 自 旋 为 0. 它 与 通常 的 标量 场 不 同 ,x 二 0, 且 
有 自 相 互 作用 ,4 闫 0. 黑 格 斯 场 具 有 两 面 性 的 破 缺 对 
称 性 的 特点 . — 21 IB] GE T RE ER CREER IER E 
虚 的 ), 在 内 部 空间 反射 变换 下 , 拉 格 朗 日 密度 是 对 
称 的 ,而 真空 是 破 缺 的 ; 另 一 方面 ,对 应 于 实质 量 , 其 
真空 是 对 称 的 ,而 拉 格 明日 密度 是 破 缺 的 . 黑 格 斯 场 
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与 规范 场 结合 构成 黑 格 斯 机 制 . 

重 正 化 方法 (renormalization’s method) 规范 
场 理论 的 一 种 方法 . 指 克 服 应 用 微 扰 理 论 于 量子 场 
论 计 算 过 程 中 出 现 的 发 散 困 难 而 采用 的 方法 . EIE 
化 方法 包括 两 个 步骤 . 首先 ,把 发 散 积 分 中 的 极限 情 
D , 称 为 正规 化 . 然后 ,把 理论 中 出 现 的 场 量 、 参 数 重 
新 定义 ,用 抵消 项 消除 正规 化 了 的 发 散 部 分 ,使 计算 
结果 成 为 有 限 且 有 意义 ,这 称 为 重 正 化 . 正 是 因为 有 
了 重 正 化 方法 ,量子 电动 力学 才 成 了 一 门 十 分 精确 
的 理论 . 量子 规范 理论 (包括 电 弱 统一 理论 .量子 色 
动力 学 和 大 统一 理论 ) 的 情况 虽然 比 量子 电动 力学 

杂 , 但 它们 的 重 正 化 问题 也 已 获得 解决 , 重 正 化 是 

一 个 涉及 面 较 广 的 研究 课题 , 粒子 物理 ,统计 物理 
等 ,都 可 过 到 重 正 化 问题 . 对 于 像 有 束缚 态 时 的 重 正 
化 ,弯曲 时 空 量子 场 论 的 重 正 化 等 一 些 很 有 意义 的 
问题 ,都 有 待 深入 探索 . 现代 的 重 正 化 理论 并 非 只 
应 付 发 散 困 难 , 它 还 可 通过 重 正 化 群 方法 给 出 物理 
上 的 新 预言 .例如 ,关于 渐 近 自由 预言 . 重 正 化 方法 
也 有 其 局 限 性 , 它 不 能 解决 微 扰 近 似 方 法 本 身 所 固 
有 的 问题 ,如 微 扰 级 数 收 敛 问题 及 强 耦 合 不 能 用 微 
扰 方 法 的 问题 等 . 

重 正 化 (renormalization) 见 “ 重 正 化 方法 ” 

重 正 化 群 (renormalization group) 量子 场 理 
论 中 的 一 个 概念 . 指 描述 量子 场 论 中 重 正 化 的 格林 
图 数 ( 包 括 和 矩阵 元 ?的 变换 规律 的 群 . 重 正 化 中 ,分离 
发 散 部 分 的 方法 并 非 惟一 . 在 分 离 时 总 要 引入 可 变 
动 的 质量 参数 pw, 这 相当 于 所 选取 的 质量 标 度 是 不 
惟一 的 .由 此 , 重 正 化 的 格林 果 数 必 随 y 而 变 , 而 物 
理 的 结果 则 不 随 py 而 变 . 这 种 不 变性 可 看 做 是 一 种 
“BE AIAN ETE oe 是 此 群 参数 . 这 个 群 即 为 重 正 化 群 
(在 统计 物理 学 和 固体 物理 学 中 , 重 正 化 群 是 半 群 ). 

20 世纪 70 年 代 初 , 卡 伦 (CCarlven,C. ) 和 西 曼 
吉 克 (Seamanjick,K. ) 给 出 了 表达 重 正 化 的 格林 孙 
数 与 参数 e 之 间 关 系 的 微分 方程 ( 称 为 卡 伦 - 西 曼 吉 
克 方 程 ). 后 来 ,一 些 学 者 在 此 基础 上 导出 了 在 大 的 
动量 能 量 传递 下 量子 色 动 力学 的 渐 近 自由 性 质 , 这 
些 性 质 后 来 被 实验 证 实 . 重 正 化 群 方 法 还 被 有 效 地 
用 于 凝聚 态 相 变 和 临界 现象 的 研究 ,取得 了 很 好 的 
结果 . 

量子 色 动 力学 (quantum chromodynamics ) 
规范 场 理 论 的 重要 内 容 之 一 .一 种 可 重 正 化 的 强 相 
互 作用 的 规范 理论 . 它 描述 组 成 强 相互 作用 粒子 ( 强 
子 ) 的 夸克 和 与 自 旋 为 1 的 规范 粒子 一 一 胶 子 之 间 
的 相互 作用 , 且 可 以 统一 地 描述 强 子 的 结构 和 它们 
之 间 的 强 相互 作用 . 量子 色 动 力学 是 严格 的 SU (3) 
对 称 的 规范 理论 . 它 的 突出 特点 是 这 种 规范 作用 具 
有 渐 近 自由 的 性 质 , 即 在 夸克 (以 及 可 能 存在 的 标量 
粒子 ) 的 数目 不 很 多 的 条 件 下 ,相互 作用 的 耦合 常数 
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随 能 量 的 增高 而 变 小 ,在 高 能 下 可 以 比 1 7 EB 
而 高 能 (小 距离 ) 行 为 可 用 微 扰 论处 理 . 虽然 量子 色 
动力 学 还 存在 一 些 基 本 问题 ,但 它 是 强 作 用 基本 理 
it. 

规范 场 的 动力 学 模型 (dynamics model of 
gauge field) 动力 学 模型 之 一 . 指 用 拉 格 朗 日 函数 
来 描述 杨 -米尔 斯 场 与 物质 场 相 互 作用 的 动力 学 模 
Ru. 

l. 旋 量 场 情 况 ; 若 此 场 多 重 态 W(x) 实现 了 一 
个 单纯 紧 致 规范 群 N RR D Con , Wi] dr fi BB H BR 
数 有 如 下 形式 

L — C yy tip), DG) -méCGOogCG). (D 

其 中 Sy wt LS BP -AK OR BH Fi B H ea BX 


2 li Pa "a 
L ym -一 ge uy PAY 9 (23 


M Z yy dic BRAN HBL fag eS |] Hi] E R Ec. 在 旋 量 场 的 标 
积 中 ,要 对 内 部 自由 度 的 指标 求 和 . 如 质量 写成 
my TIT) = mp, xr) plr), (3) 
BA 
CD, Cr)),— 9,44 Cx) — PCA, Cr) plr), (4) 
这 里 A,(x) 表 示 规 范 场 (是 在 紧 致 半 单 李 群 的 李 代 
AP RAY RID. ECA, Dau = ALL CT Ds 
(GCT a CP TO REAR BOG T^ 在 由 场 W xz) 所 实 
现 的 表示 中 的 矩阵 . 有 
dGOY,D, GO =i GOY,.(G,d (x) 
— A; GO Dai Cr). (5) 
| 20. IEA SU (2), 而 场 y(x) 实 现 了 这 个 群 
的 基础 表示 , 则 


(PC4 Du —— ALGO. (6) 
这 里 c FEY A. SEAN TAR BI H eC 
gf — — 1. (3,42 — 3, Ai E e" ALAS)? 
Ag 


Hir, Gu T Ate D — mds (7) 
若 规 范 群 是 SU(3) 且 旋 量 y(x) 实 现 其 基础 表 
示 , 则 相应 的 拉 格 朗 日 函数 为 


iiy, Cat Airy) — mgp, (8) 


其 中 f*(a.,5,c—1,-,8) E SU (3) 群 的 结构 常数 ， 
H A" 是 盖 尔 曼 和 矩阵. 后 一 拉 格 朗 日 精 数 应 用 于 强 相 
互 作 用 理论 中 ,此 时 , 旋 量 y RUNES HD T ÁO 
尔 斯 场 称 为 胶 子 ,而 内 豪 空间 称 为 色 空 间 . AE ERK 
规范 群 为 单纯 群 的 例子 中 ,所 有 相互 作用 只 由 一 个 
单一 耦合 常数 表征 . 相互 作用 的 这 种 普 适 性 是 杨 - 米 
尔 斯 理论 的 一 个 特点 . 

2. 标量 场 情况 . 若 场 多 重 态 or) KA T A 


紧 致 群 Q 的 一 个 实 表示 工 (w), 则 规范 不 变 的 拉 格 


朗 日 函数 为 


2 
ee S F D,eD,e — pp — VG. (9) 


其 中 Dig APE PE Dg 二 9.9 一 了 (4%)9,89 为 电信 
空间 的 标 积 ,V CO TEE OMI E 2 不 变 的 一 个 三 次 
或 四 次 型 . 车 0 二 SU (2), 而 场 2 实现 伴随 表示 p= 
9"《a 二 1,2,3), 则 相应 的 公式 为 


f= SL ym 十 Tap E ge" Abt)? 


2 
c 797 Il A Cop Y, (10) 


Kom HS a LA GEL BH ER RE HR 
udis 式 (10) 经 适当 改动 后 ,能 在 杨 - 米 尔 斯 

论 的 框架 内 描述 有 质量 的 矢量 场 . 而 为 天 量 场 产 
a 
SU (2) 为 例 说 明 此 效应 . 首先 考虑 标量 场 属 伴 随 表 
示 的 情况 . 选用 如 下 拉 格 明日 函数 


V V wt Og Xe Y. AD 


式 (11) 与 (10) 的 差别 在 于 常数 项 一 yj Roo 7r m 
的 符号 .表面 上 , 式 (11) 描 述 带 有 虚 质 量 的 粒子 , 因 
而 没有 物理 意义 . 实际 上 ,9 平方 项 只 是 在 ?一 0 是 
稳定 平衡 点 ,因而 是 势能 极 小 值 时 , 才 起 质量 项 的 作 
H. 上述 情况 下 ,势能 为 
UA = | Loki + y De De 
+ A (gg — u^ yd 
(Oy Lye (12) 
位 形 q*—0, Az — 0 是 一 个 鞍点 ,对 应 的 平衡 是 不 稳 
定 的 .然而 ,也 存在 稳定 平衡 点 ,它们 对 应 于 等 于 零 
的 AL 和 有 固定 长 度 p= 的 常数 o 这 样 的 49 
使 得 组 成 势能 的 三 个 正 项 都 变 为 零 . 除 了 这 些 具 有 
平移 不 变性 的 极 小 值 之 外 ,势能 还 有 另外 的 极 小 值 . 
但 这 些 是 能 量 值 较 高 的 位 形 ,它们 仅 是 局 部 极 小 . 
为 确定 真空 的 质量 , 需 将 势能 在 真 极 小 值 周围 
展 成 泰勒 级 数 . 在 所 述 情况 下 ,平衡 点 是 简 并 的 ( 即 
该 平衡 点 是 系统 含 多 个 表示 能 量 最 低 态 或 基态 点 之 
一 ), 极 小 值 的 位 形 形 成 一 个 二 维 球 S , 它 上 面 的 点 
对 应 于 常 矢量 9 的 方向 . 用 n 表示 此 方向 ,将 对 应 的 
p ÆR n AMA p, =en. 车 将 位 形 空间 约 化 ， 
只 考虑 在 大 |z| 时 渐 近 地 和 某 一 个 p, 相合 的 场 p， 
则 这 一 简 并 消失 ， 自然 ,这 样 的 选择 破坏 了 常 参 数 
SU (2) 变 换 下 的 不 变性 (同位 旋 不 变性 ), 但 这 一 条 
件 并 不 与 动力 学 矛盾 ,而 且 和 p, 的 不 同 选择 对 应 的 
理论 在 物理 上 等 效 .通常 , 取 n= (0,0, D ,相应 的 9， 
— (0,0, 10. 转换 到 无 穷 远 渐 近 地 趋 于 零 的 p(z)， 
P(x) > P, + P(x) (139 
使 得 同位 旋 对 称 性 明显 地 被 破坏 ,而 拉 格 朗 日 函数 


规 场 


成 为 

> dis > Die" + Ca! 2+ (A2)?] 
Me v — At3,9!) 

cad (CAD? + CA2)) — ACg! AL- 9? A2) | 
mig 3 


2 y 
mieg I= poe A (op), 


mMm = ug ,ms-—2 Pd (14) 
这 虽然 破坏 了 同位 旋 不 变性 ,但 拉 格 明日 函数 和 边 
界 条 件 在 无 穷 远 趋 于 1 的 函数 w(z) 的 局 域 规范 变 
换 下 是 不 变 的 . 可 导出 在 新 变量 下 规范 变换 的 显示 . 
局 限于 无 穷 小 变换 
p (r)— — gee’ (wa (x) —mye"at (r)s (15) 
式 (14) 产 生 的 质量 谱 的 分 析 要 求 在 场 A,(x),9(x) 
的 规范 等 效 类 中 选择 代表 ， 即 必须 固定 规范 ， 可 选择 
下 述 方便 的 规范 条 件 
Qr) DC Ce) — O50 Ae) S05: X16) 
可 验证 ,对 于 充分 小 的 9g*(x), 相 容 性 条 件 是 满足 
的 .实际 上 
(9,A3) = Lla? — ge“a,( Aba‘), (17) 
而 0g “由 式 (15) 决 定 .与 规范 相应 的 算 符 MM 为 


M — |a 
a? 
0 9 十 7 — By | [a 
—|—s89'—m; 0 go s 
34,A1--A22, —Ala,—a,Ai | le 


(18) 
在 2 小 时 , 算 符 M 的 行列 式 是 
detM = midet| | + Olp), (19) 
因 为 第 一 项 不 是 零 , 所 以 在 微 扰 论 范 围 内 成 立 ， 
det M zE0 , Ti EHR ERI. 决定 质量 谱 的 平方 项 可 
写成 


V — OA; 


-3A HLA ) CAD] 
-lagap Zig? (20) 
上 述 理论 在 经 典 近似 下 ,描述 了 两 个 有 质量 矢量 场 、 
一 个 无 质量 矢量 场 及 一 个 有 质量 的 标量 粒子 . 因而， 
确实 是 有 两 个 秋 量 场 获得 了 质量 ,而 有 两 个 标量 场 
的 量子 消失 了 . 为 建立 使 所 有 三 个 矢量 场 都 得 到 非 
零 质 量 的 SU(2) 规 范 不 变 模型 , 需 考察 在 二 维 表示 
中 的 复 标 量 场 多 重 态 


p=| ?|， 2 一 0 (21) 
P 


规范 不 变 的 拉 格 庆 日 函数 是 
ie d D RE (22) 


其 中 D,g— 2,9 at Ato Ti o 1 MEERA 
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Sex) = spate (x) px), (23) 
Face AR ESATO Fp p= WE 9 
此 时 ,稳定 极 值 点 的 集合 形成 一 个 三 维 球 S^. AR 
除 简 并 ,选择 


wa) = li (24) 
H 
作为 极 小 值 . 可 验证 ,条 件 
g(x) = 0, Imge@(r) = 0 (25) 


是 一 个 容许 的 规范 . 在 此 规范 下 ,只 留 下 了 一 个 标量 
场 
1 


Reg (x)= Oa): 


过 渡 到 在 无 穷 远 渐 近 地 趋 于 零 的 场 
a(x) > 2n c), (26) 
所 得 到 的 拉 格 朗 日 函数 为 


2 
L 一 ss PF + TAA F 54,0, 


= mie T a c ALA‘ + Eo ALA 
em BM 
4m, 32m ' 
其 中 = 二 yg/ v 2 ,ms= 244. 
拉 格 朗 日 图 数 描述 了 三 个 有 质量 矢量 场 和 一 个 
有 质量 标量 场 的 相互 作用 .上 述 机 制 可 进一步 被 用 
于 建立 弱 作 用 和 电磁 作用 统一 的 规范 不 变 模型 ， 
统一 场 论 (unified field theories) 
研究 内 容 之 一 . 统一 地 描述 和 揭示 基本 相互 作用 的 
共同 本 质 和 内 在 联系 的 理论 . 55 FB EE 电磁 相互 
作用 、 强 相互 作用 及 引力 相互 作用 是 迄今 人 类 所 知 
一 切 物 理 现象 所 表现 的 相互 作用 . 寻求 建立 以 场 论 
为 基础 的 各 种 相互 作用 的 统一 理论 是 理论 物理 学 的 
19 fit £g rp up, Se ER BL 2E 2 2E vo rb (Maxwell, 
J. C. ) 的 电磁 理论 统一 了 电 与 磁 两 种 作用 ,成 为 历 
史上 第 一 个 描述 几 种 相互 作用 的 统一 理论 , 20 世纪 
初 , 美 籍 德国 科学 家 爱 因 斯 坦 (Einstein,A. ) 破 除 牛 
顿 引 力 论 中 超 距 作用 观念 ,将 场 的 观点 引入 引力 理 
论 而 创立 了 广义 相对 论 . 从 而 导致 了 以 统一 引力 场 
和 电磁 场 为 目标 的 统一 场 论 研究 热潮 .在 广义 相对 
论 中 引力 场 被 描述 为 时 空 的 弯曲 ,因此 ,设法 把 电磁 
场 也 和 时 空 的 其 他 几何 属性 联系 起 来 , 便 成 为 那 时 
统一 电磁 作用 和 引力 作用 的 理论 方案 的 核心 思想 . 
例如 ,德国 数学 家 外 尔 (Weyl,(C. H. ) H. ) 把 电磁 
场 和 时 空 的 尺度 变换 相 联 系 ; 卡 鲁 查 (Carocha , 工 . 
F. E. ) 和 克 莱 因 (Klein,A. ) 则 把 电磁 势 当 做 五 维 时 
空 度 规 张 量 的 部 分 分 量 ; 爱 因 斯 坦 则 将 时 空 的 度 规 
或 联络 从 对 称 的 推广 为 不 对 称 的 ,再 将 不 对 称 部 分 
590 


(27) 


理论 物理 的 


同 电 磁场 联系 起 来 . 这 一 时 期 研究 的 基本 特点 是 : 物 
理学 的 几何 化 ;所 有 理论 方案 都 只 考虑 经 典 场 ( 即 宏 
观 引 力 和 电磁 现象 ) 而 未 涉及 场 的 量子 效应 . 尽管 他 
们 的 方案 都 未 获 成 功 ,但 对 于 数学 中 微分 几何 的 发 
展 却 起 了 很 大 推动 作用 . 

伴随 量子 理论 的 兴起 ,在 深入 研究 微观 领域 的 
过 程 中 ,人 们 认识 到 基本 相互 作用 还 应 包括 微观 粒 
子 之 间 的 强 相 互 作用 和 弱 相 互 作用 ,从 而 扩大 了 统 
一 场 论 的 目标 . 20 世纪 50 年 代 初 ,德国 物理 学 家 、 
数学 家 海 森 伯 (Heisenberg ,W.K. ) 提 出 一 个 统一 场 
论 方案 :他 给 出 一 个 非 线 性 的 旋 量 场 方程 ,企图 由 它 
导出 基本 粒子 的 质量 谱 , 并 解释 它们 的 相互 作用 性 
质 , 但 未 获得 成 功 . 

1954 年 ,杨振宁 和 米尔 斯 (Mills ,R. L. ) 提 出 了 
规范 场 理 论 . 不 但 揭示 出 规范 不 变性 可 能 是 电磁 作 
用 和 其 他 作用 的 共同 本 质 , 而 且 开 辟 了 用 规范 原理 
来 统一 各 种 相互 作用 的 新 途径 . 经 过 科学 家 们 20 余 
年 的 努力 ,得 到 了 满意 的 将 电磁 相互 作用 和 蚤 相互 
作用 的 统一 理论 模型 一 一 电 弱 统一 理论 . 它 是 由 格 
ju Bj (Glashow,S. L. 2. ifi [f (Weinberg, S. fü pe 
fii HH (Salam, A. ) 提 出 的 电 弱 统一 模型 ,是 一 种 自发 
破 缺 的 规范 理论 模型 一 -- SU(2) x UCD 模型 . 

从 20 世纪 70 年 代 中 期 起 , 人们 又 开始 探索 统 
一 描述 弱 相 互 作用 、 电 磁 相 互 作用 和 强 相 互 作用 的 
规范 理论 一 一 大 统一 理论 . 电 弱 统一 理论 的 重大 成 
功 和 20 世纪 70 年 代 初 强 相 互 作 用 理论 研究 取得 的 
重大 进展 一 一 量子 色 动 力学 ,为 大 统一 理论 的 研究 
提供 了 较 坚 实 的 基础 . 大 统一 理论 的 基本 思想 是 : 通 
过 把 规范 群 由 SU(3) x SU(2) X UV(L) 扩大 到 某 个 
合适 的 更 大 的 单纯 群 例如 SU(5) ,把 夸克 和 轻 子 纳 
入 同一 个 大 的 表示 ,从 而 构造 一 个 把 强 、 电 磁 和 弱 三 
种 相互 作用 统一 起 来 的 规范 理论 . 到 目前 为 止 , 大 统 
一 理论 得 到 了 一 系列 重要 结果 和 令 人 感 兴趣 的 预 
言 , 但 也 存在 着 一 些 严 重 的 困难 和 问题 . 近来 ,这 个 
理论 在 两 个 方向 上 有 所 发 展 . 一 是 与 超 对 称 理论 结 
合 以 克服 规范 等 级 问题 ,同时 设法 使 质子 寿命 的 理 
论 预 言 值 变 长 ; 另 一 个 是 与 夸克 轻 子 的 下 一 层次 结 
构 相 联系 ,试图 在 更 深 一 层次 解决 一 些 悬 而 未 决 的 
问题 . 

统一 场 论 的 研究 正 是 目前 大 统一 理论 进一步 发 
展 的 结果 . 对 于 这 一 理论 的 许多 探索 和 尝试 均 不 成 
熟 , 距 离 建 立 一 个 满意 的 .完美 的 统一 场 论 的 理想 相 
距 甚 远 . 正 因 如 此 ,这 一 关系 到 自然 界 核心 奥秘 之 理 
论 的 研究 , 仍 将 是 理论 物理 的 重要 课题 之 一 . 


孤立 子 理论 


孤立 子 理论 (soliton theory) ”数学 物理 研究 的 


重要 内 容 之 一 . 处 理 力 学 及 理论 物理 等 许多 领域 中 
涉及 孤立 子 的 一 些 非 线 性 波 传播 问题 的 重要 数学 物 
理 方法 . 所 谓 孤 立 子 ,实际 是 非 线 性 ( 含 拟 线性 ) 方 程 
的 一 类 行 波 解 . 它 又 称 为 孤立 子 波 ,其 本 质 上 的 特征 
是 其 波形 和 速度 在 相互 碰撞 后 仍 能 保持 不 变 或 仅 有 
微弱 变化 . 

几 十 年 来 ,人 们 在 理论 物理 等 许多 领域 内 已 广 
泛 地 认识 到 : 非 线 性 可 以 产生 本 质 上 全 新 的 一 些 现 
象 , 而 这 些 现象 不 可 能 由 线性 化 方程 出 发 的 微 扰 理 
论 得 到 . 例如 ,一 个 标量 场 PCz,t) 的 Fitzhugn- 
Nagumo 方程 


p= Le, (-9(G'—-1) (-1<a<0) (1) 


提供 了 一 个 富有 局 发 的 例子 . 它 曾 被 建议 作为 神经 
脉冲 传播 的 一 个 简单 模型 . 虽然 此 方程 的 微分 部 分 
类 似 于 扩散 方程 ,但 它 有 一 个 作为 特 解 的 孤立 子 波 ， 
即 神经 脉冲 
p= tanAÀ(x — at), (2) 
方程 (1) 的 这 个 解 可 用 一 个 力学 模型 摩擦 ( 即 
8) 力 所 支 配 的 一 个 弹性 ( 即 9.;) 弦 的 运动 来 解释 . 可 
以 看 出 ,按照 描述 “一 士 1 附近 小 振动 的 两 个 线性 化 
方程 的 微 扰 不 可 能 得 到 这 个 解 . 
Á 1872 年 由 法 国力 学 家 、 理 论 物理 学 家 布 森 内 
斯 克 (Boussinesq,J. V. ) 先 得 到 孤立 子 解 (对 液 面 长 
波 解 来 说 ) 以 来 ,人 们 已 经 发 现 很 多 在 应 用 中 十 分 重 
要 的 含有 孤立 子 解 的 非 线 性 方程 ,例如 ,KdV (Ko- 
rteweg-deVires) 方 程 ,正弦 - 戈 登 方程 (Sine-Gordon 
或 SG FF), 3EZX TE BE XE 12 2) ER Sr. 这 些 是 典型 的 
非 线性 波动 方程 ,在 某 种 意义 上 具有 普 适 性 质 , 就 像 
经 典 的 线性 达 胃 贝尔 方程 那样 ,在 很 多 物理 现象 问 
题 中 都 可 以 遇 到 它们 . 例如 , 近 些 年 来 发 现在 等 离子 
体 光 纤 通 信 中 都 有 孤立 子 现象 ,科学 家 还 认为 神经 
细胞 轴 上 传导 的 冲动 .木星 上 的 红斑 等 都 可 看 做 是 
MEF. 孤立 子 不 仅 反 映 了 自然 界 中 一 类 广泛 的 非 
线性 现象 ,而 且 它 具有 波 和 粒子 双重 特性 ,这 引起 物 
理学 家 极 大 兴趣 ,尝试 用 它 来 描述 基本 粒子 . 同时 也 
促使 数学 家 对 研究 孤立 子 的 理论 给 予 更 大 的 关注 . 
逆 散 射 方法 (或 散射 反 演 方法 ) 是 求解 具有 孤立 
子 解 的 特殊 非 线 性 方程 的 重要 方法 . 这 一 方法 的 特 
征 是 将 这 类 非 线 性 问题 的 解 转 化 为 线性 问题 来 求 
fe . d] Fe Hh A (Gardner, C. S. ) 等 人 于 1967 年 
首先 对 KdV 方程 提出 的 . 他 们 发 现 KdV 方程 和 微 
分 算 子 的 特征 值 问 题 
-| sate p= Ad 
有 密切 的 关系 .特别 地 , 若 微分 算 子 
Eo 


dz’ 


ER it 


中 所 含 u( 称 为 位 势 ) 取 为 KdV 方程 的 解 时 , 算 子 的 
特征 值 4 与 时 间 t 无关. 于 是 求解 KdV 方程 的 初 值 
问题 可 以 转化 为 求解 上 述 特征 值 问题 的 正 问题 和 反 
问题 . 其 正 问 题 是 指 已 知 初 值 w(x,0) 二 f(x), 求 出 
与 算 子 

-| jatu 
的 特征 值 等 相关 的 一 组 量 . 这 一 组 量 称 为 散射 量 . 其 
反问 题 是 指 已 知 t 时刻 的 散射 量 来 反 求 位 势 ulr, 
t). 散射 量 本 身 随 时 间 上 的 演化 规律 通常 较 简 单 , 关 
键 的 过 程 是 求解 反问 题 ,而 这 一 步 通常 化 归 为 求解 
一 个 线性 积分 方程 . 伽 德 纳 等 人 用 这 种 逆 散 射 方法 
(又 称 IST) 成 功 地 解 出 了 KdV 方程 的 单个 孤立 子 
f ARAN 个 孤立 子 合 加 起 来 的 入 BMT eR. 
1968 年 ,拉克 斯 (Lax,P. D. 259 (i $8 48 4€ A Bip 3e Fi 
的 IST 方法 的 基本 思想 从 泛 函 分 析 的 观点 做 出 了 
更 加 明确 的 刻画 ,他 指出 KdV 方程 可 以 写成 L= 
[4, 了 形式 ,其 中 [4,Z 门 =47 一 L4, 也 和 4 为 与 zx 
有 关 的 线性 常 微分 算 子 . 由 于 它 在 孤立 子 理论 中 的 
重要 作用 ,后 人 便 将 它 称 为 拉克 斯 方程 ,并 将 其 世 
和 4 称 为 拉克 斯 对 . 此 后 又 有 许多 人 考察 了 一 类 二 
阶 和 矩阵 常 微 分 算 子 的 特征 值 问 题 ,导出 了 与 之 相连 
的 一 族 广泛 的 非 线性 演化 方程 ,并 建立 了 与 该 特征 
值 问 题 的 反问 题 相 关联 的 线性 积分 方程 .从 此 ,散射 
反 演 方法 逐渐 发 展 成 一 种 精确 求解 非 线 性 方程 初 值 
问题 的 重要 方法 . 

另 一 种 求解 方法 是 应 用 贝克 隆 (Backlund ,B. ) 
变换 ,这 是 一 种 将 方程 的 一 个 解 变 成 另 一 个 解 的 变 
换 . 利用 它 常 可 从 方程 的 平凡 解 ( 如 zx 一 0) 出 发 ,经 
简单 积分 或 代数 运算 导出 方程 的 一 系列 特 解 . 一 个 
HY | FE: By ruou ， 这 里 uy 是 由 

d 
ax 
9 [ uou, , 
at EE E Te c 
确定 的 . 只 要 wo 是 SG JEK NL TE 92 X3 73 
f (SG 方程 )”), 则 由 上 式 可 解 出 wi, 它 也 是 SG Jy 
程 的 解 . 式 中 4 为 自由 参数 .特别 地 , 取 平 凡 解 = 
Ry at 


0, np e 13 
4, = 4tan | exp ae |. 

这 是 SG 方程 的 一 种 孤立 子 解 , 称 之 为 扭 , 解 中 的 正 
负 号 分 别 代 表 两 种 相反 的 旋转 方向 ( 正 扭 与 反 扭 ). 
贝克 隆 变换 的 一 个 重要 性 质 是 它 的 可 交换 性 B, 
— B,B,, KP B, 表示 参数 为 a 的 贝克 隆 变换 . 由 此 
性 质 可 以 导出 解 的 非 线 性 全 加 公式 : 
Lata 

4,— à; 


其 中 us = By tosu: = Ba tosu = Ba Bato. W uo= 0 BT 
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uy — uUo 


2 , 


uy T us 
2 


| =asin 


1 


Ui — 49 


U, Uu, Ul Uy 
tan| —— — ——— | 
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的 uius BIA ERA“ SEE ESTESA Em 
加 公式 就 得 SG 方程 的 两 重 孤 立 子 解 
_ sinh(at/ Jla) 

cosh (x/ V 1—al) 


tan p 
4 a—ib,18 
ul _ sin (6t/ /1+6?) 
4| b cosh(x/ VIFO) 
图 象 为 正 扭 与 反 扭 周期 地 接近 又 离开 ,如 一 个 鼻孔 
呼吸 , 故 又 称 " 呼 吸 子 ” 应 用 贝克 隆 变 换 可 有 效 地 求 
出 一 些 非 线性 方程 的 特 解 , 其 中 有 些 用 散射 反 演 法 
难以 得 到 . 20 世纪 70 年 代 以 来 已 发 展 了 一 些 新 的 
方法 . 

散射 反 演 方法 之 所 以 获得 成 功 , 是 因为 它 所 处 
理 的 这 类 方程 都 可 以 写成 一 对 线性 方程 y, 二 UY 与 
d,—V9 的 可 积 条 件 Ya = pezo DR BN 

U,—V.--[U,V ]—0, 

这 里 U,V 是 某 些 方 阵 .凡是 可 以 作为 这 样 的 关于 VY 
的 线性 方程 组 的 可 积 条 件 的 非 线性 方程 , 称 为 可 积 
型 的 . | 

一 个 物理 量 n(x,t) 的 非 线 性 演化 方程 的 守恒 


tan 


律 可 用 散 度 形式 的 微分 方程 
QU oF 
ee — = 9 
at OX 


来 描述 ,其 中 守恒 密度 U 与 对 应 流量 下 都 是 依赖 于 
未 知 函 数 Gs D B9. 从 物理 学 上 讲 , 积 分 [Uds 就 是 


一 个 不 因 时 间 而 变化 的 物理 量 . RA OR STE BS HE. 


线性 演化 方程 有 无 穷 多 个 守恒 律 ,因而 也 有 无 穷 个 
守恒 的 物理 量 . 

非 线 性 物理 学 中 一 些 基 本 方程 诸如 规范 场 论 中 
的 自 对 侦 杨 -米尔 斯 方程 .引力 场 理论 中 的 轴 对 称 稳 
态 爱 因 斯 坦 方程 ,还 有 一 系列 流体 力学 、 非 线性 光 
学 .等 离子 体 物理 中 有 重要 应 用 的 方程 ,都 可 应 用 孤 
立 子 波 来 解释 某 些 物理 现象 . 与 此 同时 ,孤立 子 理论 
的 研究 大 大 丰富 了 数学 物理 方程 的 理论 并 促进 了 与 
之 相关 的 如 李 群 . 辛 流 形 、 代数 几何 、 函 数论 等 数学 
分 支 的 发 展 . 

IMF (soliton) WM“ MTEP”. 

孤立 子 波 (solitary wave) ” 见 “ 孤 立 子 理论 ”. 

拉克 斯 方程 (Lax equation) ” 见 “ 孤 立 子 理 
ie”. 

拉克 斯 对 (Lax pair) WIA fF Hic”. 

i AY 5j [5] BA HK (the method of inverse scat- 
tering problem) 亦 称 散射 反 演 法 或 反 散 射 变 换 法 
CST). 求解 具有 孤立 子 解 的 非 线 性 方程 的 一 种 数 
学 方法 . 这 方法 的 要 点 是 应 用 微分 算 子 的 特征 值 问 
题 并 将 非 线 性 问题 化 为 线性 积分 方程 求解 . 这 个 方 
法 首先 是 由 伽 德 纳 (CGardner,C.S) 等 人 于 1967 年 

592 


针对 KdV 方程 求解 得 到 的 . 他 们 发 现 KdV 方程 与 
微分 算 子 的 特征 问题 
-| ft 
密切 相关 . 当 微分 算 子 
-| atu 
中 所 含 u( 称 为 位 势 ) 取 作 KdV 方程 的 解 时 , 算 子 的 
特征 值 和 与 时 间 t 无关 .于 是 ,求解 KdV 方程 的 初 
值 问题 可 以 转化 为 求解 上 述 特征 值 问 题 的 正 问题 和 
反问 题 . EC TE [8] SE 48 E AUI ue Cm 400 =a (2K 
出 与 算 子 


p= ry 


du 

的 特征 值 等 相关 的 一 组 量 . 这 一 组 量 称 为 散射 量 . 其 
反问 题 是 已 知 上 时 刻 的 散射 量 来 复原 位 势 (r,t). 
散射 量 本 身 随 着 时 间 上 的 演化 规律 十 分 简单 ,关键 
的 步骤 是 求解 反问 题 ,而 这 一 步骤 归结 为 求解 一 个 
线性 积分 方程 . 这 样 , 最 后 求 得 KdV 方程 的 单个 孤 
Wt URAN 个 孤立 子 登 加 起 来 的 入 重 孤立 
子 解 .1968 年 ,拉克 斯 (Lax,P.D. ) 对 前 人 的 思想 从 
泛 隔 分 析 的 角度 作 了 更 加 明确 的 表述 ,指出 KdV 77 
BAW ARM L.=LA LIBR. PLA,LJ=AL— 
LA,L 和 A 为 与 x 有关 的 线性 常 微分 算 子 . 这 个 方 
程 称 为 拉克 斯 方程 , 它 在 孤立 子 理论 中 具有 重要 作 
用 . 此 后 又 有 许多 人 考察 了 一 类 二 阶 和 矩阵 党 微分 算 
子 的 特征 值 问 题 ,导出 了 与 之 相关 的 一 族 广 泛 的 非 
线性 演化 方程 ,并 建立 了 与 该 特征 值 问 题 的 反问 题 
相关 联 的 线性 积分 方程 组 . 自 此 之 后 , 逆 散 射 问题 方 
法 逐渐 发 展 成 一 种 求解 非 线性 方程 初 值 问题 的 系统 
方法 . 

散射 反 演 法 (scattering inversion method) BẸ 
“ 逆 散 射 问题 方法 ” 

反 散 射 变换 法 (the method of inverse scatter- 
即 “ 逆 散射 问题 方法 ” 

散射 量 (scattering quantity) 见 “ 闭 散射 问题 
方法 ” 

贝克 隆 变 换 (Backlund transformation) 35K 
某 些 含 孤立 子 解 的 非 线 性 方程 特 解 的 一 种 数学 方 
法 . 指 将 方程 的 一 个 解 变 为 男 一 个 解 的 一 类 未 知 函 
数 与 自 变 量 的 变换 关系 式 . 贝克 隆 变换 的 一 个 典型 
例子 是 求解 SG 方程 的 B 变换 B, :wo 一 ui， 其 中 uy, 


了 


ing transformation ) 


是 由 方程 组 
P| UU) -— - {| Uy dou 
Doom y c0 wr 
9 Ul 十 wo EE 1 ee UI Uo 
3t 2 -一 p sin 


确定 的 ,者 uo 是 SG 的 正弦 - 戈 登 方 程 解 , 则 由 上 了 式 


数 . 特别 地 , 取 平凡 解 内 一 0, 可 解 得 

x—at 
S 1d 
这 是 SG 方程 的 一 种 孤立 子 解 , 称 之 为 扭 , 解 中 的 正 
负 号 分 别 代表 两 种 相反 的 旋转 方向 ( 正 扭 与 反 扭 )， 
VL e dk He RU nef BOB, = B,B,, 其 中 B, 表 
示 参 数 为 a 的 贝克 隆 变 换 . 由 此 性 质 可 以 导出 解 的 
非 线 件 释 加 公式 ， 


Uz — Uy 


i—Atan |exp 


EET 
417-03 

其 中 u, = B, uosus— D, uo sua = Ba D, uo. HY ug =Q 时 

BY) ui stez s BA DEIR BY “HL” Be T R RAE Te AS 

加 公式 就 得 SG Fr Fe AY PA 8 OM TRE 

| sinA(at/ /1—a’) 

Er JÁ/1—ai) 


Ui Us 


tan tan 


tan Eu 
a 二 16 ,得 
u| |— sin(b/vV1+0) 
A g cosh(x/V1+6") 
图 象 为 正 扭 与 反 扭 周期 地 接近 又 离开 ,如 一 个 鼻孔 
呼吸 , 故 又 称呼 吸 子 .应 用 贝克 隆 变换 可 有 效 地 求 出 
一 些 非 线 性 方程 的 特 解 , 自 20 世纪 70 年 代 以 来 已 
发 展 了 不 少 新 的 贝克 隆 变换 方法 . 

MRF (breather) WEN EMER mR”. 

KdV 3j; f& (Korteweg-de Vries equation) — 
个 含 孤立 子 波 解 的 非 线 性 方程 . 其 形 如 

u,d-6uu,d-u,7—0 (或 U, — 6u, Fur 0). 
它 含 有 如 下 扳 立 子 波 解 ; 

u(x,t) =?2a sech’ [a Gr— 4a?t) ]. 

它 的 图 形 如 右 图 所 示 . 由 图 可 见 ,此 解 的 图 形 像 一 个 
孤立 的 脉冲 ,其 波峰 高 2a* ,速度 为 4a”. 这 种 波 解 的 
特征 是 其 波形 和 速度 在 相互 碰撞 后 仍 能 保持 不 变 . 

KdV 方 程 的 求解 
是 应 用 逆 散 射 问题 方 
法 的 典型 例子 . 其 解 表 
不 的 扳 立 子 波形 与 初 
始 图 数 uo (2) — u 6,0) 
密切 关联 . 例如 , 当 取 
us (XT)=2sechir (a= 
1) 时 ,可 得 到 解 为 u(x， O f 
t) — 2sech! (x — At) , iX 
即 是 上 述 的 单个 孤立 KdV 方程 孤立 子 波 解 的 图 形 


子 波 解 . 当 取 xz(Cz) 王 6sech2z (a 二 1) 时 ,可 得 方程 


的 解 为 
人 
UCL st) = | 3cosh(x— 28t) --cos A (3r — 360) |" 


当 |z| 值 很 大 时 ,此 解 由 分 开 很 远 的 两 个 孤立 子 波 组 
成 ,其 振幅 分 别 是 8 和 2. KdV 方程 与 应 用 物理 学 ， 
特别 是 基本 粒子 物理 学 中 的 许多 非 线 性 问题 密切 相 


tan 


u 


连 ,因此 它 引 起 物理 和 数学 家 的 高 度 重视 . 
正弦 - 戈 登 方程 (SG 方程 )(Sine-Gordon equ- 


ation) 一 个 合 孤 立 子 波 解 的 非 线 性 方程 . 其 形 如 
Uy — u,,- sinu (1) 
或 者 
Us, 一 sinu. (2) 


(方程 (1) 与 (2) 可 通过 可 道 坐标 变换 
e= (rt), y= (2-0) 


而 互相 转换 ). 

SG 方程 的 孤立 子 解 可 应 用 贝克 隆 变 换 法 获得 
(参见 “孤立 子 理论 ”). 因 它 与 近代 物理 学 的 非 线性 
问题 (特别 是 基本 粒子 的 孤立 子 现象 ) 的 密切 联系 ， 
使 得 物理 学 家 、 数 学 家 对 它 产生 了 很 大 的 兴趣 . 

JF £& E Bx XE 13 7; f£ (nonlinear Schrödinger e- 
quation) 一 个 含有 孤立 子 波 解 的 非 线 性 方程 . 其 
形 如 

iu, tun talul u=0 (a>0,i= /—1) 
它 与 诸如 非 线 性 光学 、 等 离子 体 的 离子 声波 等 理论 
物理 中 的 许多 非 线性 问题 密切 相关 . 它 的 解 可 应 用 
与 线性 苦 定 计 方程 的 特征 值 问 题 相 关 的 道 散射 问题 
方法 求 得 . 

投 达 晶 格 方程 (Toda lattice equations) ZR Ef 
RA. 一 个 含有 孤立 子 波 解 的 方程 组 . 指 描述 基本 
粒子 最 近邻 间 具 有 指数 相互 作用 的 微分 -差分 方程 
组 . 它 的 形式 为 

dé: 

di 
其 中 x, =x, G2 By PRAES gx Ee RES n P ECT BY AS bg. 
式 (1) 还 可 表 为 如 下 形式 

Ce C1 Ye (2) 
HH v,—=27,C,=exp(2,—2y.-1) C, >0. 

投 达 链 的 初 值 问题 可 用 逆 散 射 问题 方法 讨论 ， 
它 的 解 一 般 含 有 多 个 孤立 子 . 显然 ,它们 对 于 原子 和 
粒子 物理 学 的 许多 非 线 性 问题 的 研究 具有 重要 意 

投 达 链 (Toda chain) 即 “ 投 达 唱 格 方程 ” 

马尔 齐 考 方程 (Marchenko equation) 3X Sx Sf 
理论 中 的 一 个 重要 的 积分 方程 . 它 的 形式 为 

K(z,y) + M(s,y) 


= | KG MG. e y. cur. 


K(x,y)-—0 (34 « a); 
对 于 固定 的 z, 这 是 一 个 关于 未 知 图 数 K Gr s y XT BK 
的 Fredholm 积分 方程 ,通常 它 有 惟一 解 .如果 
天 (zy) 为 已 知 ,而 看 成 是 关于 未 知 图 数 M(x,y) 的 
方程 ,那么 它 就 是 对 于 任意 固定 的 > 是 (关于 >) 
Volterra 型 惟一 可 解 的 方程 . 


= ent “ne rn nm (—oo«in«oo), (1) 
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KP 方程 (Kadomtsev-Petviashvili equation) 

一 个 二 维 含 孤立 子 波 解 的 非 线 性 方程 . 其 形 如 
39, = (P + 390. + 9... (1) 

这 个 方程 的 平面 孤立 子 解 ( 类 似 于 多 维 波 方程 
的 平面 波 ) 可 以 从 马尔 齐 考 方程 得 到 .但 是 ,它们 对 
垂直 于 其 传播 方向 的 扰动 是 不 稳定 的 . 还 可 证 明 , 此 
方程 有 真正 的 二 维 孤 立 子 解 ,这 些 孤 立 子 彼此 没有 
相互 作用 . KP 是 至 今 多 维 且 具有 真 孤 立 子 解 的 惟 
一 已 知 的 方程 . 一 般 的 单 扳 立 子 解 具 有 形式 

9— 2 Fal orar sin Me dat) 
+ae”[ y 4- 2at cos (7) |l*}, (2) 
mg H8 BH d SX a 以 及 一 个 自由 选择 的 空间 和 
时 间 变 量 的 原点 . 不 难看 出 , |g| 在 各 个 方向 上 都 随 
Cr? t+ y?) 而 减 小 . 

布 森 内 斯 克 方 程 (Boussinesq equation) 一 个 
含有 孤立 子 波 解 的 非 线 性 方程 . 是 法 国力 学 家 、 理 论 
物理 学 家 布 森 内 斯 克 (Boussinesq,J.V. ) 于 1872 年 
在 浅水 波 的 研究 中 导出 的 . 其 形式 为 


Prr Pr n (o kT T9. 0. 


此 方程 代表 了 KdV Zi fi — AEE RFM F 
在 两 个 方向 上 传播 ,对 于 它 的 N 孤立 子 解 已 经 找 
到 . 

焦 斯 特 解 (Jost solution) K Æi Jj Rz HJ — A 
解 . FA Sf (Ro) Bean Be RA. A EA y A i 
TE 


jodido [e P gr) 


=V (ry(k,r), (1) 
其 中 V(r) 是 中 心 势 ,k 是 波 数 ,/ 为 非 负 整数 . 方程 
(1) 的 两 个 线性 无 关 解 表 为 w《k,7) 与 wil kor) ,它们 
满足 
zkr 

2 
其 中 JE v Br ÆR PRL ,而 


r—0 (kryt! 


1/2 
ui(k,r) = Juir), (2) 


u — OTF ity? = 
m baci. (4) 


2 
1/2 
De EE E HP Cer), (5) 
其 中 HO 是 > 阶 第 一 类 汉 克 尔 函 数 . 而 
W,G.r)——10DEGI-DIHIGQGn2-. (€) 


Shr 


Wu cus . e, (7) 
焦 斯 特 解 Siker) IE: 
linge ^ e *f(h,r)) — 1. (8) 


RR TE El Brie a f D F s fo 就 退化 为 Wi. 而 在 条 件 
594 


[Iv eo trár coo 02 0 (9) 

之 下 , 解 万 存 在 , 且 满 足 
lim{ 疡 (er) 一 ee }=0, (10) 
lim (f (kor) —ike™” + e^ =0, (11) 


焦 斯 特 函 数 (Jost function) 孤立 子 理 论 的 一 
个 重要 函数 . CHD RI KB et 
问题 中 起 重要 作用 的 一 个 函数 . 焦 斯 特 函 数 已 如 下 
定义 
FiCk)=(— kW fi (hor) Gor), (1) 
Ep fi (kor) 8 ref CS "8: Hr TEASE, 
Qa Gr) Àj BERE TS 7i FE LAE Aa AE. 


im (+D 776? akl —— (D 
及 
R= ib F(R) fi Coen) 
— YF fien). (3) 


mW Ufi Gi ra Gr) RR Silko) OCR) 的 朗 斯 
基 行 列 式 . BRM fF,(k) 的 一 个 重要 性 质 是 它 
满足 关系 

F,C— k) = (FíUOY (为 实数 ). (4) 
其 中 x RRB. UMAR REBAR 
原点 取 零 值 的 解 是 存在 惟一 的 . 由 散射 理论 中 所 知 
的 物理 原因 ,物理 波 函 数 几 也 必定 在 原点 取 零 值 ， 
因 而 fi 是 解 p 的 倍数 ,而 Qi 的 渐 近 行为 是 


pı exp (ids sin| 如 一 二 二 8 (5) 


其 中 6,.( 实 数 ) 是 相 移 , 它 与 能 量 或 动量 & 相关 .将 
F (REE 


F,(k) = |F,(R) lexp[ —10, (2) |, (6) 
由 @ 的 性 质 得 
Q —— | F,CG) |k- tdsin kr— In +6, Ro UP) 
这 表明 ,物理 解 为 
yi = BOE CR) o, (8) 


盖 尔 芳 特 - 列 维 坦 方 程 CGel'fand-Levitanequa- 
tion) 孤立 子 理论 的 重要 方程 之 一 . Bw BN He 
中 的 一 个 重要 积分 方程 . 它 的 形式 为 


Kr,t) +Gr,t) + [KO.8)GG,0ds —0, (1) 
其 中 


^ sin Kr sin Kt 

GÓr,t) = M m E mm 

而 o 是 谱 测 度 oMAHBWE o. 之 差 . 对 于 每 一 固 

定 的 r, 方 程 (1) 是 K(r,t) 的 第 二 个 变量 1 的 弗 雷 德 
起 姆 方程 , 它 的 解 的 存在 惟一 性 与 de EY X. 

SG 方程 的 简单 (孤立 子 ) 解 (simple solution of 

正弦 - 戈 登 方程 的 一 些 简 


de CE). (2) 


Sine-Gordon equation) 


单 的 孤立 子 解 . SG 方程 可 表 为 两 种 形式 : 
Ue, = SInu, (1) 
Qi — Gr + sing — 0, (2) 
其 中 
=lat), =at) 
z— 2 Pils =e x—1), 
Qr.) ue ,9). 
称 方程 (1) 为 SG 方程 的 “几何 ”形式 , 称 方程 (2) 为 
SG 方程 的 “物理 ”形式 . 它们 的 解 与 本 征 值 问题 
[io bons Ga i Bd (3) 
相关 .方程 (1)( 或 (2)) 之 典型 的 孤立 子 解 主要 是 : 
1. 单 孤立 子 解 : 


uep=4 tan! E exp 


ope 7 

n1 c] |, (4) 
g(r,t)—4 tan '[sexp(—r(z—zo—vt))|, (5) 

其 中 


p RE RU 
] 4-4A£* Ak 
2. 小 振幅 振荡 解 :在 小 振幅 振荡 的 情况 下 ,方程 
(2) 可 近似 表 成 | 
Qu— Pre zm p = 0, (6) 
其 解 为 
qg(r,t) = Repi”). (7) 


3. 受 约束 的 双 孤 立 子 即 呼 吸 子 : 
_1 sin wr(t —t,—vz) 
w coshqr(x—zx,y—vt)' 
HP krw 是 适当 参数 , 且 
2k=exp(—a+tib), 


r=(1~—-v’) !/?-cosha, 


(8) 


p(x ,t)=4tan 


w-sinb, r=cosh>0, 
ee I 
$e ey =tanha. 


通过 洛 仑 兹 变换 和 对 时 空 原点 的 平移 ,由 (8) 式 
可 得 “标准 呼吸 子 ” 


E _, q sin wt 
p(x yt) 4tan my coshqx’ (9) 


KP g + w= 1. 这 个 解 描述 一 种 稳定 的 脉动 式 客 
体 , 它 可 以 看 成 一 种 受 约束 的 孤立 子 - 反 孤立 子 对 . 
4. 孤立 子 - 反 孤 立 子 对 (在 质心 坐标 系 中 ): 


(x,t) = 4tan™? S ; (10) 
: v coshrx 


它 是 由 (9) 式 通过 对 w 的 解析 延 拓 得 到 的 . 考虑 v> 
0,s— —1 的 情况 ,并 用 v=e “EM x FRAG: 
XF utl, 

o_,(xt)e—Atan 'Le tote) 


Atan le C mp XE 


对 于 ul, 
9 ir,t)74tan !|e 


—4tan ![e ro "?]] 


eU] 


Jf xr. TRU JE ee RES AE (E38 8 dHESE.B E 
各 自治 其 运动 方向 却 受 到 一 个 平移 , 即 
i ln = s juae 
4k?+1 1— 4k?’ 
这 个 平移 可 以 解释 为 吸引 相互 作用 的 结 
5. MPM Sr T: 


2 一 4tan 


(11) 


.,5COS Àrvt 
v sin Ara’ 


对 于 |z| 污 1, 取 (11) 式 的 xo, 可 得 
ydstan [e "^ ^ ^ ^* |-E4stan: Le torem]. 
iK 1&7; FE (Burgers equation) f sr TARH 
重要 方程 之 一 . 一 种 带 有 非 线性 项 的 扩散 方程 . 其 形 
A 


p = 299. 十 Pas (1) 
它 可 写成 定 域 守恒 律 的 形式 
a — [9€ 4 €]. -—0, (25 
作 变 换 
y= exp| | * da | , 一 fs, (3) 
再 应 用 (1),(2) 式 可 得 
Pe = Piss (4) 


于 是 波 格 方程 的 初 值 问题 可 精确 求解 . 孤立 子 波 可 
由 试 解 (zx,t) 二 J(zx 一 ct) 求 得 . Burger 方程 的 精确 
可 解 性 诱导 人 们 以 此 方程 作为 例子 进行 两 孤立 子 波 
之 间 相 互 作 用 的 研究 .从 (4) 式 的 解 ,能 够 得 到 如 下 
形式 的 两 个 孤立 子 波 : 
dG ,t)—all-cexp[ —CiCz—2,—€1) | 
+exp| ^ C,r—2,— C4], 
其 中 asC, C29 £) pu X2 为 适当 的 常数 . 


量子 力学 


量子 力学 (quantum mechanic) 理论 物理 学 的 
一 个 分 文学 科 . 它 是 反映 微观 粒子 运动 规律 的 理论 ， 
是 研究 原子 、 人 分子、 凝聚 态 物 质 以 至 原子 核 和 基本 粒 
子 的 结构 和 性 质 的 基础 理论 . 它 是 20 世纪 20 年 代 ， 
在 总 结 大 量 实验 事实 和 旧 量 子 论 的 基础 上 建立 起 来 
的 . 量子 力学 不 仅 是 近代 物理 学 的 基本 理论 之 一 ,而 
且 在 化 学 等 有 关 学 科 和 许多 近代 技术 中 也 得 到 了 广 
泛 的 应 用 . 在 人 们 认识 到 光 具 有 波动 和 微粒 的 二 象 
性 之 后 ,为 了 解释 一 些 经 典 理 论 无 法 解释 的 新 现象 ， 
法 国 物 理学 家 德 布 罗 意 (de Broglie,L. V. ) 于 1923 
年 提出 微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 的 假说 . 他 认为 : 正 
如 光 具 有 波 粒 二 象 性 一 样 ,实体 的 微粒 (如 电子 、 原 
子 等 ) 也 具有 波 粒 二 象 性 . 这 一 假说 不 久 就 为 实验 所 
证 实 . 由 于 微观 粒子 具有 波 粒 二 象 性 ,微观 粒子 所 遵 
循 的 运动 规律 就 不 同 于 宏观 物体 的 运动 规律 ,描述 
微观 粒子 运动 规律 的 量子 力学 也 就 不 同 于 描述 宏观 
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物体 运动 规律 的 经 典 力学 . 当 粒 子 的 大 小 由 微观 过 
渡 到 宏观 时 ,其 所 遵循 的 规律 也 由 量子 力学 过 渡 到 
经 典 力学 . 经 典 力学 是 量子 力学 的 极限 情况 . 在 量子 
力学 中 ,粒子 的 状态 用 态 矢 量 描 述 . 选 定 特 定 的 表 
象 , 如 坐标 表象 后 用 波 函 数 Wr FRE EAB r 
和 时 间 上 的 复 函 数 . 在 坐标 为 ”处 的 体积 元 dr 内 粒 
子 出 现 的 概率 为 P(r,z)， 

PG t) -C|VvG.;,0|'dc, 
式 中 C 是 一 个 常数 . d YR AL FY CERCA Cr ot) 
所 满足 的 方程 是 检定 读 方 程 ,其 形式 为 


2 
ih W LL JPU DY, 
at 2H 


AP u dL T RS UC ORR EAH R 
数 . YK pa TRI AL BE XE TS JJ ER P RA iT i AB TE AE ERE 
变化 的 全 部 区 域内 是 单 值 . 除 有 限 个 点 外 是 有 限 和 
i £c RR AS USC EROR b EAR TE. 量子 力学 中 力学 量 
所 取 的 形式 也 不 同 于 经 典 力学 中 的 力学 量 . 2A OR 
粒子 处 于 某 一 状态 时 , 它 的 力学 量 如 上 坐标、 动量 、 角 
动量 、 能 量 等 ,一 般 不 具有 确定 的 数值 ,而 具有 一 系 
列 可 能 值 ,每 个 可 能 值 以 一 定 的 概率 出 现 . 当 粒 子 所 
处 的 状态 确定 时 ,力学 量具 有 某 一 可 能 值 的 几率 也 
就 完全 确定 . 

量子 力学 是 在 旧 量 子 论 建立 之 后 发 展 建 立 起 来 
的 .. 旧 量子 论 对 经 典 物 理 理论 加 以 某 种 人 为 的 修正 
或 附加 条 件 以 便 解释 微观 领域 中 的 一 些 现 象 . 由 于 
旧 量 子 论 不 能 令 人 满意 ,人 们 在 寻找 微观 领域 的 规 
律 时 ,从 三 条 不 同 的 途径 建立 了 量子 力学 . 首先 ， 
1925 年 ,德国 物理 学 家 、 数 学 家 海 森 伯 Heisen- 
berg, W. K. ) 3 A (Born, M. ), #76 44 (Jordan, E. 
P. ) 等 人 从 修改 经 典 分 析 力 学 的 途径 建立 了 和 矩阵 力 
学 . RK, RHA A BEE YS (Schrödinger, E. ?根据 
德 布 罗 意 的 波 粒 二 象 性 假说 于 1926 年 建立 了 波动 
力学 . B=, B (Feynman, R. P. ) 用 泛 图 ,从 路 径 
积分 建立 了 量子 力学 . AK RES LX ESL] HUE C 
žk Rl ví (Dirac, P. A. M. ) 等 人 证 明了 这 些 表 述 方式 
是 完全 等 价 的 ,是 统一 的 量子 力学 的 不 同 描述 方式 . 

量子 力学 中 的 算 符 ( operators in quantum me- 
chanics) 描述 量子 力学 中 力学 量 的 运算 符号 . 在 
量 ( 如 坐标 JE AJE ,能量 等 ) 一 般 不 具有 确定 
的 数值 ,而 是 具有 一 系列 可 能 值 ,每 个 可 能 值 以 一 定 
的 概率 出 现 . 当 粒 子 所 处 的 状态 确定 时 ,力学 量具 有 
某 一 可 能 值 的 概率 也 就 完全 确定 . 如 氧 原子 中 的 电 
子 处 于 某 一 束缚 态 时 ,其 坐标 和 动量 均 没 有 确定 值 ， 
而 坐标 具有 某 一 确定 值 ”m 或 动量 具有 某 一 确定 值 
P, 的 概率 却 是 完全 确定 的 . 量子 力学 中 力学 量 的 这 
些 特点 是 经 典 力学 中 的 力学 量 所 没有 的 . 为 了 反映 
这 些 特 点 ,在 量子 力学 中 引进 算 符 来 表示 力学 量 . 
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算 符 是 对 波 函 数 进 行 某 种 数学 运算 的 符号 . 在 
代表 力学 量 的 文字 上 加 “” ”号 以 表示 这 个 力学 量 的 
算 符 . 如 坐标 算 符 >、 在 直角 坐标 系 中 动量 算 符 为 
P. 当 粒 子 的 状态 用 波 函 数 多 (r,t) 描 写 时 ,坐标 算 符 
六 对 波 函 数 的 作用 就 是 7 FE Wr) SERERE P X 
波 函 数 的 作用 则 是 微分 

PY(r,1) = ^ yYG.D, 


可 简单 写 为 
P= Ay. 

其 他 有 经 典 类 比 的 力学 量 都 是 > A PO, 
在 量子 力学 中 也 是 算 符 ? 和 P 的 相应 的 函数 .例如 
粒子 绕 原 点 的 角 动 量 在 经 典 力 学 中 是 L=rxP,A 
而 在 量子 力学 中 角 动 量 算 符 是 工 二 ?XP. 又 如 ,在 势 
为 U(r,t) 的 力 场 中 运动 的 粒子 能 量 算 符 ( 也 称 哈 密 
顿 算 符 ) 为 
h? 


22 
Epit uua =——V°+U (r,t). 
2H ZH 
波 函 数 (wave function) ”量子 力学 中 描写 微观 


系统 状态 的 函数 .在 坐标 表象 中 , 它 是 坐标 x 和 时 间 
t 的 复 函 数 , 用 严 (, 思 表示 .到 (rt) 与 粒子 在 > 处 体 
只 元 dc 内 出 现 的 概率 P(r,t) 有 如 下 关系 : 
Plr) = C| T(r;t) dr, (1) 
其 中 CC 是 常数 . AAN BEY VK A BX E RF E 
197; f. A FRERE FY 30 BEY USE PR BX. RT EH 
TR Dr BY BE AE 19 77 P.O. d S RUE WE ER P 
和 能 量 的 自由 粒子 状态 的 波 函 数 是 
V = Aexp| q (P “+ — ED. (2) 


HG. 1 二 141:== 常 量 ,说 明 自 由 粒子 在 空间 各 
点 出 现 的 概率 相同 . 把 波 函 数 的 绝对 值 二 次 方 解 释 
为 与 粒子 在 时 刻 t\、 在 单位 体积 内 出 现 的 概率 成 比 
HE K A (Born, M.) Æ JR i All 2E xx BE EOS 
(Schrödinger, E. ) 建 立波 动力 学 后 提出 的 ,被 称 为 
是 波 函 数 的 统计 解释 . 波 图 数 所 表示 的 波 也 称 为 概 
率 波 . 波 末 数 对 整个 空间 积分 即 为 粒子 在 空间 各 点 
出 现 概率 之 和 ,其 值 应 为 1, 即 
[Po ode = C| IG ld 


E V'(u)mvCYG.D, MBA 
[iv (r,t) | ?dr = ], 


1S ARE BRA UR PB — 465 2& T ,满足 此 条 件 的 
UE ER CA Cr t) ER A VA — 1K PRB. 

d — 46i BY (Normalizing wave function) 
JL" DE eS C. 

Æ GE A (eigenfunction) 一 个 特殊 函数 . 指 
算 符 FE 作用 于 函数 Ar) 上 ,得 出 的 另 一 个 范 数 . 若 


算 符 下 作用 于 一 些 特定 的 函数 w(r) 上 (一 1,2， 
0 ,结果 等 于 一 常量 乘 同一 函数 , 即 
Fu,(r) = Fuutr), 

则 常数 EF RAB FLA GE (S ui (BRR Fk 
个 本 征 值 的 本 征 函 数 . 上 式 称 为 算 符 的 本 征 值 方 
程 .在 量子 力学 中 ,一 个 力学 量 所 可 能 取 的 数值 ,就 
是 它 的 算 符 的 全 部 本 征 值 . 本 征 函 数 所 描写 的 状态 
称 为 这 个 算 符 的 本 征 态 .在 自己 的 本 征 态 中 ,这 个 力 
学 量 取 确定 值 , 即 这 个 本 征 态 所 属 的 本 征 值 . 

本 征 值 (eigenvalue〉 量子 力学 的 概念 之 一 . 指 
FIF E 作用 于 本 征 函 数 所 得 到 的 相应 本 征 聘 数 的 
常 系数 因子 . CS LU ARE PRL”). 

力学 量 的 期 待 值 (expectation value of an ob- 
servable) 量子 力学 的 基本 概念 之 一 . BERTH 
学 中 ,力学 量 尺 作用 于 波 函 数 上 的 算 符 下 表示 . 在 
数学 上 ,对 于 一 个 算 符 满足 Fu = Fiu 的 函数 uo 
RA E RIER, F 是 与 r 无 关 的 数 , 称 为 本 征 
值 . 若 w (x) 描写 微观 粒子 的 状态 , 则 它 必须 满足 单 
值 . 连 续 和 有 限 的 标准 条 件 . 在 这 种 限制 之 下 ,上 式 
中 的 本 征 值 可 以 取 一 系列 分 立 值 , 或 取 一 定 范围 内 
的 连续 数值 .在 测量 力学 量 尺 时 ,观察 到 的 只 能 是 
它 的 本 征 值 . 若 一 个 力学 量 的 本 征 值 具 有 分 立 谱 , 那 
么 这 个 力学 量 是 量子 化 的 . 

量子 力学 中 假定 力学 量 的 全 部 本 征 函 数组 成 一 
个 完全 系 ,这 意思 是 说 ,描写 体系 的 任 一 状态 的 波 郴 
数 秋 均 可 以 用 力学 量 算 符 F YAGER ww 展开 : 

Wu em. Cae, 


dE VR u; 都 是 归 一 化 的 情况 下 ,上 式 中 的 展开 系数 
C, 的 物理 意义 是 :在 下 态 中 测量 力学 量 下 时 ,得 到 
结果 为 F, 的 概率 是 |1Ci|*. 因此 , 若 微 观 粒子 的 定 态 
波 函 数 是 某 力学 量 算 符 F WAGE BR u(r), WIFE 
一 状态 中 ,力学 量 FE 取 确 定 值 .在 生态 中 对 力学 
BF 进行 多 次 测量 ,把 所 得 结果 加 以 平均 ,就 得 出 
Hees F EY SE PRU 
Ue Cr = [v Pwar, 


EXER 7) 5E SR B9 38] f$ BLA oV. ABI — 16 
的 ,那么 期 待 值 公式 应 写 为 
[v Pyar 
UP) ——————. 
[v và 
力学 量 的 期 待 值 公式 (Formula of expectation 
value for an observable) 多 “力学 量 的 期 待 值 ”. 
测 不 准 关系 (uncertainty relation) 亦 称 测 不 
准 原 理 . 量子 力学 的 基本 规律 之 一 .在 同一 个 态 中 同 
时 测量 两 个 对 易 算 符 对 应 的 力学 量 之 间 的 不 确定 关 
系 . 例如 对 坐标 和 动量 ,其 数学 表达 式 为 


ATAP = us 
该 式 说 明 在 同一 个 态 中 同时 测量 坐标 和 动量 时 , 准 
确 程度 所 受 的 限制 . DELE BT UE PROV CO Br d 
写 的 状态 ,WV(z) 是 归 一 化 的 .在 此 状态 中 ,粒子 坐标 
x 的 期 待 值 为 


I = [v (x)xrV(x)dz, 


(Z) 是 在 下 (Cz) 状 态 中 多 次 测量 粒子 的 坐标 z 的 平 
均 结 果 . 只 有 当 z 在 W(x) 态 中 有 确定 值 时 ,每 次 测 
得 的 z 值 都 一 样 ,这 个 数值 就 是 期 待 值 (x). 在 一 般 
情况 下 ,z 在 和 (zx) 中 没有 确定 值 ,每 次 测 得 的 xz 值 
并 不 相同 ,它们 与 期 待 值 (zx) 之 间 有 一 偏差 r— Go. 
以 下 式 定 义 的 均 方 根 偏差 Ar 表示 多 次 测 得 x 的 值 
与 期 待 值 (x) 偏 差 的 程度 : 
Ar = [4G — (x))*) J? 


= ita TE (avaz | 


如 坐标 在 更 (z) 中 有 确定 值 , 则 Az 等 于 零 . E, Ê, 
的 期 待 值 为 


oe [e (r)P,W(xr)dzr. 
以 
AP, = [((P, — Pl 
= fe (P, — (Pa) Pda | 
表示 在 多 (zx) 态 中 多 次 测 得 动量 已 . 的 值 与 期 待 值 
《P,) 偏 差 的 程度 ,量子 力学 中 证 明了 
AAP . 之 =, 

这 个 关系 就 是 坐标 x 和 动量 P. 之 间 的 测 不 准 关 
A. 当 表 示 两 个 力学 量 的 算 符 和 G 相互 对 易 时 ， 
有 共同 本 征 态 . 在 这 些 共 同 本 征 态 中 测量 下 和 G， 
它们 都 有 确定 值 . 

测 不 准 原 理 (uncertainty principle) 
准 关 系 ”. 

量子 跃迁 (guantum transition) 亦 称 能 级 跃 
XE. 量子 力学 的 基本 概念 之 一 . 指 任何 一 种 量子 力学 
体系 状态 在 外 界 作 用 下 发 生 跳跃 式 变化 的 过 程 . 原 
子 在 光 的 照射 下 从 高 ( 低 ) 能 级 跳 到 低 ( 高 ) 能 级 ,就 
是 一 种 典型 的 量子 贱 迁 过 程 ,通常 称 为 能 级 跃迁 .在 
原子 状态 发 生 跃 迁 的 同时 ,将 放出 (吸收 ) 一 个 光子 ， 
其 能 量 hv 等 于 跃迁 前 后 两 状态 的 能 量 差 . 即使 不 受 
光 的 照射 ,处 于 激发 状态 的 原子 也 能 跃迁 到 较 低 能 
级 ,同时 放出 一 个 光子 ,这 称 为 且 发 跃迁 或 自发 辆 
射 .量子 跃迁 的 规律 有 明显 的 概率 性 ,这 是 量子 力学 
规律 的 根本 特征 . 跃迁 速率 与 外 界 作用 势 V 以 及 路 
迁 前 后 状态 (和 PD BAIE RC RK, MRE Beo COP, 
[V [3,5 K 468 8E [EE B] RE XC E n]. 当做 用 势 给 定 后 ， 
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一 般 仅 当 标志 状态 YY 的 量子 数 之 间 满 足 一 定 
KAN REER |V |, AAS FO, EK ET 
VA A ^E. 量子 数 之 间 的 这 种 关系 称 为 选择 定 则 ,不 满 
足 选 择 定 则 要 求 的 两 个 状态 之 间 不 能 发 生路 迁 , 或 
者 说 相应 的 跃迁 是 禁 戒 的 . 

能 级 跃迁 (energy level transition) 
BRIE”. 

自发 辐射 (Spontaneous radiation) 


即 “ 量 子 


Bl “ta BR 
AE On Bi 38 (superposition principle of states) 
量子 力学 的 基本 原理 之 一 .如果 O, o6. HURT 
子 的 可 能 状态 ,那么 它们 的 线性 又 加 @ 也 描述 了 系 
统 的 可 能 状态 . 如 果 ©, 和 Bs ABA RE EIA EH A 
那么 o, 和 e. MAP B IM 
中 一 CI 中 + C,@, 

t, Fe E XE T9 7j TE A E XP CO; 是 复数 . 

ÆA (stationary state) 量子 力学 的 基本 概念 
之 一 , 指 微 观 粒子 所 处 状态 的 一 种 . 处 于 定 态 的 微观 
粒子 在 空间 各 处 出 现 的 概率 不 随时 间 变 化 ,而 且 具 
有 确定 的 能 量 . 微观 粒子 的 状态 由 波 函 数 Cr 0 dh 
Ej Vr, IE BE XE TS 7) TE 


© oru --UG.DYG,D. 


ih d nois 
ot 2u 
当 粒 子 所 在 的 力 场 不 随时 间 变 化 , 即 U r= 
U(7) 与 时 间 无 关 时 ,上 式 的 解 可 以 写成 


V(r,t) = V(r)e T, (1) 
RHE ARE. VO RENABA 
2 
_ 2 V'V + UY = EV. (2) 


X OO rB B VO 0 Br fii NRE A ES. TE XE S 
中 ,粒子 在 空间 一 点 7 附近 出 现 的 概率 与 时 间 无 关 . 
MEIE, D S| EO) |, Aik, ESSI BRA 
(1) 常 简单 地 用 PORRE. AOO ARANEA BF 
XE Ya Ji FE. 在 标准 条 件 下 解 这 个 方程 可 以 得 出 五 的 
一 组 值 . 对 于 的 一 个 值 E;, 可 以 解 出 相应 的 定 态 
UK PRA Wir). 当 粒 子 处 于 到 (所 描写 的 状态 时 ， 
粒子 的 能 量 为 五 ,五 的 全 部 数值 的 集合 , 称 为 粒子 
的 能 谱 . 能 谱 可 以 是 分 立 的 ,也 可 以 是 连续 分 布 的 . 

XE AS BE XE DS 7j FE (Stationary state Schrodinger 
见 “ 定 态 ”. 

ALT AY BE E (energy spectrum of a particle) 
DL" ERS”. | 

Be E13 H #2 (Schrödinger equation) 量子 力学 
的 重要 方程 之 一 . 指 量子 力学 中 描述 微观 粒子 状态 
随时 间 变 化 规律 的 偏 微分 方程 . 它 的 形式 为 

gv R? 
ih àr ^ 24V 到 十 G DE, 
RP Gru JEAN BORER HUGE HS BE BC pe ER 
098 


equation) 


子 的 质量 ,U (r,t) 是 粒子 所 在 力 场 的 势 咀 数 ,i = 
/Á/—1, V 为 拉 普 拉 斯 算 符 , 态 为 普 朗 克 常 数 . 
h 
hi. 

PER 7; Tz là JR WAR CE ZA EGEGS 
(Schródinger,E.)-F 1926 年 提出 来 的 . 若 给 定 初始 
WRAY nu[ [6] Bg fg ^ Cr. pg WU] LAK. 量子 
LESS SER FEO, DONEER PE A UE. MEUS 
Ws i Ya AL UP ARE : Ux eR A FEE ERE B] AD EXC 
内 是 单 值 的 , 除 有 限 个 点 外 是 有 限 的 和 连续 的 . 这 个 
条 件 常 被 称 为 波 函 数 的 标准 条 件 . 24 S pK U (rt) 
与 时 间 上 无 关 时 ,方程 的 解 可 表 为 

VD OSA E. 


其 中 COO JE RES BE XE TS 71 TE 

- EV + UY = EV (2) 
的 解 ,E 为 系统 的 能 量 . PEETS 21 EE E ME B To] BUE 
孤立 子 理论 中 具有 重要 的 应 用 . 


JE BR EN B ERE S& {F (Standard conditions of 
wave function) Dl," BREA”. 

AX MiB (representation theory) ”量子 力学 
的 一 个 重要 理论 . 它 是 研究 量子 力学 态 矢 量 , 算 符 的 
不 同 表示 形式 以 及 这 些 不 同 表示 形式 之 间 的 变换 的 
理论 . 微观 粒子 系统 的 状态 和 力学 量 的 具体 函数 表 
示 形 式 称 为 表象 . 例如 ,粒子 体系 的 状态 可 用 位 置 坐 
标 为 目 变量. 时 间 为 参量 的 波 函 数 V Cri d XR 
( 仅 考 虑 一 维 情 况 ,多 维 情 况 本 质 相 同 ), | Cr |? 
表示 上 时 刻 粒 子 在 位 置 坐标 x 附近 单位 体积 出 现 的 
概率 . (E dE Cr D REA sh d P. 的 本 征 函 数 的 完 
全 、 正 交 、 归 一 系 {Vr(x)}) 展 开 , 即 


rt) = [CP yar)dP, (D 
其 中 
PEN. EA 
Viz) = ao 221 ; 
展开 系数 为 
CCP uu [vows (r)dz. (2) 


RJ OL, ALF Fs BAL GS BE RJ Bi p ALB V Cr DK fü 
述 WA CCP 2 RRR. V Cr OI CCP OR PURI 
SE fr E AS Dl Fe SA, UC PLC. V CO PON BEAR 
(或 称 zx X RO KRM. CP LO RIO h EKA (Mi 
P RZ) HK. 
类 似 地 ,于 (zx,t) 可 用 任 一 力学 量 的 算 符 Q 的 本 
征 函 数 完全 系 {u,(z)) (n= 二 1,2,…) 展 开 ( 为 方便 
计 , 设 @ 的 本 征 值 具 有 分 立 谱 ), 即 
Vn) >a a). (3) 


展开 系数 为 


a, (t) = [VG Du; (x)dz. (4) 


AY AGW Vio.) , 则 同样 可 以 通过 式 (4) 算 出 
an(z) 来 ,用 集合 {a, 《2)) 来 描述 这 个 状态 , an) ER 
AQ 表象 波 函 数 . Q 表象 中 正 交 、 归 一 的 完全 的 本 
征 孙 数 系 {u(zx)} 是 这 一 表象 中 的 一 组 基 , 它 相当 于 
坐标 系 中 的 一 组 单位 矢量 ,而 波 范 数 {a,(t)) 是 态 矢 
量 灶 在 QQ 表象 中 各 基 矢 方向 上 的 投影 ,这 就 是 表象 
理论 的 几何 图 象 . 表示 力学 量 的 算 符 ,在 不 同 表 象 中 
也 有 不 同 的 表示 形式 . 在 坐标 表象 中 ,各 种 力学 量 的 
算 符 形式 是 
F = | z, — im | ; 

其 中 一 沪 志 是 动量 算 符 . T P TEE YGOE 
得 到 另 一 个 新 的 波 函 数 D Ce £D , B 

Dira: Bl ziñ a Bat). (5) 


TE Q drap Vir OAM Or HARA Q 的 
ASE PR CAS (us (zx)}) 展 开 , 展 开 系 数 的 集合 {a, (2) 
f (5, GO HE Q RA PAM Vir OM Ors 
价 的 波 函 数 . 利用 {w(xz)}) 正 交 、 归 一 的 性 质 , 可 得 到 
b= > Fat): (6) 

其 中 
IU oem fu; oF Z, — ih = 


Q 表象 中 的 式 (6) 和 坐标 表象 中 的 式 (5) 相 当 , 写 成 


u,(x)dz. (7) 


矩阵 运算 形式 为 
by) Pig: e s Tia a(t) 
b: Ct) Ba Fo ce Fop Sea) 
: = | see TE T T : (6!) 
b, (t) Fa Bag  F, ot? | |a,lt) 


即 在 QRAH ARF 的 表示 形式 是 把 数字 集合 
Fm) 排 成 如 (6') 式 右 端 的 方形 和 矩阵 ,而 FF, 即 为 此 
Ag EE "P BJ SS n TR m 列 的 元 素 . UE ER CV Ce 0 fU 
SCzi 在 和 表象 中 的 表示 形式 ,是 把 数字 集合 
ta, G) Vf (Co, GO 分别 排 成 一 个 列 矩 阵 , 即 如 (6 ) 式 
两 端 所 表示 的 那样 . 对 于 Q 的 本 征 值 具有 连续 谱 的 
情况 ,以 上 的 论述 仍然 成 立 , 只 是 (w(t)), (a, G2 HR 
(5, 00 ) 等 的 角 标 n DR XE ZEE IR] A, CAE EG 


Fi = E (P| zih s 


仍 可 把 它 看 做 矩阵 元 , (Fa) ARN ERE, (a G2 TRI 
(64(z)} 看 做 列 和 矩阵 ,矩阵 的 行 和 列 都 是 连续 标号 的 . 

一 个 特定 的 表象 相当 于 在 抽象 的 布 耳 伯 特 空间 
中 选取 的 一 个 有 一 组 完全 基 矢 (本 征 函 数 系 ) 的 特定 
的 坐标 系 , 表 象 变换 相当 于 坐标 系 基 和 天 变换 ,从 A 


u,Cr)dx, 


表象 变换 到 B 表象 ,相当 于 由 一 组 基 矢 (y,(x)) CA 
的 本 征 函 数 系 ) 变 换 到 另 一 组 基 矢 {y,《(z)} B 的 本 
征 了 消 数 系 ), 这 种 变换 是 通过 一 个 变换 和 矩阵 S ME 
用 来 实现 的 . (y,(z)} 是 完全 系 ,B 表象 中 的 每 一 基 
AK (0 GC) LR n] RC (gp, (x)) 展 开 : 


diu em sS as (8) 


展开 系数 为 
S. = le: (r)9, Cr)dz. 


Ee B 表象 中 基 矢 Hz) 在 4 表象 中 基 矢 LOA 
向 上 的 投影 ,S$,。 就 是 变换 矩阵 S 的 矩阵 元 . 

根据 本 征 函 数 正 交 、 归 一 的 性 质 知 ， 

D Se SS tes 

从 而 S"= 二 S71', 其 中 S' 与 S$ 分 别 为 S 的 伴随 矩阵 
$03 XB Eg. 可 见 这 个 矩阵 是 一 个 么 正和 矩阵 , 式 (8) 中 
两 种 表象 之 间 基 矢 的 变换 是 一 么 正 变换 . 

量子 力学 中 采用 不 同 的 表象 在 理论 上 是 完全 等 
价 的 ,而 在 实际 问题 中 选取 什么 表象 要 依 具体 情况 
而 定 ,以 使 得 问题 简化 为 宜 . 

波动 力学 (wave mechanics)” 见 “表象 理论 ”. 

和 矩阵 力学 (matrix mechanics) — D," 3€ 28 HB iE". 

AA ER Fe KH UK HB E (coordinate representation 


wave function) 见 “ 表 象 理 论 ” 

Z E RR UE HUE (momentum representation 
wave function) 见 “ 表 象 理 论 ” 

旋 量 (spinor) 量子 力学 的 基本 概念 之 一 . 指 


构成 洛 伦 兹 群 的 所 有 有 限 阶 不 可 约 表 示 的 介 于 标量 
和 矢量 之 间 的 一 个 量 .在 量子 力学 中 ,用 波 函 数 
yzyyzio) 描 写 粒子 的 定 态 , 波 函数 是 粒子 在 空间 
的 位 置 (z,y,z) 以 及 粒子 自 旋 o BJ ER RC. BATH 
自 旋 为 1/2( 即 自 旋 角 动 量 为 万/2, 亡 为 普 朗 克 和 常数 
除 以 2r), 则 描写 这 种 粒子 状态 的 波 函 数 有 两 个 分 
Eo 和 Pr. pı Tl 5 ALF 自 旋 角 动 量 为 h/2 的 状态 ; 
yz 描写 粒子 自 旋 角 动 量 为 一 万 /2 的 状态 . 这 时 粒子 
BY 0X PR X AY 3 AN 
di (2 sz) 


X,Yy,Z;0) = | , 
P(T, yz) 
XTAF PH o 称 为 旋 量 ,y, Ad, 是 旋 量 的 两 个 分 
量 . 旋 量 在 理论 物理 ,特别 在 粒子 物理 学 中 有 许多 应 
H. 
量子 力学 变 分 法 variational method in quan- 
tum mechanics) ZEE FH "FOR EE XE 19 71 FE HJ 
一 种 近似 方法 . 它 是 基于 定 态 (与 时 间 无 关 ) 能 量 本 
征 值 方程 与 能 量变 分 原理 的 等 价 性 ,通过 求 能 量 的 
极 值 得 到 能 量 本 征 值 方 程 解 的 方法 . 通常 采用 波 函 
数 某 种 特殊 的 变化 去 代 蔡 最 普遍 的 任意 变 分 ,这 样 
就 可 得 到 依赖 于 波 范 数 特殊 形式 的 近似 解 . 这 种 方 
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法 称 为 变 分 法 . 设 H 为 体系 的 哈密 顿 量 算 符 ,其 能 
量 本 征 值 方程 为 


Hy = Eg. (1) 
体系 的 能 量 平 均值 为 
Je' Apar 
E(9] = ————. (2) 
[o'par 


它 是 波 函 数 8 的 泛 函 . 求 H 的 本 征 值 方程 ,等 价 于 
求解 
Elo] = 0; (3) 
即 满 足 式 (3) 的 pA AHA ERO E 的 极 值 为 所 
对 应 的 本 征 值 . 
Ho 一 下 [py (4) 
di 9 二 yy, 则 由 式 (2) 可 得 Ley] 等 于 EE, 否 则 必 
有 Lp 之 E, 即 Lp] 为 E 的 一 个 初始 上 限 .可 以 应 
用 多 次 尝试 的 办 法 求 得 的 一 个 集合 ,选取 其 中 的 
最 小 值 作为 五 的 一 个 近似 值 . 改善 波 函 数 通常 是 通 
过 一 个 含 连续 参数 的 特殊 形式 的 波 函 数 PCa,a sas, 
…) 来 实现 的 ,这 样 也 就 是 这 些 参 数 的 函数 . 式 中 
q AX BS B AREAS ERI Pgs a 20; OTRA 
pK AN » ESP BER (a, ,a,,…) 待 定 . TR IRAE DHE 
取 极 值 , 可 得 
3E (al ya ，… ) 
ga, 
由 上 述 方程 组 可 解 得 o;— 0? 601.2, FE GG, 
ai s 05, *** 2 和 Eai, aste) 4r: Fl IE Y Al E Pqs a, 
aoe JET F E RES) XE EA. 它 的 近似 性 来 源 于 用 参 
数 的 变化 代替 了 普遍 形式 的 任意 变 分 .参数 愈 多 ,学 
试 波 函数 的 变化 愈 普 遍 , 所 得 结果 愈 好 . 在 选取 尝试 
波 函 数 时 ,要 注意 使 其 与 少 满 足 相 同 的 边界 条 件 . A 
尝试 波 函 数 9 与 精确 解 的 差 为 A 量 级 , 则 上 与 精确 
AE BS 25 LAT? 量 级 ,因而 即使 用 粗 烟 的 尝试 波 函 数 
也 可 得 近似 性 很 好 的 能 量 本 征 值 . 考虑 到 不 同 能 量 
的 本 征 函 数 披 此 正 交 ,也 可 以 由 低 至 高 逐 级 求 激发 
态 能 量 的 近似 值 ,其 近似 性 较 基 态 为 差 . 变 分 法 的 优 
点 在 于 运用 它 求 解 不 受 什 么 限制 ,但 是 由 于 结果 的 
好 坏 完 全 取决 于 尝试 波 函 数 的 选择 ,致使 结果 的 任 
意 性 大 ， 
量子 力学 微 扰 论 (perturbation theory in quan- 
tum mechanics)  zK f EE 4E 19 7; E B] — i xr 10177 
Tk oU EL PE BS 927 EE I8] HER BE XE 19 77 fe PR AA 
密 顿 算 符 比较 复杂 ,往往 很 难 求 出 方程 的 精确 解 . 这 
时 可 以 通过 量 级 分 析 忽 略 次 要 因素 的 办 法 获得 简化 
的 方程 ,对 它 可 求 得 精确 解 ,再 由 此 出 发 把 略 去 的 次 
要 部 分 对 系统 的 影响 逐 级 考虑 进去 ,从 而 得 出 和 逐步 
接近 于 原 问题 精确 解 的 各 级 近似 解 ,这 就 是 微 扰 论 
的 思想 . 对 于 哈密 顿 量 H 不 显 含 时 间 的 体系 ,其 不 
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= 0 (2 = 1,2,°°°). (5) 


^& ENS [R] HJ Be XE. T3 71 E 7J 
Hy = Eg. (1) 
X 
H—H,—-H'—H,--2AV, (2) 


其 中 HERCULIS EE BRB)’ 
为 微 扰 项 (次 要 部 分 ), LALA 为 表示 微 扰 强度 特 
征 的 小 参数 . 当 H, 的 本 征 方程 
FQ? = EP gi? (3) 
已 解 出 , 且 EP 是 未 受 微 扰 体 系 的 能 量 , Yi” 是 与 之 
相应 的 不 简单 的 波 函 数 . 则 当 考 虑 到 HI IS E HU 
体系 的 能 量 和 波 函 数 可 按 4 的 需 次 作 微 扰 展 开 : 
E=EO+4AEP LRE@® Looe, (4) 
P= PO LAZY +P POL, (5) 
4 ALOBDOH H=H,.E=E =p. 48$ (0,0) 
KA CL). $E A REIKO RIE EOE, 
dU Vr BEA. A BREAK ms DUE CB EK s 而 
EO PORE E. o 的 零 级 近似 能 量 和 波 函 数 , 它 
们 已 由 式 (3) 求 出 ,由 零 级 近似 解 及 H ,可 得 到 一 级 
修正 值 Ei, 97, BOR 18 — SEXE LE ET EU, 
Jy 十 gy, 以 此 类 推 ,可 逐步 求 出 高 级 近似 解 .可 验 
证 ”级 近似 的 能 量 等 于 A 对 于 归 一 化 的 (x 一 1) 级 
近似 波 函 数 下 的 平均 值 . 
当 体 系 的 哈密 顿 量 显 含 时 间 时 ,代替 求解 定 态 
EY) BE XE T9 77 fe 3X HT SE SR fer ANY [8] BJ BE XE 19 77 Te. 这 
种 微 扰 论 称 为 含 时 间 的 微 扰 论 . 微 扰 论 的 特点 是 : 微 
扰 项 对 未 爱 微 扰 体 系 的 解 影响 很 小 ,可 通过 逐 级 近 
似 求解 . 
量子 力学 自 洽 场 近似 方法 (self-consistent field 
approximation in quantum mechanics) 关于 全 同 
AT FH XE AS BEE TS 7r TE B — Rh C DLE TA. 它 是 
3B xb 5| A. BIA Ke ALT AN BE XE TS 71 Fi fh] 16 R 
BA BL T 1C PB SO PT TA AE BS dE 2X TE 75 ERR.» PR Ja EX IK 
代 求 得 近似 解 . 此 时 得 到 的 平均 场 称 自 洽 场 . 设 N 
个 全 同 粒 子 相 互 作 用 的 哈密 顿 量 为 
H= 2,H 十 ZUM en). (1) 
其 中 
H,— d-PH-V Gj. 
2p 
RLF AE AS BERE TS NEN 
HG, 2, sey) HED (ay m ix (2) 
Fi XY BABE FW RFS Ab Co)» BAK ROA 
PCL East EN) = Pi CTP Cr) Ga), (3) 
其 他 粒子 作用 于 第 i 个 单 粒 子 态 上 的 粒子 的 平均 场 
为 
Vi= ld .eh 


则 单 粒子 波 函数 满足 的 方程 为 


Pr) Vara) o Go) 


[A + Jez, 

= een) du (5) 

这 微分 积分 方程 组 称 为 哈 特 里 方程 . 它 比 (2) 简 单 
些 , 但 仍 须 用 数值 逼近 法 求解 .由 于 两 粒子 间 相 互 作 
用 对 二 者 来 说 ,应 各 占 一 半 , 所 以 多 粒子 系 的 能 量 为 


Be Zi 一 zxeeere Ig; Go? 
VG rolg (6) 

2 B f fF (identical particles) 量子 力学 的 基 
本 概念 之 一 . ARRE, Ha. AES SES 
相同 的 粒子 .它们 可 以 是 基本 粒子 ,也 可 以 是 由 基本 
粒子 构成 的 复合 粒子 (如 a 粒子 ). 

一 个 由 奉 干 个 全 同 粒 子 组 成 的 物理 体系 ,其 运 
动 状 态 的 全 部 性 质 原则 上 应 该 可 以 由 外 部 的 "观测 
者 ”如 其 他 基本 粒子 ) 通 过 同 这 个 体系 的 相互 作用 
而 一 一 查 明 . 假如 交换 体系 中 任意 两 个 粒子 (第 i 个 
和 第 j 个 ), 因 为 实行 交换 的 粒子 是 全 同 的 ,外 界 “ 观 
测 者 ”的 观测 结果 显然 不 会 受到 任何 影响 ,所 以 必须 
认为 粒子 i 和 粒子 ;实行 交换 后 不 改变 体系 的 运动 
状态 . 这 个 观点 以 及 下 面 说 的 波 函 数 具 有 交换 对 称 
性 或 反对 称 性 通常 称 为 全 同性 原理 . 如 以 ERRE 
换 前 描述 体系 状态 的 波 函 数 ,P; 殉 表示 交换 后 体系 
AUK PEL. wR Pi, 既然 描述 同一 状态 ,它们 最 多 
相差 一 个 常数 因子 . 由 于 接连 交换 两 次 波 函 数 必须 
还 原 , 这 个 常数 因子 如 取 为 实数 ,只 能 是 土 1. SPV 
=+W Ht, RR AKA A CRT PY AP = 
时 , 则 称 为 交换 反对 称 的 . 

实验 表明 ,全 同 粒子 体系 状态 的 交换 对 称 性 , 取 
决 于 粒子 的 自 旋 ,凡是 自 旋 等 于 友 整 数 倍 (0 , 产 , 2h, 
…) 的 全 同 粒 子 系 , 波 函数 是 交换 对 称 的 ,并 遵守 玻 
色 - 爱 因 斯 坦 统计 法 则 . 这 类 粒子 称 为 玻 色 子 . LB 
旋 等 于 方 的 半 整 数 们 (万 /2,3/2,…) 的 全 同 粒子 
系 , 波 因数 是 交换 反对 称 的 ,并 遵守 费 密 - 狄 喇 克 统 
计 法 则 ,这 类 粒子 称 为 费 密 子 . ECA RA A). a 粒 
子 基 介子 ( 自 旋 为 0) 则 是 玻 色 子 ; 电 子 、 质子、 中 子 
( 自 旋 为 所 /2) 则 是 费 密 子 .对 于 全 同 费 密 子 体系 , 体 
系 中 不 能 有 两 个 或 两 个 以 上 粒子 同时 处 于 相同 的 单 
粒子 态 . 即 每 一 个 单 粒子 态 最 多 只 能 容纳 一 个 粒子 . 
这 个 结论 称 为 泡 利 不 相 容 原理 . 玻 色 子 体系 不 受 泡 
利 原 理 的 限制 ,而 且 , 由 于 粒子 总 是 自发 地 向 低能 级 
跃迁 , 玻 色 子 有 加 基态 能 级 凝聚 的 倾向 ,这 是 产生 低 
温 超 导 和 超 流 现象 的 基本 原因 . 

全 同性 原理 (identical principle) 
可 

费 密 子 (fermion) 见 “ 全 同 粒子 ” 

玻 色 子 (Boson) 见 “ 全 同 粒子 ” 

量子 力学 基本 假定 (basic supposition of quan- 


见 "“ 全 同 粒 


时 力学 


tum mechanics) 量子 力学 理论 的 重要 内 容 之 一 . 
主要 有 下 面 五 个 假定 : 

1. 微观 体系 的 状态 被 波 图 数 完全 描述 ,从 这 个 
波 函 数 可 以 得 出 体系 的 所 有 性 质 . 波 函 数 一 般 应 满 
足 连 续 性 ` 有 限 性 和 单 值 性 三 个 条 件 . 

2. 力学 量 用 线性 厄 密 算 符 表示 . 名 在 经 典 力 学 
中 有 相应 的 力学 量 , 则 在 量子 力学 中 表示 这 个 力学 
量 的 算 符 ,由 经 典 表示 式 中 将 动量 尸 换 为 算 符 一 大 
立 得 出 .表示 力学 量 的 算 符 有 组 成 完全 系 的 本 征 函 
X. 

3. 若 体 系 的 归 一 化 的 状态 波 函 数 业 用 算 符 下 
的 归 一 的 本 征 函 数 D JE 9E CF D, — 4,5, EO — AD): 


v= ^06, + Ice. 


ME WAS PU et He at FEMA 的 概率 是 
1C, 上 ,得 到 结果 在 +>4 十 d4 范围 内 的 概率 是 1C;|?; 

4. 4S FR BA TR AS 1K PR R G AE BBE AE TS 77 FE 

in T7 — HY, 
H EAA KR HH s 

5. 在 全 同 粒 子 所 组 成 的 体系 中 ,两 全 同 粒子 相 
互 调换 不 改变 体系 的 状态 (全 同性 原理 ). 

在 上 面 的 基本 假定 中 ,没有 列 出 波 函 数 的 统计 
解释 ,因为 它 已 包含 在 基本 假定 (3) 内 .这 可 由 以 下 
的 讨论 看 出 .坐标 r 的 本 征 值 方 程 是 

ró(r OO—r)=ro(lr om r), 
将 业 按 7 的 本 征 函 数 展开 ,得 
V(r) = [eene —r')dr, 


Fi HAY | Cr") |? ABE SE RE. Ct EDK BR CI 
统计 解释 . 

Ak | vx A FE (Dirac equation) 
要 方程 之 一 . 其 形 如 


4 
Dade 0, (1) 


其 中 y $e AN FF BUR PR r, 是 4X4 BT REI Ta A 
raor,drg,—20, Cus v=1,2,3,4) 

的 交换 关系 . 把 这 些 矩 阵 和 单位 矩阵 及 ry ros rats 
四 个 矩阵 反复 相 乘 ,就 可 以 得 到 16 APEC KR AY 
RE ,任意 四 行 四 列 和 矩阵 都 可 以 用 这 16 A 4B Ee Bad 4 
的 线性 组 合 来 表示 . 

TE 9G 3€ D] -36 EA 2 (L.] — K0g —0 中 ,由 于 含 
A KF STE R8] NER T B | ETE B E ER AX y 
而 言 , 可 能 出 现 概 率 密度 为 负 值 的 情况 . 为 了 使 概率 
密度 取 正 值 . 英 国 物 理学 家 狄 喇 克 (Dirac,P. A. 
M. ) 认 为 目 由 电子 的 波 函 数 少 可 以 用 具有 四 个 分 量 
的 旋 量 (被 称 为 undor 的 量 ) 给 出 .为 了 避免 概率 密 
度 为 负 值 的 困难 ,方程 中 关于 时 间 的 导数 必须 是 一 
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量子 力学 的 重 


数学 物理 与 理论 物理 


阶 的 . 根据 相对 论 知道 ,时 间 、 空 间 、 坐 标 是 等 价 的 ， 
于 是 得 到 关于 所 有 坐标 的 一 阶 偏 微分 方程 (1). E 
克 方 程 (1) 具 有 平面 波 的 解 , 即 


I i | 
(r,t) =uexp F eP ces © Et), 


能 量 有 两 个 本 征 值 , 即 五 王 士 Umi? 十 Poc .zt FH 4 
个 分 量 ,方程 有 4 个 独立 的 本 征 解 zz =u," 
u … ,其 中 有 两 个 属于 正 的 本 征 值 ,另外 两 个 为 负 的 
本 征 值 . 出 现 负 能 状态 在 物理 上 难以 理解 . 但 在 数学 
上 为 了 构成 完全 系 又 不 能 舍 去 人 负 值 . 为 克服 此 困难 ， 
狄 喇 克 假定 负 能 是 由 无 限 多 的 电子 充满 的 真空 . 按 
照 此 想法 ,在 构成 真空 的 负 能 电子 中 ,如 果 缺 少 了 某 
一 个 就 出 现 空 穴 , 这 种 空 从 有 粒子 的 性 质 , 其 电荷 与 
电子 的 电荷 相反 ,能够 作为 正 电 子 观测 出 来 . 另外 ， 
各 把 克 莱 因 - 戈 登 方程 也 看 做 是 经 典 的 物质 波 的 波 
动 方 程 而 进行 量子 化 , 则 可 以 避免 负 概 率 的 矛盾. B 
旋 为 零 的 粒子 ,例如 x 介子 等 ,都 遵照 这 个 方程 运 
动 . 将 狄 喇 克 方程 改写 为 
ik T. = Hy, H=Ca:P+mCp, 


其 中 (= 1 ha k= 15253) src=: ix H BJ H AI] FB, 
子 的 轨道 角 动 量 算 符 
L=rxXP=—thrxV 
不 对 易 , 所 以 工 不 是 守恒 量 , 但 是 
J 二 工 十 Z, 


是 守恒 量 . 其 中 o 是 天 量 , 它 的 各 分 量 可 以 用 


给 出 ,co 是 泡 利 自 旋 矩 阵 , 即 

a=] à =|" 3 s=. m 

= AL 0 NX. 0/ 7 \0 c 
S —ho/2 是 电子 的 固有 角 动 量 , 称 为 自 旋 .万 /2 称 为 
自 旋 的 绝对 值 ,电子 是 自 旋 为 1/2 的 粒子 . 从 光谱 的 
精细 结构 可 以 证 实 自 旋 的 存在 . 如 果 电 子 的 速度 不 
很 大 ,小 于 (v/c)? 的 量 都 可 忽视 ,那么 就 可 以 把 电子 
的 状态 用 具有 两 个 分 量 的 量 来 表示 ,这 称 为 泡 利 近 
似 , 这 两 个 分 量 就 成 为 独立 的 ,分 别 满足 巷 定 雇 方 
f. 

A (spin) Jb“ Sk A E h FE”. 

7 FI yr (d (Pauli approximation) 
方程 ” 


TE " 3k nil vg 


aft = 


量子 光学 (quantum optics) ”理论 物理 学 的 分 
文学 科 . 是 应 用 辐射 的 量子 理论 研究 光 辐 射 的 产生 
相干 统计 性 质 、 传 输 检 测 以 及 光 与 物质 相互 作用 中 
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的 基础 物理 问题 的 一 门 学 科 . 

生理 光学 (physiological optics) 一 门 研究 眼 
睛 和 视觉 的 科学 . 是 生理 学 和 光学 边缘 上 的 一 个 分 
MER. 它 所 涉及 的 学 科 还 有 解剖 学 、 生 物化 学 、 物 
理学 和 心理 学 . 

光度 学 (photometry) ”应 用 光学 的 一 个 分 文 . 
光学 辐射 是 指 波 长 为 1 纳米 到 1 毫米 范围 的 电磁 辐 
射 , 它 包括 真空 紫外 辐射 .紫外 辐射 \ 可 见 辐射 和 红 
外 辐射 等 部 分 . 辐射 度 学 就 是 对 光学 辐射 进行 定量 
评价 的 一 门 实验 科学 ， 

辐射 度 学 (radiometry)” 见 “光度 学 ”. 

Sif (spectroscopy) ”光学 的 一 个 分 支 学 科 . 
人 研究 各 种 物质 的 光谱 的 产生 及 其 同 物质 之 间 相 互 作 
用 . 而 光谱 是 电磁 辐射 按照 波长 的 有 序 排列 . 

光谱 (spectrum)” 见 “光谱 学 ”. 

集成 光学 (integrated optics) ”研究 媒质 薄膜 
中 的 光学 现象 以 及 光学 元 件 集成 化 的 一 门 学 科 . E 
是 在 激光 技术 发 展 过 程 中 ,由 于 光 通 信 、 光 学 信息 处 
理 等 的 需要 ,而 逐步 形成 和 发 展 起 来 的 . 它 要 解决 的 
实质 问题 是 获得 具有 不 同 功能 、 不 同 集成 度 的 集成 
光路 、 实 现 光学 信息 处 理 系统 的 集成 化 和 微小 型 化 . 

几何 光学 (geometrical optics) ”光学 的 一 个 分 
MER. 是 以 光线 为 基础 研究 光 的 传播 和 成 像 规 律 
的 一 个 重要 的 实用 性 分 文 . 

金属 光学 (optics of metals) 光学 的 一 个 分 支 
学 科 . 是 研究 金属 的 光学 性 质 及 其 与 金属 物质 结构 
关系 的 学 科 . 

晶体 光学 (crystal optics) BAER MAH 
传播 及 其 伴生 现象 的 分 文学 科 . 立方 晶体 中 光 的 传 
播 是 各 向 同性 的 ,与 均匀 非 晶 体 没 有 差别 .在 其 他 六 
个 唱 系 的 晶体 中 , 光 的 传播 的 共同 特点 是 各 向 异性 . 
因此 晶体 光学 研究 的 对 象 实质 上 是 各 向 异性 光学 媒 
ji, Qt aa TEA. | 

量子 声学 (quantum acoustics) ”声学 的 一 个 分 
x. 声学 所 人 研究 的 对 象 一 般 是 宏观 的 ,因此 可 以 不 考 
虑 传播 媒质 的 微观 结构 ,也 就 是 说 媒质 是 连续 的 ; 声 
波 的 能 量 一 般 也 是 连续 的 . 量子 声学 的 研究 则 考虑 
了 上 述 两 者 的 不 连续 性 . 


热力 学 与 统计 物理 


热力 学 (thermodynamics) 研究 热学 理论 的 一 
门 学 科 . 在 热学 理论 中 有 两 种 不 同 的 理论 , 即 热力 学 
和 统计 物理 . 这 两 门 学 科 都 是 研究 与 热 有 关 的 各 种 
现象 ,但 二 者 采取 的 方法 不 同 . 热力 学 从 由 实验 总 结 
出 的 宏观 规律 出 发 , 作 演 绎 和 推论 ,再 把 得 出 的 结论 
与 实验 相 比 较 . 而 统计 物理 则 从 物质 的 微观 结构 出 
发 ,用 统计 的 方法 求 出 物质 的 宏观 性 质 . 热力 学 中 的 


基本 实验 定律 有 热力 学 第 零 .第 一 .第 二 和 第 三 定 
E, ERAJ RRA N RER. E h REA TE fa Wr eR 
等 . 将 它们 和 热 容 量 及 物 态 方程 结合 起 来 ,再 作 一 定 
的 数学 推演 ,就 构成 了 热力 学 方法 的 基本 内 容 . 迄今 
为 止 , 人 们 还 没有 发 现 与 热力 学 推论 不 符 的 情况 ,所 
以 热力 学 的 推论 有 着 高 度 的 可 靠 性 . 

热力 学 是 由 现象 总 结 而 得 到 的 普遍 性 理论 ,对 
一 切 物 质 都 适用 . 但 该 理论 也 有 着 它 的 局 限 性 . 它 最 
大 的 缺点 是 因为 忽略 了 物质 的 原子 结构 ,因而 很 多 
与 物质 的 微观 结构 有 关 的 现象 不 能 解释 (如 涨 落 现 
R). 热力 学 目前 已 经 能 很 好 的 解决 物质 平衡 态 时 的 
性 质 , 而 对 非 平 衡 态 还 有 很 多 问题 不 能 解决 . 而 非 平 
衡 态 问题 在 实际 中 又 是 大 量 的 ,因而 研究 非 平衡 态 
物理 就 成 为 了 当今 的 热点 . 

热力 学 第 零 定 律 (zeroth law of thermodyn am- 
ics) ” 亦 称 热平衡 定律 . 热力 学 中 的 一 个 基本 规律 . 
由 此 定律 可 以 确定 热力 学 中 最 重要 物理 量 之 一 一 一 
温度 . 该 定律 表明 ,各 两 个 热力 学 系统 分 别 与 第 三 个 
热力 学 系统 同时 处 于 热平衡 , 则 它们 彼此 也 处 于 热 
平衡 . 可 以 认为 ,处 于 热平衡 的 两 个 系统 的 冷 热 程 度 
相同 .由 热力 学 第 零 定 律 可 以 证 明 , 互 为 热平衡 的 系 
统 具 有 一 个 数值 相等 的 状态 函数 ,这 个 决定 系统 热 
平衡 的 状态 函数 定义 为 温度 . 热力 学 第 零 定 律 是 引 
和 温度 概念 的 实验 基础 . 

热平衡 定律 (the law of thermal equilibrium) 
即 “ 热 力学 第 零 定 律 ”. 

im RE (temperature) 热力 学 名 词 . 是 表征 物体 
冷 热 程度 的 物理 量 . 但 严格 的 温度 定义 必须 由 热力 
学 第 零 定 律 给 出 ,该 定律 指出 , 当 两 个 物体 达到 热 平 
关系 的 约束 ,这 一 个 相等 的 态 函 数 就 是 温度 . 

热平衡 (thermal equilibrium) 见 “ 热 力学 第 零 
定律 ”. 

气体 的 状态 方程 (gas equation of state) 热力 
学 的 重要 方程 之 一 . 指 热力 学 参量 (如 温度 了 .体积 
V .压强 了 等 ) 在 平衡 态 下 满足 的 方程 . SOI EFT, 
P,V)-—0. 理想 气体 的 状态 方程 为 PV 二 YRT, 式 中 
R 为 气体 常数 ， 


.Mi,M 


y= diga is 
A #2 Hn 


为 混合 气体 的 摩尔 数 . 对 实际 气体 ,其 状态 方程 可 用 
昂 尼 斯 方程 来 表示 . 这 是 一 个 用 级 数 表 示 的 状态 方 
程 , 其 形式 为 

PV=A+BP+CP’?+ DP …， 
式 中 忆 为 压强 ,4A,B,C 称 为 第 一 .第 二 、 第 三 维 里 
系数 ,它们 都 是 温度 的 函数 , 且 与 气体 性 质 有 关 . 维 
里 系数 通常 由 实验 来 确定 . 


维 里 系数 (Virial coefficients) 见 “ 气 体 的 状 
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态 方程 ”. 

& 1K 5p FAY XR X > p A SI (distribution func- 
tion of speed for gases molecule) 关于 热力 学 的 一 
TERRA. TTL T YS oo Th TE EK v 附近 单位 速率 间 
Bia PLE] ETC AE RC] EG. 它 可 写 为 

dN 
T Qu Ndo’ 

AHP v WER, du 为 速率 间隔 , N 为 分 子 数 . fo) II 
是 气体 分 子 的 速率 分 布 晴 数 ,显然 它 满足 归 一 化 条 
件 


| f Gode —— n 
英国 科学 家 麦克 斯 韦 (Maxwell,J.C. 2 E& JA X 
论 上 给 出 了 气体 的 速率 分 布 的 规律 . 他 指出 ,在 平衡 
态 下 , 当 气 体 分 子 间 的 相互 作用 可 以 忽略 时 ,分 布 在 
任 一 速率 区 间 zw 一 “十 dz 内 的 分 子 的 比率 为 


3 mv? 
N T |) € edes 
即 速率 分 布 函数 为 
= mv? 
fv) — 4x AT ^e AT Y? , 


式 中 了 是 气体 的 热力 学 温度 m 是 分 子 质量 ,k 是 玻 
尔 兹 曼 常 数 . 由 此 分 布 律 , 可 求 得 气体 的 最 可 几 速 率 


平均 速率 


y = 2T, 

5 — /1847 
Jr 3838 E K 
TN cM 

热力 学 第 一 定律 (first law of thermodynamics) 

热力 学 的 一 个 基本 规律 . 该 定律 实质 上 就 是 包含 热 
量 的 能 量 守 人 恒定 律 . 其 数学 表达 式 为 dU —dQ ++ 
dW ,z& tf dU 为 内 能 的 微分 ,de dW 是 热量 和 外 界 
所 做 的 功 , 该 式 的 物理 意义 为 :系统 能 量 的 改变 等 于 
外 界 以 功 和 热 的 方式 供给 系统 的 能 量 . 当 系 统 经 过 
一 个 循环 过 程 回 到 原来 状态 时 ,应 有 


fae + baw =0R Q=- W, 


即 系统 经 过 循环 过 程 时 ,对 外 做 的 功 等 于 它 吸 取 的 
热量 . 奋 外 界 不 供应 系统 能 量 , 则 该 系统 就 不 能 对 外 
作 功 . 因此 ,热力 学 第 一 定律 的 另 一 种 表述 方法 说 明 
第 一 类 永 动机 是 不 可 能 实现 的 .该 定律 还 引进 了 热 
力学 中 一 个 重要 的 态 肾 数 一 一 内 能 . 

热力 学 第 二 定律 (second law of thermody - 
namics) 热力 学 的 一 个 基本 规律 . 它 是 独立 于 热力 
学 第 一 定律 的 一 个 关于 各 种 形式 能 量 互 相 转 化 的 基 
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本 规律 . 它 是 由 研究 如 何 提高 热机 效率 的 过 程 中 发 
现 的 . 它 可 以 解决 与 热 现 象 有 关 过 程 自发 进行 方向 
的 问题 . 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 就 构成 了 热力 
学 的 主要 理论 基础 . 热力 学 第 二 定律 有 多 种 表述 方 
式 . 最 常用 的 有 以 下 两 种 : 

1. 德国 籍 波 兰 学 者 克 劳 休 斯 (Clausius,R. ) 表 
述 :不 可 能 把 热 从 低温 物体 传 到 高 温 物 体 而 不 产生 
其 他 影响 . 

2. 开尔文 (Kelvin,L. ) 表 述 :不 可 能 从 单一 热源 


吸 热 使 之 完全 变 为 有 用 的 功 而 不 产生 其 他 影响 . 它 


又 可 表述 为 :第 二 类 永 动 机 是 不 可 能 造成 的 . 这 两 种 
说 法 可 以 证 明 是 完全 等 效 的 . 它们 实质 上 是 反映 了 
热传导 过 程 是 不 可 道 的 . 

由 热力 学 第 二 定律 的 定性 表述 可 证 明 系 统 存在 
一 个 态 图 数 一 一 箭 , 从 而 可 以 得 到 第 二 定律 的 数学 
表述 为 

as > $8, 
AF dS Aten ER. ETMADI. 等 号 对 应 可 道 过 
程 , 不 等 号 对 应 不 可 逆 过 程 .在 绝热 系统 或 孤立 系统 
进行 的 一 微小 过 程 , 有 dS 衬 0, 此 式 就 是 炉 增加 原理 
的 数学 表达 式 . 它 表示 和 孤立 系统 中 ,过 程 进行 的 方向 
是 使 炉 的 数值 增 大 的 方向 . RE IRI 
的 两 种 表述 . 

W 18 Jin JR FB Cprinciple of entropy increase) 
见 “ 热 力学 第 二 定律 ”. 

Mi (entropy) 现代 数学 概念 之 一 . 这 里 是 用 来 
描述 热力 学 系统 状态 的 一 个 态 函 数 . 1854 年 ,德国 
籍 波兰 学 者 克 劳 休 斯 (Clausius,R. ) E EE 2E FG ffü 
H, TCR EU T AS RAUS. RAK Moe, 


fo 


存在 一 个 态 函 数 , 它 就 是 炉 ,由 热力 学 第 一 定律 ,可 
以 得 到 
dU + PdV 
ta OR 
AP S MER, So AER M220 表示 任意 给 定 
的 两 个 平衡 态 .U HA RE, H HEE A ey) E AE 
能 量 被 温度 除 , 单 位 为 J/K. 

炉 是 一 个 较 抽象 的 物理 概念 , 它 的 物理 意义 可 
通过 它 的 统计 表达 式 来 理解 . S 二 klnW. 式 中 W 为 
一 宏观 态 所 对 应 的 微观 态 的 数目 (或 称 热力 学 概 
率 ),k NRA SBM. 此 式 称 为 玻 耳 兹 曼 关系 . 由 
此 可 以 将 炉 理解 为 与 系统 状态 无 序 程度 相关 的 量 ， 
即 系统 无 序 程度 愈 高 , 则 系统 “混乱 "程度 也 愈 高 . 其 
Rep JN BK) fol RL AR AS BCA a AS BD A tH a. A) R 
的 性 质 可 以 判断 上 自发 过 程 的 进行 方向 ,判断 系统 所 
处 状态 的 稳定 情况 . TAS DUE RA ZI ST A E 
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重要 应 用 , 它 还 在 信息 论 .控制 论 . 概 率 论 .数论 .天 
体 物理 中 有 着 应 用 ， 

热力 学 第 三 定律 (third law of thermodyna - 
mics) 亦 称 能 斯 脱 定 理 . 热力 学 的 一 个 基本 规律 . 
它 是 研究 当 温 度 趋 于 绝对 零度 时 物质 性 质 的 热力 学 
定律 . 当 用 热力 学 第 二 定律 对 于 可 逆 过 程 的 公式 dS 
—dQ/T Wich. AP} ROCK. mA 
学 第 三 定律 解决 了 确定 常数 问题 . 1960 年 ,能 斯 脱 
(Nenstor, W. ) 在 总 结 了 大 量 低温 各 种 化 学 反应 性 
质 时 ,得 到 了 一 个 普遍 规律 , 称 为 能 斯 脱 定理 . 它 可 
表述 为 :凝聚 系 的 箭 在 等 温 过 程 中 的 改变 , 随 绝 对 温 
度 趋 于 零 而 趋 于 零 . 妈 

lim (A5); es 

这 就 是 热力 学 第 三 定律 . 它 的 另 一 种 表述 是 “不 可 能 
用 有 限 的 手续 达到 绝对 零度 ”可 以 证 明 这 两 种 说 法 
是 完全 等 价 的 . 

能 斯 脱 定理 (Nenstor theorem) 
三 定律 ”. 

基本 执 力 学 关系 (basic relation of thermody- 
namics) ” 亦 称 麦克 斯 韦 关 系 . 热力 学 的 一 个 基本 规 
f£. 指 热 力学 中 关于 热学 参量 温度 、 炉 和 力学 参量 压 
力 、 体 积 之 间 的 微分 关系 . 对 于 粒子 数 不 变 的 热力 学 
系统 ,在 只 考虑 膨胀 作 功 时 ,可 以 给 出 四 个 热力 学 函 
U,H,E AG, EMS Sl RA A AE AR. E B REM 
i dp Sr ew. 由 它们 的 定义 可 得 到 其 微分 形式 为 : 

dU —TdS —PdV, dH —TdS--VdP, 

dF=—SdT—PdV, dG=—SdT+VdP. 
由 全 微分 ,可 得 到 如 下 关系 


即 “ 热 力学 第 


ar ..[9P P. -(& 
Mis ale P| .= aS | p’ 
E L[3P:  [38) X 
Vir (9Tjy [元 | .= 


这 些 关 系 有 助 于 热力 学 量 之 间 的 运算 . 

麦克 斯 韦 关 系 (Maxwell relation) 
力学 关系 ”. 

相 变 (phase transition) 热力 学 的 基本 概念 之 
一 . 指 系统 从 一 个 相 变 化 到 男 一 个 相 的 现象 , 它 是 近 
些 年 来 研究 的 热点 ,所 请 相 , 指 的 是 系统 中 物理 性 质 
均匀 的 部 分 , 它 和 其 他 部 分 之 间 有 确定 的 分 界面 , 相 
变通 常 在 等 温 等 压 下 进行 ,而 且 要 满足 两 相 化 学 热 
相等 的 相 平 衡 条 件 . 为 了 阐明 相 变 的 机 理 , 需 要 用 到 
统计 物理 知识 ,但 目前 也 仅 限 于 用 到 一 些 简单 的 物 
理 模 型 . 例如 , 非 理 想 气 体 凝 聚 为 液体 时 , 物 态 方程 
要 出 现 某 种 不 连续 性 . 如 在 等 温 线 上 比 容 会 出 现 突 
变现 象 .应 用 统计 物理 理论 ,可 以 证 明 在 有 限 体积 
不 可 能 发 生 凝 聚 现 象 , 只 有 当 -~ce 时 , 才 可 得 到 巨 
Bic 4} eR a E 在 热力 学 极限 下 的 表示 式 : 


即 “基本 热 


Sa E 

apa lim yr lim y T 

p= lim oy ^2 —In# 
式 中 己 为 压强 ,7 为 温度 ,V 为 体积 ,为 玻 尔 兹 曼 
常数 ,po 为 密度 ， 


A 1 
dis A? imm N 2zmkl1: 


A 称 为 热 波长 . 李 政 道 和 杨振宁 于 1952 年 提出 了 两 
条 定理 ,论证 了 相 变 发 生 的 可 能 性 和 条 件 . 目前 常用 
的 存在 相 变 的 模型 有 : 

1. 铁 磁 模 型 . 

2. 点 阵 气 体 模型 . 

3. 仇 六 模型 等 . 
对 它们 求解 的 方法 主要 有 平均 场 近似 .高温 展 开 和 
低温 展开 、 解 析 法 、 数 值 法 以 及 重 正 化 群 方法 等 . 

热 波 长 (thermal wavelength) 见 “ 相 变 ” 

统计 力学 (statistical mechanics) 亦 称 统计 物 
理学 . 理论 物理 学 的 一 个 重要 分 支 . 它 是 把 微观 力学 
和 概率 论 结 合 起 来 的 理论 体系 . 它 的 任务 是 :从 物质 
微观 结构 .粒子 间 的 相互 作用 及 力学 规律 ,并 结合 概 
率 的 理论 .推导 与 说 明 由 大 量 粒 子 组 成 的 宏观 物体 
的 物理 法 则 和 性 质 . E A en 
各 种 宏观 理论 提供 根据 ,与 量子 力学 、 经 典 电动 力学 
一 起 成 为 现代 气体 ,液体 .固体 和 等 离子 体 理论 的 基 
础 ,并 在 化 学 和 生物 过 程 的 研究 中 发 挥 作用 . 

统计 力学 所 包含 的 基本 概念 和 理论 是 : 相 空 间 、 
刘 维 尔 方 程 、 系 综 、 吉 布 斯 统计 、 庞 加 来 定理 , 玻 尔 兹 
曼 统计 .量子 统计 法 、 非 平衡 态 统计 物理 学 、 玻 耳 获 
Bish H 定理 、 朗 之 万 方程 、 福 克 尔 - 普 朗 克 方 
程 及 涨 落 耗 散 定 理 等 . 

统计 力学 涉及 的 数学 问题 介 于 动力 系统 (多 自 
由 度 甚 而 无 穷 自由 度 的 力学 ) 理 论 和 概率 论 与 随机 
过 程 理论 之 间 . 对 于 非 平衡 统计 物理 学 的 主要 方法 ， 
正 是 基于 这 样 的 理论 , 它 可 以 划分 为 两 大 类 : 

第 一 类 方法 ,是 从 微观 力学 出 发 的 统计 理论 ,可 
以 概括 为 “ 刘 维 尔 方程 加 统计 假定 ”. 刘 维 尔 方程 

dean 4 > | eel —=0, 

其 中 o 为 密度 函数 ,XY ON 71 5E R T P FT PK, 
qi» piG— 1,2, NDA RAT CAB pp A XS. 
以 算 符 形式 写 为 


9 


i T = Lp; (2) 
其 中 刘 维 尔 算 符 工 在 经 典 情形 下 就 是 泊 松 括号 : 
Lo=i [2 .p]-i > (3) 


而 在 量子 情形 下 则 是 哈密 顿 算 符 OC 和 密度 矩阵 p 
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的 对 易 子 . 量子 力学 中 有 时 称 (2) 式 为 汉 。 诺 伊 曼 方 
程 . 通称 之 为 刘 维 尔 方程 .把 N 点 分 布 函数 o 对 


NN 一 1,N 一 2,… 个 变量 积分 之 后 ,定义 单 点 ,两 点 等 
约 化 分 布 函数 
/三 pi = | 
e, = [pars t Nen 


其 中 dTw_; 二 dqn_;* dpn G—1,2,*0. 由 刘 维 尔 
方程 出 发 ， SHE A A AUS REOR LIES 
耦合 方程 ,其 中 o, 的 方程 中 出 现 oo 等 .此 即 经 典 
或 量子 的 BBGKY (Bogoliubov-Born-Green-Kirk- 
wood-Yvon) 方程 链 . 任何 较为 实际 的 讨论 ,都 需 把 
这 个 方程 链 截断 ,将 pi 通过 前 面 的 Orio Pi-: 等 表示 
出 来 ,以 获得 一 个 封闭 的 方程 组 . 这 类 “截断 近似 ” 通 
常 隐 含 地 对 应 某 种 统计 假定 ,其 意义 往往 不 很 清楚 . 
比较 成 功 的 例子 是 博 戈 留 博 夫 (Bogaliubov) 于 1946 
年 在 两 条 假定 下 比较 严格 地 推 得 了 经 典 的 玻 耳 效 曼 
输 运 方程 

EPH) qs 


其 中 sede all ill r ,速度 v 和 时 间 t 89 PRR, 
F 是 作用 在 分 子 上 的 力 ,而 F/m omi (|. 


表示 (分 子 ) 碰 撞 项 . 他 的 两 条 假定 是 : 
1. 两 点 分 布 晤 数 可 以 表示 为 单 点 函数 的 沁 隆 
ps= pales 
2. TE t 0o, FF RR TAH SE BR CN — 00, V oo, 
N/V 有 限 ) 之 后 二 体 关联 衰减 而 有 
limo, (1,2) = Pa?) (6) 


玻 耳 兹 曼 方程 还 可 在 其 他 一 些 本 质 上 相同 的 假定 下 
推导 出 来 .对 于 量子 情形 , 泡 利 (Pauli,W. ) 1928 年 
就 为 密度 矩阵 o 的 对 角 元 素 推导 出 如 下 的 主 方程 : 


90, 
Qt = beet Dee tes En) Mel" 


ZR LES ME (7) 
其 中 & RRA X EX En) RE AEB... 
是 相互 作用 势 的 矩阵 元 ,6 是 6 PREX. 这 个 方程 可 以 
摘 述 趋 近 平衡 的 不 可 道 过 程 ,但 推导 中 每 一 步 都 要 
使 用 无 规 相 位 近似 , 即 伟 去 密度 和 矩阵 的 非 对 角 元 素 . 
后 来 范 堆 甫 等 人 只 在 初始 时 刻 使 用 一 次 无 规 相 位 近 
似 , 推 得 了 形式 有 所 不 同 的 主 方程 ,并 且 讨 论 了 趋向 
平衡 的 条 件 , 说 明 不 可 北 性 与 热力 学 极限 中 的 无 穷 
体积 有 关 . 

第 二 类 方法 ,直接 从 随机 方程 出 发 ,因而 不 需要 
统计 假定 , 却 带 上 了 更 多 的 半 唯 象 描述 的 成 分 . 20 
世纪 初期 , 朗 之 万 (Langevin,P. ) 在 布朗 粒子 的 牛顿 
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运动 方程 中 加 上 了 随机 力 EG), 


m SE —— av + EQ) (8) 


用 来 反映 没有 归纳 到 摩擦 力 av 中 去 的 其 他 运动 自 
由 度 的 影响 . 这 是 首次 在 物理 学 中 使 用 随机 微分 方 
程 , 因 此 ,这 一 类 方程 以 后 统称 为 天 之 万 方程 . 现代 
非 平衡 统计 物理 中 的 朗 之 万 方程 可 以 表述 如 下 . 选 
择 宏观 变量 的 集合 {Qi,i 一 1,2,…,n) 来 描述 某 一 类 
非 平 衡 现 象 ,它们 遵从 广义 的 明之 万 方程 组 
=— Hr, KOED ©) 


(i = 1,2,. n), 

其 中 势 函数 多 在 平衡 态 附 近 就 是 自由 能 ,而 在 某 
些 远离 平衡 的 定常 态 附 近 也 可 以 从 微观 运动 方程 的 
时 间 反 演 对 称 性 出 发 ,证 明 存在 着 类 似 的 势 函数 . 对 
称 矩 阵 描 述 宏 观 变量 Q 的 耗 散 和 扩散 运动 ,保证 系 
统 能 够 趋向 平衡 . K;(Q) 反 映 不 能 通过 势 函 数 表 示 
出 来 的 宏观 变量 之 间 的 耦合 ,例如 ,当代 表 和 平均 
RE SEY , 磁 矩 的 进 动 项 就 包含 在 K;(Q) 之 中 . 这 一 项 
通常 称 为 模 模 耦 合 BT Q; 就 是 一 个 运动 模 . 关于 
随机 力 EO ,通常 假定 它 遵从 高 斯 分 布 , 且 

EU =E 006,0) 226 G—t 5. (10) 
(100,C9) C XX P BS. DB [n] CFE RT fub £7 OO RT Q; 
BAA BMS 最 小 值 决 定 的 定常 态 . 式 (10) 是 
另 一 种 意义 下 的 涨 落 耗 散 定 理 ， 

朗 之 万 方程 可 以 看 做 从 随机 过 程 16;(2)} 到 随机 
it #2 OQ; GO) BY ZB d. 对 于 OQ, 的 概率 分 布 函数 
P(Q,t) 可 从 朗 之 万 方程 (9) 推 导出 如 下 的 福 克 尔 - 
普 朗 克 方 程 : 


aPQQQ wv 3 
人 


] x^ 9? 


这 是 {Q&,;} 空 间 中 的 推广 的 扩散 方程 ,等 号 右 端 第 一 
项 是 漂移 项 ,第 二 项 是 扩散 项 . 相反 ,从 每 一 个 福 克 
尔 - 普 天 克 方 程 ,可 以 推导 出 一 批 随 机 等 价 的 , 即 遵 
从 同一 种 随机 分 布 的 天 之 万 方程 .上 述 处 理 非 平衡 
统计 问题 的 两 类 方法 ,并 非 互 相对 立 或 无 关 的 .事实 
上 ,线性 不 可 逆 过 程 的 统计 理论 ,可 以 同样 好 地 应 用 
这 两 套 方法 来 建立 . 

统计 物理 学 (statistical physics) 


M, » 
F 


即 “ 统 计 力 
刘 维 尔 方程 (Liouville equation) 力学 系统 变 
化 的 偏 微分 方程 . 其 形式 为 
dD 3D 
式 中 
(DH) = SP Pa + Fp, 
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称 为 泊 松 括号 . 
E MEER c TEST 
dies p= 2 G = 1,2,3,'*,s); 


H 为 该 系统 的 哈密 顿 量 ,由 于 该 系统 为 保守 力 系 
统 , 故 服从 哈密 顿 的 正则 方程 . 式 中 Dp. OAR 
统 代表 点 的 密度 , 它 是 相 空 间 (p,g 为 相 空 间 的 坐 
标 ,z 一 1,2,3,…) 和 时 间 的 函数 . 刘 维 尔 方程 (或 称 
刘 维 尔 定理 ?描述 一 个 保守 力学 系统 的 代表 点 密度 
在 相 空 间 中 随时 间 变 化 的 规律 . 式 中 {D, 石 ) 表 示 在 
同一 时 刻 代 表 点 密度 随 相 空间 中 不 同 地 点 的 变化 . 
3D/3t 表示 相 空 间 中 同一 地 点 代表 点 密度 随时 间 的 
变化 ;二 项 之 和 为 零 表 示人 代表 点 的 密度 在 运动 过 程 
中 是 守恒 的 . 

BH 2. 73 7j f£ (Langevin equation) 


AM, 99 
T 


见 “统计 力 


福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 (Fokker-Planck equation) 
亦 称 柯 尔 英 哥 洛 夫 方程 . 热力 学 的 重要 方程 之 一 . È 
是 研究 布朗 运动 所 采用 的 一 种 扩散 方程 .可 以 证 明 ， 
颗粒 的 位 移 的 概率 分 布 函数 和 颗粒 的 数 密度 都 满足 
扩散 方程 .如 果 再 加 上 初始 条 件 和 边界 条 件 ,还 可 以 
从 扩散 方程 解 得 分 布 函数 . 扩散 方程 最 早 由 美 籍 德 
国 科 学 家 爱 因 斯 坦 (Einstein , A. ) 得 到 ,后 经 过 福 克 
尔 (Fokker,A.D. ) 和 普 朗 克 (Planck ,M. ) 的 推广 ， 
所 以 称 为 福 克 尔 -普天 克 方 程 . 它 的 严格 证 明 是 由 俄 
国 数学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (konvropoa,A. H. ) 给 出 的 . 
方程 的 形式 为 

aw 3 9? 

Z + ZW) — + ew) = 0. 
SOB WW Got; costo TN RES. U WC, t; £o 
to da 是 代表 颗粒 在 初始 时 刻 ,地 点 zo 转变 到 时 
刻 己 地 点 工 与 zx 十 dz 之 间 的 概率 . 4 W 满足 下 列 
条 件 时 : 
1. WCz,t;xost9)2220; 


2. in Wt desse 


3. lim W (titti dr = Q 
to |z— r >ô 
(6 是 任意 正 数 ); 
dd es (Paw Ge oa uf 
EU la’ —r|«à 
zz art); 
ES (b esa soe Dae 
A0 At 
| 天 一 工 | < 人 
= b( x,t); 
Gn. Gp ses WE cS 
EPA T, 
|z — r| <8 
=0 (n2). 


PL W 满足 马尔 科 夫 过 程 ,就 可 证 明 W 满足 福 


32K 15 A 757] EE. 

fj2R & IB X 7j f£ (Kolmogorov's equation) 
即 “ 福 克 尔 - 普 朗 克 方程 ” 

玻 耳 北 曼 积分 微分 方程 (Boltzmann integral- 
differential equation) 亦 称 玻 耳 效 曼 输 运 方程 . 热 
力学 的 重要 方程 之 一 . 它 是 描述 粒子 分 布 函 数 随 着 
时 间 .坐标 和 运动 速度 变化 的 非 线性 积分 微分 方程 ， 
为 说 明 分 子 的 运动 , 玻 耳 兹 曼 (Boltzmann,L. E. ) 引 
和 分布 函数 Fr v D ,以 f(r,v,t)drdy 代表 速度 在 v 
和 v 十 dv ,坐标 在 r 和 7 十 dr 范围 内 的 分 子 数 目 , 令 
N 为 分 子 的 总 数 , 则 


|| Fv ndrdr = N (1) 
了 f(r,v,t) 随 时 间 的 变化 由 两 部 分 原因 引起 :一 是 分 
子 的 坐标 和 速度 按 力学 运动 方程 的 变化 , 即 

rr vót my T Bt 


(F 是 作用 在 分 子 上 的 为 ,F/m 是 加 速度 ); 二 是 分 
子 间 相 互 作用 (碰撞 ) 引 起 的 改变 . 前 者 是 运动 状态 
的 连续 变化 ,经 过 Gt 时 间 之 后 ,; 原 处 在 drdv 范围 内 
的 分 子 , 全 部 进入 对 应 dr'dv' 的 状态 ,数目 并 没有 增 
减 . 后 者 (碰撞 ) 则 使 得 一 些 分 子 进入 drdy, 而 另 一 
些 分 子 离 开 这 一 范围 ,其 净 效果 用 碰 擅 项 | 你 | 表 
示 . 于 是 
flrtvewt Erico — Fo vs e| Z| dt. 


或 对 or 展开 ,得 到 
af af , F of af 


ete 3,7 ix], (2) 


具体 的 碰撞 项 只 有 根据 分 子 间 相 互 作用 的 具体 模型 
和 一 些 补充 假定 才能 推导 出 来 . 在 只 计 入 二 体 碰撞 
和 认为 分 子 的 速度 与 位 置 没 有 关联 (分 子 混沌 性 ” 
假设 ) 的 条 件 下 , 玻 耳 兹 曼 求 得 如 下 的 碰撞 积分 : 
E — [an av sca) Iv — vs ILÉG»',,2) 


TEP WV sf) HF OV) Ove) (3) 
其 中 ol02) 是 在 立体 角 N 内 的 碰撞 截面 ,v,v。 My’, 
vz 是 两 个 分 子 在 碰撞 前 后 所 具有 的 速度 . 式 (2) 与 
(3) 合 在 一 起 ,构成 了 玻 耳 兹 曼 输 运 方程 , 即 关 于 函 
数 f(r,v,t) 的 玻 耳 兹 曼 积 分 微分 方程 . 它 的 一 个 均 
SRE NEHA CS t 无关 ) 解 是 


3 
2 
f (virvVy oz) —n 


zd 
. exp[— a vi v]. (4) 
这 就 是 著名 的 麦克 斯 韦 速 度 分 布 律 . 
XE H z£ 8 56157; H (Boltzmann's transport e- 
quation) 即 “ 玻 耳 效 曼 积 分 微分 方程 ” 


W H% S Bit (Boltzmann statistics) 亦 称 麦 


热力 学 与 统计 物理 


克 斯 韦 - 玻 耳 兹 曼 统 计 . 相同 粒子 的 经 典 统 计 方 法 . 
考查 同 种 分 子 构成 的 气体 . 把 每 个 分 子 视 为 近 独 立 
的 子 系统 , 它 可 能 天, 个 能 量 为 s HRA. AA ON, 
个 分 子 处 于 这 组 状态 中 .经典 统计 中 不 限制 状态 的 
占有 方式 , 且 每 个 分 子 均 可 识别 . 把 入; 个 分 子 放 到 
K: 个 状态 中 的 方式 共有 Wi 一 Ki*/Ni! 种 , 则 气体 的 
Nei 2 


S = kln | | W.. 
在 总 分 子 数 
N — MN, 
和 总 能 量 
E= AN; 


EURT, BORD BBA BOR RS ; 
的 平均 占有 率 或 分 布 函 数 — N/K: 引入 拉 格 朗 
日 乘 子 a,8, 通 过 极 值 条 件 


Zs TaN dy 6: 
求解 (利用 近似 公式 InN! =NInN—N) i 


n; = exp(a + pe,). (D 
并 且 有 
4 NES 
qeu qc 


4 是 化 学 势 ,T RRE, MORRA ZZ SAA. 

Z vu Ht -H BS Sit (Maxwell-Boltzmann 
statistics) B“HH 2% & Seil". 

£5 HA Zi it (classical statistics) 一 种 统计 方 
法 .是 建立 在 经 典 力 学 基础 上 的 统计 . BRAGS 
统计 和 经 典 的 吉 布 斯 系统 统计 等 . 

H XESSC(H-theorem). 热力 学 的 重要 定理 之 


—. TEE 2X P BEY A pE nT E 28 4 B E XH. 玻 耳 兹 曼 


(Boltzmann,L. E. ) A fis Fy FE BJ fe iH A sg X] H 
PK AC 


ZL || drdufGr sw inferon, (1) 
并 且 证 明了 它 是 一 个 不 随时 间 增 加 的 量 , 即 
dH (t) 
d &0 (2) 


这 就 称 为 H 定理 (参见 “ 玻 耳 兹 曼 积 分 微分 方程 ”). 
(2) 式 中 等 号 成 立 的 条 件 , 是 输 运 方程 中 的 碰撞 积分 
RETE, , 即 碰撞 前 后 的 分 布 函数 满足 

FCF Gy = fo fC"); (3) 
这 称 为 细致 平衡 条 件 . 这 个 条 件 成 立时 ,分 布 函数 不 
因 分 子 碰 撞 发 生 改 变 , 气 体 达 到 热平衡 .可 以 证 明 ， 
满足 细致 平衡 条 件 的 fv) 就 是 麦克 斯 韦 速度 分 布 
率 . 易 知 ,细致 平衡 是 维持 总 平衡 的 条 件 . E H 定理 
成 立 的 前 提 下 ,细致 平衡 也 是 维持 总 平衡 的 充分 和 
必要 条 件 . 除了 平衡 分 布 以 外 ,其 他 情形 下 H(z) 都 
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随时 间 下 降 . 因此 ,H ROS HAJ 27 48 B] AE PE P.H 
定理 在 历史 上 对 于 理解 宏观 系统 中 不 可 逆 性 的 来 源 
和 趋 近 平衡 的 过 程 ,起 过 重要 作用 . 

细致 平衡 条 件 (meticulous equilibrium condi- 
tion)” 见 “H 定理 ”. 

Be AE 46 RE (density matrix) 亦 称 统计 算 符 . 统 
计 物 理 中 的 一 个 矩阵 . 指 描述 统计 系统 中 力学 体系 
的 量子 运动 状态 的 分 布 的 矩阵 .用 tr GR RAE SO He 
示 取 后 面 矩阵 所 有 对 角 元 之 和 , 则 任意 力学 量 4 的 


统计 平均 值 A 可 用 该 力学 量 的 矩阵 4 与 统计 系统 
的 密度 矩阵 2 表示 成 
pom tr( Ap) 


tr(o) ` 
i 密度 矩 阵 按 概率 归 一 化 , 则 有 trp) 二 1, 而 A= 
tr(Ap). 设 gq 代表 力学 体系 所 有 自由 度 的 坐标 ,k 代 
表 该 体系 量子 运动 状态 的 完全 描述 . 引入 完备 的 正 
交 归 一 化 基本 函数 系 {y,(g)} ,将 系统 中 每 个 量子 力 
学 体系 的 苹 定 请 波 函 数 对 基本 函数 系 展开 ,如 
$@,t) > CWO (G-1:2,"N)5 


其 中 上 标 s 表示 各 力学 体系 ,总 共有 NN 个 . 展开 系 
数 Ci” 为 时 间 z 的 函数 ,满足 与 (s) 无 关 的 同样 的 按 
概率 归 一 化 的 条 件 

lvoe i. ao aa E] 


(s = 1,2,**,ND, 
这 里 * xU dE Su. 从 展开 系数 依 下 式 定 义 的 所 有 
矩阵 元 ow 即 构 成 按 概 率 归 一 化 的 密度 矩阵 


1 N 
HN CPG * ， 
Ney 


P= Cn e Px = 


有 
tro) = 2 e 一 1 ， 
k 


ou 是 系统 中 力学 体系 处 在 运动 状态 & 上 的 概率 . FE 
意 力 学 量 4 对 力学 体系 (s) 的 量子 平均 值 为 


A® = [wor Awedg = ee a 
ko 


其 中 和 矩阵 元 Aw = | V; AV ida Fg RA 715 E E 
阵 . 所 以 该 力学 量 对 系统 的 统计 平均 值 为 


yA” = = 242 Aula = = tr(Ap), 


ix Ap 表示 和 矩阵 乘积 
统计 算 符 (operator of statistics ) 
B 
量子 统计 法 (quantum statistics) 量子 统计 物 
理 的 重要 方法 . 以 量子 力学 为 基础 建立 的 统计 物理 
学 称 为 量子 统计 物理 学 . 经 典 统计 与 量子 统计 的 不 
同 不 在 于 统计 原理 ,而 在 于 对 微观 状态 的 描写 . 在 量 
子 统计 物理 中 ,必须 考虑 相同 质点 的 交换 不 引起 新 
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的 量子 态 这 一 事实 ,这 样 的 粒子 称 为 全 同 粒子 .量子 
统计 指 玻 色 统计 和 费 米 统计 . 全 同 粒 子 也 可 分 为 两 
类 . 波 图 数 具 有 交换 对 称 的 系统 称 为 玻 色 系统 . 玻 色 
系统 的 每 一 个 量子 态 上 占据 的 粒子 数 不 限 ,这 种 粒 
子 遵 循 玻 色 统计 ,或 称 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 . 波 项 数 
具有 交换 呈 反 对 称 性 的 系统 称 为 费 米 系统 . 每 个 量 
子 态 上 的 粒子 数 不 多 于 1 个 这 样 的 粒子 称 为 费 米 
子 , 它 遵从 费 米 统计 . 
1. 玻 色 统计 ;对 于 玻 色 系统 ,由 于 粒子 的 不 可 分 

辩 和 每 一 个 态 上 所 占 的 粒子 数 不 限 , 则 对 给 定 的 N， 
个 粒子 分 布 , 在 g; 个 量子 态 的 方式 数 等 于 Nig 
1 个 元 素 中 选取 g; 一 1 个 元 素 的 组 合 数 

CN SEC ns 

Noc 49] * 
考虑 到 各 个 能 级 的 贡献 ,就 得 到 对 应 粒子 数 分 布 
(Ni 的 系统 微观 状态 数 


NER — 1) 
Wee= ll ^N i; Zp 


2. 费 米 系 统 ; 对 于 费 米 系统 ,NN; 个 不 可 分 辨 的 
全 同 粒子 分 布 在 g; 个 状态 上 (每 个 状态 上 至 多 只 能 
有 一 个 粒子 ) 的 可 能 方式 数 为 
Z; 
N;! (£: 一 Noi 


而 对 应 粒子 数 分 布 {Ni;} 的 系统 微观 状态 数 为 
gi! 
Wro = I N;!(g; — NOV 
当 N/a Zl WY, 


We Wy, p 7 
ES ! [La 
这 就 过 渡 到 了 玻 耳 效 曼 系统 的 微观 状态 数 . 利用 条 
件 
NE 
可 以 得 到 


陈 中 的 正 负 号 分 别 对 应 于 费 米 和 玻 色 系统 ,# 为 化 
学 势 . 对 玻 色 子 ,p<0, 对 光子 气体 p= 二 0, 在 费 米 统 
计 中 ,yp 可 正 可 负 . 4 675 «1 时 , 费 米 统 计 和 玻 色 
Stil burg Bll BK Hk e rd. 
玻 色 系统 (Bose system) 
玻 色 统计 (Bose statistics) 
费 米 系统 (Fermi system) 
费 米 统计 (Fermi statistics) 
ik". 


见 “ 量 子 统计 法 ”. 

见 “ 量 子 统计 法 ”. 
见 “ 量 子 统计 法 ”. 
见 “ 量 子 统计 


分 析 力 学 


分 析 力 学 (analytical mechanics) 理论 力学 的 


一 个 分 文 . 它 是 以 广义 坐标 和 广义 动量 描述 运动 状 
态 为 主要 手段 的 一 门 经 典 力学 . 它 以 牛顿 运动 定律 
为 基础 ,运用 数学 分 析 的 方法 研究 宏观 现象 中 的 力 
学 问题 . 分 析 力 学 以 虚 功 原理 和 达 庆 贝尔 原理 作为 
其 基本 原理 ,由 此 可 导出 动力 学 普遍 方程 和 分 析 力 
学 各 种 系统 的 动力 方程 . 分 析 力 学 研究 的 对 象 是 质 
RAR. 质点 系 可 视 为 一 切 宏观 物理 组 成 的 力学 系统 
的 理想 模型 . 例如 ,太阳 系 可 看 做 自由 质点 系 . 研究 
太阳 系 中 行星 和 卫星 运动 的 天 体力 学 同 分 析 力 学 密 
切 相 关 ,在 方法 上 互相 促进 . 分 析 力 学 对 于 具有 约束 
的 质点 系 的 求解 更 为 优越 ,因为 有 了 约束 方程 ,系统 
的 自由 度 就 减少 ,运动 微分 方程 组 的 阶 数 随 之 降低 ， 
更 易于 求解 . 

分 析 力学 研究 的 主要 内 容 是 ， 

1. 导出 各 种 力学 系统 的 动力 方程 ,如 完整 系统 
的 拉 格 朗 日 方程 正则 方程 、 非 完整 系统 的 阿 佩 尔 方 
E. 

2. 研究 力学 的 变 分 原理 ,如 哈密 顿 原理 、 最 小 作 
用 量 原理 等 . 

3. 寻求 各 种 力学 定理 和 积分 ,如 对 应 于 广义 坐 
标的 广义 动量 积分 等 . 

4. 探讨 各 种 动力 方程 的 求解 方法 以 及 一 切 与 这 
个 目标 靠近 的 理论 ,例如 研究 正则 变换 以 求解 正则 
方程 ,研究 相 空间 代表 点 的 轨迹 ,以 判别 系统 的 稳定 
性 等 . 

分 析 力 学 在 解 题 方 法 上 和 牛顿 力学 的 经 典 解 题 
方法 不 同 , 后 者 是 把 物体 系 拆 开 成 分 离 体 , 按 牛 顿 定 
律 列 出 运动 方程 .对 于 质点 系 的 每 一 质点 ,依据 牛顿 
第 二 定律 列 出 沿 三 个 坐标 轴 的 运动 方程 ,这 样 得 到 
n 个 质点 系 共 3n 个 二 阶 微分 方程 ,然后 再 求解 . 分 
析 力 学 方法 是 考 鳄 整个 力学 系统 的 能 量 郴 数 ,对 于 
保守 系统 用 动能 7 了 和 势能 V 构成 标量 函数 ,例如 ， 
拉 格 朗 日 函数 工 二 7 一 V ie A i A H STV 
等 ,然后 利用 它 导 出 运动 方程 .这样 的 方程 不 再 包括 
不 做 功 的 约束 力 . 对 于 具有 个 质点 和 个 约束 方 
程 的 质点 系 , 运 动 微分 方程 的 总 阶 数 为 2 (3n — 42, 
比 牛 顿 法 的 总 阶 数 6n 要 小 ,容易 求解 . 分 析 力 学 中 
也 可 用 变 分 原理 (如 哈密 顿 原 理 ) 导 出 运动 微分 方 
程 . 它 的 优点 是 可 以 推广 到 新 领域 (如 电动 力学 ) 和 
应 用 变 分 学 中 的 近似 法 来 解 题 . 

弹性 力学 复 变 函数 方法 (complex variable 
method in theory of elasticity) 分析 力学 的 重要 
方法 之 一 . 指 用 于 求解 弹性 力学 问题 的 复 变 函数 方 
ik. 主要 用 来 求解 平面 问题 .在 弹性 力学 平面 问题 
中 , 基本 方程 是 双 调 和 方程 :4 人 po 一 0 CA 为 拉 普 拉 斯 
算 符 ), 其 复 变 图 数 形 式 为 

9 9 


Oz? az 


= 0, 


分 HW 3 学 


式 中 z= 二 zx 十 iy; z=r—iy, NKR RE. TE 
的 通 解 为 p= Relzé(GO-- xGO ]; 9 GO XGO AME 
解析 复 变 函数 ,Re 表示 取 实 部 . 问题 归结 为 求解 复 
数 边界 条 件 问 题 的 待定 消 数 yl(z) 和 X(z). A m A 
性 材料 ,可 得 应 力 位 移 关 系 为 

8. to, = 4 Rey (z), 

国王 

2G(— u + iv) 一 AVO(z) — z (2) — X (2), 
其 中 01.0, 029 EI 2r iu 是 位 移 分 量 ;G 是 前 
切 模 量 ;为 常数 .用 复 变 项 数 方法 求解 的 弹性 力学 
问题 通常 可 具有 一 般 性 且 求 解 过 程 较 简 单 . 同时 ,对 
多 连通 区 域 可 以 获得 一 些 问 题 的 解析 解 . 此 外 ,可 利 
用 保 角 变换 和 柯 西 型 积分 求 出 边界 形状 复杂 的 问题 
的 解析 解 .所 有 这 些 ,对 于 实 函 数 方法 来 说 都 是 十 分 
困难 的 . 

阿 佩 尔 方程 (Appell equation) 一 组 动力 学 方 

Re. 指 适 用 于 非 完 整 系统 的 重要 动力 学 方程 . 其 形式 
为 


二 š S= ys (1) 


AH G 为 言 布 斯 函数 ,此 函数 式 是 用 准 加 速度 元 表 
示 的 加 速度 动能 式 


A1 4 
2; jmd. 
7, 是 准 坐 标 ,N dé B EH E IT. ROSE IZ T EAS hp ze. 的 
广义 力 . 由 于 完整 系统 是 非 完 整 系统 的 特例 ,因此 ， 
凡是 适用 于 非 完 整 系统 的 动力 学 方程 , 亦 适用 于 完 
整 系统 . 

准 坐标 的 来 源 及 其 意义 是 : 设 有 一 个 含 2” 个 质 
点 的 非 完整 系统 , 它 上 共有 /7 个 有 限 约 束 

Ji dtes dtu ra uu) Obesl 2g) 


和 7 个 微分 约束 

> oz + a, = 0 (p = 1,2,°%57). (2) 
可 先 利 用 有 限 约束 ,将 3n I rH m= 3n—1l 个 广义 
坐标 QisQ2» 7 ,qn BEAN 5 个 微分 约束 用 qi 和 d; G— 
1] ,2 ,… sm) Fem. 由 此 可 将 式 (2) 化 为 

Aud, A, = 0 (p = 1 ,2,*.… 57). (3) 
X Bm 个 di 一 1,2, sm) RE N(=m-r) SÈ 
独立 的 . 为 了 更 一 般 化 ,采用 mA g 的 线性 式 组 成 
N PERR 元 来 描述 该 系统 , 即 

T, = 2, B.; (s = 1,2, N). 
由 于 非 完 整 系统 的 微分 约束 (3) 是 不 可 积 的 ,所 以 坐 
标 t 不 一 定 存 在 ,这 就 是 未 准 坐 标 名 称 的 由 来 . i 
的 时 间 导 数 元 称 为 准 加 速度 . 由 于 式 (1) 左 端 是 对 
i. 的 俩 导数 ,所 以 G 中 一 切 不 含 MARAT UGH 
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不 写 , 从 而 使 计算 G RRM CLERK AML. 

准 加 速度 (quasi-acceleration) 见 “ 阿 佩 尔 方 
RU. 

哈密 顿 原理 (Hamilton principle) 一 条 重要 的 
变 分 原理 . 指 英 国 数学 家 、 物 理学 家 哈密 顿 (Hamil- 
ton, W. R. ) 提 出 的 适用 于 完整 系统 的 原理 . 该 原理 
表明 :对 于 完整 .保守 系统 ,在 具有 相同 的 时 间 间 隔 ， 
从 起 始 至 终了 的 一 切 可 能 运动 中 ,真实 运动 的 哈密 
顿 作 用 量 取 极 值 , 即 在 N 十 1 ABZ TAY (qi. qe. ,gn; 
CO CP TER PS p ZEA Ea 9 Chris BA ARO W 
时 间 积 分 以 真实 运动 路 线 上 的 值 为 驻 值 . 其 变 分 形 
式 为 

6W = | Lagde 25. 


其 中 工 是 动 势 ,为 广义 坐标 9g 与 时 间 t 的 函数 .W 称 
为 哈密 顿 作用 量 . 应 用 变 分 法 可 将 上 式 化 为 拉 格 朗 
日 方程 

aL d :3L 


aa. eae G = 1,2, N). 


哈密 顿 作 用 量 (Hamilton action quantity) J) 
“哈密 顿 原理 ”. 

哈密 顿 方程 (Hamilton equation) 亦 称 哈密 顿 
正则 方程 或 正则 方程 . 一 组 动力 学 方程 . 指 经 典 力学 
中 描写 系统 运动 的 一 阶 微分 方程 组 . 是 英国 数学 家 、 
物理 学 家 哈密 顿 (Hamilton,W. R. ) 于 1834 年 提出 


的 ,其 形式 为 
dg; ƏH 23b ƏH 
dt dp,’ Ot ac i=1,2,°° N). (1) 


其 中 ,五 为 广义 动量 pi、 广 义 坐 标 9 BT TAI ¢ AY ER 
数 , 称 为 哈密 顿 函数 . H 表 为 


一 3L 
HE > gi ee’ (2) 
i=] d 


这 里 ,9g-~> 表示 应 该 用 N 个 方程 pi at N 


^ diGm1,2, NDJ is pasts by QisQa2»5*** QN 3 
C) BN. AI ERG AJR A SK (2) B aT (8: n8 BF t PEL 
H. 1E JU 7; E CIDÉ ZN 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 ， 
而 拉 格 明日 方程 是 N 个 二 阶 微分 方程 的 方程 组 ,都 
是 只 适用 于 完整 系统 的 动力 学 方程 组 . 由 于 (1) 式 的 
AWARE q A p 的 导数 ,故此 方程 可 写成 如 下 形 
式 

dz, 

er Xi(X1s T29 TN) G = 1,2," ,2N). 

保守 系统 的 正则 方程 在 天 体力 学 和 经 典 统计 力 
学 中 有 重要 的 应 用 . | 


IE Wi) Fy £2 (canonical equation) 即 “ 哈 密 顿 方 
fU. 

RS SF i E Hamilton function) Jl, “mA a dbi 
方程 P. 
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正则 变换 (canonical transformation) 经 典 动 
力学 的 重要 变换 之 一 . 指 描述 经 典 动 力学 系统 状态 
的 坐标 和 动量 之 间 的 一 种 变换 . 它 保 持 了 哈密 顿 运 
动 方程 的 形式 不 变 . 对 于 一 阶 微分 方程 组 


eq _ a 

t Op; ’ 
TN E ENT i 
d£ dq; , 9 9 9 

施行 变换 


P, = P3(d19G29°** quii Dosttto Past) (2) 
G = | N’ 
使 得 新 的 动力 学 方程 组 仍 保 持原 有 的 正则 形式 , 即 
有 


= Q; (gi 9Jos***sQn3PisPoas*** Pus 


dQ, _ aK 

dt = aP,’ R 
dP; aK o 

dt |  2Q, (1 — 1.42; ,NN). 


则 式 (2) 称 为 正则 变换 ,其 中 K 为 该 体系 用 新 变量 
(Qi Qi Qui Pi Post ,Pn;t) 所 表示 的 新 蛤 密 顿 
图 数 TM gis bi — 1,2, n ,入 ) 分 别 为 广义 坐标 和 三 
义 动量 . 为 了 保证 变换 (2) 的 道 变 换 存在 ,必须 满足 

KQ ,Q; Qos Pi DP, Py) x 0 

9(qisQ2 stt Qu i Bis Dos Pn?) 
可 用 正则 变换 简化 原来 的 系统 ,使 之 更 易 求解 . 正则 
变换 在 理论 物理 中 有 广泛 的 应 用 . 

PS ae hig - HE AY EE AW #2 (Hamilton-Jacobi equa- 

tion) 分 析 力 学 中 的 动力 学 偏 微 分 方程 . 其 形 如 
aS aS aS aS 
a Hi ee qus s ca qe 
H pne gH EE H =T: THVT: Æ XE 
opon ,pn) 的 二 次 齐 次 式 , 而 方程 (1 ) 是 由 代 换 


_% | — one 
Punto E es IN) 


后 得 到 的 ,因此 方程 (1) 为 S 的 一 阶 二 次 偏 微 分 方 
程 . 奇 方程 (1) 解 可 表 为 : 

S = SIO(gi92""* qu i050), toy st), (2) 
其 中 a; (z 一 1,2，…， 和) 为 N 个 互相 独立 的 任意 常 
数 , 则 称 方程 (2) 所 表示 的 S 为 方程 (1) 完 全 积分 或 
全 解 . 

德国 数学 家 雅 可 比 (Jacobi,C.G.J. ) 曾 证 明 : 若 

S (q,a,0 9 OD ZA HE LI 

PRRI, op Golden ND 
就 是 其 原 正 则 方程 的 解 .有 了 这 个 定理 , 偏 微分 方程 
(1) 才 具 实 用 价值 .对 于 HE 中 不 显 含 上 的 情况 ,系统 
有 能 量 积分 . 此 时 上 述 方程 可 简化 为 


PM.» 255 Oe 
Gi 929 QN 3 aq,° aq, Aa, 


; =(), (1) 


其 中 五 为 运动 中 守恒 的 系统 能 量 . 由 于 摩擦 力 不 能 
用 势 隐 数 表示 ,所 以 方程 (1) 不 适用 于 非 保 守 系 统 . 
在 天 体力 学 中 此 方程 对 行星 的 运动 有 重要 应 用 . 

拉 格 朗 日 方程 (Lagrange equation) 对 于 完整 
系统 用 广义 坐标 表示 的 动力 学 普 让 方程. 通常 系 指 
第 二 类 拉 格 朗 日 方程 ,是 法 国 数 学 家 、 力 学 家 拉 格 朗 
日 (Lagrange,J.L. ) 首 先导 出 的 ,其 表达 式 为 


d 3T aT ; 
ta ma ~ (7 = 1,2, N), (1) 


其 中 人 是 系统 用 广义 坐标 qg 与 广义 速度 q;C—da;/ 
dt) 表 示 的 动能 ;Qj 为 对 应 于 gj 的 广义 力 . 对 于 保守 
系统 ,还 存在 着 势 浮 数 V(gi,qs,… ,qn), 因 为 有 


BA L=T—V 后 , 式 (1) 即 为 


d 3L aL 


式 中 L(g "qaos"! '* QN $ diss ttd ORA Pith BH H 
函数 . 世 的 量 纲 同 能 量 , 即 为 LMT 7. 从 式 (2) 中 可 
以 导出 下 面 两 种 特殊 情况 下 的 一 次 积 

1. 广义 动量 积分 : 符 在 动 势 志 的 表示 式 中 不 包 
含 属于 系统 的 广义 坐标 qi, 则 这 种 坐标 称 为 循环 坐 
aL 


sts uit e b ERSEL RA “= 0, FE 
由 式 (2) 可 得 

e m 

dt a WE vs 


积分 上 式 可 得 路 一 常量 . 55 称 为 对 应 于 o. 的 广义 
动量 ,用 bp 表示 且 为 常量 ,于 是 对 应 于 循环 坐标 的 
广义 动量 是 守恒 的 . 

2. 广义 能 量 积分 : 亦 称 雅 可 比 积分 . 当 一 个 完整 
系统 的 动 势 L 不 显 含 时 间 c 时 , 即 可 求 得 雅 可 比 积 
分 


T,-—-T,+V=HA (E), (3) 
AF T: 表示 动能 7 了 用 广义 速度 QisQ2* t QN 和 广 
义 坐 标 表示 时 ,对 于 了 7 中 含 广 义 速度 的 二 次 齐 次 式 
的 部 分 ;7 表示 7 中 不 含 广 义 速度 的 部 分 ;V 是 势 
函数 . 当 一 个 完整 系统 的 约束 方程 都 不 显 含 时 间 + 
时 ,这 种 系统 称 为 自然 系统 . 对 这 样 的 系统 ,动量 是 
分 化 为 能 量 积分 了 十 V = 五 ,因此 称 式 (3) 为 广义 能 
量 积 分 . 
第 一 类 拉 格 明日 方程 是 用 直角 坐标 表示 的 动力 
学 普遍 方程 与 用 & 个 未 定 乘 子 和 直角 坐标 表示 的 
个 约束 方程 (包括 微分 约束 ) 相 结合 而 成 的 方程 . 这 
组 方程 可 以 解决 用 直角 坐标 描述 的 动力 学 问题 和 非 
完整 系统 的 动力 学 问题 . 拉 格 明日 方程 具有 下 述 三 


个 特点 : 


分 析 力 学 


1. 拉 格 朗 日 方程 是 用 广义 坐标 表示 的 ,对 于 实 
际 问题 可 根据 问题 的 特点 选取 适宜 的 广义 坐标 来 建 
立 动力 学 方程 ,从 而 便于 求解 ; 

2. 对 于 具有 个 质点 和 hh 个 有 限 约 束 的 完整 系 
统 , 拉 格 朗 日 方程 N==3n 一 h 个 二 阶 微分 方程 . 但 是 
用 直角 坐标 表示 的 牛顿 方程 有 3n 个 二 阶 微分 方程 ， 
加 疡 个 有 限 约束 方程 ,共有 3n 十 h 个 方程 . 二 者 比 
较 , 拉 格 朗 日 方程 较 便 于 求解 ; 

3. 应 用 拉 格 度 日 方程 可 导出 力学 中 的 变 分 原理 
一 一 险 密 顿 原理 和 田 一 组 重要 的 运动 微分 方程 - 
哈密 顿 正 则 方程 . 

第 一 类 拉 格 朗 日 方程 (Lagrange’s equations of 


first kind) 了 网 “ 拉 格 朗 日 方程 ”. 

第 二 类 拉 格 朗 日 方程 (Lagrange’s equations of 
second kind) “hits BAA Ar FE”. 

ju #8 BH B dE Lagrange's function) W,* dy 


格 朗 日 方程 ” 

广义 动量 积分 (generalized momentum inte- 
gral) 见 “ 拉 格 朗 日 方程 ” 

可 遗 坐 标 (ignorable coordinates) — UL "3v f& BH 


H Jr 8". 
循环 坐标 (cyclic coordinates) UL" fis BAA A 
m". 


广义 能 量 积分 (generalized energy integral) 
见 “ 拉 格 朗 日 方程 ”. 

劳 思 方程 (Routh equation) —fpdv $& BA E A 
程 形式 的 动力 学 方程 . 指 加 拿 大 数学 家 劳 思 
(Routh, E. J. ) 应 用 广义 动量 积分 把 拉 格 朗 日 方程 
降 阶 ,导出 了 新 的 且 仍 保持 拉 格 朗 日 方程 形式 的 动 
力学 方程 . 一 个 用 个 目 由 度 的 保守 系统 , 它 有 N 
个 广义 坐标 9 (i 二 1,2,… ,NN). 但 在 这 个 系统 的 拉 
格 朗 日 函数 工 中 ,通常 缺少 某 些 坐标 , 设 为 is ges 
… ,qr(k 一 入), 这 些 坐 标 称 为 循环 坐标 . 对 应 于 循环 


坐标 有 广义 动量 积 
aL 
ZEE a”; = BCH) G = 1,2,*…,k)， 


5| A oF 8 pk 
RQp4-1 oQetee"**9On$ Geri Ge 9Gn3 


a al 
B1 Bo Pe) 二 上 一 ? di a6," 
i=] : 


就 可 导出 劳 思 方程 
d aR aR T 


上 式 的 形式 同 保守 系统 的 拉 格 朗 日 方程 一 样 ,但 是 
式 中 只 有 2CN 一 &) 阶 ,已 降低 2k 阶 , 达 到 了 降 阶 的 
目的 . 缺少 的 循环 坐标 可 用 下 列 积分 求 出 


oR ; 
a =— | Sy G = 1,2,°°,k). 
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例如 ,用 平面 极 坐 标 (r,2) 求 解 平 面 中 质点 的 转 
力 的 运动 问题 时 , 力 心 选 作 原 点 ， 


L= Sm? + r9) — Vr) 
式 中 工 不 显 含 9, 所 以 9 是 循环 坐标 . 循环 积分 为 


x = mr’0 = B (1) 
5j FA pRB 
-r pe o loa E 
R=L ET mm mr? 2m V(r). 
代入 劳 思 方程 
daR aR _ 
dt or ar , 
得 
2 
mr 一 iB 十 Oe = 0; (2) 
mr Or 
从 上 式 解 出 rC() 后 ,利用 (1) 式 得 
oe ie -a 
0 = | a. 


于 是 可 得 ~ 与 2 关于 时 间 的 解 函 数 . 
劳 思 函数 (Routh function) D, ^55 BAR”. 
最 小 作用 量 原 理 (principle of least action) z} 
力学 中 的 一 个 变 分 原理 . 是 机 械 能 守恒 系统 在 位 形 
空间 真实 轨道 上 运动 时 遵循 的 一 个 基本 原理 . 即 对 
于 定常 保守 系统 ,作用 量 Tdt 积分 的 全 变 分 为 零 : 


其 中 了 为 动能 ,i 为 时 间 ,A 为 一 变 分 符号 .A 与 6 不 
Al, 作用 同一 变量 时 ,有 关系 式 Ag; = ôq: 十 qi， 
从 而 有 
d 

最 小 作用 量 原理 还 可 表 为 :对 定常 保守 系统 ,在 
广义 坐标 和 时 间 zt 的 NN 十 1 维 位 形 空间 (9g;,9;:,，*…， 
qn ;it) 中 ,限制 机 械 能 EE 保持 不 变 的 各 路 径 (6E==0) 
中 ,大 路 径 的 始点 和 终点 的 全 变 分 为 零 , 则 积分 
[Tide 对 于 真实 运动 的 路 径 和 邻近 的 旁 路 比较 ,真实 
路 径 积 分 是 驻 值 . 在 通常 情况 下 , 式 (1) 确 定 的 积分 
是 极 小 值 . 对 于 一 个 质点 ， 

1 1 ds 


T = —mv = —mv 


2 Qe ae 
式 (1) 化 为 A | mods = 0. 这 是 马 保 梯 (Maupertuis， 


P. L. de) 于 1744 年 最 先 提出 的 一 个 最 小 作用 量 原 
JE. 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler,L. ) 证 明了 此 原理 对 一 
个 质点 在 有 心力 场 中 的 运动 也 是 成 立 的 .法 国 数学 
家 ,力学 家 拉 格 朗 日 (Lagrange,J.-L. ) 又 把 这 原理 
推广 到 N 个 自由 度 的 保守 系统 并 给 出 严格 证 明 , 故 
此 原理 又 称 马 保 梯 - 拉 格 朗 日 最 小 作用 量 原理 ， 
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最 小 作用 量 原理 与 哈密 顿 原 理 的 共同 点 是 : 

1. 二 者 均 为 作用 量 的 积分 的 变 分 原理 ,两 者 对 
时 间 间 隅 不 长 的 运动 都 取 极 小 值 ; 

2. 两 者 都 是 (9， ^ PM ,GN ;t) N+1 维 空 间 真 实 
路 线 与 劳 路 线 积分 的 比较 ; 

3. 两 者 都 与 保守 系统 的 动力 方程 等 效 . 

最 小 作用 量 原理 与 哈密 顿 原 理 的 区 别 在 于 : 


1. 前 者 以 |7d 为 作用 量 ,后 者 以 fra (7 为 动 


势 ) 为 作用 量 ; 

2. 后 者 的 两 个 端点 在 N 十 1 维 空间 中 为 两 定 
点 , 变 分 为 等 时 的 , 即 = 二 0; 而 前 者 的 始点 与 终点 
的 全 变 分 为 零 , 即 Aqo— Aqu—0, HLBLTRBE E 在 各 条 
路 线 上 相同 , 即 COE=0. 两 种 作用 量 有 关系 式 


| zrà: = | ‘Lat + H(t, — t), 


HF H ERA UE PR BN. 

马 保 梯 - 拉 格 朗 日 最 小 作用 量 原 理 (Mauperuis- 
Lagrange's principle of least action)” 即 “最 小 作用 
ERE”. 

连续 方程 (equation of continuity) 流体 力学 
的 基本 方程 之 一 . 指 流体 力学 中 描述 质量 守恒 定律 
的 方程 . 建立 它 的 条 件 是 考虑 流体 是 连续 介质 ,速度 
和 密度 均 为 空间 及 时 间 变 量 的 连续 可 微 孔 数 . 对 密 
度 不 变 的 流体 , 吞 流速 U(s) 与 通过 的 横 截面 积 A(s) 
都 与 时 间 上 无 关 而 仅 是 空间 坐标 * BY BR C, DU] — 26 
定常 流 的 连续 方程 为 AU = Fe. RE o 变化 时 ， 
方程 变 为 ApU = 常数 .对 于 o 变化 的 一 维 非 定常 
流 , 考 虑 两 个 横 截 面 之 间 流 体 变化 的 情况 ,连续 性 方 
程 是 


E æ 
5, (AOU) FA T. = 0. 


对 三 维 不 定常 流 , 连 续 性 方程 为 
9p , Iu , dov ET deu 
dt Ox dy dz 
其 中 X$.y.x 为 空间 坐标 sU Vs W 是 质点 速度 U 的 分 
量 . 这 方程 可 写成 矢量 形式 : 


ap » 
aor QU = 0. 


当 通 过 激 波 或 在 两 种 不 同 密度 的 流体 的 交界 面 处 ， 
KA eU 都 不 连续 ,上 述 方 程 不 再 适用 ,质量 守 
恒定 律 的 形式 也 将 改变 . 

欧 拉 方程 (Euler’s equation) 无 粘 流体 力学 的 
基本 方程 . 是 连续 介质 的 流体 运动 方程 . 其 一 维 不 定 


= 0， 


常 流动 的 方程 是 
OU DEN 
ot "We p as’ 


AP t AMT BI Su 为 沿 坐标 s Am Dt V Fn ea E] 38 RE 0 
为 密度 ,p IHR. us bsp 分 别 表 示 速 度 场 .压力 场 


与 密度 场 ,它们 都 是 ;和 zt 的 二 元 函数 . 

在 三 维 不 定常 流动 情况 下 ,知青 考虑 重力 加 速 
BE g 的 作用 ,并 选 坐 标 z 轴 沿 g 的 作用 方向 , 则 欧 拉 
方程 组 对 于 速度 的 三 个 分 量 uv w 具有 下 列 形式 : 


Ju Ju Ou gu ]l29p 
qu DU MW "ED 
du du dv 9v | l29p 
a HE VOL T aye 


这 里 方程 只 有 三 个 ,但 未 知 量 有 u,v.w.pr,e 五 个 . 
要 解 这 个 适用 于 各 种 不 同类 型 流体 的 方程 组 ,还 需 
添加 其 他 方程 ,使 未 知 量 的 数目 等 于 方程 的 数目 . 添 
加 什么 方程 要 根据 具体 的 流体 类 型 和 运动 类 型 而 
定 . 若 考 虑 密度 均匀 且 不 变化 的 液体 , 则 o 不 再 是 未 
知 量 ,只 需 添加 一 个 连续 方程 ; 奇 要 考虑 o 的 变化 ， 
则 还 要 添加 状态 方程 ; 吞 实际 情况 不 满足 p= po 
的 关系 ,例如 p= 二 PRT CD 为 热力 学 温度 ), 则 又 多 出 
来 未 知 量 了 ,因此 又 要 引用 能 量 守 恒定 律 ,导出 涉及 
动能 、 功 、 内 能 和 化 学 反应 所 释放 出 的 能 量 等 因素 的 
流体 动力 学 的 能 量 方程 . 对 于 简单 的 密度 不 变 的 定 
党 一 维 流 , 可 以 积分 得 到 这 种 特殊 情形 的 伯 努 利 方 
程 : 


Ww Poo 加 
; 67 Ha 数 ， 


这 个 式 子 的 含意 是 单位 质量 流体 的 动能 改变 是 由 压 
力作 功 引起 的 . 处 理 欧 拉 方 程 时 总 要 加 边界 条 件 , 通 
常 还 须 加 初始 条 件 . 

伯 努 利 方 程 (Bernoullis equation) 分 析 力 学 
的 重要 方程 之 一 . 对 密度 均匀 的 无 粘 流体 的 定常 流 ， 
沿 流 线 表述 能 量 守 恒定 律 而 得 到 的 方程 . 它 建 立 起 
质点 速度 v 同 压 力 p.95 BÉ o 和 其 他 量 之 间 的 关系 . 
此 关系 是 由 瑞士 数学 家 丹尼尔 第 一 ，。 伯 努 利 
(Bernoulli, Daniel 1 ) 在 1738 年 得 到 的 . 对 于 密度 
均匀 的 水 沿 着 高 度 h 有 变化 的 管道 中 的 定常 流 ( 即 
v.p. 都 只 随 位 置 变 , 而 在 同一 位 置 这 些 量 不 随时 


E e 变 的 流动 ) 的 伯 努 利 方程 是 

B. 

? + gh 十 P CC) (1) 
或 

vt YEN 

c NE Le C, (9), (2) 


其 中 C( 或 C1) 为 仪 与 流 线 号 码 y 有 天 的 常数 , 它 代 
表 不 同 流 线 上 的 总 能 量 . 左 端 三 项 分 别 表示 单位 质 
量 流体 的 动能 、 势 能 和 压力 能 ,而 三 项 之 和 为 单位 质 
量 流体 的 上 总 能 量 , 它 沿 流 线 是 守恒 的 . 

纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (Navier-Stokes equation) 
简称 NS 方程 . 流体 力学 的 基本 方程 之 一 . Te 
性 流体 动量 守恒 的 运动 方程 . 它 的 不 可 压缩 情况 下 


分 析 力 学 


的 矢量 形式 为 
pW =- Vp-pF- nA. (1) 
在 直角 坐标 系 下 ,其 分 量 方程 为 
d 3 
pz =- P + pX + pau, 
dV 2 
e = E tY + pAY, 
d 2 
pT —— Ê + eZ + psw, 


其 中 o 为 流体 密度 ,V 为 流体 速度 矢量 ,在 直角 坐标 
H, HETEN U,V w), p 为 流体 各 向 同性 压力 ,F 
为 体积 力 ,在 直角 坐标 中 ,其 分 量 为 (X,Y,Z), 是 
动力 粘性 系数 . 

从 理论 上 讲 , 有 了 包括 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 在 内 
的 基本 方程 组 ,再 加 上 一 定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 ， 
就 可 确定 流体 的 流动 .但 实际 上 ,由 于 这 个 方程 比 欧 
拉 方 程 多 了 一 个 二 阶 导 数 项 BAV ,因此 , 除 在 一 些 
特殊 条 件 下 ,很 难 求 出 方程 的 精确 解 . 通常 是 对 方程 
各 项 作 量 级 分 析 , 从 中 确定 出 解 的 特性 并 进一步 获 
得 方程 的 近似 解 ,或 者 利用 电子 计算 机 获取 方程 的 
数值 解 . 

约束 (constraint) ”分析 力学 术语 . 指 对 物体 运 
动 的 限制 . 物体 由 于 被 约束 而 受到 的 力 称 为 约束 力 . 
约束 力 是 被 动 的 ,其 大 小 和 方向 是 依据 物体 所 受 的 
主动 力 .约束 性 质 和 运动 情况 来 确定 .但 是 某 些 约束 
力 的 部 分 特性 是 可 以 根据 约束 性 质 判 断 的 . 例如 ,用 
柔 索 悬挂 物体 ,这 物体 所 受 的 约束 力 的 方向 是 涪 索 
的 ,而 且 是 拉力 . 

在 分 析 力 学 中 需要 用 到 的 典型 约束 是 理想 约束 
或 称 不 做 功 的 约束 ,这 时 质点 系 的 各 约束 力 在 其 作 
用 点 的 虚 位 移 上 所 做 的 功 之 和 为 零 . BR AA 
An ER CRA m 上 作用 着 约束 力 NARA 
N: 作用 点 的 位 移 为 6r;, 则 理想 约束 的 定义 为 


SIN; © Or, = S.No = 0, (1) 


H N, 和 Oz, 是 各 矢量 N; 和 or; 在 直角 坐标 轴 上 
的 分 量 (7 一 1,2,… $0. 属于 理想 约束 的 例子 有 : 
1. 质点 约束 在 光滑 曲面 或 光滑 曲线 上 s; 
2. 刚体 在 粗糙 面 上 滚动 而 不 滑动 ; 
3. 光滑 贸 链 连结 两 个 物体 ; 
4. 任意 两 个 质点 间 的 距离 保持 不 变 的 质点 系 . 
约束 通常 可 用 质点 坐标 所 构成 的 不 等 式 或 者 是 
等 式 来 描述 ,后 者 称 为 约束 方程 . 例如 ,由 一 细 刚 杆 
构成 的 单 摆 ,其 约束 方程 可 写 为 
;i es py o: (2) 
约束 方程 含 各 质点 的 坐标 的 约束 称 为 几何 约束 . 在 
n 个 质点 的 质点 系 中 ,质点 坐标 共有 3n 个 ,以 x 表 
AN 3n 维 空间 矢量 (zi,zz，…za), 则 几何 约束 方程 
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可 写 为 
fGus x, Ta) =0 gk f(x =0. (3) 
若 约 束 方程 不 仅 含 坐标 而 且 还 含 时 间 , 则 称 这 种 约 
束 为 时 变 几何 约束 ,其 通 式 为 
FC (4) 
若 约 束 方程 不 显 含 时 间 , 则 称 为 定常 约束 或 平稳 约 
东 , 反 之 称 为 非 定 常 约束 或 非 平稳 约束 .更 一 般 的 约 


束 方 程 还 包含 质点 的 速度 
f(x,X,t) == (), (5) 
通常 只 研究 速度 分 量 的 一 次 式 
Saji; +a) = 0 (6) 
或 表 为 微分 形式 
Sadr, + adt = 0, (7) 


其 中 a6,aj; 是 xz 与 1 的 函数 或 常数 . 称 含 速度 的 约 
束 为 微分 约 东 ,而 式 (4) 则 称 有 限 约束 . 在 式 (7) 中 各 
系数 满足 : 

m = a os = m (i,j = 1,2,7,30). (8 
则 式 (7) 可 积分 成 有 限 约 束 . 

若 一 个 力学 系统 只 含有 限 或 可 积 的 微分 约束 ， 
这 种 系统 称 为 完整 系统 ;奋力 学 系统 包含 了 不 能 : 
先 求 积 的 微分 约束 , 则 这 种 系统 称 为 非 完整 系统 . 都 
是 定常 约束 的 力学 系统 称 为 定常 系统 或 称 为 自然 系 
统 ;含有 非 定常 约束 的 系统 称 为 非 定 常 系统 . 不 同性 
质 的 力学 系统 具有 不 同 的 力学 方程 . 

约束 力 (constraint force) WM ^ £j Ws". 

理想 约束 (ideal constraint) “AR”. 

约束 方程 (constraint equation) 见 “ 约 束 ” 

几何 约束 (geometrical constraint) W“ xe”. 

平稳 约束 (stationary constraint) WAR”. 

jE3E $8 £j RR (non-stationary constraint) J 
“约束 ” 

微分 约束 (differential constraint)” 见 “约束 ”. 

完整 系统 (complete system ) WMR”. 

非 完整 系统 (Cnon-complete system ) 见 “ 约 
x". 

自然 系统 (natural system) — JL" ZJ sg". 

虚 功 原理 (principle of virtual work) 亦 称 虚 
位 移 原 理 . 分 析 力 学 的 一 个 重要 原理 . 它 指 出 :对 于 
双 面 约束 的 定常 系统 ,维持 静止 平衡 的 充分 必要 条 
件 是 作用 于 质点 系 的 所 有 主动 力 沿 作用 点 的 虚 位 移 
所 做 的 虚 功 之 和 为 零 . 它 可 表 为 如 下 形式 


S Fr, EDS 
Ter 


其 中 F; 为 第 :个 质点 上 的 主动 力 ;6r 为 其 虚 位 移 . 
此 式 称 为 虚 功 方程 . 虚 功 原理 是 法 国 数学 家 力学 家 
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拉 格 朗 日 (Lagrange,J. -L. ) 于 1764 年 提出 的 . 

虚 位 移 原理 (principle of virtual displacement) 
即 “ 虚 功 原理 ”. 

达 朗 贝尔 原理 (d'Alembert principle) 动力 学 
的 基本 原理 之 一 . 它 是 有 约束 质点 系 动力 学 的 一 个 
普遍 原理 . 是 法 国 数 学 家 、 力 学 家 达 姑 贝尔 
(d'Alembert,J.le R.) F 1743 年 最 先 提出 的 ,因此 
得 名 . 对 一 个 质点 ,该 原理 的 数学 表达 式 为 

F,4-N,— ma —0, 

其 中 F; 为 加 于 质量 为 m; 的 质点 的 主动 力 ;N 为 限 
制 该 质点 的 约束 力 GULAR”); x; 为 该 质点 的 加 
速度 . 


虚 功 方程 (equation of virtual work) 见 “ 虚 功 


. sm. 


fR F X BH (conservative system) 一 种 力学 系 
Zr. 指 机 械 能 守恒 的 力学 系统 . s ER Ee RT ALTE fn] 
位 置 都 受到 确定 的 力 的 作用 ,而 该 力 的 大 小 和 方向 
仅 决 定 于 质点 的 位 置 , 则 这 种 力 称 为 场 力 . 行 作 用 于 
质点 的 场 力 所 做 的 功 只 同 质点 的 起 始 和 终了 位 置 有 
X ,而 与 质点 运动 的 路 径 无 关 , 则 该 场 力 称 为 保守 力 
或 有 势力 .在 保守 力 和 定常 约束 作用 下 的 力学 系统 
称 为 保守 系统 ;在 保守 力 和 非 定常 约束 作用 下 的 力 
学 系统 ,以 及 在 保守 力 和 非 保 守 力 作用 下 的 力学 系 
统称 为 非 保 守 系 统 . 

FJ (conservative force)” 见 “保守 系统 ”. 

非 保 守 系 统 (non-conservative system) 见 “ 保 
SRA”. 

动力 学 普遍 方程 (general equation of dyna- 
mics) dh PR GLAS BA H -i8 BAL OR FE. 分 析 力 学 的 
基本 方程 之 一 . 它 可 表达 为 :质点 系 中 各 质点 上 的 主 
动力 F; 和 惯性 力 一 ma 对 于 其 虚 位 移 ôr 所 作 的 虚 
功 之 总 和 为 零 , 即 


>) CF; — mai)or; = 0 
=] 


它 是 根据 达 朗 贝尔 原理 和 理想 约束 而 得 到 的 . 

拉 格 朗 日 - 达 朗 贝尔 方程 (Lagrange-d’Ale 
mbert equation) ” 即 “ 动 力学 普遍 方程 ”. 

边界 层 方程 (boundary layer equations) 流体 
力学 的 基本 方程 之 一 . 指 描 述 边界 层 中 流体 运动 所 
遵循 的 物理 规律 的 数学 方程 式 . 它 包 括 边界 层 微 分 
方程 和 边界 层 动 量 积分 方程 . 

1. 边界 层 微分 方程 :德国 学 者 普天 特 (Prandt， 
L.) T 1904 年 从 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 出 发 ,经 略 去 高 
级 无 穷 小 量 而 简化 得 到 边界 层 方程 .例如 ,对 于 二 维 
定常 不 可 压缩 流 的 边界 层 方程 组 ,由 一 个 连续 性 方 


程 和 两 个 运动 方程 组 成 , 即 
Ou om 
OP H ay = 0, (1) 


bye 4 Peay (2) 
二 和 (3) 


其 中 uv AS zy 方 问 上 的 速度 分 量 ; 训 2 My 
分 别 表 示 压 力 、 密 度 和 运动 粘性 系数 . 边界 条 件 要 求 
在 不 渗透 的 国体 表面 上 ,两 个 速度 分 量 为 零 . 在 边界 
层 外 缘 ,u BUT HS FOP RE wo) ,所 以 有 

y= 0; u-—v-—0 (4) 
ulr, y) > ur) 
另外 ,还 要 给 定 讨 力 梯度 39p/3x. 由 于 (3) 式 中 的 压 
Tip RÆ x WPM. EC SPREE ZAIN KAA 


de AE (5) 


方程 组 (1) 到 (3) 是 拟 线性 偏 微分 方程 组 ,求解 很 困 
难 ,通常 采用 数值 方法 求 其 近似 解 . 
2. 边界 层 动 量 积 分 方程 :是 美 籍 匈牙利 学 者 卡 
门 (Karman,T.von) 于 1921 年 所 提出 的 积分 方程 ， 
又 称 卡 门 积分 关系 式 . 它 是 工程 上 常用 的 近似 法 ,对 
定常 .二 维 不 可 压缩 层 流 和 滑 流 边界 层 都 能 应 用 . 这 
个 方程 是 在 边界 层 内 取 一 个 控制 微 元 ,用 动量 定理 ， 
在 工 方向 的 总 动量 增加 率 等 于 单位 时 间 内 流出 动 
量 与 流 进 动量 之 差 . 求 动量 是 从 壁面 y=—0 到 yo 
求 积 分 ,因此 得 出 的 是 平均 值 . 此 积分 关系 式 为 
i Z Lulua—u)]dy+ ae (us —iDdy— >, (6) 


"a 


其 中 ro 为 物 面 上 的 剪 应 力 . 

边界 层 微分 方程 (boundary layer differential e- 
quations)” 见 “边界 层 方程 ”. 

边界 层 动量 积分 方程 (boundatry layer momen- 
tum integral equations) 见 “ 边 界 层 方程 ” 

纳 维 法 (Navier method) ”弹性 力学 中 的 一 种 
求解 方法 . 指 应 用 三 角 级 数 求 解 弹性 力学 中 薄板 弯 
曲 边 值 问题 的 一 种 精确 解法 . 它 是 法 国力 学 家 纳 维 
(Navier,C. CL. -M.-H. )) F 1820 年 提出 的 . 此 法 
适用 于 求解 四 边 简 支 的 矩形 薄板 的 弯曲 边 值 问题 ， 
板 上 作用 的 载荷 可 以 是 分 布 的 或 集中 的 . 

坎 托 罗维奇 法 (Kantorovich method) ”弹性 力 
学 中 的 一 种 求解 方法 . 指 求解 弹性 力学 平板 边 值 问 
题 的 一 种 近似 数学 方法 . 它 是 俄国 数学 家 坎 托 罗 维 
奇 (Kauroponitu , JI. B.) F 1933 年 提出 来 的 . 此 法 之 
要 点 是 : 先 假定 位 移 分 量 沿 一 些 方向 的 变化 模式 , 然 
后 利用 弹性 力学 虚 功 原理 , 求 出 位 移 分 量 沿 另 一 些 
方 问 的 变化 . 

莱 维 法 (Lévy method) 弹性 力学 中 的 一 种 求 
解 方法 . 指 求解 弹性 力学 中 矩形 薄板 边 值 问题 的 一 
种 数学 方法 . 它 是 法 国 数学 家 工程师 莱 维 (Levy， 
M. ) 于 1900 年 提出 的 . 此 法 的 要 点 是 :假定 板 的 搁 
度 在 一 个 方向 上 为 三 角 级 数 , 而 在 另 一 个 方向 上 为 


y 一 oo: 
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待 求 阴 数 ,通过 求解 待 求 函 数 得 到 挠 度 . 这 个 方法 适 
用 于 求解 一 组 对 边 为 简 支 边 , 另 一 组 相对 边 为 任意 
边 的 矩形 薄板 . 

瑞 利 - 里 区 法 (Rayleigh-Ritz method) ”弹性 力 
学 中 一 种 求解 方法 . 8 DE FH ER SE [B AR (4 OR ZI RU PR 
数 的 一 种 近似 方法 . 它 是 英国 学 者 瑞 利 (Rayleigh ， 
J. W. ) 于 1877 年 在 《声学 理论 ) 一 书 中 首先 采用 ,后 
来 由 瑞士 物理 学 家 、 数 学 家 里 菩 (Ritz,W. ) 于 1908 
年 作为 一 个 有 效 方 法 提出 . 这 一 方法 的 要 点 包含 于 
“里 茨 法 ”中 . 它 在 力学 、 物 理学 问题 中 得 到 广泛 应 
H. 


电动 力学 


电动 力学 (electrodynamics) ”电磁 现象 的 动力 
学 理论 . 它 研 究 电磁 场 的 基本 属性 .运动 规律 以 及 电 
磁场 与 带电 物质 的 相互 作用 . 电动 力学 是 在 人 类 对 
电磁 现象 的 长 期 观察 和 生产 活动 的 基础 上 发 展 起 来 
的 . 在 电磁 学 发 展 的 早期 (18 世纪 末 ), 人 们 认识 到 
带电 体 之 间 以 及 磁极 之 间 存 在 作用 力 . 以 后 ,进一步 
研究 了 静电 、 毅 磁 和 电流 等 现象 ,总 绪 出 一 些 实验 定 
律 . 1822 年 ,丹麦 物理 学 家 奥 斯 特 (COersted H. C. ) 
发 现 电流 的 磁 效 应 ;1831 4E ,法拉第 (Faraday,M. ) 
发 现 电磁 感应 定律 ,并 提出 场 的 思想 . 至 此 ,电磁 现 
象 的 基本 实验 定律 已 全 部 建立 . 电 现 象 和 磁 现 象 不 
是 孤立 的 ,而 是 作为 矛盾 统一 的 整体 开始 被 人 们 认 
iH. 在 此 基础 上 ,1864 年 ,英国 数学 ,物理 学 家 麦克 
Wr E (Maxwell, J. C. ) 把 电磁 规律 总 结 为 麦克 斯 韦 
方程 组 ,并 预言 了 电磁 波 的 存在 . 1888 年 ,德国 物理 
5E ZR Z4 (Hertz, H. R. ) 在 实验 中 发 现 了 电磁 波 ,证 
实 了 麦克 斯 书 理论 的 正确 性 . 至 此 ,经 典 电 动力 学 的 
基本 理论 已 达到 完整 境地 . 1905 年 , 美 籍 德国 科学 
家 爱 因 斯 坦 (Einstein,A. ) 否 定 了 人 们 把 电磁 场 理 
解 为 ”以 太 "的 运动 形态 ”的 错误 理论 ,建立 了 狭义 
相对 论 ,使 电动 力学 在 新 的 时 空 理论 基 础 上 发 展 为 
完整 的 适用 于 任何 惯性 系 的 理论 . 

20 thc 20 年 代 , 量 子 力学 建立 以 后 ,电动 力学 
又 和 量子 理论 结合 起 来 ,产生 量子 电动 力学 ,成 为 研 
究 微观 世界 电磁 现象 的 有 力 工 具 . 电动 力学 的 任务 
就 是 阐述 电磁 场 及 其 物质 相互 作用 的 各 个 特殊 范围 
内 的 实验 定律 ,并 在 此 基础 上 阅 明 电磁 现象 的 本 质 
和 它 的 一 般 规律 ,以 及 用 这 些 规律 定量 地 处 理 各 种 
电磁 问题 ,研究 各 种 电磁 现象 . 

库仑 定律 (Coulomb’s law) 静电 学 的 理论 基 
RH. 它 是 关于 点 电荷 相互 作用 的 定律 . 该 定律 于 
1875 年 为 法 国 物理 学 家 库仑 (Coulomb A. de C. ) 
发 现 .库仑 定律 的 内 容 是 :相对 于 惯性 参考 系 处 于 静 
止 状态 的 两 个 点 电荷 (相互 之 间 的 距离 远大 于 本 身 
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线 度 的 带电 体 ) 在 真空 中 的 相互 作用 力 大 小 同 每 一 
个 点 电荷 的 电量 成 正比 , 同 两 点 电荷 的 距离 的 二 次 
方 成 反比 ;作用 力 的 方向 是 沿 这 两 点 电荷 的 连 线 ; 当 
这 两 个 点 电 答 带 同 号 电荷 时 ,它们 之 间 的 作用 力 是 
排斥 力 ; 带 异 号 电荷 时 ,它们 之 间 的 作用 力 是 吸引 
力 . 设 qi 和 gi 分 别 为 两 点 电荷 的 电量 ,r 是 由 gi T 
向 qz 的 矢 径 , 则 qi 作用 于 g; 的 静电 力 Fi; 为 


Fo = KR 


在 SI 单位 制 中 ， 


ME T EUR 
K = Tre, 7 8 98755179 x 10°% /法 ， 


其 中 e, 称 为 真空 介 电 常数 ,eo 二 8. 85418782 X 107" 
法 / 米 . 在 CGS 静电 系 单位 制 中 等 于 1, 没有 量 
纲 . 

真空 介 电 常数 (vacuum dielectric contant) Ji 
“库仑 定律 ” 

高 斯 定理 (Gauss theorem) 静电 场 的 基本 定 
理 之 一 . 它 给 出 了 电场 强度 在 任意 封闭 曲面 上 的 面 
积分 和 包围 在 封闭 曲面 内 的 总 电量 之 间 的 关系 . 高 
斯 定理 的 内 容 是 :静电 场 中 任意 一 闭合 曲面 S 的 电 
XE E 上 ,等 于 该 曲面 内 所 包围 的 电荷 的 代数 和 之 9 


1 
$ = b Eds = «2,4 


高 斯 定理 反映 了 静电 场 是 有 源 场 .凡是 有 正 电荷 的 
地 方 , 必 有 电力 线 发 生 ; 几 是 有 人 负电 荷 的 地 方 , 必 有 
电力 线 会 聚 . 正 电 荷 是 静电 场 的 源头 :负电 和 荷 是 静电 
场 的 尾 间 . 高 斯 定理 的 微分 形式 为 


WE c. 
£o 


当 存 在 电介质 并 用 电位 移 D 描写 电场 时 ,高 斯 定理 
可 表 为 


$ Dds = > Qo. 


式 中 DdS 为 电位 移 D 对 任意 封闭 曲面 的 通 量 ， 


2q. 为 曲面 内 的 自由 电荷 代数 和 . D — ee E e, 称 为 
介质 的 相对 介 电 常数 . 

有 介质 存在 时 的 高 斯 定理 微分 形式 为 VY * D= 
Po. 静电 场 的 高 斯 定理 可 以 推广 到 非 静电 场 中 ,不 论 
对 于 随时 间 变 化 的 电场 还 是 静电 场 , 高 斯 定理 都 是 
成 立 的 . 

相对 介 电 常数 (relative dielectric constant ) 
见 “ 高 斯 定理 ” 

电荷 守恒 定律 (law of conservation of charge) 
物理 学 的 一 个 基本 定律 . 其 内 容 是 :一 个 孤立 系统 的 
总 电荷 量 不 变 , 即 在 任何 时 刻 , 系 统 中 的 正 电 葆 与 负 
电荷 的 代数 和 保持 不 变 . 用 公式 表示 为 
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s —— 99 
f jas = dp’ 


式 中 È jds 为 单位 时 间 内 通过 任 一 封闭 曲面 8 流 


出 的 电荷 量 , 守 为 S 面 内 总 电荷 量 的 变化 率 . 这 一 
关系 式 又 称 为 电流 的 连续 性 方程. 电荷 守恒 定律 的 
微分 形式 为 


EN i 
Veg 


J 为 电流 密度 ,o 为 电荷 的 体 密度 . 在 稳 恒 条 件 下 ， 
P 0,F RAV + J 一 0, 它 表示 稳 恒 电 流 没有 源 
i. 

比 奥 - 沙 伐 尔 定律 (Biot-Savart law) 电动 力学 
的 基本 规律 之 一 . 指 稳 恒 电流 激发 磁场 的 基本 规律 
真空 中 稳 恒 电流 元 矢量 7d/ 在 空间 一 点 了 所 引起 的 
磁感应 强度 d BH 


dp — / Idi xr 


qm owe (D 
AP d 为 载 流 导线 上 的 线 元 矢量 ,方向 沿 其 中 电流 
NT lr 为 电流 元 到 已 点 的 矢 径 . uo 4n 1077 
H/m FHOD ERT AFE. 磁感应 强度 d BI 
大 小 dB 为 

o Idisin @ 

dB — UT, (2) 
式 中 0 为 电流 元 矢量 id ARE BI) 3e fa. AT 
单位 为 安培 ,d/l 和 > 的 单位 为 米 , 则 dB 的 单位 为 特 
斯 拉 .d 恕 的 方向 垂直 于 电流 元 和 矢 径 的 平面 ,其 哲 
向 由 右手 螺旋 定 则 确定 . 整个 稳 恒 电流 回路 工 在 P 
点 引起 的 磁感应 强度 B 等 于 其 中 各 个 电流 元 所 引 
起 的 磁感应 强度 dB 的 矢量 又 加 , 即 


pop XT. (3) 


ia z) FS, far tE BK A 4S) i ds HA d] D GRE 
远 小 于 光速 c 时 ,其 相应 的 磁感应 强度 为 


p— nex E: (4) 


XH g 是 电荷 的 电量 ,v Tee radar B xk RE r 是 电荷 所 
在 处 到 场 点 的 矢 径 . 式 (1) 是 比 奥 - 沙 伐 尔 定律 的 微 
分 形式 ; 式 (3) 是 比 奥 - 沙 伐 尔 定律 的 积分 形式 . 式 
(4) 与 上 两 式 形式 相同 ,表明 比 奥 - 沙 伐 尔 定律 是 对 
低速 运动 电荷 才 成 立 的 近似 定律 . 这 个 定律 是 讨论 
稳 恒 电流 的 磁场 性 质 和 计算 其 磁场 分 布 的 基础 

电磁 感应 定律 (electromagnetic induction law) 
电动 力学 的 基本 规律 之 一 . 指 穿 过 闭合 回路 的 磁 通 
量 发 生变 化 时 ,回路 中 产生 感应 电动 势 的 规律 . 它 给 
出 了 感应 电动 势 的 大 小 正比 于 磁 通 量 的 变化 率 ,其 
方向 可 由 楞 次 定律 确定 ,用 公式 表示 为 


E = 


要 (D 
3X FB. e 2M f oz FB, 2] 32. 为 穿 过 以 回路 为 周 界 的 曲 
面 上 的 磁 通 量 . 回路 的 绕 行 方 问 与 曲面 的 法 线 方 问 
规定 为 右手 螺旋 关系 . 式 中 的 负 号 指示 了 感应 电动 
势 的 方 回 . 它 表明 ,在 上 述 回 路 绕 行 方向 的 规定 下 ， 
感应 电动 势 的 方向 与 回路 绕 行 方向 相同 或 者 相反 . 
感应 电动 势 按 其 产生 的 原因 不 同 可 分 为 动 生 电 
动 势 和 感 生 电动 势 . 组 成 回路 的 导体 (整体 或 部 分 ) 
在 恒定 磁场 中 运动 时 ,可 使 回路 中 磁 通 量 发 生变 化 ， 
这 样 产生 的 电动 势 称 为 动 生 电动 势 , 它 是 由 磁场 作 
用 于 运动 导体 中 带电 粒子 的 洛 伦 效力 引起 的 . 沿 回 
路 /的 动 生 电动 势 为 
= bo x B)dl, (2) 


A v 为 导体 线 元 d [的 运动 速度 ,B 为 dl 所 在 处 的 
磁感应 强度 . 固定 回路 所 包围 的 磁场 发 生变 化 ,引起 
回路 所 包围 面积 上 磁 通 量变 化 时 ,回路 中 产生 的 电 
动 势 称 为 感 生 电动 势 : 


Erg =- Í Bas. (3) 


这 类 电动 势 由 变化 的 磁场 所 激发 的 “ 涡 旋 电场 2 引 
起 . 当 导 体 运 动 和 磁场 变化 同时 存在 时 ,总 的 感应 电 
动 势 为 式 (2) 与 式 (3) 之 和 


€ = Eg + Eg = bw x ma — | B js: 
2 i s ot 


它 可 以 从 (1) 式 中 导出 . 

需 指明 的 是 ,从 参照 系 变换 的 观点 看 , 动 生 电动 
势 和 感 生 电动 势 在 一 定 程度 上 只 有 相对 意义 .在 某 
些 情 况 下 ,例如 磁 棒 插 人 线圈 产生 感应 电动 势 , 在 以 
线圈 为 参照 物 的 参照 系 中 ,电动 势 是 感 生 的 ;在 以 磁 
棒 为 参照 物 的 参照 系 中 ,电动 势 则 是 动 生 的 .但 在 一 
般 情 况 下 ,不 可 能 通过 坐标 变换 ,将 感 生 电动 势 归 结 
为 动 生 电动 势 , 反 之 亦 然 . 

动 生 电动 势 (motional electromotive force) 
见 “ 电 磁感应 定律 ” 

感 生 电 动 势 (induced electromotive force) W, 
“电磁 感应 定律 ” 

im ee FB 4H (vortex electric field) 亦 称 感应 电 
场 . 电动 力学 的 基本 概念 之 一 . 指 电磁 感应 现象 中 的 
有 旋 电场 . 该 电场 是 由 英国 数学 家 ,物理 学 家 麦克 斯 
韦 (Maxwell,J.C. ) 首 先 提 出 的 . 麦克 斯 韦 受 到 19 
世纪 的 其 他 几 位 物理 学 家 和 数学 家 关于 电磁 感应 现 
象 研究 的 影响 ,同时 又 借鉴 了 法 拉 第 (Faraday,M. ) 
关于 电磁 感应 现象 的 直觉 推测 ,着 手 对 电磁 现象 进 
行 数学 概括 , 麦克 斯 韦 分 析 了 一 些 电 磁感应 现象 之 
后 ,敏锐 地 感觉 到 感 生 电 动 势 现象 预示 着 有 关 电 磁 
场 的 新 效应 . 感 生 电动 势 完 全 与 导体 的 种 类 和 性 质 
无 关 的 实验 事实 使 他 相信 ,即使 不 存在 导体 回路 、 变 


B xu 力 学 


化 的 磁场 ,在 其 周围 也 会 激发 一 种 电场 , 称 为 涡 旋 电 
场 . 产生 感 生 电 动 势 的 非 静 电力 正 是 这 一 涡 旋 电场 
En, 由 此 ,他 写 出 电磁 现象 的 一 个 基本 方程 式 : 


tom > Eg dt =— | Bas. (1) 
应 用 斯 托 克 斯 公式 ,其 微分 形式 为 


at’ 
涡 旋 电场 与 库仑 电场 的 相同 之 处 是 对 电荷 都 有 力 的 
作用 , 它 与 库仑 电场 不 同 之 处 在 于 ,库仑 电场 由 静止 
电 何 产生 ,遵从 静电 场 的 高 斯 定理 


S 


€, 
和 环 路 定理 


说 明 库 仑 电场 是 有 源 场 有 势 场 . 而 涡 旋 电场 由 变化 
的 磁场 激发 ,遵从 


S 


TB 1 Je E n Xe o8 2 UB E 5. 

感应 电场 (induction electric field) 
场 ” 

fx $& FA ift (displacement electric current) Hà 
动力 学 的 基本 概念 之 一 . 指 由 变化 的 电场 所 产生 的 、 
能 够 激发 磁场 的 电流 . 稳 恒 电流 是 闭合 的 ,有 V :J 
— 0. 在 非 稳 恒 情 况 下 ,电流 分 布 由 电荷 守恒 定律 制 
约 


即 “ 涡 旋 电 


NN ie 
Vosges #0. (1) 


它 说 明 非 稳 恒 电流 不 再 是 闭合 的 . 现在 考察 电流 激 
发 磁场 的 规律 

V X B — wJ. (2) 
上 式 是 稳 恒 磁场 的 一 个 基本 方程 ,可 由 安培 环 路 定 
理 


Bdl — 21 JdS, 
L s 


运用 斯 托 克 斯 公式 导出 . 对 式 (2) 两 边 取 散 度 ,由 于 
V e V XB=0, KERRE V JooBpr n 
能 成 立 .在 稳 恒 情况 下 ,电流 了 AAW. V J= 
0, 式 (2) 在 理论 上 没有 矛盾 .但 是 在 非 稳 恒 情 况 下 ， 
VY。，。J 关 0, 因 而 式 (2) 与 电信 守恒 定律 发 生 蔬 盾 . 为 
了 将 式 (2) 推 广 到 普遍 情形 ,英国 数学 家 、 物 理学 家 
麦克 斯 韦 (Maxwell,J.C.) 引 人 了 一 个 非常 重要 的 
概念 ,即位 移 电 流 密 度 Jo, 它 和 电流 J 合 起 来 构成 
闭合 的 量 

V e (J +J») = 0. C3) 
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并 假设 位 移 电 流 J 与 电流 /一样 产生 磁 效应 , 即 把 
式 (2) 修 改 为 

V X B= (J 4 Jp). (4) 
JE SK PA 3 AY USE AB Se A Al E SEO oe BERG T 
E 由 式 (3) 可 导出 Jo 的 可 能 表示 式 .由 电荷 守恒 定 
律 

Vist 0-9 
at 

及 电场 散 度 与 电荷 密度 o 的 关系 式 


ya p = (5) 


与 式 (3) 比 较 即 得 Jp 的 一 个 可 能 表示 式 


(6) 
已 知 位 移 电 流 密 度 Jo, 则 可 进一步 表示 出 位 移 电流 


aD 
Ip — | Jods B J. a! 


AF D-—eE 为 真空 电位 移 矢 量 . 式 (6) 揭 示 了 位 移 
电流 的 实质 是 变化 的 电场 . 

位 移 电 流 与 传导 电流 相同 之 处 是 它们 都 能 激发 
磁场 .不 同 之 处 是 ,位 移 电流 由 变化 的 电场 产生 ,而 
传导 电流 由 电荷 定向 移动 产生 ;位 移 电 流 不 能 产生 
焦耳 热 ,而 传导 电流 能 产生 焦耳 热 . 

麦克 斯 韦 方程 组 (Maxwell equations) 电动 
力学 的 基本 方程 组 . 是 描述 电磁 场 变化 基本 规律 的 
偏 微 分 方程 组 . 1864 年 ,英国 数学 家 、 物 理学 家 麦克 
斯 韦 (Maxwell,J.C. ) 继 承 和 发 展 了 前 人 在 电磁 理 
论 方面 的 大 量 工作 ,用 数学 语言 将 当时 已 发 现 的 电 
伐 场 基本 规律 库仑 定律 .安培 定律 .高 斯 定理 .法拉 
第 定律 等 ,用 20 个 变量 列 出 20 个 方程 ,成 为 电磁 场 
的 一 般 方程 组 . 后 经 过 麦克 斯 韦 、 德 国 物理 学 家 赫兹 
(Hertz, H. R. )、 洛 伦 北 (Lorenz,E.N.) 等 人 的 加 
工 , 得 出 形式 上 比较 对 称 的 四 个 矢量 方程 . 这 些 方程 
在 SI 单位 制 中 可 以 写成 : 


V e D—p, (1) 
V *B—0, (2) 
OB 


AP D 为 电位 移 ,B 为 磁感应 强度 ,E 为 电场 强度 ， 

H 为 磁场 强度 ,J 为 传导 电流 密度 ,2 为 自由 电荷 密 

BE. 式 (1) 就 是 高 斯 定理 , 它 说 明 电 答 是 电场 的 源 . 式 

(2) 是 磁场 的 高 斯 定理 , 它 说 明 磁 场 是 无 源 场 ,描述 

了 没有 发 现 磁 单 极 这 个 物理 事实 . 式 (3) 是 微分 形式 

的 法 拉 第 电磁 感应 定律 . 它 说 明 变 化 的 磁场 激发 变 
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化 的 涡 旋 电场. 式 (4) 是 微分 形式 的 安培 环 路 定理 . 
式 中 的 守 是 位 移 电流 密度 ,其 实质 是 随时 间 变 化 的 
电场 . 引入 位 移 电 流 概念 是 麦克 斯 书 对 电磁 理论 的 
重要 发 展 . 整个 方程 (4) 说 明 传导 电流 和 变化 的 电场 
能 激发 磁场 . 在 不 考虑 各 向 异性 的 简单 情况 下 , 场 广 
程 组 的 三 个 辅助 关系 式 可 表示 为 


D=cE, (5) 
B= uH, (6) 
J = sE, (7) 


AF euo 分 别 为 介 电 常 数 、 磁 导 率 和 电导 率 . 
麦克 斯 韦 方程 组 和 洛 仑 效力 合 起 来 构成 说 明 宕 
观 电磁 现象 的 理论 基础 , 它 反映 一 般 情 况 下 电荷 电 
流 激发 电磁 场 以 及 电磁 场 内 部 运动 的 规律 .在 o 和 
J 为 零 的 区 域 ,电场 和 磁场 通过 本 身 的 互相 激发 而 
运动 传播 .由 此 预言 了 电磁 波 的 存在 ,并 指出 光波 就 
是 一 种 电磁 波 . 以 后 的 赫兹 实验 和 近代 的 无 线 电 的 
广泛 实践 完全 证 实 了 麦克 斯 韦 方程 组 的 正确 性 . 
洛 仑 兹 力 (Lorentz force) 电动 力学 的 基本 概 
念 之 一 . 指 运动 点 电荷 在 磁场 中 受到 的 作用 力 . 运动 
点 电荷 所 受 的 党 仑 效力 同 它 的 电量 g A Far B5 
速度 V 以 及 点 电荷 所 在 处 的 磁感应 强度 B 的 关系 
如 下 式 
F-—qVxB, (1) 
i& € 2k IDEA FA 
F = |q|vBsin@g, (2) 
式 中 .2 为 速度 Y 和 磁感应 强度 B 之 间 的 夹 角 . 洛 仑 
效力 的 方向 垂直 于 YY 和 BB 方向 所 确定 的 平面 ,g 为 
正 电荷 时 FF 的 指向 由 右手 螺旋 定 则 确定 ;g 为 负电 
fa by F 的 方向 相反 . 在 SI 单位 制 中 , 力 的 单位 是 牛 
yi. 
洛 仑 效力 始终 垂直 于 电荷 的 运动 方向 ,所 以 它 
对 电荷 不 做 功 . 它 只 改变 电荷 运动 的 方向 ,不 改变 电 
荷 的 速率 和 动能 . 在 电场 和 磁场 同时 存在 的 一 般 情 
况 下 ,运动 电荷 受到 的 总 的 作用 力 是 电场 力 和 磁场 
力 之 和 ,该 合力 一 般 也 称 为 洛 仑 效力 ,表示 为 
F =q(E +V x B), (3) 
式 中 是 运动 电荷 所 在 点 的 电场 强度 ,单位 是 
伏 / 米 . 
近代 物理 学 证 实 了 洛 仑 效力 公式 对 任意 运动 速 
度 的 带电 粒子 都 是 适用 的 . 粒子 加 速 器 .电子 光学 设 
备 等 许多 科学 仪器 和 工业 设备 都 应 用 了 洛 仑 效力 . 
麦克 斯 韦 方 程 组 和 洛 仑 效力 公式 ,正确 地 反映 了 电 
磁场 的 运动 规律 以 及 它 和 带电 物质 的 相互 作用 规 
律 ,成 为 电动 力学 的 理论 基础 . 
电磁 势 (electromagnetic potentials) 电动 力 
学 的 基本 概念 之 一 . 它 是 描述 电磁 场 的 物理 量 . CE 
括 标 势 MAA A 两 部 分 . 在 一 般 情 况 下 ,人 磁场 B 


仍 保 持 无 源 性 ,所 以 可 引进 和 失势 A 
B= V XA. (1) 
电场 可 以 表示 为 
下 一 一 VOD 一 A, (2) 


因为 现在 的 电场 在 一 般 情况 下 不 再 是 保守 力 场 , 不 
存在 势能 的 概念 ,所 以 标 势 p 失 去 作为 电场 中 势能 
的 意义 . 在 变化 电场 中 ,电场 和 磁场 是 相互 作用 的 整 
体 , 故 需 把 和 撩 势 和 标 势 作 为 一 个 整体 来 描述 电磁 场 . 
引进 电磁 势 后 可 以 将 电磁 场所 满足 的 麦克 斯 韦 方程 
组 化 为 电磁 势 所 满足 的 一 组 微分 方程 ,未 知 量 个 数 
和 方程 个 数 都 减少 了 ,并 且 , 电 磁 势 与 电 衔 密度 p 及 
电流 密度 J 的 依赖 关系 比较 简单 、 直 接 , 易 于 求解 . 
Ut o AE AAT aS PR. RB A 和 标 势 p 作 如 下 变 
f.: 
A—A'—A-T- V4, 


(124 9 (3) 
Prep = 3t 
时 , 则 有 
V. OCA SY A HB. 
, 9A |. | OA — 
uH d nc at 


BUCA’ ,9') 与 (4,9) 描 述 同 一 电磁 场 , 变 换 (3) 式 称 为 
势 的 规范 变换 . 由 于 (4,9) 这 种 任意 性 ,为 了 使 基本 
方程 和 计算 简化 ,在 不 同 问 题 中 可 以 采用 不 同 的 规 
范 条 件 来 选 定 Atl eo 常 用 的 有 库仑 规范 V，。A4==0， 
洛 仑 兹 规范 


199_ 
V EDS FY 


T MARCAR, TERS TIE TF, AE 
Jr Te 28 f BuIA BA ZR A REL: 


] 3*A 

V A = 

PEN Gk ee À 

Y cag ^ 

上 两 式 的 解 为 推 返 势 . 
Jy «t = E 
ade a 
AT r 
dc ene Es 

: C 


2 
Ox ,t) = | 


Tae, : dv'. 
上 两 式 说 明 , 空 间 某 点 在 某 时 刻 上 的 场 值 不 是 依 
赖 于 同一 时 刻 位 于 x 的 电荷 .电流 的 分 布 ,而 是 决 
定 于 较 早 时 刻 1 一 r/c 的 电荷 电流 分 布 . 也 就 是 说 ， 
电荷 .电流 激发 的 场 不 能 够 立刻 传 到 观察 点 ,而 是 在 
较 晚 的 时 刻 ,所 推迟 的 时 间 r/c 正 是 电磁 作用 从 电 
T, E MEA x' 传 至 观察 点 x 所 需 的 时 间 . 因此 A 
和 p 称 为 推迟 势 .o 和 J 给 定 后 就 可 算出 推迟 势 , 再 
由 电磁 势 和 电磁 场 量 五 ,B 的 关系 就 可 求 得 空间 任 


意 点 的 电磁 场 . 

泊 松 方程 (Poisson equation) 电动 力学 的 重 
要 方程 之 一 . 指 静 电势 所 满足 的 势 陆 数 的 一 种 二 阶 
偏 微 分 方程 . 在 均匀 各 向 同性 线性 介质 中 ,D=eE， 
将 静电 场 强 与 电势 梯度 的 关系 EE= 一 Vy 代入 高 斯 
定理 微分 式 V。，D==p, 则 可 导出 静电 场 的 泊 松 方程 


yp=— Ê, (1) 


€ 

AFP o 为 目 由 电荷 密度 eee, Rh e 为 各 分 区 媒 

质 的 相对 介 电 和 常数 ,ee 为 真空 介 电 常数 .在 没有 自由 

电荷 的 区 域 里 ,p= 二 0, 泊 松 方程 就 简化 为 拉 普 拉 斯 方 

程 

V*g- 0. (2) 

上 述 方程 ,给 出 边界 条 件 就 可 以 确定 电势 p 的 解 . 在 
两 介质 界面 上 ,电势 pg 必须 满足 边 值 关系 

A = 9, (3) 


AF 0.9 HAA m vA 83 ER, Eee 为 相应 介 
ETERS n 为 电介质 1 指 问 介质 2 的 法 线 ,o 
为 界面 上 的 且 由 电荷 面 密度 . 

泊 松 方程 (或 拉 普 拉 斯 方程 ) 以 及 边 值 关 系 (3)， 
(4) 是 电势 所 必须 满足 的 方程 . 除 此 之 外 ,要 完全 确 
XE DC, V. 内 的 电场 ,还 必须 给 出 V 的 边界 面 上 的 一 
些 条 件 , 这 些 条 件 由 惟一 性 定理 给 出 : 设 区 域 V 内 
给 定 自由 电荷 分 布 p(x), 在 V 的 边界 面 上 给 定 方 程 
(1) 电 势 g|s ,或 方程 (2) 电 势 的 法 向 导数 


m 
an'°? 


Mj V 内 的 电场 惟一 确定 . 除了 静电 势 满足 泊 松 方程 
或 拉 普 拉 斯 方程 ,磁场 矢 势 4 也 满足 泊 松 方程 
V°A=— yJ, (5) 
AP u= pyp 为 磁 导 率 , 其 中 jp HART EE , ee 
为 真空 磁 导 率 ,J 为 传导 电流 密度 .在 J—0 的 空间 ， 
上 式 化 为 拉 普 拉 斯 方程 
V’A=0. (6) 
静 磁 场 的 油 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 是 矢量 方程 , 它 
的 三 个 直角 坐标 分 量 满足 的 方程 与 静电 势 满 足 的 方 
程 有 相同 的 形式 ,因此 由 静电 势 的 解 , 可 得 矢 势 方程 
的 解 . 
拉 普 拉 斯 方程 (Laplace’s equation) 
方程 ”. 
镜像 法 (method of images) 一 种 计算 静电 场 
或 稳定 磁场 的 方法 . 该 方法 是 :车 求解 电场 的 区 域内 
只 有 一 个 或 几 个 点 电荷 ,区 域 边界 是 导体 或 介质 面 ， 
则 可 以 在 界面 的 另 一 侧 适 当 位 置 ,设置 适 当量 的 假 
想 电荷 ( 称 为 电 奏 的 像 或 像 电 蓓 ), 导 体面 上 的 感应 
电 向 或 介质 界面 上 的 激化 电荷 对 空间 中 电场 的 影响 
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能 用 假想 电荷 代替 . 若 这 种 代 换 能 满足 边界 条 件 , 则 
源 电 人 答 与 像 电荷 产生 的 电场 就 是 要 求解 的 实际 电 
场 . 

镜像 法 不 仅 可 以 解决 一 些 静电 问题 ,也 可 用 于 
计算 稳 恒 磁场 、 稳 恒 电源 场 和 天 线 的 辐射 场 等 重要 
的 电磁 场 问 题 . 镜像 法 可 以 很 简便 地 求解 电场 ,但 只 
有 在 空间 只 有 一 个 或 儿 个 点 电荷 ,并 且 界 面 的 几何 
形状 很 简单 的 情形 下 ,才能 成 功 的 设置 电 像 , 因 此 不 
是 普遍 适用 的 方法 . 

运动 带电 粒子 的 电磁 场 (electromagnetic field 
of moving charged particle) 电动 力学 的 基本 概念 
之 一 . 指 微观 带电 粒子 在 运动 中 所 产生 的 电磁 场 . 在 
微观 领域 中 ,经 典 电动 力学 已 不 适用 ,必须 用 量子 理 
iE. 电磁 场 除了 具有 波动 性 以 外 ,还 具有 粒子 性 . 因 
此 用 经 典 麦克 斯 韦 方程 组 来 研究 微观 电磁 作用 问题 
必定 是 不 完备 的 .但 是 ,经 典 电 动力 学 的 一 些 结果 在 
一 定 条 件 下 还 是 近似 正确 的 ,而 且 对 一 些 物理 概念 
也 比较 容易 建立 .在 经 典 理论 中 ,为 了 计算 带电 粒子 
激发 的 势 , 可 以 把 粒子 看 做 小 体积 内 电 和 停 连 续 分 布 
的 极限 . 考虑 到 高 速 运动 粒子 的 相对 论 效应 ,可 以 将 
粒子 在 辐射 时 刻 相 对 其 静止 的 参考 系 中 的 电磁 势 


A (1) 


Qu aS, 
ANE r 
经 洛 仑 效 变 换 用 实验 室 系 中 的 电磁 势 表示 出 来 


Aree’ (r — T er) 
, (2) 
p = 一 -一 一 一 一 一 . 
4r&y(r 一 d er) 
式 (2) 称 为 李 纳 - 维 谢 尔 势 . 注意 上 式 右边 各 量 都 是 
TER A] £ =t—r/c 所 取 的 值 .Y 为 带电 粒子 速度 . 从 
李 纳 - 维 谢 尔 势 ， E E R E 
电磁 场 ,对 于 匀速 运动 粒子 结果 为 
1 ji 本 
”3(1 一 ;8in'0)^ 
式 中 0 是 观察 点 坐标 矢 径 上 与 粒子 速度 Y 的 夹 角 ,E 
代表 总 电场 , 既 有 电荷 9 按 库 仑 定律 激发 的 场 , 也 有 
磁场 变化 引起 的 感 生 电场 . 但 总 场 却 永远 与 坐标 矢 
径 了 平行 , 即 仍然 呈 辐 射 状 . 由 电场 强度 EE 并 考虑 
1 /c* = po€o 可 求 出 磁场 
qV xr|1-— a 


x E = n pum USE. (4) 
P(t 一 zsin’0) * 
式 (3),(4) 便 是 勺 高 速 运动 电荷 的 电磁 场 分 布 , 分 三 
种 情况 讨论 : 
1. 当 电 荷 速度 较 低 ve 时 , 则 式 (3), (4) 退 化 
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r 
2 


c? 


B= 


为 : 
1l qr p#V xr 
ENT pe Ar r? 7 
2.34 0=0 W r ARG), Oe: 
al die E A E 
Tmar a) Steyr? D 


这 表明 在 运动 电荷 的 正 前 方 和 正 后 方 不 存在 磁场 ， 
电场 也 比 静 电场 小 ,电荷 运动 速度 越 快 ,这 种 效应 越 
显著 . 

3. 当 Q— n/2, BB r | YY 时 电磁 场 分 布 由 式 (3)， 
(4) 可 得 ; 


(5) 


Am 


E' 为 电荷 9 的 库仑 场 . (5) 式 说 明 在 与 电荷 运动 方向 
垂直 的 平面 内 ,运动 电荷 的 电场 和 磁场 分 别 大 于 库 
仑 场 和 毕 -沙场 ,都 是 它们 的 7Y 信 ,速度 越 快 ,7Y (BR 
大 . 

电磁 场 的 边界 条 件 (boundary conditions for 
electromagnetic field) 电动 力学 的 基本 概念 之 一 . 
指 电磁 场 的 场 矢量 在 不 同 介质 的 交界 面 上 应 满足 的 
关系 . 电磁 场 在 两 种 不 同 介 质 分 界面 上 ,从 一 侧 过 渡 
到 男 一 侧 时 ,由 于 界面 上 一 般 出 现 面 电荷 电流 分 布 ， 
使 场 拓 量 E,D,B,H RERE. 电磁 场 的 边界 条 件 
就 是 指 场 矢量 牙 变 所 遵从 的 条 件 , 即 边界 两 侧 场 矢 
量 的 切 问 分 量 之 间 以 及 法 问 分 量 之 间 的 关系 .这 些 
关系 可 由 积分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 求 出. 这 些 边 
A TER: 


n-(D, — D,) = Os, (1) 
n X (E, — E,) = 0, (2) 
n*(B, —B,) —0, (3) 
n X (H, — H,) = Js, (4) 


式 中 为 两 介质 分 界面 法 线 方向 的 单位 矢量 . Di， 
E,,B,.H, 和 D; E; Bo, H; 分 别 为 介质 1 和 介质 2 
内 紧 靠 分 界面 的 场 矢量 ,ps 为 分 界面 上 的 自由 电荷 
面 密度 ,Js 为 分 界面 上 的 传导 电流 面 密度 . 式 (1) 表 
示 界 面 上 有 自由 电荷 分 布 时 ,界面 两 侧 电位 移 和 天 量 
的 法 向 分 量 牙 变 ; 式 (2) 表 示 界 面 两 侧 电场 强度 的 切 
问 分 量 连续 ; 式 43) 表 示 界 面 两 侧 磁 通 密度 的 法 问 分 
量 连续 ; 式 (4) 表 示 在 界面 上 有 传导 电流 分 布 时 界面 
两 侧 磁 场 强 度 的 切身 分 量 发 生路 变 . 

在 某 些 书籍 中 ,为 了 与 男 一 种 边界 条 件 ( 在 区 域 
的 边界 上 给 定 的 有 关 矢 量 的 值 ) 相 区 别 ,将 本 条 所 解 


释 的 电磁 场 的 边界 条 件 称 为 电磁 场 的 边 值 关系 . 

FB EZ 35 BJ X1 f A KH (boundary value relations 
of electromagnetic field) 见 “ 电 磁场 的 边界 条 件 ” 

电磁 场 的 边 值 问题 (boundary-value problems 
of electromagnetic field) 关于 电磁 场 的 一 个 基本 
问题 . 由 区 域内 的 已 知 场 源 和 边界 上 的 物理 状况 , 通 
过 麦克 斯 韦 方程 组 求解 区 域内 的 电磁 场 问 题 . 对 于 
静电 场 , 基 本 方程 为 静电 势 的 泊 松 方程 


vigens (1) 


€ 
式 中 2 为 (已 知 ) 电 荷 密 度 ,s OA dp A PB. 在场 源 电 
荷 分 布 的 区 域内 p= 二 0, 方 程 (1) 化 为 拉 普 拉 斯 方程 
V'e-0, (2) 
静电 场 的 边 值 问题 就 是 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 的 
边 值 问题 . 边界 条 件 基本 有 两 种 情形 : 

1. 边界 面 是 两 电介质 1,2 的 分 界面 ,通常 界面 
上 无 自由 电荷 ,电位 移 嘱 的 法 回 分 量 连续 , 且 D1,== 
D;,; 电 场 强 度 E 的 切 回 分 量 连续 EuS OTT 

2. 边界 是 导体 面 , 往 往 是 给 定 导 体面 的 电势 或 
其 上 的 总 电荷 . 对 于 变化 电磁 场 ,常用 电磁 势 4(Cr， 
DI Er ORR: 

JA 


B = V X A, E =— Vg- >. (3) 
在 党 仑 兹 规范 
99 - 


条 件 下 ,由 麦克 斯 韦 方程 组 可 推导 出 势 和 4 和 9 所 满 
足 的 基本 方程 , 称 为 达 表 贝尔 方程 : 


VA = Pe E = HJ 
NE (4) 
de — mor c ERU [p 
us anb at’ e’ 


式 中 J F o 分 别 为 电流 密度 和 电 和 荷 密 度 ,是 电磁 场 
的 激励 源 . 知 区 域 中 无 激励 源 , 可 直接 用 五 和 五 描 
述 电 磁场 : 


pin. s dec E 
MTS a 
1 2B s 
YB a $ 
AP v=1/v u HRR. 对 于 单 色 电磁 波 , 由 (5) 式 
Hy 45 El Zz 18 28 273 Tc 


V?^E + K'E—0, 

V?B + KB=0, 

其 中 二 w/v 为 波 矢 值 . 于 是 ,变化 电磁 场 问题 就 是 

亥 姆 霍 效 方程 的 边 值 问题 .电磁 场 传播 过 程 中 知 把 

波导 或 谐振 腔 的 器 壁 看 做 是 理想 导体 , 则 边界 条 件 

是 电场 强度 五 的 切 向 分 量 为 零 , 磁 感应 强度 B 的 法 
回 分 量 为 零 . 

达 朗 贝尔 方程 (D’Alembert equation ) 


(6) 


见 “ 电 


磁场 的 边 值 问题 ” 
电磁 能 (electromagnetic energy) 电动 力学 的 
基本 概念 之 一 . 它 是 电场 能 与 磁场 能 的 总 和 . T RA 
AN 
w= 4 |E - pav + Ż ÈH - Bav, CLS 
式 中 EE,D,B,H 分 别 为 电场 强度 、 电 位 移 、 磁 场 强 
度 、 磁 感应 强度 ,(E，D)/2 为 电场 能 量 密度 ,(H。 
B)/2 Jg REL VA BE d s HE UICE + DHH + B)/2 为 电磁 
场 能 量 密度 . 式 (1) 中 的 积分 遍及 场所 在 的 空间 ,这 
说 明 电 磁 能 分 布 在 电磁 场所 在 的 空间 . 场 能 的 分 布 
具有 一 定 方 式 ,并 且 随 着 场 的 运动 而 在 空间 中 传播 . 
当 电 磁场 与 其 他 带电 物体 相互 作用 时 ,电磁 能 一 部 
分 转化 为 其 他 形式 的 能 ,一 部 分 以 能 流 的 形式 转移 . 
iÈ EI Se (Poynting vector) 电动 力学 的 基 . 
本 概念 之 一 . 指 电磁 场 能 流 密度 失 量 . 它 等 于 电场 强 
E 与 磁场 强度 H HRE, RRA 
S=EXH. (1) 
其 大 小 等 于 单位 时 间 内 通过 垂直 于 能 量 传递 方向 上 
单位 截面 的 电磁 能 量 ,单位 是 瓦 / 米 ,方向 是 能 量 传 
输 的 方向 . 式 (1) 不 仅 描 述 电 磁 能 传输 的 状态 ,也 说 
明 电磁 能 是 存 贮 于 电磁 场 中 的 .即使 在 直流 电路 中 ， 
电能 也 不 是 通过 电路 中 的 电流 传 到 负载 的 ,而 是 以 
电路 周围 电磁 场 能 流 的 形式 传输 的 . 任何 电磁 能 的 
传输 ,都 是 以 电磁 场 能 流 的 形式 在 电磁 场 中 进行 的 . 
电磁 动量 (electromagnetic momentum) 电动 
力学 的 基本 概念 之 一 . 指 电 磁场 与 带电 物体 相互 作 
用 时 ,使 物体 受到 (一 定 ) 的 总 力 . 物体 受 力 后 其 动量 
会 发 生变 化 ,这 是 人 射电 磁场 的 动量 转移 到 物体 上 
的 结果 . 因此 ,电磁 场 也 和 其 他 物体 一 样 具 有 动量 . 
辐射 压力 是 电磁 场 带 有 动量 的 实验 证 据 . 设 带 电 体 
在 磁场 中 运动 ,根据 它 所 受 的 洛 仑 兹 力 和 麦克 斯 韦 
方程 组 可 得 
Sl sdo =— padds, — co 
X 6, 为 带电 体系 的 动量 ， 


l 
8—35: 


S—EXH, 


We pp jer 4B), 
Ho à Ho 
J=ii+ jj+kk hk). 
g 为 电磁 场 的 动量 密度 ,S 为 任意 包 面 ,V 为 体积 . 
| ede = Gon 
即 为 体积 V 中 的 电磁 场 动 量 ,$ 称 为 电磁 场 的 动量 
流 密度 张 量 . 式 (1) 的 意义 是 ,在 闭合 面 S 包围 的 体 
积 V 中 ,带电 体系 的 动量 和 电磁 场 的 动量 的 变化 率 
(增加 或 减少 率 ) 之 和 等 于 通过 S 面 ( 流 人 或 流出 ) 
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的 电磁 场 的 动量 . 以 上 就 是 电磁 场 存在 时 的 动量 守 
恒定 律 的 定量 表述 . 

电磁 波 (electromagnetic wave) 电动 力学 的 
基本 概念 之 一 . 它 是 电磁 场 的 一 种 运动 形态 ,这 种 运 
动 以 光速 在 空间 中 进行 .电磁 波 的 产生 机 制 和 运动 
规律 可 由 麦克 斯 韦 方 程 组 描述 .在 没有 电荷 .电流 分 
布 的 空间 ,方程 组 中 的 两 个 旋 度 方程 为 


OB 

V AXE s (1) 
JE 

VASE (2) 


上 面 两 个 式 子 表明 ,变化 的 磁场 产生 变化 的 电场 ,而 
变化 的 电场 又 产生 变化 的 磁场 ,电场 与 磁场 之 间 如 
此 不 断 反复 激发 , 便 在 空间 形成 电磁 波 . 无 线 电波 、 
红外 线 .可见光 、 紫 外线 .X 射线 及 7 射线 都 是 电磁 
波 ,不 过 它们 产生 方式 不 同 ,波长 也 不 同 . 在 没有 电 
荷 .电流 分 布 的 自由 空间 中 ,电场 和 磁场 相互 激发 ， 


它们 所 满足 的 波动 方程 是 
ipo. 9E... 
VE c? gt : 
; 1 2B d 
VOS Ue 0 


RP c= 1/ | me 是 电磁 波 在 真空 中 传播 的 速度 . 
以 一 定 频率 作 正弦 振荡 的 电磁 波 称 为 定 态 电 磁 
波 ( 单 色 波 ). 对 于 角 频 率 为 o 的 定 态 电磁 波 其 波动 
方程 为 
V^E--EE-—0, (4) 
V'B--EB-—90, (5) 


VA ERRI S AIE AN AP b V pe 称 为 
圆 波 数 . y,e 为 介质 的 磁 导 率 和 介 电 常数 . EE 
方程 (4) 的 每 一 个 满足 VV，E=0 的 解 代表 一 种 可 能 
存在 的 波形 . 解 出 已 后 ,磁场 妃 可 由 
B=—oV XE 

求 出 , 类似 地 ,也 可 以 由 方程 (5) 先 求 B, FER E. 

Z Ph EHF (Helmholtz equation) J“ FB, df 
ME 

Bik (circle wave number) J “HRY”. 

平面 电磁 波 (plane electromagnetic wave) — 
种 特殊 的 电磁 波 . 指 波 阵 面 (等 位 相 点 组 成 的 面 ) 为 
一 平面 的 电磁 波 . 平 面 电 磁 波 的 表示 式 为 

E(x,2)—Eet -, (1) 

式 中 天 是 波 矢 量 , 其 大 小 为 © V ne RARER 
向 为 电磁 波 的 传播 方向 .x 为 1 时 刻 电 场 E 的 位 矢 ， 
c 为 电磁 波 的 罚 频 率 ,w= 二 2xf,f 为 电磁 波 的 频率 . 

平面 电磁 波 有 如 下 人 性质 : 

1. 电磁 波 为 横 波 ,E 和 B 都 与 传播 方向 垂直 . 

2. E 和 B EEH, EXB TRUCK. K 的 方向 , 即 
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电磁 波 传播 方 问 . 
3. E fll B 同位 相 , 振 幅 比 为 相 速 v. 
4. UE I TB XE v —1/ wpe ,在 真空 中 


ges TAE TNE 3. 0 X 10° m/s, 
即 电 磁 波 在 真空 中 的 传播 速度 与 光速 相同 ,这 说 明 
光 是 电磁 波 . 
平面 电磁 波 的 反射 (reflection of plane electro- 

magnetic waves) 电动 力学 的 基本 概念 之 一 . 指 平 
面 电 磁 波 在 介质 面 上 发 生 的 现象 .电磁 波 由 一 种 均 
匀 各 回 同 性 介质 中 传播 到 与 另 一 种 均 勾 各 回 同 性 介 
质 的 分 界 平 面 上 ,就 分 别 回 两 种 介质 中 传播 . 回 第 一 
种 介质 中 传播 的 是 反射 波 ,向 第 二 种 介质 中 传播 的 
是 折射 波 . 利用 电磁 场 在 介质 界面 上 的 边 值 关系 可 
以 求 得 人 射 . 反 射 和 折射 波 的 振幅 关系 : 

E,, sin(0.—0.) 

E; sin(@,+6,)’ 

E,, 2cosÓ, sin 0, 


E,  sin(Qjj4 0) ' 
E,y tan(0,—0) 
Ey tan(@+6,)’ 
Ey 2cosy. sin Ó, 
E;, sin(8,4-0)cos (0,—0,)' 
LA EPA ATRIA Oh EAR GRR. F 
BR r 表示 反射 ,t 表示 折射 ,i 表示 入 射 . 上 表示 垂直 
于 入 射 面 的 分 量 ,// 表示 平行 于 入射 面 的 分 量 . 在 人 
射 角 0 等 于 某 一 特定 角 90,( 布 颂 斯 特 角 ) 时 , 恰 使 反 
SUK SAKE. BI 6, 十 9. 二 x/2, 此 时 EE,y = 二 0, 即 
EE 平行 于 入 射 面 的 分 量 没 有 反射 波 , 这 种 现象 称 为 
全 偏振 现象 . 
平面 电磁 波 的 折射 (refraction of plane electro- 
magnetic waves)” 见 “平面 电磁 波 的 反射 ”. 
全 偏振 现象 (completely polarized phenome- 
non) 见 “ 平 面 电磁 波 的 反射 ” 
电磁 辐射 (electromagnetic radiation) 电动 力 
学 的 基本 概念 之 一 . 指 振荡 的 电荷 或 电流 系统 以 及 
任意 加 速 的 带电 粒子 回 外 辐射 电磁 波 的 过 程 , 根据 
麦克 斯 韦 的 电磁 理论 ,变化 的 电场 和 磁场 将 互相 交 
蔡 激 发 ,因此 ,在 空间 某 处 变化 的 电荷 或 电流 所 产生 
的 电磁 扰动 将 会 回 四 周 传 播 出 去 ,形成 交 变 电磁 场 . 
在 靠近 辐射 源 的 区 域 , 准 稳 场 较 强 ,电场 或 磁场 有 不 
等 于 零 的 径 回 分 量 , 场 强 随 距离 的 变化 正比 于 1/ 一 ， 
有 与 场 源 的 分 布 有 关 . 在 远离 辐射 源 的 区 域 , 电 场 和 
磁场 强度 均 与 天 径 垂 直 , 且 与 1/r 成 正比 . 电磁 能 量 
和 电磁 动量 都 油 矢 径 方 回流 动 , 其 值 与 1/- 成 正 
比 , 这 部 分 交 变 电磁 场 称 为 辐射 场 . 
计算 辐射 场 的 基础 是 推迟 势 公 式 , 夺 电流 J 是 
频率 一 定 的 交 变 电流 , 即 JOc 0 —J 0e "E 


Fe 
eat 

A(x,t) = ^ - dV', (D 

WA 
7 itkr—at) 

A(x,t) = ^| Te av", (2) 
4 

A(x,t) =A(x)e ™', (3) 
有 

/ ikr 
A(x) = 各 | Pere qv. (4) 


上 式 中 e “是 推迟 作用 因子 , 它 表 示 电 磁 波 传 至 观察 
RA A i AAAS Ar. 电荷 密度 o 与 电流 密度 J 的 关 
RA ip V J, hk, RE JAE M) ott B EA 
定 . 由 式 
PAS a a z) 

o(x,t) = ae", (5) 
可 确定 标 势 p. 因此 ,由 矢 势 A 就 可 以 完全 确定 电磁 
场 . 磁场 B 可 直接 由 A 求 出 

B — V X A. (6) 

E 可 由 麦克 斯 韦 方 程 求 出 ,在 真空 中 


Ee 


k 

ta St3H (radiation field) Jl“ Ree”. 

FB (8 H $8 St (radiation of electric dipole) 电 
动力 学 的 基本 概念 之 一 . 指 运动 电荷 的 辐射 形式 . 当 
两 个 大 小 相等 、 符 号 相反 的 电荷 十 g 与 一 g 相隔 一 个 
小 距离 a GX H a KA, A 是 振荡 电磁 波 波 长 ) 时 ,定义 
电 偶 极 矩 P=qa. P 随时 间 t 呈 周期 性 变化 时 , 电 偶 
极 子 成 为 偶 极 振子 辐射 电磁 波 , 这 就 是 电 偶 极 辐射 . 


计算 辐射 场 用 推迟 势 公式 
AQ) = E| 人 dv (1) 


现在 研究 远离 辐射 源 的 小 区 域内 电流 ( 线 度 为 a) 所 
产生 的 辐射 , 即 a 切 4( 波 长 ),a 世 r( 电 流 到 观察 点 的 
BE WTC Khwyr~R—-n-x', AF REAR 
点 ( 选 在 电荷 分 布 区 域内 ) 到 观察 点 * 的 距离 ,R= 
Ix |n 为 沿 尽 方 向 的 单位 矢量 .将 (1) 式 中 的 4 对 小 
参数 x /R 和 x'/4 展开 得 : 


UR 


A(x) = OS [roba im aA 


对 于 矢 势 展开 式 (2) 中 的 第 一 项 


GER 


A(x) = Oo [ace av", 
因为 电流 是 由 运动 带电 粒子 组 成 的 ， 


[a )dV => v= $ Sex!) 


AP e 是 带电 粒子 所 带 的 电量 ,Y 是 粒子 的 速度 ,P 
Ji E fay FR BE AY) E fH A. 因此 
pue" 
Ax R 
代表 振荡 电 偶 极 和 矩 产 生 的 辐射 由 此 可 求 得 辐射 电 
磁场 为 


A(x) = P (4) 


1 


B—VXA—ixGg6 PXn, (5) 
E—V XB Re (P Xn) Xn. (6) 
0 


车 取 坐 标 原点 在 电荷 分 布 区 域内 ,并 以 P 为 极 轴 ， 
WI. 
1 


a AzE&c?R 


|P | e" sin bep, (7) 


em l 73.228 
E= erR tle sin Ge,, (8) 


AF epe 为 纬 线 上 与 经 线 上 的 单位 矢量 . 电 偶 极 辐 
射 的 平均 能 流 密度 为 
E ——ReG' xH) 

eL Relea: Xn XB] 

ee A E 

= Fonte R On, (9) 
AF sin’ 0 表示 电 偶 极 辐 射 的 角 分 布 , 即 辐射 的 方 
回 性 .在 2=90" 的 平面 上 辐射 最 强 ,而 沿 电 偶 极 和 矩 轴 


线 方向 (0 二 0 或 四 没有 辐射 . 总 辐射 功率 
3 * (10) 


由 此 看 出 , 符 保 持 电 偶 极 和 矩 振幅 不 变 , 则 辐射 正比 于 
频率 的 四 次 方 ,频率 变 高 时 ,辐射 功率 迅速 增 大 . 

场 方程 (field equation) 描述 场 运 动 规律 的 方 
程 . 麦克 斯 韦 方程 组 是 人 们 所 发 现 的 第 一 组 用 以 描 
述 场 (电场 与 磁场 ) 的 场 方 程 . 相对 论 性 粒子 的 方程 
由 英国 物理 学 家 狄 喇 克 (Dirac,P. A. M.) £ H, € 
也 视 为 场 方 程 . 男 外 ,还 有 许多 描述 不 同 自 旋 的 相对 
论 性 方程 .例如 , 克 莱 因 - 戈 登 方程 (描述 自 旋 为 零 的 
粒子 的 场 方程 ) 等 . 场 和 粒子 是 统一 的 物质 的 两 种 不 
同 表现 形式 . 场 反 映 物 质 的 连续 性 ,粒子 反映 物质 的 
新 续 特 性 . 由 于 场 和 粒子 的 统一 联系 ,不 论 场 和 粒子 
都 由 同一 的 相对 论 的 方程 所 描述 ,相对 论 的 粒子 方 
程 就 又 是 场 方 程 . 


B OR Fak 石 广 元 田 德 恒 刘 时 FEM 

TE ERO AiR FEE WS 谢 鸿 政 

E A I BSR ERR KLR WAR 
Bh 1 F 
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模糊 数学 (fuzzy mathematics) 一 门 新 兴 的 数 
学 分 文 . 它 是 研究 和 处 理 模 糊 性 现象 的 数学 . 所 谓 模 
糊 性 ,主要 是 指 客观 事物 的 差异 存在 中 介 过 渡 时 ,所 
呈现 的 一 种 划分 上 的 不 确定 性 . 模糊 数学 始 于 美国 
控制 论 专家 扎 德 (Zadeh，L. A. ) 的 开创 性 论文 
"Fuzzy Sets". 

20 世纪 60 年 代 , 模 糊 数学 产生 的 直接 动力 是 
系统 科学 的 发 展 以 及 模糊 性 对 于 系统 影响 的 深入 研 
究 . 所 研究 的 系统 越 复 林 ,人 们 对 其 精密 而 有 意义 的 
描述 能 力 越 低 ,以 至 使 精密 性 与 有 意义 成 为 两 个 几 
乎 相互 排斥 的 特征 . 模糊 数学 正 是 对 那些 由 于 系统 
的 复杂 性 而 产生 的 不 确定 性 的 模糊 现象 做 出 合乎 实 
际 的 有 效 处 理 的 数学 方法 .由 于 它 在 概念 上 反映 出 
客观 事物 的 差异 及 中 间 过 渡 性 ,被 广泛 地 应 用 于 各 
种 系统 科学 ,例如 知识 描述 .语言 加 工 .图 象 识别 、 信 
息 复制 .故障 诊断 以 及 经 济 管理 中 . 同时 ,由 于 模糊 
集合 拓 广 了 经 典 集合 论 , 使 经 典 数学 也 得 到 了 新 的 
发 展 , 特 别 是 推动 了 格 论 、 测 度 论 与 拓扑 学 的 发 展 . 

模糊 数学 虽然 只 有 40 多 年 的 历史 ,但 已 得 到 国 
内 外 数学 界 以 及 信息 .系统 .计算 机 科学 人 员 的 普遍 
重视 . 它 不 是 一 门 完备 的 学 科 , 而 是 一 门 发 展 中 的 学 
科 , 它 在 现代 科学 技术 的 应 用 中 产生 ,也 将 在 现代 科 
学 技术 的 发 展 中 发 展 . 


模糊 集合 论 


模糊 子 集 (fuzzy subset) ”简称 模糊 集 . ART 
集 的 一 种 推广 . 它 是 具有 不 分 明 边 界 的 集合 . 给 定 一 
个 非 空 的 基本 集合 X ( 称 为 论 域 ),X 上 的 模糊 子 集 
4 是 指 和 到 单位 区 间 [0,1] 的 映射 4: X— [0.1]. 
对 给 定 的 zxEX, 4(Cz) 称 为 zx 相 对 于 模糊 子 集 4 的 
隶属 度 ,4(Cz) 越 接近 于 1, US x 隶属 于 4 的 程度 
越 高 ;4A(z) 越 接近 于 0, 表 示 x RR T A 的 程度 越 
低 . 表征 模糊 子 集 4 的 映射 AC ) 称 为 该 模糊 子 集 
的 隶属 函数 . 模糊 子 集 4 可 记 为 


SJA(a)/z 或 [A@)/z. 


经 典 子 集 是 模糊 子 集 的 特殊 情况 .经 典 子 集 4 
可 以 用 一 个 和 到 L0,1j 的 映射 , 即 用 4 的 特征 函数 
4(。) 来 表征 .4(z)=1 表示 工 属于 4,4(z)=0 表 
示 工 不 属于 A. 经 典 子 集 只 能 刻画 “ 非 此 即 彼 ” 的 确 
定性 现象 ,而 模糊 子 集 的 隶属 函数 可 取 [L0,1j] 中 的 一 
切 值 , 它 可 以 刻画 “ 亦 此 亦 彼 ” 的 模糊 性 现象 . 

有 限 论 域 上 的 模糊 子 集 称 为 模糊 向 量 , 可 记 为 
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A= (A(zxi), AG) AG DER A-—(a,5a5,***5 
an). 模糊 子 集 的 概念 是 1965 年 由 美国 控制 论 专家 
1Lf& (Zadeh ,L. A. ) 首 先 引 入 的 . 

模糊 集 (fuzzy set) ”模糊 子 集 的 简称 . 

模糊 向 量 (fuzzy vector) JL“ RRIF SR”. 

隶属 函数 (membership functions) 经典 子 集 
特征 函数 概念 的 推广 . 它 是 刻画 模糊 子 集 本 质 特 征 
的 映射 . 给 定 一 个 非 空 集合 X,X 上 的 一 个 模糊 子 
集 A 是 由 一 个 映射 4: X 一 [0,1j 来 定义 的 ,该 映射 
称 为 4 的 隶属 图 数 . 它 可 反映 X 中 的 每 个 元 素 工 对 
于 模糊 子 集 4 的 隶属 程度 .在 实数 集 R LORI 
数 通常 有 三 种 模型 , 即 偏 小 型 、. 偏 大 型 和 中 间 型 . fii 
A FRR eK BK 


e (pecq). 
f are ;2 ] ; 

2p a a<r< | 
b—a 2 

S (z3a b) = TT " | 
x— a 
alg (tnl 
gi (1b), 


S Grsa b) x B E BELA lt PHBL. id 7) EY FR EIC 
Z(r;a,b) = 1—Sa;a,)b), 
ZG a,b) x WIESE ADS RC. p E np BR A BK 
S(xr;b—a,b) (xb), 
n(x;a 6)= 
Z(x3b,b+a) (xb), 
r(xz;yayp) 是 关于 zx 一 0 对称 的 连续 男 数 .参数 c 和 2 
根据 实际 问题 来 确定 . 
模糊 集 的 包含 (inclusion of fuzzy sets) 模糊 
集 之 间 的 一 种 关系 . 对 于 论 域 X 上 的 两 个 模糊 集 4 
和 B, 如 果 它 们 相应 的 隶属 函数 有 关系 
A(Qxr)x; Blix) (Vx E X), 
则 称 4 包含 于 B ABEE A IEH ACB. 
糊 集 的 包含 关系 是 偏 序 关 系 , 即 具有 性 质 : 
1. ACA. 
2. ACB,BCA BY ,A=B. 
3. ACB,BCC Bf, ACC. 
特别 地 , 当 AC B.BCCA 同时 成 立时 , 称 4 和 B 
相等 , 记 为 A=B. A=B 意味 着 
AC) — BO) (VrEX). 
模糊 集 的 相等 (equality of fuzzy sets) 
糊 集 的 包含 ”. 
模糊 集 的 运算 (operations of fuzzy sets) ”经典 
合 运算 的 直接 推广 . 指 模糊 集 的 并 、 交 、 补 运算 的 
总 称 . 给 定论 域 X 上 的 两 个 模糊 集 4 和 B, 则 4 与 
B 的 并 集 AUB.A 5 BEZE AC) B 以 及 AWW 


见 “ 模 


补 集 (xA 均 是 X 上 的 模糊 集 , 它 们 的 隶属 函数 分 
别 为 : 
(4UB)Cz) 一 max(4(z),BGz)) (YrEX), 
CAC] B) Cx) =min(ACr),Blx)) (OVx€ XD, 
(xACr)—1— AC) Cre x 
其 中 ACr) ,B(x) 分 别 为 A Al B 的 隶属 函数 . 
模糊 集 的 运算 保留 了 普通 集合 运算 的 许多 重要 
TER. 例如: 
1. 交换 律 : AUB=BUA, ANBSBQA. 
2. 结合 律 : (AUB)UC=AUCBUC), 
(AN BD 0C — AD (BNC). 
3. 分 配 律 : AUCXGB()C) —CAUBD()CAUOD, 
Afl (BUC)= (Af1B)U (ANC). 
4. 对 偶 律 : [ (4UB)=[ AN C B» 
CAN B=C AUC B. 
其 他 还 有 吸收 律 、 才 等 律 、 对 合 律 ,两极 律 等 . 但 经 典 
集合 运算 所 满足 的 互补 律 , 即 4ULCx4 一 X ,4f 
CxA= 2 S BUB SE ARAN IL. 虽然 互补 律 的 不 成 
立 使 得 对 模糊 集 在 数学 研究 上 人 带 来 不 少 困 难 , 然 而 
它 更 符合 许多 客观 实际 情况 . 
模糊 集 的 并 、 交 运算 可 推广 到 任意 多 个 模糊 集 
的 情形 . LAT; 1€ET) 为 了 上 的 一 族 模 糊 集 , 则 它 
们 的 并 Usr42” 与 交 门 ,er4” 分 别 定义 为 : 
(CU;erA Cr) super AU (xz) (z€ XD, 
《 门 ,sr4 7 ) Cr) — infer AU Cx) (VrE X). 
于 是 分 配 律 和 对 偶 律 有 更 一 般 的 形式 : 
3 .4UCmezrB = Nie r (AUB), 
AN CUrer BO) = Ure CAN BY). 
4'. (Ura) =Nier F(A), 
CODerAT70— User (AM). 
模糊 集 的 伪 补 集 (pseudo-complement of fuzzy 
sets)” 见 “模糊 集 的 运算 ”. 
模糊 集 的 并 集 (union of fuzzy sets) 
集 的 运算 ”. 
模糊 集 的 交集 (intersection of fuzzy sets) J 
“模糊 集 的 运算 ”. 
模糊 点 (fuzzy point) 经 典 集 合 论 中 的 点 概念 
的 推广 . 它 是 一 类 特殊 的 模糊 子 集 . 设 4 是 论 域 X 
上 的 一 个 模糊 集 , 寿 对 某 个 zE€EX,， A(z) 二 4 二 0, 且 
对 任何 y€ X, yAr A AQ) =0, MFK A AX EK 
模糊 点 , 简 记 为 n E B X 上 的 另 一 模糊 集 ,如 果 
BGO SA WRR sx x 属于 Bie o €B.B-— 
U ixi: x € B). 模糊 点 概念 最 时 是 黄 (Wong, C. 
K. ) 于 1974 年 引入 的 .但 他 在 定义 中 假定 了 4 关 1， 
即 不 包含 经 典 集合 论 中 的 点 作为 特 款 . 
模糊 集合 论 中 的 属于 关系 (membership rela- 
经 典 集 合 论 中 点 与 集合 
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tion in fuzzy set theory) 


模 We A 论 


之 间 属 于 关系 的 推广 . 是 模糊 点 与 模糊 集 之 间 的 一 
种 邻 属 关 系 . 设 4 是 论 域 X 上 的 一 个 模糊 集 ,z, 是 
X 上 的 一 个 模糊 点 ,如果 4(z) 宇 4, 则 称 xz; 属于 A, 
记 为 ZE A. 

对 和 上 的 一 族 模糊 集 AP UET) € 
[(lerA? 24 BAN 4E SE— cC T A n € A7. (BR, 
由 rE Urer A” ,一 般 不 能 推 得 存在 某 个 bET, E 
得 r€ 4 , 即 在 模糊 集合 论 中 , 择 一 原则 不 成 立 . 
这 与 经 典 集合 论 有 本 质 的 区 别 . 此 外 ,在 经 典 集合 论 
中 ,zE A SOT rE 04. 但 在 模糊 集合 论 中 ,ziE4 
与 xi [4 是 不 等 价 的 ,这 里 [4 是 4 的 伪 补 集 . 例 
on, AC) =0. 6, WE ACr)=0. 4. BR To EA, A 
时 有 zussE [64. 因此 在 模糊 集合 论 中 ,模糊 点 与 模糊 
集 之 间 的 邻 属 关系 ,除了 有 “属于 "关系 外 ,还 有 男 一 
种 反映 “zf 64” 的 邻 属 关系 一 一 “ 重 于 ”关系 (参见 
“模糊 集合 论 中 的 重 于 关系 ”). 

模糊 集合 论 中 的 重 于 关系 (quasi-coincidence 
relation in fuzzy set theory) 经典 集合 论 中 点 与 集 
合 之 间 属 于 关系 的 推广 . 它 是 模糊 点 与 模糊 集 之 间 
的 一 种 邻 属 关系 . 设 4 是 论 域 X LORE 是 
X 上 的 模糊 点 , 若 4(z) 十 4>1, 则 称 xa BF 4, 记 


为 xmE4. 对 于 和 上 的 一 族 模糊 集 A"GCTO, nE 
Uer? 4A Y zx 重 于 其 中 某 一 A， 

重 于 关系 是 由 浦 保 明 . 刘 应 明 于 1977 年 引入 
HJ. 1984 年 , 刘 应 明证 明了 在 邻 属 关系 的 四 条 自然 
原则 下 ,这 种 重 于 关系 是 惟一 的 . 

模糊 集 的 水 平 集 (level sets of fuzzy set) JR 
称 模糊 集 的 截 集 . 一 族 经 典 子 集 . 它 是 由 给 定 的 模糊 
子 集 所 限定 的 一 族 经 上 典 子 集 . 模糊 子 集 不 同 于 经 典 
子 集 , 它 没有 确定 的 边界 .一 个 元 素 x 是 否 属于 模 
糊 子 集 4 ,回答 是 不 确定 的 . 对 于 选 定 的 «€ [0,1], 
当 AGO Za 时, 便 认 为 在 水平 下 未 属于 模糊 子 
集 A. 称 

ER 
为 模糊 子 集 4 的 a 水平 集 或 a RR, a 称 为 置信 水 
平 . a 水 平 集 具 有 以 下 性 质 : 
(A U B). = A, U Ba, 
CA [1492,59 A Bas 
并 日 ACB, 4AM AC B, COS az D. 同样 , 称 
A= ix: Ala) >a} (0 a 10D | 

为 模糊 子 集 4 RKI a 水 平 集 或 a 强 截 集 . 特别 地 , 称 
supA-— (xr: 4(Cz)>0)} 为 模糊 子 集 AKLE. 

模糊 集 的 截 集 (cut sets of fuzzy set) 即 “ 模 糊 
集 的 水 平 集 ”. 

模糊 集 分 解 定 理 (decomposition theorem of 
fuzzy sets) ”模糊 集合 论 中 的 一 个 基本 定理 . CH 
示 了 模糊 集 与 水 平 集 之 间 的 内 在 联系 .一 个 模糊 集 
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可 以 分 解 为 一 套 ( 弱 ) 水 平 集 , 并 可 用 这 套 ( 弱 ) 水 平 
集 来 表示 . 模糊 集 的 分 解 定 理 有 以 下 三 种 形式 : 
1. 设 4 是 X 上 的 模糊 集 , 则 
A ANA" iA 


其 中 4。 是 4 的 a 水 平 集 ,a’ 表示 X LRA o 的 
模糊 集 . 
2. 设 4 是 X 上 的 模糊 集 , 则 
ito eee 
其 中 4。. 是 4 的 弱 w 水 平 集 ,w ”的 意义 同上 . 

3. 设 4 是 X 上 的 模糊 集 ,2(X) 表 示 X 的 所 有 
分 明子 集 组 成 的 集合 ,如 果 映 射 HH: L0.1]— A(X) 
满足 A,CH(a)CA, (Va € [0,1]), 则 

A 2s (| HCa)), 
H AS DaeHOD, Aa = Ur HO). X, A. A, 
Ra” 的 意义 同上 . 

由 于 水 平 集 具 有 保持 模糊 集 的 并 、 交 等 性 质 ,所 
以 模糊 集 的 分 解 定理 是 研究 模糊 集 性 质 的 有 力 工 
R. 

HS MH Se x ONDE FE (representation theorem of 
fuzzy sets) 模糊 集合 论 中 的 一 个 基本 定理 . ECS 
模糊 集 的 分 解 定理 从 不 同 的 角度 揭示 了 模糊 集 与 经 
典 集 的 关系 . 分 解 定理 表明 , 任 一 模糊 集 A 可 由 集 
t€ H(A,CH(OA)CA,, A€[0,1 D3€ Xon sn 
现 定理 指出 ,每 个 集合 套 都 可 以 表示 一 个 模糊 集 . 

TRS H: LO, LJ > A(X), AH COT IE: 
<A PAA) DACA) MWR H AX EW TRE 
套 . 所 有 X 上 的 集合 套 组 成 的 集合 记 为 COX) 
此 (X) 中 定义 运算 U, 门 ,6 如 下 : 

(UHOG0O -UH;OD : 
(HH) CO = NHN; 
CHOA)= fOHCI— 22). 

模糊 集 的 表现 定理 为 : 设 o (XDA X 上 所 有 模 

糊 集 组 成 的 集合 . S 

T. CX) CX), 

H>T(H)= U Anta), 
WT CCX), U.N, COBY CX), U, N, 
[) 上 的 同 态 满 射 , 且 满 足 : 


TOGEHOE TO CE(0,1)); 
TOT; (1H (a) CAE (0,1; 
TCH), = UH) (AE [0,15). 


Ep TCAD, TC) ARRESE T CED Í] AK 
平 集 和 弱 4 水平 集 . 
L 模糊 集 ( fuzzy sets) 模糊 集 的 一 种 推广 . 
设 工 是 半 序 集 , 则 称 映 射 4: X>L 为 LEWE. 当 
工 二 40,1) 时 , 工 模 糊 集 即 为 经 典 子 集 . 4 L=[0,1] 
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时 , 工 模糊 集 即 为 模糊 集 , 而 当 工 表示 [0,1j 上 所 有 
模糊 子 集 构 成 的 格 时 , 称 LL 模糊 集 为 二 型 模糊 集 . 
特别 地 , 当 工 是 格 时 ,可 以 定义 两 个 工 模 糊 子 集 有 4 
与 B 的 并 、 交 运算 如 下 : 
(AUB)(zx)=A(r)V Bla) (YrEX); 
(ANMNB)(z)=A(z) ABC) (Ix € X). 
如 果 工 是 完备 格 , 则 并 、 交 运算 可 推广 到 任意 
多 个 L 模糊 子 集 的 情形 
CU AT) 6 — V(iACO: t€T} (Vz€ XD 
(NAM) (a) = MAG CT) (rex). 
EN: L—LJWéMasbHB.NOOZN(aAH 
NON Ca) =a, WER NBL EDAD. 24 LR Dh 
时 ,定义 工 模糊 子 集 4 的 伪 补 集 为 
(A(z)=N(A(r)) (OVr€ X). 
如 果 工 是 完备 格 , 仍 有 工 模 糊 集 的 分 解 定理 : 
设 A4A 是 XX 上 的 工 模 糊 集 , 则 
A= Ue (1A; 


K A= i: AGOZa)N A 的 a 水 平 集 , a’ 表示 
X 上 取 常 值 a 的 工 模 糊 集 . 

也 模糊 集 的 概念 是 高 云 (Goguen，J. A.) F 
1967 年 提出 的 . 这 一 概念 的 提出 不 仅 统一 了 大 于 种 
模糊 集 概念 ,而 且 使 人 们 充分 认识 到 半 序 ( 格 ) 结 构 
在 模糊 集 理论 研究 中 的 作用 . 

二 型 模糊 集 (type I fuzzy sets) 
E”, 

伪 补 (pseudo-complement) 见 “ 元 模糊 集 ” 

概率 模糊 集 (probabilistic fuzzy sets) 模糊 集 
合 论 概 念 之 一 . 指 隶 属 函 数 具 有 随机 性 的 模糊 集 . 设 
X EER, 2 是 基本 事件 空间 .X 上 的 概率 模糊 集 4 
是 乘积 空间 XOQ= (Crzw): xz € X, «€ ND) 8 
[0,1j 的 一 个 映射 , 且 对 每 一 固定 的 xEX,A(zx,，*) 
是 定义 在 中 上 取 值 于 [0,1j 中 的 随机 变量 . 因此, 概 
率 模糊 集 是 一 个 取 值 于 [0,1j 的 概率 场 ,而 Plo: 
Alro) Sa) RRIT r MARREK NTF a 的 概率 . 

模糊 集 的 模 系 结构 (structure of norm system 
on fuzzy sets) ”模糊 集合 论 概 念 之 一 . 指 带 有 序 结 
构 的 一 类 代数 系统 . 利用 它 可 以 统一 地 描述 模糊 集 
的 各 种 运算 . 设 工 为 具有 最 小 元 0 和 最 大 元 1 的 格 ， 
ERT: 元 X 工 一 二 满足 以 下 条 件 : 

1-1(0,0):20, T CI4512—15 

2. T (a,b) — T (b,a); 

3. Xr aic, b<d MA T Ca, box T (c,d); 

4.7 (7 Ca ,5) ,c) — T Ca, T (5,02); 

WE T A —Íf8H.GÍIBE T Wü DG.1)-—a.B 
称 其 为 全 模 ; 若 三 角 模 人 满足 Za,0)=a, 则 称 其 
AS 模 . 设 N 为 L 上 的 伪 补 (参见 “模糊 集 ”), 如 果 
TET MS BS 满足 NN(T(a,b))= 二 SCN (a), 


见 “ 工 模糊 


NOD WET 5j S 为 NN 对偶 的 ,并 称 (L,S,T,N) 
为 模 系 . 对 于 工 模糊 集 A 与 B 可 定义 模 并 、 模 交 与 
补 运算 为 : 
(AUsSB)(x)=S(A(z)sB(z)) (YEX); 
CAC1:B)(G2—TCGACGO,.BO2) (YrEX); 
(A(x)=N(AC(z)) (Vr€ X). 
模糊 子 集 的 并 与 交 运 算是 特殊 的 模 并 与 模 交 运算 . 
WA COAX 上 所 有 工 模糊 集 组 成 的 集合 ， 
WRL, ST, N ERR MWA LX), Us» Ars L) 
也 是 模 系 . 
三 角 模 (triangular norms) 
结构 ” 
T # (t-norms) ” 见 “ 模 糊 集 的 模 系 结构 ”. 
S 模 (s-norms) 见 “ 模 糊 集 的 模 系 结构 ”. 
模 系 (norm system) 见 “ 模 糊 集 的 模 系 结构 ” 
模糊 度 (measures of fuzziness) 模糊 程度 的 
一 种 度量 . 对 模糊 子 集 , 给 出 一 个 数值 表征 其 总 体 的 
模糊 程度 , 称 该 数值 为 相应 模糊 子 集 的 模糊 度 . 它 符 
BUF RW: As SS RURAL E Op AC) =0.5, 
则 4 的 模糊 度 为 1. 若 BCCCA, 或 4CCCB, 则 B 
的 模糊 度 不 超过 C 的 模糊 度 . HH eR AT LA SRE 
一 种 模糊 度 ， 
模糊 度 的 概念 是 路 卡 - 特 米 (Luca-Termini) 于 
1972 *ES| A BJ. 
模糊 集 的 直接 映射 (direct mapping of fuzzy 
sets) Ih ERTL Fs 70 b Be. 模糊 集 的 一 种 映射 . 指 由 
普通 映射 直接 扩张 成 的 映 模糊 集 为 模糊 集 的 映射 . 
设 多 (X) 和 多 (7) 分 别 表示 X 和 YY 上 所 有 模糊 集 
组 成 的 集合 , 若 f: XY 是 一 普通 映射 , 则 由 f 可 
诱导 出 一 个 从 F(X) ES 5 (7) 的 映射 ( 仍 记 为 A/D 
fi A>f(A), 其 中 f(D WR BRE LA 
FCA) Cy) | 
| [sup(AGOix€ f(y} STONED), 
-人 Fays). 
由 上 式 定 义 的 映射 £F: (X0 OY PARE 
的 直接 映射 . f(4) 称 为 A 在 f 下 的 像 .由 于 关上 的 
二 元 运算 是 从 XXX 3] X 的 映射 ,因此 由 模糊 集 的 
直接 映射 可 以 定义 X 上 模糊 集 的 二 元 运算 , 即 
sup{(ACB) (zr,y): 
(r,y)€f !(0) (FFD). 
(f(z) =). 
此 处 AWB EX 上 两 模糊 集 的 直 积 ,是 XXX 上 的 
RMR. EMS PE 
(AWB) Gr, y) =min{ACr),BCy)}. 
模糊 集 的 直接 映射 是 由 美国 控制 论 专家 扎 德 
(Zadeh, L.A. ) 提 出 的 . 它 提 供 了 将 经 典 数 学 的 概 
念 与 方法 转化 为 模糊 数学 的 概念 与 方法 的 一 般 原 
则 ,也 称 为 扩张 原理 . 


见 “ 模 糊 集 的 模 系 


f(A, boz 


B OH 集合 6 


3L $8 BY cR MH (functions of Zadeh's type) Bp 
“模糊 集 的 直接 上 映射” 

扩张 原理 (extension principle) 
直接 映射 ”. 

模糊 集 的 二 元 运算 (binary operation of fuzzy 
sets) 见 “ 模 糊 集 的 直接 映射 ” 

模糊 集 的 直 积 (product of fuzzy sets ) 
糊 集 的 直接 映射 ”. 

Ei ERA St AY 3 RE SY (inverse mapping of direct 
mapping) 一 种 模糊 集 的 映射 . 它 是 由 普通 映射 按 
某 种 特定 的 方式 诱导 出 的 把 模糊 集 映 成 模糊 集 的 映 
射 . 设 fi XY REAR, FXS Y) 
表示 X 与 Y 上 所 有 模糊 集 组 成 的 集合 , 则 由 了 可 诱 
FIP MSY CY) BY CORNERS A 


见 “ 模 糊 集 的 


见 “ 模 


FR Xs. Boe By. 
其 中 S CORRE KEXA 
J BSB ay) (WEX). 
按 上 述 方式 确定 的 映射 PO's (Yo OON 


直接 映射 f: GOD QUE S. f1(B) 称 
ABTS TERR. BUM SEIT] BRR ER RC S RR ST 
有 以 下 性 质 : 

区 

2. f (0 — Ø. 

3. FCUAM) = UPA’), 


学 = In (B®). 


AT n A '(B)]. 

凸 模糊 集 (convex fuzzy set) 经 典 凸 集 的 推 
广 . 它 是 实 线 性 空间 上 的 一 类 特殊 的 模糊 集 . 设 4 
是 实 线性 空间 X 上 的 模糊 集 , 若 对 任何 AE [0,1j， 
有 4 二 (1 一 人 )4C4, 则 称 4 为 X 上 的 凸 模糊 集 . 
利用 水 平 集 、 隶 属 孙 数 和 模糊 点 等 , 均 可 以 给 出 凸 模 
糊 集 的 等 价 定义 . 

凸 模糊 集 的 概念 最 早 是 在 1965 年 ,由 美国 控制 
WE R ILA (Zadeh, L. A. ) 的 开创 性 论文 (Fuzzy 
Sets 》 中 提出 的 ,目前 , 凸 模糊 集 概 念 已 得 到 了 广泛 
的 应 用 . 

模糊 数 (fuzzy number) 区 间 数 概念 的 推广 . 
它 蚌 实数 域 R 上 的 一 类 特殊 模糊 集 . 设 A4 是 R 上 的 
模糊 集 , 如 果 它 是 正规 的 , 即 存 在 r ER, {E AC) 
=1, HX EM e€ [0,1], A 的 a 水 平 集 A HEA 
B 4] p [8] , WU BK 4 为 模糊 数 . 由 于 模糊 数 是 R 上 的 
模糊 集 , 则 由 R 的 四 则 运算 可 扩张 定义 模糊 数 的 四 
则 运算 . 对 两 模糊 数 4 与 BB 及 四 则 运算 *,AxB 
仍 为 模糊 集 , 且 它 的 隶属 函数 为 

CA * B)(z)=sup{min( A(z), BC32)) iz— zx * y}. 
Feo Hh, At B,AB 仍 为 模糊 数 . 
模糊 数 的 四 则 运 


z 18 (four arithmetic operations 
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of fuzzy numbers) mA A”. 

模糊 真 数 (fuzzy truth numbers) 亦 称 [10,1j 
上 的 模糊 数 . 论 域 [0,1] 上 的 一 类 特殊 的 模糊 集 . UE 
4 是 L0,1j 上 的 模糊 集 ,如果 对 任何 eaEL0,1],4 的 
a 水 平 集 A 是 用 区 间 , 则 称 4 为 一 个 模糊 真 数 . 如 
果 了 是 [L0,1] 上 的 三 角 模 ,4A,B 是 L0,1] 上 的 模糊 
E EZAT, BMF: 

T (4,B) (z) 
= sup {min (A(z), Bly)):z = T(x,y)] 
(z € [0,1 D. 

TART 的 扩张 运算 .车 TT 是 连续 的 三 角 模 ,4 
与 B 是 模糊 真 数 , 则 了 (4,B) 也 是 模糊 真 数 . “4 T 
ETR TEETH T E SNTE S 
te. & N 是 L0,1j 上 的 伪 补 , 则 模糊 真 数 4 的 补 由 
ACN CE X. 

[0,1 LARRAZ (fuzzy numbers on [0,1 ]) 
即 “ 模 糊 真 数 ”. 

模糊 函数 (fuzzy functions)  1£ 38 3E (B eR LJ 
一 种 推广 . 设 罗 "”(R) 表 示人 全体 模糊 数 , 则 论 域 X 到 


57 GO KBE f 称 为 模糊 函数 . f 的 a 水 平 集 为 
FG) (ys Ja) (O) Za). 


模糊 关系 与 模糊 优化 


模糊 关系 (fuzzy relations) 经典 关系 的 一 种 
推广 . 它 是 两 组 事物 之 间 某 种 模糊 相关 性 的 刻画 . 
X 与 Y 是 两 个 论 域 ,XCY 表示 X 与 Y HAAR, 

XY={(r,y): x€ X, y€Y). 
XOY 上 的 模糊 集 RRA X BY 的 模糊 关系 . 对 给 
定 的 (x,y)€E XC9Y , RCz,y) 表 示 工 与 y 具 有 关系 
R 的 程度 . A X=Y, Me RA X 上 的 模糊 关系 . 由 
于 模糊 关系 是 乘积 集 上 的 模糊 集 , 因 此 ,模糊 关系 也 
有 并 、 交 、 补 三 种 运算 . 对 X 上 的 模糊 关系 RA 
RG ,2)—1 VrEX) WE R SE CBS AR, y) 
—R(CGy.x) (x, y€ X), WFK R 为 对 称 的 . 设 R 与 S 
是 X 上 的 两 个 模糊 关系 ,其 复合 运算 定义 为 
(RESI TS) 
—supimin(RCGr, y), SCy,z)),y € X), 
它 仍 是 X 上 的 一 个 模糊 关系 . 记 RSR. R, GR 
CR, 则 称 R 为 可 传递 的 .XX 上 自 反 、 对 称 的 模糊 关 
系 称 为 模糊 相似 关系 . 自 反 、 对 称 、 可 传递 的 模糊 关 
系 称 为 模糊 等 价 关 系 . 尺 是 模糊 等 价 关 系 , 当 且 仅 当 
ME a€ [0.1]. RA a KER 
R, = CO. y2: KC sy) 220} 

均 是 等 价 关 系 . 

自 反 模糊 关系 (reflexive fuzzy relations) Ji 
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“模糊 关系 ”. 

对 称 模糊 关系 (symmetric fuzzy relations) I 
“模糊 关系 ” 

模糊 相似 关系 (fuzzy similar relations) 
MIKA”. 

模糊 等 价 关 系 (fuzzy equivalent relations) — Jd 
“模糊 关系 ”. 

模糊 偏 序 关系 (fuzzy partially ordered rela- 
tions) HX 上 的 一 个 模糊 关系 . 它 满 足 自 反 性 、 
可 传递 性 以 及 完全 反对 称 性 , 即 当 z 天 y，R(Czyy) 二 
0 时 , 必 有 民 (Cy,z) 一 0. 

模糊 值 模糊 关系 (fuzzy relation taking fuzzy 
number as values) ”经典 关系 的 进一步 推广 . 设 X 
SY 是 两 个 论 域 , 多 Oo.1 DXxRLO.1] ER 
数 ( 即 模糊 真 数 ) 的 全 体 , 则 映射 R: XY 一 
5 (0,1 DER X BY 的 模糊 值 模 糊 关 系 . 它 可 
视 为 XCQYQCL0,1] 上 的 一 类 模糊 集 . 特别 地 , 若 对 
{EAA Cry) E XOY, Rx. y) AKER, WK R 为 区 
间 值 模糊 关系 . 

区 间 值 模糊 关系 (interval valued fuzzy rela- 
tions) JL“ eH ERK A”. 

模糊 和 矩阵 (fuzzy matrix) 经 典 矩 阵 的 一 种 特 
例 . 它 是 有 限 论 域 X 到 有 限 论 域 了 上 的 模糊 关系 的 
表征 . 其 元 素 只 取 [0,1j 中 的 数 . andis X= 


见 “ 模 


xa sos 


d $4) ,Y= {yy sY." ys , 则 X 到 Y 的 模糊 关系 
可 表 为 
R= Crux» (Oxir,;clsilsimn,.lxijsem). 


其 中 rj Rais yj). 并 称 R= (ri nx s TRE E P. 3 
对 X EBRIE RATE X EBEN AR Ek Q@, 使 
f Q ° R*Q-—Q,.W$k QR BI SUE BB. 
R°Q° R=Q, WPR R 是 正则 的 , 且 称 Q@ 为 R 的 广 

逆 模 糊 和 矩阵 (inverse fuzzy matrix) 
矩阵 ”. 

TE Du] ES AA AB PE (regular fuzzy matrix) “fe 
TB EE". 

T 32 38 tR AE BE (generalized inverse fuzzy ma- 
trix)” 见 “模糊 矩阵”. 

模糊 和 矩阵 的 传递 闭 包 (transitive pd of 
fuzzy matrix) ”一 种 模糊 矩阵 . 它 是 包含 给 定 模糊 
oe 传递 的 模糊 矩阵 . 设 论 域 X= (xix 

vox ReGijeH X EA SOR REE BR ROK R 

rer ey X 上 的 模糊 矩阵 ¢ CR) E: 

1. £CR) » tCRO CECR). 

2.t (R0) OR. 

3. 对 和 上 任 一 包含 的 模糊 传递 矩阵 S( 即 S 
DR, H SES), Sp SG). 

WR RA X EA Be ee CI R 是 自 反 、 


见 “ 模 糊 


对 称 的 ), 则 R B5 £235 PE] lc CR) JETER E ffr B EE H. 
存在 一 个 最 小 的 自然 数 & Ge o0 ,使 得 LCR) — R'. 
该 结论 是 模糊 聚 类 分 析 中 从 模糊 相似 和 矩阵 出 发 ,用 
“平方 法 ” 求 模糊 等 价 和 矩阵 的 理论 依据 . 

RA $ EJE maximum membership princi- 
ple) 模糊 数学 的 基本 原则 之 一 . 它 是 用 模糊 集 理 
论 进行 模型 识别 的 一 种 直接 方法 . 对 于 nn 个 实际 模 
型 ,可 以 表示 为 论 域 上 的 n 个 模糊 子 集 Al, Ad, 
sews Cee CA 为 一 具体 识别 对 象 , 如 果 有 T ,使 

A; (to) =max (A) (x) , As Gro) ,°° 4 AL C922, 
则 称 zx。 相对 隶属 于 A;. 这 即 是 最 大 隶属 原则 . 在 实 
际 应 用 中 ,可 以 用 来 进行 疾病 诊断 .机 需 故 障 诊断 或 
进行 瘤 细胞 的 识别 等 . 

模糊 聚 类 (fuzzy classifications) ”一 种 分 类 方 
ik. 它 是 利用 事物 之 间 存 在 的 模糊 关系 将 事物 进行 
动态 分 类 的 一 种 数学 方法 . 设 有 ”个 不 同 的 事物 , 记 
H XS (TTo ,Xs) 若 已 知 X 上 的 模糊 等 价 关 系 
为 R= (rj),x,，, 则 相应 于 不 同 的 a 水 平 ,由 等 价 关系 
RR 的 a 水 平 集 ) 可 使 XX 分 为 不 同 的 类 .a 越 小 ,分 
类 越 粗 ;a 越 大 ,分 类 越 细 . 由 于 分 类 是 随 水 平 a 动 
人 态 的 ,就 可 以 选择 恰当 的 a, 使 得 分 类 效果 达到 最 
佳 . 在 实际 问题 中 ,直接 建立 X 上 的 模糊 等 价 关 系 
往往 是 比较 困难 的 . 一 般 是 先 不 考虑 传递 性 ,建立 X 
上 的 一 个 模糊 相似 关系 ,然后 再 求 它 的 传递 闭 包 ( 参 
见 “ 模 糊 和 矩阵 的 传递 闭 包 >” , 即 得 一 个 模糊 等 价 关 
系 , 并 利用 所 得 的 模糊 等 价 关 系 进行 分 类 . 这 种 方法 
称 为 传递 闭 包 法 . 基于 模糊 关系 进行 模糊 聚 类 的 具 
体 方法 ,还 有 最 大 树 聚 类 法 和 编 网 聚 类 法 . 

模糊 目标 聚 类 (fuzzy cluster with objective 
function) 一 种 聚 类 方法 . 它 是 利用 建立 在 软 划 分 
空间 上 的 目标 函数 进行 聚 类 的 一 种 数学 方法 . 设 X 
一 {21 s» tt Ln HEA DR BR i= Gra sx stttxi HT 
任何 2xcxn WRX BJ c 个 子 集 {4,: r= [4435555 
c) 满足 

ANA = 2 Gp, UA, =X, 
则 {4;} 成 为 X 的 一 个 硬 划分 . 75 EE R A RIE PR 
数 表达 , 则 

M.={U: U= (un)exns ua (0,1), 


Vis Sua 1] 
称 为 硬 划 分 空间 s 而 
Mr 一 |， U = (wr) xns ua € [051]. 
Visk, p^ = 1] 


称 为 软 划分 空间 . 
Hi x; 的 特征 数据 值 , 便 可 根据 密度 、 最 小 平方 


模糊 关系 与 模糊 优化 


等 ,建立 软 ( 人 硬 ) 划 分 空间 上 的 泛 函 (目标 函数 ), 而 这 
些 泛 图 的 极 小 点 即 为 在 该 目标 下 的 最 佳 软 ( 硬 ) 分 
类 . 常用 的 泛 孙 有: 

1. BF BE iE PR 

Ja: My — Rt; 


Ja) = » SM S adus = Uir)” z Ju 


j=l k=l i=] 
(2xzc«n) 
是 固定 数 ,o BRB RM I dacdG;x)0dé R^ PRE 
H. 
2. RNE R 
Im: My X R? > Rt; 


Ja (U,V) = y Sara 


(d; —d' (zx, Ui) , ve My.) 

是 一 软 划 分 ,YER2 是 聚 类 中 心 . 

硬 划 分 空间 (hard classification space) 
糊 目 标 聚 类 ”. 

软 划 分 空间 (soft classification space) 
糊 目 标 聚 类 ”. 

模糊 综合 评判 (fuzzy synthesis decision-mak- 
ing) ” 亦 称 模糊 综合 决策 .一 种 模糊 决策 方法 . 指 对 
各 种 因素 及 它们 与 各 种 决策 方案 之 间 的 关系 进行 综 
合 考虑 后 做 出 优化 判决 的 一 种 数学 方法 . 一 个 模糊 
综合 评判 模型 ,包含 因素 集 X = {xi; IKS) ,决策 
集 Y= (yi: l\<j<m},WRX BY 的 模糊 关系 R= 
irj: Lin, 1S jm}. WR a= (la saz san) A 
X 上 的 模糊 向 量 , 通 过 a 与 R 的 复合 运算 得 到 Y 上 
的 模糊 向 量 b= (bobo sbn) ,其 中 


b; — sup (min(a;,r;;) ). 
1x6 xn 


Ti bj, — max b; MARY Yi 在 实际 问题 中 4 与 R 
可 通过 评分 或 统计 方法 得 到 . 

模糊 综合 决策 (fuzzy synthesis policy-making) 
BD ES BE ZR WE C. 

贴近 度 (nearness degree) ”模糊 数学 的 一 个 概 
念 . 它 表 示 两 个 模糊 子 集 间 相似 程度 的 一 种 度量 . 它 
可 以 用 于 进行 模式 识别 与 情报 检索 ,也 可 以 用 于 优 
化 综合 判决 中 的 权重 . 设 丈 (X) 表 示 论 域 和 上 的 所 
有 模糊 集 组 成 的 集合 ,如 果 映 射 o: A(X) X CX) 
习 [0,1j 具 有 以 下 性 质 : 

l.oc(A,A)=1; 

2.0(A,B)=o0(B,A); 

3. 34 ACBCC WA o(A,C)<o(B,C); 
WER o 为 贴近 度 . 符合 上 述 条 件 的 贴近 度 有 各 种 不 
同 的 形式 ,可 根据 具体 情况 加 以 选用 . 设 41,A;,…， 
A, 是 nn 个 不 同 的 模型 ,对 于 给 定 的 BOA 

o(B,A,) = maxa(B,A,); 


Wi, “ 模 


见 “ 模 
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则 认为 B 与 模型 4, 最 贴近 . 这 称 为 择 近 原则 , 它 用 
于 模式 识别 中 . 

择 近 原则 (nearest principle) J “Whit Re”. 

模糊 关系 方程 (fuzzy relation equations) & 
有 未 知 模糊 关系 的 一 类 等 式 . 设 和 与 了 为 有 限 论 
域 ,4 是 和 上 的 模糊 子 集 , 尺 为 和 到 Y 的 模糊 关 
系 , 则 可 通过 复合 运算 得 到 Y 上 的 模糊 子 集 B= 
A * R. E GI B 5R RRA MEM BAAR, 
使 满足 4。R=B. 则 称 该 等 式 为 模糊 关系 方程 . 所 
求 出 的 A 或 RR 称 为 该 模糊 关系 方程 的 解 .一 般 地 ， 
模糊 关系 方程 的 解 不 是 惟一 的 . 桑切斯 (Sanchez， 
E. ) 首 先 研 究 了 模糊 关系 方程 ,指出 模糊 关系 方程 
存在 最 大 解 和 极 小 解 ,但 一 般 不 存在 最 小 解 . 

模糊 关系 方程 的 解 (solutions of fuzzy relation 
equations) DL ^ ES EORR JE. 

模糊 关系 方程 的 冢 本 宪 甫 解法 (Y. Tsuka- 
moto algorithms of fuzzy relation equations) f 
糊 关 系 方程 的 一 种 方法 .已 知 R,B 为 求 模糊 关系 方 
程 4。R==B 关 于 4 的 解 .日 本 数学 家 鹤 本 宪 甫 
CY. Tsukamoto) 定 义 了 两 个 算 符 ,一 个 是 


bea = < [6,1] (a = b), 
$ (a « 5); 


2g A 

f [0,b] (a >b), 

ais ‘foe (a « b). 
id A= (a, 5455 *** san)s b= (by bo stt ,bn) QR-— (rigs 
]xtixn, 1XSj<m).¢ 

Y;— (bieri; IXa), 

Y,— (ber; l«ixn). 
将 Y, 的 第 i 个 分 量 换 为 Y; 的 第 i 个 分 量 得 到 W， 
则 A- R= 二 B 关于 4 的 解 集 为 

W=N AW. 


模糊 图 (fuzzy graphs) 普通 图 的 一 种 模糊 化 . 
设 V 是 顶点 集 ,E 是 联系 集 ,G==(V EER UA. 
若 给 出 六 上 的 模糊 子 集 4 及 V 上 的 模糊 关系 Ruf 
得 对 于 任意 两 个 顶点 x,yEV ,满足 

R(z,y) S min(A(r),A(y)), 

则 称 G=(G, A R) HME. 对 于 任意 a€ [0,1] 6 
的 < 截图 定义 为 C.= Ce Ra), E 1 EX EE, H+ 
Aas Re 分别 是 A RW a KER. 两 个 模糊 图 相等 ， 
当 且 仅 当 所 有 a 截图 相等 . 

模糊 图 概念 是 1975 年 由 罗 和 森 菲 尔 德 (Rosen- 
feld, A. ) 最 先 提 出 的 . 

模糊 条 件 下 的 最 优化 (optimization under fuzzy 
condition) 一 类 极 值 问题 . 它 是 在 模糊 子 集 的 约束 
下 求 一 个 函数 的 极 值 问题 . 目前 ,人 们 认为 在 模糊 条 

630 


件 下 ,目标 和 约束 在 形式 上 具有 相同 的 特征 ,并 且 均 
可 以 由 给 定 的 多 判 据 最 优化 问题 可 能 解 集合 中 的 模 
糊 子 集 表 出 . 设 目标 函数 为 模糊 子 集 4, 如 果 模 糊 约 
束 为 模糊 子 集 B, 则 当 目 标 和 约束 具有 同样 的 重要 
性 时 ,它们 的 最 大 判决 集合 是 使 
(4 门 B)(zo) = sup,CA N B) Cz) 
成 立 的 zo 的 全 体 之 集 . 而 且 
sup. CA(] B) (22 —sup,(imin(Ca,sup.e 5, ACx2)]. 

这 样 ,模糊 条 件 下 的 最 优化 ,可 表 为 一 列 经 典 集 合 上 
的 优化 问题 . 它 在 不 同 水 平 下 给 出 不 同 的 优化 值 , 使 
人 们 可 以 灵活 地 处 理 各 种 条 件 , 以 期 望 有 比较 满意 
的 结果 . 

模糊 线性 规划 (fuzzy linear programming) 经 
典 线性 规划 的 一 种 推广 . 它 是 将 线性 约束 的 边界 模 
糊 化 ,从 而 使 人 们 能 在 较 宽 松 的 条 件 下 求 得 优化 的 
条 件 与 优化 的 极 值 . 对 于 通常 的 线性 规划 问题 , 即 在 
约束 条 件 Arb, x 之 0 下, 求 目 标 函 数 Z=gzx 的 极 
值 minZ. 考虑 约束 条 件 的 软化 Arb, zm0. XH 
“SIRRA” 的 一 种 放宽 ,并 确定 它 的 隶属 函数 


一 141 一 =| S ous — 6) (b< Sats <b td), 
0 auri b td). 
这 即 是 模糊 线性 规划 问题 . 
模糊 结构 


模糊 群 (fuzzy group) 普通 子 群 的 一 种 推广 . 
它 是 群 上 的 一 类 特殊 的 模糊 子 集 . 设 C 是 群 , 互 是 
G 的 模糊 子 集 ,满足 : 

1. 对 任何 x,y€EG， 有 

H(xz,y)>min(H (xz), H(y)); 

LAZH 8 
则 称 五 为 G 的 模糊 子 群 ,简称 模糊 群 .者 五 是 G 的 
模糊 子 群 ,有 旦 对 任何 x,» € GLA H (Crys) > 
H Cy) , WAS H 为 正规 模糊 子 群 . 

模糊 群 的 概念 是 1971 年 由 罗 森 菲尔德 (Rosen- 
feld, A. ) 引 入 的 ， 

正规 模糊 子 群 (normal fuzzy subgroup) — 
“模糊 群 

T 模糊 群 (T-fuzzy group) 模糊 群 的 一 种 推 
广 . 设 G 是 群 ,H 是 G 的 模糊 子 集 ,T 是 醋 模 (参见 


“模糊 集 的 模 系 结构 ”) ,满足 : 

1. XHEP 2,» € G. 有 

H(z,y) 之 T(H(z),H(Y)); 

2. HC) ZH (x7! 3 
Wi HAG 的 了 模糊 子 群 , 简 称 了 模糊 群 . T— 
min 时 ,了 T 模糊 群 即 为 模糊 群 . 

T 模糊 群 的 概念 是 1979 年 由 安东尼 (Autho- 
ny, J. M. fI & fh (Sherwood, J. M. ) 引 入 的 . 

模糊 线性 子 空间 (fuzzy linear subspace) 线性 
子 空 间 的 一 种 推广 . 它 是 线性 空间 上 的 一 类 特殊 的 
模糊 子 集 . 设 X RRM K 上 的 线性 空间 ,EE 是 XX 上 
的 模糊 子 集 ,者 满足 条 件 : 

]. EJ- ECCE ; 

2. ME] REK, # RECE; 
则 称 E 是 线性 空间 X 的 模糊 线性 子 空间 . 此 处 加 法 
MARENN: 

(E+E)(z)=sup;p- Min (ECG), EG) ; 


CRE) (2) =E(2x/k) (E250); 
Sup exE Cr) (r0), 

OF = 
NEN i (x0). 


模糊 线性 子 空间 这 一 概念 是 1977 Fei 
斯 (Katsaras, A. K. )#xX (Liu, D. B. ) 引 入 的 ,后 来 
又 有 人 将 这 一 概念 作 了 推广 ,引入 了 了 模糊 线性 子 
空间 . 如 果 EWE: 

]. E(x-- 322 TOEG),ECXGy)D, Vr, y € X, HAP 
TAT (SL ER ARTA”) ; 

2. Ekr) ZS E(Cx), VrEex, REK; 
则 称 五 为 X 的 了 模糊 线性 子 空 间 . 特别 地 ,了 一 min 
时 ,了 模糊 线性 子 空间 即 为 模糊 线性 子 空间 . 

模糊 线性 子 空间 (7T-fuzzy linear subspace) 
见 “ 模 糊 线 性 子 空间 ”. 

模糊 博弈 (fuzzy game) 一 种 博弈 . 它 是 将 策 
略 集 或 赢得 函数 模糊 化 的 一 种 博弈 . 以 模糊 策略 情 
形 为 例 , 设 X. 5X, 是 两 个 策略 集合 ,甲乙 双方 分 
别 以 它们 的 某 个 模糊 子 集 D, 和 D; 为 自己 的 模糊 
策略 . 并 各 有 普通 的 赢得 函数 9 Gn 0 (1 委 : 魏 2)， 
并 按 冒 险 原 则 对 弈 , 求 博弈 的 平衡 解 . fi Di Cri 22) 
表示 固定 dE D 下 AC, 22) BLEUS DG E. 
Doo 215 £2) HAR AE xj, 在 D, 下 P Cxi s x2) BY A 
模糊 集 五 , 它 的 隶属 函数 

EC 21) = min (Dalta) s Da tT); 
fii E Gr, I) RAN 《YY 9X2 ) 称 为 确定 的 平衡 解 . 

模糊 测度 (fuzzy measure) 一 种 特殊 的 非 可 加 
测度 , 设 (X,o) 是 可 测 空 间 , 如 果 映 射 w: 0— [0.1] 
满足 : 

1l. (22-0, uCX)—1; 

2. VA, B€ o, ACCB ,/H p CAYELB CB); 


模 糊 结 构 


3. 若 YiEN,A,E0o, 且 {4h;}) 单 调 , 有 
lim ljCA,) = “Clim A); 
则 称 Ap AIR RM BE CX, 2) RA BORA) RE zs ad. 
模糊 测度 是 由 营 野 道夫 (Sugeno,M. ) F 1974 
年 提出 的 . 它 的 研究 是 与 具有 主观 性 复杂 系统 的 评 
价 问 题 紧密 相关 的 .目前 ,也 有 人 将 建立 在 模糊 子 集 
族 构 成 的 o 代数 上 的 测度 称 为 模糊 测度 . 设 三 是 和 X 
的 模糊 子 集 族 , 称 三 为 由 模糊 子 集 构成 的 o 代数 . 
如 果 三 满足 条 件 : 
1. 任 何 X 的 经 典 子 集 属 于 三. 
2. AO B, A * BES, WA 
CAQB) (z)—maxí(0, AQ) — BCx2), 
(A * B)(x)— ACx) BC). 
3. E ALES, A (lA; ØGE) ADAE 
> WACO, A.) (G2 — min(1, 37A, (x) ). 
mA » 8| RUGEoo HB IE ARTE: 
1l. (2-0; 


juu. Aes X uL) CA YA; E uis) 


的 映射 称 为 模糊 测度 . 这 与 第 一 种 定义 的 模糊 测度 
是 根本 不 同 的 . 


模糊 测度 空间 (fuzzy measure space) JL “hi 
糊 测度 ”. 
4 模糊 测度 (4-fuzzy measure) 一 种 模糊 测 


E. CETA A 的 一 种 重要 的 模糊 测度 . 设 (X,o) 
是 可 测 空间 ,如 果 映 射 ga o> LOL REL PRE: 
l.g; 0X2 —1; 
2. 对 于 o 中 不 相交 的 集合 4 与 B， 
gi AUB)=g1(A)+g(B)+Ag (Ag, (B); 
3. 对 o 中 的 单调 集合 列 {4,), 有 
lim g,(A,) =g, Clim A,); 
则 称 eg. 为 4 模糊 测度 . 这 里 一 般 假设 参数 4 二 一 1. 
4A=0 时 ,4 模糊 测度 为 概率 测度 . Bia XxX 是 有 
限 集 , 则 当 ASO 时 ,4 模糊 测度 为 信任 测度 ; 当 一 1 
«AO 时 ,4 模糊 测度 为 似 然 测度 . 
设 X= (x1 ,Xz，… s Ln) o HERA AD AB RK RK H GB 
Æ HC) SH (r) [S'e KH (z,)=1. W 
g^Ha), 
fa) Ta) 
$7 TAH (a) 
对 任何 AC X EX 


g 00 = T [TIG +e) — 1]. 
r EA 


则 g; 是 4 模糊 测度 . AA ORAM zi 的 满意 
HL.) H RF g 的 模糊 积分 表示 系统 整体 的 满意 
度 . 
模糊 积分 (fuzzy integral) 模糊 结构 理论 中 的 
一 种 积分 . 它 是 建立 在 模糊 测度 基础 上 的 一 种 积 
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(21n). 


模 糊 数 学 


设 (X ,ao) 是 可 测 空间 ,x: cL0,1j 是 模糊 测度 ,AE 
o, pA: X 习 L0,1j 是 可 测 的 , 则 h 关 于 模糊 测度 
上 在 集合 A 上 的 模糊 积分 定义 为 


IR hlr) ° yule) = supLinf h(x) V CANF) J. 
有 下 述 结 
K'BH.— 

2. | A(x) © a+) = | eH. N Adda, 
其 中 右边 的 测度 e 为 L0,1j 上 的 勒 贝 格 测度 . 

模糊 积分 是 由 营 野 道夫 (Sugeno，M. ) 于 1972 
年 提出 的 . 

模糊 数 测 度 (measures taking fuzzy number?) 
一 类 集 值 测度 的 推广 . 它 是 取 值 为 mx 维 欧 氏 空间 
R” 上 的 模糊 数 的 一 种 可 加 集 函 数 . eC, 27) A T 
WEE, 4 * Ay OR" 上 全 体 模糊 数 ( 即 其 任意 e 水 平 


RAR 中 非 空 紧 凸 集 的 模糊 集 ). 对 于 B, E*n 
=1),i¢ 


i£: 
AG outs) = Sup is Ns 
x: AhCr)2xa); 


| 3/3 (z) = sup {int Br ee 35 ; 


n=] 


> EA 


如 果 映 射 py: x —— "对 于 ow 中 任意 不 交集 列 
A,Cnz21) B8 


KU AD = Dud,), 


WA uc 为 模糊 数 测度 . 若 x 是 模糊 数 测度 , 则 
pal A)= (xl CA) 202a] 

为 紧 凸 集 值 测度 . 

te d 1986 年 引进 的 , 现 已 广 
泛 应 经 济 系 统 理论 研究 中 . 

ds event) 一 类 特殊 的 模糊 集 . 
是 带 有 模糊 性 的 事件 . 15 E EE S 8I GO. o  P) ,如 
R 0 的 模糊 子 集 4 的 隶属 函数 是 可 测 的 , 则 称 A 
为 模糊 事件 . 模糊 事件 4 的 概率 定义 为 


PO | ACo)dP. 
Q 


有 关 模 糊 事件 的 最 早 研究 是 于 1968 年 由 美国 
控制 论 专家 扎 德 (Zadeh, L. A. ) 完 成 的 . 
模糊 拓扑 空间 (fuzzy topological space) 拓扑 
空间 的 一 种 重要 推广 . 指 具 有 由 模糊 子 集 族 构 成 的 
拓扑 结构 的 空间 . 设 了 是 论 域 X 上 的 一 模糊 子 集 
WE 了 满足 条 件 : 
1. 9,X€ LZ; 
2. IHEM U, VEF, SUDVEZ; 
3. HEH (US ) CIF B Lue st eo f, 
WR FAX EWP ROR TD HRX, JAE 
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糊 拓扑 空间 , 它 


糊 拓 扑 空 间 . A 中 的 元 称 为 模糊 开 集 ,简称 开 集 . 

模糊 拓扑 空间 这 一 概念 是 由 张 (Zhang, C. L. ) 
在 1968 年 引入 的 .1976 年 , 罗 温 (Lowen，R. ) 将 上 
述 模糊 拓扑 定义 中 的 条 件 1 加 强 为 

1’. wef rE 的 人 入 和 Er" 
E PRA AE r 的 模糊 子 集 . 

这 种 罗 温 意义 下 的 模糊 拓扑 空间 也 称 为 满 层 模 
已 不 以 分 明 拓 扑 空 间 为 特 款 ， 

模糊 拓扑 (fuzzy topology) 见 “ 模 糊 拓扑 空 
i)”. 

Hm HA FF SE (fuzzy open set) 
间 ". 

满 层 模糊 拓扑 空间 (fully stratified fuzzy topo- 
logical space) 网 "模糊 拓扑 空间 ”. 

诱 出 模糊 拓扑 (induced fuzzy topology) 一 类 
特殊 的 模糊 拓扑 . 它 是 由 给 定 分 明 折 扑 诱导 出 的 模 
糊 拓 扑 . 设 (X ,三 ) 是 普通 的 拓扑 空间 ,以 w(7) 记 从 
(OX. TO 8110.1] EBA RY ES eR CR As, Dj 
w(7) 形 成 和 上 的 一 个 模糊 拓扑 , 称 为 了 的 诱 出 模 
糊 拓 扑 . 并 非 所 有 的 模糊 拓扑 都 是 诱 出 模糊 拓扑 . 

诱 出 模糊 拓扑 是 1975 年 威 斯 (Weiss，M. D.) 
引入 的 , 它 是 联系 分 明 拓 扑 与 模糊 拓扑 的 一 条 纽带 . 

邻 域 (nelighborhood) 模糊 拓扑 空间 的 一 种 邻 
近 结 构 . 设 (X, 了 了 ) 是 模糊 拓扑 空间 ,zx; 是 XX 上 的 模 
糊 点 ,4 是 X 的 模糊 子 集 . 如 果 存 在 BE 了 ,使 得 x, 
EBCA, 则 称 A 为 x, 的 邻 域 . 特别 地 , 当 A 本身 是 
开 集 时 , 称 4 为 x, 的 开 邻 域 . xz; 的 所 有 邻 域 组 成 的 
集 族 称 为 zx; 的 邻 域 系 . 值得 注意 的 是 ,在 模糊 拓扑 
空间 中 , 邻 域 所 起 的 作用 是 相当 有 限 的 . 利用 它 虽 然 
可 以 定义 模糊 集 的 内 点 、 内 部 等 概念 ,但 在 许多 问题 
的 研究 中 ,这 一 工具 已 经 失效 ,取代 邻 域 在 模糊 拓扑 
中 发 挥 重要 作用 的 ,是 重 域 这 一 邻近 结构 (参见 “ 重 
域 ”). 

邻 域 系 (neighborhood system) ” 见 “ 邻 域 ”. 

重 域 (quasi-coincident neighborhood) 模糊 拓 
扑 空间 的 一 种 邻近 结构 . 设 (X, 了 ) 是 模糊 拓扑 空 
Er 是 X 中 的 模糊 点 ,A 是 X 的 模糊 子 集 . AA 
开 集 BEF, d: 18. BCA H zı E BWR A dE x. 
的 重 域 . 特别 地 , 当 A 是 开 集 时 称 之 为 开 重 域 . z 的 
重 域 全 体 称 之 为 x; 的 重 域 系 . 对 于 模糊 拓扑 空间 ， 
重 域 系 与 模糊 拓扑 相互 惟一 确定 . 

重 域 理论 是 由 薄 保 明 与 刘 应 明 于 1977 年 建立 
HJ. 这 一 理论 使 模糊 拓扑 空间 的 有 点 化 研究 得 以 迅 
TRAE. 

= bey A (quasi-coincident neighborhood system) 
见 “ 重 域 ”. 

乘积 模糊 拓扑 空间 (product of fuzzy topologi- 
一 种 模糊 拓扑 空间 . 指 由 一 族 模糊 拓 


表示 X bs 


见 “ 模 糊 拓扑 空 


cal spaces) 


扑 空 间 按 特定 的 方式 构造 出 的 新 的 模糊 拓扑 空间 . 
OG. Ka) (a€ 9) 是 一 族 模 糊 拓 扑 空间 ,X= 
Keew Xa A(X} Ca € YN HK IL HR, P 

Keak > X. 为 相应 的 投影 映射, 称 X EU A= 


(站 erP QUO LS BERE IR Th J ALS RRR 
模糊 拓扑 ,并 称 (XX, 了 ) 为 (X。, Jo) Ca€ o ) 的 乘积 
模糊 拓扑 空间 ,此 处 U 为 (X,,. 了 7,) 中 的 任意 开 集 ,下 
为 -x 的 任意 有 限 子 集 . 

乘积 模糊 拓扑 (product of fuzzy topological) 
见 “ 乘 积 模糊 拓扑 空间 ”. 

映射 的 模糊 连续 性 (fuzzy continuity of map- 
pings) 普通 映射 连续 性 的 一 种 自然 推广 . 设 (X， 
Aids Vs £2) ERG Fh Se lal. fs CX, A) > 
(Y, A) dé — BR BT. BME BEY. A S'E 
Pi WERE 是 模糊 连续 的 . 特别 地 , 当 f 是 一 一 
对 应 , 且 SoS 同时 模糊 连续 时 , 称 f 是 模糊 同 胚 映 
SF, IRER CX AD S O s A a ARAA E] HE. 

ER 38 [8] AR AR Bt (fuzzy homeomorphisms) 见 


“映射 的 模糊 连续 性 ”. 

# RAB) AK (fuzzy homeomorphism) — BL “ HR 5j 
的 模糊 连续 性 ”. 

模糊 格 (fuzzy lattice) 一 类 特殊 的 完全 分 配 


格 . 由 于 这 种 格 与 模糊 数学 的 结构 有 紧密 的 联系 ,所 
以 人 们 称 其 为 模糊 格 . 设 工 是 格 ,a€L 称 为 并 既 约 
Ju PX] L 的 任意 元 XxX 和 yy, 当 4 一 +Vy 时 ,有 4a==x 
或 a y.L BJ3EZEJF RA TMA AH. 由 于 完全 分 
配 格 具有 充分 多 的 分 子 , 因 此 , 常 称 完 全 分 配 格 为 分 
子 格 . 符 艺 是 分 子 格 且 带 有 逆序 对 合 对 应 , 即 存在 
映射 N: L>L 满足 : 

1. Zr ab, M] NCa3Z2N OD». 

2. NCN Ca)) =a; 
WEK L ERM. A: 

1. f 是 保 并 映射 ; 

2. 了 是 保 逆 合 映射 , 即 对 WELi, 有 

J NO?) = NG'O), 
f C =V {rE Ly; Ja) <b)}; 

则 从 模糊 格 L 到 模糊 格 L, 的 映射 SOPRA [8l d. 

FF E] A Corder-homomorphism) 见 “ 模 糊 格 ” 

了 模糊 拓扑 空间 (zfuzzy topological space) 
拓扑 空间 和 模糊 拓扑 空间 的 一 种 推广 . 它 的 模糊 拓 
扑 结 构 是 建立 在 模糊 格 上 的 . 设 工 是 模糊 格 ,XX 是 
IERE, OCL”. n. 

1.0,1€8, Bl o RE L^ 的 最 大 元 和 最 小 元 ; 

2. 对 任何 A,BE6, 有 AA BCÓO; 

3. 对 任何 AES GET) A VierA€ 6; 
则 称 6 为 X 上 的 工 模 类 拓扑, 称 (1L ,6) 为 工 模 糊 
拓扑 空间 . 特别 地 , 当 工 二 10,1}) 时 , 工 模 糊 拓 扑 空 间 


模 糊 in 构 


就 是 普通 拓扑 空间 ; 当 工 二 [50,1j 时 ,LL 模糊 拓扑 空 
间 就 是 通常 的 模糊 拓扑 空间 . 

L 模糊 拓扑 (L-fuzzy topology) 
扑 空 间 ”. 

拓扑 分 子 格 (topological molecular lattice) 特 
殊 的 拓扑 格 . 它 是 工 模 糊 拓 扑 空 间 的 一 种 推广 , 设 工 
是 分 子 格 A OCL 满足 条 件 : 

1.0,1€6; 

2. 对 任何 a.5€ 6, a Ab CÓ, 

3. HERI cE T, a,€ 678 Verat; 
则 称 ( 工 ,6) 为 拓扑 分 子 格 . 分 子 、 远 域 与 序 同 态 是 拓 
扑 分 子 格 的 三 个 理论 支柱 . 

拓扑 分 子 格 概念 是 1979 年 由 王国 俊 引 入 的 . 

远 域 (remote neighborhood) ”拓扑 分 子 格 中 
的 一 种 邻近 结构 . 设 (L,6) 是 拓扑 分 子 格 ,e 是 工 中 
的 分 子 ,大 存在 BE OER BSA Hee B. RA ee 
的 远 域 . APF e 的 一 切 远 域 构成 它 的 远 域 系 . 

远 域 系 (remote neighborhood system) 
域 ” 

模糊 拓扑 群 (fuzzy topological group) 拓扑 群 
的 一 种 推广 . 它 既 是 一 个 群 ,又 是 一 个 模糊 拓扑 空 
[8] ,而且 该 模糊 拓扑 与 群 的 运算 是 相 容 的 . 设 C 是 
一 个 群 ,(C , 才 ) 是 模糊 拓扑 空间 , 行 映 射 

fe GWG (riy) 13 
g: G>G (aaa!) 

均 是 模糊 连续 的 , 则 称 (G,，) 为 模糊 拓扑 群 。 

模糊 拓扑 群 的 概念 最 早 是 1979 年 由 福 斯 特 
(Poster, D. H. 5| A Bj. 后 来 由 于 模糊 拓扑 空间 理 

论 的 发 展 , 特 别 是 模糊 拓扑 空间 重 域 理 论 的 创立 ,人 

(UH TMB EAE LA ORR. 
(G ,也 ) 是 模糊 拓扑 空间 , 称 (G ,也 ) 为 模糊 拓扑 群 . 
如 果 满 足 : 

1. 对 任何 a,b6EG 及 (ab)i 的 任 一 重 域 W, 均 有 
a, 的 重 域 U Rb, 的 重 域 V ,使 得 FOU XVOCW. 

2. 对 任何 a€G 及 ax 的 任 一 重 域 W, 有 a 的 
重 域 U ,使 得 g(U)CW. 

模糊 拓扑 群 的 第 二 种 定义 是 第 一 种 定义 的 加 
强 . 特别 地 , 当 (G,) 是 满 层 模 糊 拓 扑 空 间 时 ,这 两 
种 定义 是 等 价 的 . 

模糊 拓扑 线性 空间 (fuzzy topological vector 
space) ”拓扑 线性 空间 的 一 种 推广 . 它 是 一 种 带 有 
与 线性 结构 相 适 应 的 模糊 拓扑 的 线性 空间 . 设 X 是 
数 域 天 上 的 线性 空间 , AX, AO ERME N, A 
映射 

JÍ: XOQX >X (Gyr) 
g: KOX —>X ((k,r)— kx) 

1k fH YE £x BU. DU RC AO S EEG dh £X TE S 
间 . 


见 “ 工 模糊 拓 
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模 糊 = 


模糊 拓扑 线性 空间 的 概念 是 1977 年 凯 效 拉 斯 
(Katsaras, A. K. )#xX (Liu, D. B. ) 引 入 的 . 后 来 ， 
人 们 对 模糊 拓扑 线性 空间 的 工作 , 绝 大 多 数 是 基于 
( 久 , 了 了 了) 为 满 层 模糊 拓扑 空间 这 一 前 提 , 因 此 ,一 般 
当 提 及 模糊 拓扑 线性 空间 时 , 均 指 (X, 辽 ) 是 满 层 模 
糊 拓 扑 空 间 的 情形 . 

模糊 赋 范 空间 (fuzzy normed space) Wyb © 
间 的 一 种 推广 . 它 是 一 类 特殊 的 模糊 拓扑 线性 空间 . 
X 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ,T= (0,1j, 若 映射 
I e Ce: XOI>RIU{0); G2 | zl A 
WE: 

1. izi 00-50, 4H r=0,AET; 

2. | &x | C0 — [8| ll x ll A; 

3. | zy | COE HE xl M+ HE y ll CO; 

4. Æ OA ul Bul | x | GO s db xl OO. B. 
对 任何 (x,4)EXXI, 有 0A <A, fT 

lim Jr A) = ed Od; 


WAX, | « [| C« OA HERRERA ESTA], | 。 ll C*D 
称 为 模糊 范 数 . 


模糊 赋 范 空间 的 概念 是 吴 从 煌 、 方 锦 具 于 1984 
年 给 出 的 . 同年 , 凯 效 拉 斯 (Katsaras,A.K. ) 又 给 出 
SAA MX. 

GX ERM K 上 的 线性 空间 , 则 称 XX 的 平衡 
凸 吸收 的 模糊 子 集 o 为 模糊 半 范 ,这 里 o 为 平衡 的 
是 指 , 当 |&j 委 1 时 ,ApCo.po 为 吸收 的 是 指 对 任何 x 
€ X supo Ge) x2 —1 成 立 . 特别 地 , 当 

inf.) Ge) Cx) —0, 
对 任何 x750 成 立时 , 称 o 为 模糊 范 数 . 

虽然 模糊 范 数 的 这 两 种 定义 在 形式 上 有 很 大 的 

差异 ,但 第 二 种 定义 的 范 数 与 存在 映射 
ow NiCad OT — R*U (0) 
满足 条 件 2,3,4 及 1': 

r. zj C2)==0, 当 且 仅 当 z=0,4€ (0,1) 相 
互 惟一 确定 . 

模糊 范 数 (uzzy norms) 见 “ 模 糊 赋 范 空间 ” 

概率 度量 空间 Cprobabilistic metric space) Jf 
称 门 杰 概率 度量 空间 . 度量 空间 的 一 种 重要 推广 . 通 
常 的 度量 取 值 于 非 负 实数 集 , 而 概率 度量 取 值 于 分 
布 函数 集 . 如 果实 数 域 R 上 的 模糊 集 是 单调 不 
减 . 右 连续 的 , 且 F(—co)=0, F(+00)=1, 0 F 
FAA} dg eR XC. At RO i E F (0) —0 BS BPA AD AH ERE 
组 成 的 集合 ,如 果 映 射 r: ATCA A" 满足 : 

1.7CF,G)=c(G,F); 

2.4 FSH, GXCK ,"H c(F,GOECH ,K); 

3. c(F,e) =F, HP Qe Ate MA: O 时， 
et) =0, 34 £0 We, =l; 

4.c(c(F,G),AD=c(F,r(G,A)); 
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则 称 c A= FA wR. 

设 X ERR K 上 的 线性 空间 ,rz R= AR, 
映射 As XX X—A 满足: 

1. Cr,y)—6,, 4AM xr— y; 

2. (rm, y) — V Cy,x), 

9. F (x, yet A (tsy) Cy, 22); 
则 称 三 元 组 (X 47 ,rz) 为 在 三 角 函 数 = 下 的 概率 度 
量 空间 ,简称 概率 度量 空间 ,多 称 为 概率 度量 . 

概率 度量 空间 的 概念 最 早 是 由 门 杰 (Menger， 
K. ) 于 1942 年 引入 的 .上述 定 义 是 门 杰 概 率 度 量 空 


间 的 推广 ,是 由 塞 斯 特 内 夫 (Serstnev, A. N. ) 给 出 
的 . 若 了 是 右 连 续 的 全 模 , 定 义 rr 如 下 : 

tr (F,G)@) 2sup(T (OF Ou) Gv)): utv=t}, 
则 rz d&— ^ = FH eR 2. 此 时 概率 度量 空间 (X ,多 
==) BS TA ERB x [B]. 

门 杰 概率 度量 空间 (Menger’s probabilistic 
metric space)” 即 “概率 度量 空间 ”. 

概率 度量 (probabilistic metric) 
空间 ” 

H xx UR 3p zs E (probabilistic normed space) 
赋 范 空间 概念 的 一 种 推广 . 通常 的 范 数 取 值 于 非 负 
实数 集 , 概 率 范 数 取 值 于 分 布 函数 集 , 即 实数 域 R 
上 一 类 特殊 的 模糊 集 所 成 之 集 . 尺 上 的 模糊 集 FER 
Ay Fp PRA. OR FER ESE IAIN EE 
AB F(—0)=0, F(+0)=1LA RARE 
F(0)=0 AY Br An eR LEA] SEG. 设 X A 
K 上 的 线性 空间 ,7 是 三 角 函 数 ( 参 见 “ 概 率 度量 空 
间 ”) ,映射 v: X 一 A' 满 足以 下 条 件 : 

1. (zx) -6&, HA r—0; 


2. yka) n) | TT. (V0); 


3. vylet 0 Z2c QC x) ,» 322; 
Wl £k —2ufH CX v. 0 Jg XE — £8 PROC t+ 下 的 概率 赋 范 
空间 ,简称 赋 范 空间 ,v 称 为 概率 范 数 . AX S OE 
概率 赋 范 空间 ,定义 4: XOXAN F (ty) = 
vir—y) WX, SF ,7) 为 概率 度量 空间 . 

概率 赋 范 空间 的 概念 是 1962 年 由 塞 斯 特 内 夫 
(Serstnev, A. N. ) 引 入 的 ， 

BI xx SG WW (probabilistic norm) 
空间 ” 

模糊 映射 不 动 点 (fixed points of fuzzy map- 
ping) 集 值 映射 不 动 点 概念 的 一 种 推广 . FX) 
表示 X 上 的 所 有 模糊 集 组 成 的 集合 ,映射 F; X> 
F (XERA RRI. ce X HR ce R(x), 
F Gr) Ga) —1, RK c 是 模糊 映射 的 不 动 点 . 

模糊 映射 不 动 点 理论 的 研究 ,最 早 开 始 于 1981 
年 海尔 淡 恩 (Heilpern) 的 工作 . 


见 “ 概 率 度 量 


模糊 映射 (fuzzy mappings) 见 "“ 模 糊 映 射 不 
5l] n ". 

模糊 映射 不 动 度 (fixed degree for fuzzy map- 
ping) 集 值 映射 的 不 动 点 和 模糊 映射 不 动 点 概念 
的 一 种 推广 . 设 F 为 XX 上 的 一 个 模糊 映射 , 即 从 六 
到 多 (X) 的 映射 ,多 (X) 表 示 和 上 所 有 模糊 集 组 成 
的 集合 , 记 Fa) =F. 如 果 F.GO =a. WR ce KF 
模糊 映射 的 不 动 度 为 a, 记 为 Dilar, F) =a. 特别 
地 , 当 Du Ge F) —1 时 , 则 称 c 为 模糊 映射 的 不 
OAs BATE xz. CX MER 


FE Cr.) = maxk (2), 
A br LC 


则 称 正 在 z. 处 有 极 大 的 不 动 度 . 


th XK AB HE (maximal fixed degree) i, “ HH 
映射 不 动 度 ”. 
随机 集落 影 (project of random sets) 联系 模 


糊 集 与 随机 集 的 一 种 理论 . 模糊 集 可 以 看 做 变动 的 
普通 集 . 基于 这 一 思想 , 汪 培 庄 建立 了 集 值 统计 的 初 
步 理论 ,进而 将 模糊 集 视 为 随机 集 的 落 影 ,将 论 域 U 
LRH SHC SHE 用 (Cr 上 的 随机 集 理 论 联系 
起 来 ,对 随机 集 给 出 了 纯 测度 论 式 的 定义 及 超 可 测 
结构 ,推广 了 肖 凯 (CChoquet ，G. ) 的 容 度 定理 . 这 一 
理论 还 突出 了 集 值 映射 的 重要 性 ,特别 研究 了 各 种 
数学 结构 向 寡 集 上 的 提升 . 随机 集落 影 理 论 的 意义 
在 于 , 它 在 概率 论 与 模糊 集 之 间架 设 了 桥梁 ,并 为 概 
念 描述 .知识 表示 提供 了 理论 工具 , 它 已 经 在 人 工 智 
能 及 软 科学 决策 两 方面 得 到 了 应 用 . 

随机 集落 影 理论 的 研究 始 于 1982 年 . 同年 , 古 
WS (Goodman, I. R. ) 也 正式 发 表 了 关于 模糊 集 与 
随机 集 联 系 起 来 的 论文 ,彼此 独立 .平行 的 发 展 , 而 
中 国学 者 所 建立 的 理论 ,更 具有 明确 的 直观 背景 和 
严谨 的 数学 内 容 . 


模糊 系统 与 模糊 控制 


模糊 系统 (fuzzy system) 输入 、 输 出 状态 具有 
模糊 性 的 系统 . 设 在 系统 4 中 zy 及 Zz, 分别 为 时 
Ale 的 输入 、 输 出 及 状态 , 则 当 系 统 4 用 下 面 的 状态 
方程 : 

Li = FL)» Yie = FCT) 

表示 其 特征 时 , 称 其 为 模糊 系统 ,这 里 f,g 分 别称 
为 状态 转移 函数 和 输出 函数 ,它们 分 别 是 从 A CX) 
QF QU) 8] F(X F YO BRE X,U 与 Y 分 别 
称 为 状态 空间 .输入 空间 与 输出 空间 ,. 罗 (和 X)， 
FY), F QDMKIXdos X,Y,U 上 所 有 模糊 子 集 的 
全 体 之 集 . 

模糊 自动 机 (fuzzy automata) 一 类 特殊 的 模 
WAS. 指 由 有 限 输入 集合 U、 有 限 状态 集合 叉 和 


模糊 系统 与 模糊 控制 


有 限 输出 集合 Y 构成 的 模糊 系统 . 它 可 以 表示 为 
X = {U,X,Y,0.8}. 
其 中 ,6 是 XCQUOCOX 上 的 模糊 子 集 ,8 是 XY 上 
的 模糊 子 集 ,初始 状态 可 以 是 和 上 的 模糊 子 集 . 给 
出 输入 状态 序列 即 得 输出 结果 . 它 可 看 做 一 种 学 习 
机 ,用 学 习 的 方法 不 断 改进 模糊 自动 机 的 结构 , 它 也 
可 作为 控制 副 用 于 特性 未 知 系统 的 最 佳 控制 与 系统 
识别 . 
模糊 语言 (fuzzy language) 一 种 特殊 语言 . E 
是 以 模糊 集合 论 为 工具 对 自然 语言 的 一 种 数学 描 
XR. RMI LEA oc L=(U.T EN) RRA 
系统 . 这 里 : 
1. U 是 论 域 , 即 对 象 .作用 、 关 系 、 概 念 的 集合 . 
2.T EKM U 中 模糊 子 集 名 称 的 言词 .单词 或 
本 语 的 模糊 子 集 ,T 称 为 是 术语 集合 . 
3. 上 是 TT 的 散人 集 , 是 符号 及 其 组 合 的 汇集 . 
术语 是 由 它 得 出 的 , 即 开 是 五 上 的 模糊 子 集 . 
4. N 是 命名 关系 , 它 是 (supT)C9O 上 的 模糊 关 
系 . 
而 所 谓 构造 模糊 语言 二 是 
L = WU,S7,E,SyN); 
其 中 U 是 论 域 ;E 是 对 于 术语 集合 了 的 般 和 人 集合; 
Sr 是 世 的 语法 规则 所 组 成 的 集合 ,是 为 计算 了 中 
隶属 函数 or 提供 算法 的 ;Sw 是 工 的 语义 规则 所 组 
成 的 集合 ,是 为 计算 命名 关系 N 的 隶属 函数 px 提 
供 算法 的 . 
构造 模糊 语言 (constructed fuzzy language) 
见 “ 模 糊 语言 ”. 
语气 算 子 (mood operator) 模糊 数学 术语 . 它 
是 表示 自然 语言 中 的 一 些 副 词 . 如 很 . 极 、 相 当 、 比 
较 、 稍 许 、 略 微 等 的 一 种 算 子 . 把 它们 放 在 一 个 单词 
或 词组 前 面 , 便 可 调整 该 词 词义 的 肯定 程度 ,从 而 构 
成 一 个 新 词 . 语气 算 子 通常 用 映射 Ha OO 
F(X) ARERR. 
H,CA) C2) = [ACD] 
来 表示 . BASIL. A 称 为 集中 化 算 子 (如 “很 ”= 
He, “i” =H); 4 A<1 if, Hi 称 为 松散 化 算 子 
CELI” = His WEE = AL). 
集中 化 算 子 (concentration operator) 
气 算 子 ” 
松散 化 算 子 (dilation operator) 
模糊 化 算 子 (operator for fuzziness) 一 种 算 
子 .是 改变 单词 的 模糊 程度 的 一 种 算 子 . 它 是 这 样 一 
个 词 , 放 在 某 个 单词 前 面 可 使 这 个 单词 的 意义 更 加 
模糊 ,比如 “大 概 ”“ 近 似 ” 等 . 一般 可 用 一 个 模糊 相 
似 关 系 ( 即 自 反 、 对 称 的 模糊 关系 ) 来 表示 . BA 是 
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Bo HB 数 学 
论 域 和 X 上 的 一 个 单词 ,五 为 和 上 的 模糊 化 算 子 ,由 
(EA)C€x) = (E » Ajax) 

可 得 到 更 加 模糊 化 的 单词 . 

判定 化 算 子 (operator for determinacy) 一 种 
算 子 . 它 是 将 意义 模糊 的 单词 转化 为 意义 较为 确定 
的 单词 的 一 种 算 子 . 如 “偏向 “倾向 于 “多 半 是 ” 
等 词 . F ASDA, A FOO)=0, FA)=1. 4 x 
<1/2 时 ,F(X) 过 xXx; 当 rc1/2BlP.Fo0Dzx.€G«A 
F(X), WCA) =F) TIEA A 的 意义 
更 加 确定 . 因此 ,F 是 一 种 判定 化 算 子 . 

模糊 算法 (fuzzy algorithms) 一 种 特殊 算法 . 
它 是 由 模糊 指令 组 成 的 有 序 集 根据 执行 指令 的 结 
果 , 产 生出 指定 问题 近似 解 的 一 种 算法 . 这 里 的 模糊 


8 令 是 指 语句 中 出 现 了 模糊 集 的 指令 , 它 主要 有 三 


种 类 型 ， 

1. 赋值 语句 . 把 可 能 的 模糊 值 指派 给 一 个 变量 ， 
fol in" zc 近似 地 等 于 5". 

2. 模糊 条 件 语 句 . 假若 模糊 条 件 成 立 , 则 将 可 能 
的 模糊 值 赋 给 变量 或 执行 动作 ,例如 * 若 z 远 远 小 
于 8, 则 停 ” 

3. 无 条 件 语句 . 执行 可 能 的 模糊 数学 的 运算 或 
动作 ,例如 *z 略微 减少 些 " 

一 般 地 ,模糊 算法 可 以 看 成 一 个 模糊 系统 . 模糊 
算法 最 早 是 由 美国 控制 论 专家 扎 德 (Zadeh, L. A. ) 
提出 的 . 

模糊 指令 (fuzzy orders) WWA”. 

模糊 逻辑 (fuzzy logics) 从 语义 角度 对 二 值 逻 
辑 的 一 种 推广 . 指 命题 真 值 可 取 [L0,1j 中 一 切 值 的 逻 
辑 . 它 是 由 模糊 逻辑 公式 形成 的 . 模糊 逻辑 公式 在 
[0,1J 上 取 值 ,通过 递归 方法 定义 . 它 有 基本 变量 , 取 
值 在 [0,1] 上 . 基本 变量 本 身 以 及 通过 [0,1] 上 的 
并 、 交 、 补 运算 所 得 到 的 公式 仍然 是 模糊 逻辑 公式 . 
若 变 量 在 L0,1j 中 变化 时 ,模糊 逻辑 公式 取 值 总 不 小 
于 0. 5, 称 为 模糊 真 的 . 模糊 逻辑 公式 是 模糊 真 的 ， 
当 且 仅 当 该 公式 在 二 值 逻 辑 中 是 恒 真 的 . 

模糊 语言 逻辑 (fuzzy language logics) 一 种 自 
然 语言 逻辑 . 它 是 逻辑 变量 与 逻辑 公式 取 值 为 模糊 
真 值 , 并 得 到 可 能 性 结论 的 逻辑 . 模糊 真 值 是 [0,1] 
上 的 模糊 数 . 例如 ， 真 的 "隶属 图 数 可 规定 为 A C) 
=zGzEL0o,1j),，“ 假 的 ?隶属 图 数 可 规定 Br) =1 
—r(iG€[0,1D. 再 通过 模糊 化 算 子 .判定 性 算 子 构 
成 新 的 模糊 真 值 ,并 通过 模糊 真 值 的 演算 得 到 复合 
命题 的 模糊 真 值 . 通过 命题 的 模糊 真 值 给 出 命题 合 
理 的 真实 程度 与 可 靠 性 . 

模糊 推理 (fuzzy inference) 一 种 推理 方法 . 是 
通过 模糊 命题 或 模糊 命题 的 模糊 真 值 演算 ,得 到 一 
种 可 能 性 结论 的 近似 推理 . 设 A 和 BB 分 别 为 Xx 和 Y 
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上 的 两 个 模糊 子 集 , 通 常规 定 
CA—B)Gr,y)— (A(r) A BC) V (0— AC22DD, 
则 得 XXY 上 的 模糊 关系 . 若 给 出 上 的 另 一 模糊 

Æ 4', 则 通过 (4 一 B) 可 得 YY 上 的 模糊 集 
| B' — A' » (A—B). 

由 于 “(4 一 B)" 可 以 看 做 一 个 模糊 转换 器 ,因此 , 模 
糊 推 理 可 以 用 来 对 某 些 复杂 系统 进行 模糊 控制 . 

模糊 控制 (fuzzy control) ”一 种 智能 化 的 控制 . 
它 是 利用 模糊 集 理论 \ 模 糊 逻 辑 和 模糊 推理 方法 把 
人 的 直觉 ,经 验 形式 化 ,模型 化 ,由 计算 机 来 实现 有 
效 控 制 . 它 的 数学 模型 为 : 设 A15 A, t, A, A P EM a 
的 n 个 模糊 集 CERIS LUI EE 5 By, Boy B, 为 V 上 的 
n 个 模糊 集 , 称 为 控制 量 . 根据 人 的 经 验 , 有 Am 
B:G 和 2), 于 是 得 到 乙 XY 上 的 模糊 关系 RENE 
WA Pe Hil ae) 

R(u,v)=sup(AiCu) A BiCo)). 
任 给 一 个 观测 结果 e,e 是 U 上 的 模糊 集 , 作 为 输入 ， 
则 由 
B'(v) = sup (e(w) A RCGu,v)) 

即 得 输出 , 即 模糊 控制 量 BU. 

模糊 统计 决策 (fuzzy statistical decision mak- 
ing) 一 种 统计 决策 方法 . 它 是 在 模糊 状态 与 模糊 
行为 场合 下 的 一 种 统计 决策 . 它 给 出 了 在 大 致 某 一 
状态 下 ,大致 应 当 采 取 的 行为 . 设 $ 与 忆 分 别 为 状 
SRBI R, A= {A «Ci En EROR 7 个 模糊 状 
SF = (Fis ISSM RA m 个 模糊 行为 , 4; 与 
F; 分别 为 S 与 D 上 的 模糊 子 集 ,u 是 YOF 上 的 
效应 函数 ,已 为 $ 上 的 先 验 概率 .对 F, 的 行为 效应 
为 


UYS Su F| AAP. 
(UP) RRB F; 为 最 佳 模糊 行为 . 


Bom uu H JRE RAM KX WER 
* 阅 王国 俊 RAY 


数 学 Ff 与 X 


数学 符号 表 编 与 说 明 


《数学 辞海 } 第 一 至 五 卷 正文 之 后 , 均 附 有 数学 符号 表 , 提供 读者 查阅 之 用 . 本 表 所 收 符号 比较 齐全 Ra 
含 “ 中 国 数学 物理 名 词 委 员 会 "审定 的 《数学 物理 符号 表 ) 中 的 全 部 数学 符号 外 ,还 收入 了 国内 外 数学 界 已 普 
遍 使 用 的 数学 符号 ,总共 列 人 数学 符号 1158 个 . 

一 些 新 兴学 科 , 如 小 波 分 析 、 分 形 几 何 、 数 理 语言 学 、 机 器 证 明 等 ,都 是 20 世纪 中 时 以 后 发 展 起 来 的 ,这 
些 学 科 的 数学 符号 在 国际 国内 还 不 统一 ,《 数 学 辞海 ) 将 其 收入 , 仪 供 读 者 参考 . 

本 表 所 收 数学 符号 并 非 仅 限 于 《数学 辞海 》 的 正文 ,有 的 符号 虽然 在 本 辞书 的 正文 中 (如 模糊 数学 中 的 一 
些 专用 数学 符号 ) 未 曾 出 现 , 但 由 于 这 些 符号 已 经 广泛 应 用 于 国内 外 的 教学 ,科研 .工程 技术 中 ,因此 亦 作 了 
适当 的 搜集 ,以 维 读 者 . 

数学 符号 表 的 体例 :数学 符号 表 共 设 五 个 横 栏 ,依次 为 符号 栏 .中 文 名 称 栏 .英文 名 称 栏 ` 意 义 或 举例 栏 、 
备注 栏 . | 
数学 符号 的 编排 分 类 :《 数 学 辞海 ) 共 六 卷 ,包含 数学 科学 的 100 多 个 分 支 学 科 或 专题 项 目 , 所 涉及 的 数 
学 符号 种 类 繁多 . 为 便于 读者 查找 而 采取 分 类 编排 . 因此 ,本 表 将 数学 符号 按 学 科 类 型 分 为 以 下 7 类: 

1. 算 术 与 数论 :算术 中 包括 最 常用 的 数学 符号 ,如 十 ,一 ,X ,二 ,二 =, 关 等 , 它 的 应 用 范围 遍及 所 有 分 支 学 
科 . 数论 则 包括 初等 数论 、 代 数 数论 ,解析 数论 、 儿 何 数 论 等 . 

2. 逻辑 与 集合 :包括 数学 基础 .形式 逻辑 数理 逻辑 .集合 论 . 公 理 集合 论 . 序 与 格 等 . 

3. 几何 与 拓扑 :包括 平面 几何 立体 几何 .平面 三 角 、 球 面 三 角 、 解 析 几 何 、 高 等 几何 ,微分 几何 、 凸 集 几 
何 、 距 离 几 何 、 一 般 拓扑 学 、 代 数 拓扑 学 与 流 形 拓 扑 学 等 . 

4. 代数 学 :包括 初等 代数 、 高 等 代数 、 布 尔 代数 、 线 性 代数 与 多 重 线性 代数 、 环 与 代数 、 模 与 同调 代数 、 群 
及 其 推广 , 域 与 伽 罗 瓦 理论 . 李 群 与 李 人 代数. 范畴 论 与 代数 天 理论 代数 几何 、 奇 点 理论 与 突变 理论 等 . 

5. 分 析 学 :包括 数学 分 析 、 实 变 范 数论 . 复 变 函数 论 . 多 复 变 与 复 空 间 、 测 度 论 WZ PR PT EAE TA EROS 
近 论 \ 调 和 分 析 、 流 形 上 的 分 析 、 位 势 论 、 凸 分 析 , 非 标准 分 析 、 小 波 分 析 、 分 形 几 何 、 常 微分 方程 、 偏 微分 方程 、 
积分 方程 与 隙 数 方程 .动力 系统 、 特 殊 也 数 等 . 

6. 概率 统计 :包括 组 合 学 .概率 论 、 随 机 过 程 . 统 计 学 等 . 

7. 应 用 数学 :包括 计算 数学 .模糊 数学 `. 生 物 数 学 .经 济 数 学 ,数学 物理 与 理论 物理 .运筹 学 .系统 理论 、 控 
制 理 论 .通信 与 信息 理论 .测绘 学 力学 .天 文学 .数理 语言 学 等 . 

数学 符号 表 的 编排 顺序 :本 表 所 列 数学 符号 ,大 体 上 按 它们 在 《数学 辞海 中 出 现 的 先后 顺序 编排 . 由 于 
很 多 数学 符号 的 含义 及 使 用 范围 比较 复杂 ,车 要 准确 地 归 入 哪 一 类 ,实际 上 是 很 困难 的 ,因而 制订 下 列 编 排 
原则 ; 

l. 多 学 科 共 用 符号 ,将 其 编 人 最 先 出 现 的 分 文学 科 中 . 例如 ,运算 符号 十 ,一 ,X, 二 等 ,是 所 有 学 科 共 用 
的 ,就 编 人 本 表 最 前 面 的 学 科 一 一 算术 中 . | 

2. 同形 同 义 的 符号 ,就 只 在 茶 一 分 支 学 科 符 号 表 内 出 现 一 次 . 例如 ,符号 "R" 在 集合 论 中 表示 实数 集 , 而 
在 代数 学 和 分 析 学 中 也 表示 实数 集 , 其 意义 是 相同 的 ,就 将 符号 ”R "只 列 人 集合 论 的 符号 表 , 而 在 代数 学 和 
分 析 学 的 符号 表 中 不 再 出 现 . 

3. 同形 而 不 同 义 的 符号 , 则 分 别 列 人 相应 分 支 学 科 . 如 “Im” 在 初等 代数 中 表示 复数 的 虚 部 ,而 在 集合 论 
和 代数 学 中 则 表示 映射 的 像 ,就 将 其 分 别 列 人 各 个 学 科 的 符号 表 中 ;又 如 “& "在 应 用 数学 中 表示 高 斯 常数 ， 
在 微分 几何 中 表示 曲率 ,而 在 特殊 函数 中 则 表示 贝克 函数 ,这 样 便 分 别 将 其 列 人 应 用 数学 Co JLA REP ER 
数 的 符号 表 中 ， 

4. 异形 同 义 的 符号 ,首先 将 《数学 物理 符号 表 》 中 核定 的 符号 列 和 人 符号 栏 ,而 将 其 异形 符号 列 人 备注 栏 ， 
如 几何 中 将 Rt 到 列 于 符号 栏 ,而 将 曾 用 符号 rt 志和 有 一列 人 备注 栏 ; 其 次 , 凡 目 前 国际 国内 用 法 尚未 统一 的 
异形 同 义 符号 ,如 代数 中 的 “4 ”，4' ”都 表示 矩阵 A 的 转 置 矩阵 , 则 一 同 列 于 符号 栏 . 

5. 过 去 用 过 ,而 现在 少 用 或 不 用 的 数学 符号 ,本 表 将 其 列 人 备注 栏 , 以 利 读者 阅读 古旧 数学 资料 时 参考 . 
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2D 学 符 号 X 


算术 和 数论 (Arithmetic & Number theory) 


英文 名 称 意 义 kh 4 fil 备 注 
plus ;positive 例如 , + 2 ENE 2;a + b Bll a 5; 6 38 正 号 常 可 略 去 不 写 


minus ;negative 例如 ,一 1 即 负 1l;a 一 5 即 a 与 6 的 差 


positive or negative ; plus 例如 , 士 2, 即 正 2 R 2; a 2-6 Ml a 加 或 减 6 
or minus 

negative or positives MI- | 例如 , 干 2 BÓ 2 RIE 25 a 干 6 即 a 减 或 加 6 
nus or plus 


符号 中 文 名 称 


加 号 ; 正 号 
减 号 ; 负 号 
正 或 负 ; 
加 或 减 


负 或 正 ; 
减 或 加 


l "s m 乘 号 在 括号 前 或 字母 
x R5 multiple sign an2 X 3 81238 3; a+b Bla Hed 间 党 可 咯 去 
INS 除 号 ;分 sign of division ，fraction m" a . 


Tr 
. 


bound exact division at |b, E a*t! Yb 


least common multiple a1 925°" an RREA alyaz,…yan 的 最 小 公 倍 数 亦 可 用 LCM 表示 
greatest common divisor | (aj5a2,*** san) RR EL a1,az，… ,a 的 最 大 公约 数 | 亦 可 用 GCD 表示 


a to the power n 例如 ,5 即 5 的 4 次 方 ( 寡 》 


square root sign Va 即 a 开平 方 


absalute-values les 亦 可 用 abs a 表示 


m 
$ 


不 能 整除 
限界 整除 
P 最 小 公 倍数 
…，) 最 大 公约 数 


a I) n te 
Jj GRO 


平方 根 号 


“ 


n 次 根 号 


绝对 值 ; 模 
5 
号 
恒 等 号 
小 于 
E: 
大 于 或 小 于 


~ 
pIe 


> 


d x less than or equal to a «b Bl a ;N-F XEF 6, Ra KFE 一 般 不 用 符号 “于 ” 
greater than or equal to a 之 5 即 a 大 于 或 等 于 5, 或 a 不 小 于 6 一 般 不 用 符号 “之 ” 


“A 


约 等 于 | approximately equal 曾 用 二 , 现 已 不 用 
pe Il equines 曾 用 < , 现 已 不 用 
本 


小 数 点 记 于 个 位 数字 
数 点 decimal point 例如 ,8.59 即 8 又 100 分 之 59 后 的 下 足 


循环 小 数 


c 
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a K 和 Ei dt 


中 文 名 称 英文 名 称 意 X 或 举例 备 È 


百 分 号 sign of percent 例如 ,5% 即 吾 分 之 五 , 亦 即 5/100 
千 分 号 sign of permillage 例如 ,5%o 即 千 分 之 五 , 亦 即 5/1000 


号 square brackets 例如 ,315 一 (2 十 1) ] 亦 称 中 括号 
花 括号 brace 例如 ,2{3[5 一 (2 十 1)j] 一 2)} 亦 称 大 括号 
def 


符 号 


H 


! ~~ fw] ww 
过 
D 


£k vinculum 例如 , (8 一 2X3) 二 2, 以 8 一 2 HEH 3… 相当 于 小 括号 
infinity lim 二 — oo PRR- 24 r HEF 0 时 无 限 地 增 大 | 亦 称 无 限 或 无 限 大 


DR 


ve 
alb d 
为 定义 ais definition equal tob | 例如 ,a — BUG ib" fex a 27 —b3ka:-—b 
m | 等 差 数 列 任 相 邻 两 项 之 差 (后 项 减 前 项 ) 均 相等 ,这 
NE common difference 个 共同 的 差 d 称 为 此 数列 的 公差 
| 等 比 数列 任 相 邻 两 项 之 比 (后 项 比 前 项 ) 均 相等 ,这 
SN 个 共同 的 比 9 称 为 此 数列 的 公 比 


例如 ,等 差 数 列 a,ac-d,,a-4- (n — Dd,--,BnZfi 
ZH Sn = na + d 


sum of the first n terms 


S, 数列 前 n 项 和 


例如 , 实 系数 一 元 二 次 方程 ax? 十 br 十 c= 二 0la 关 0) | 利用 A 可 判别 该 方程 


判别 式 discriminant 的 判别 式 A = 62 — 4ac 根 的 状况 


Elx), [r] | 整数 部 分 记号 | symbol of integral part 表示 不 超过 di et 2r ,来 自 


{ 工 } 只 能 是 0 或 正 的 纯 小 数 , 它 满足 ;0 S (x) <1, 
例如 ,{1.2}==0.2, (—1.2) —0. 


} 8 
sign of integers summa- 对 不 超过 z 的 正 整数 2 求 和 . 例如 ， 
tion >n=1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6= 21 
n 求 和 . 


亦 称 分 数 部 分 记号 ， 


小 数 部 分 记号 亦 记 为 {xz) 


zx) symbol of decimal part 


ZAN A 
A I & 
~ 


> 


AST 


整数 求 和 号 


整数 求 和 号 


之 
HT 


<6 
tion po kd AS GD le 
sign of prime number 对 不 超过 z 的 素数 p OR A. 例如 ， 
sign of prime number 对 小 于 x 的 素数 p OR A. 例如 ， 


对 的 所 有 不 同 因子 d OR RU. PL AU, 
d=1+2+3+6=12 


之 


px 


素数 求 和 号 


素数 求 和 号 


<I 


u 


sign of divisor summa- 
tion 


al 


除数 求 和 号 


A 


n 


Xt n 的 所 有 不 同 因 子 d OR AR. 例如 ， 


Il 21-*:2*:3*:6-36 
d|6 


sign of divisor mensura- 
tion 


除数 求 积 号 


. sign of prime divisor Xt n 的 所 有 不 同 素 因子 p 求 和 . 例如 ， 
Pls RERECR RS summation p = 2 d 


uu 


. ; si t n 不 同 素 因子 p RAR. 例如 ， 
n 素 除 数 求 积 号 | sign of prime divisor | 对 的 所 有 idis de. = in 
mensuration Hr 


求 对 zi KK x1 连 加 到 Xn 的 总 和 2: 
2 = £y H xcv 


IMs 


总 和 号 sign of grand sum 


= 


sign of continued prod- 


ERG 


uct 求 对 zi 从 x, ERA x, 的 积 , 即 E = titer, 


congruence modulo-n 用 nn 除 a 及 5 所 得 余数 相同 


non-congruence modulo- Hin Ba 及 6&5 所 得 余数 不 同 


i 


Kin AR 


a=b(modn) 


axb(modn) | Rn KS 


n 


I(x) 三 g(x) (modp), 即 整 系数 多 项 式 了 与 g 的 对 | 亦 可 记 为 
应 系数 均 模 p 同 余 f(r)=rg (zx) (mod p) 


f(x) Z g(x) (modp), 即 f(z) 与 g(x) 的 对 应 系数 | 亦 可 记 为 
均 模 p 不 同 余 的 f(r) g(r) (modp) 


恒 等 同 余 


identity congruence 


= 不 恒 等 同 余 


non-identity congruence 
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符 号 中 文 名 称 


a~!(modn) Re nm 


r mod n Kin 的 同 余 类 


Z, | 剩余 类 环 
E: 勒 让 德 符号 


雅 可 比 符号 


E 


d(n) BR 28 pki BK 


din) I X ERR RC 


除数 和 


a(n) 


广义 除数 和 


daln) 


Pn) 正 因 数 之 积 


P(n) BK Fit eg Bx 


u D 默 比 乌 斯 函数 


ACn) & X KR RE 


€ XA 
AiG) 函数 1 
TH E A 
数 个 数 


wn) 


Qn) KAASA 


A(n) xi HE R bg 7t 


素数 个 数 符号 


a(x) 


Xn) 特征 函数 


poo 整数 分 拆 函 数 


Un) FF 4) HF 


E(n) 偶 分 拆 


Nan) fe m 的 矩 
OCr) 


pla) 9i EE S8 PRU 


d 
M. 
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TLEU STRE Kronecker's symbol | e 


切 比 雪夫 函数 5(z) 表 示 对 不 大 于 工 的 素数 的 对 数 求 和 


ER 
AY 


与 a 相 乘 后 用 n 除 余数 是 1 的 整数 . 例如， 
2 !(mod 5) = 3, 3^! (mod 4) = 3 


congruence class of mod- | 包含 7 BER n BARAŽ. 例如 ， 
ulo-z 2(mod 5) = f, = Mass 3,2,7,12,*-) 


residue class ring TR n 的 全 体 剩 余 类 对 类 的 加 法 和 乘法 组 成 的 环 


R Pla, BH. a 是 二 次 剩余 (modp) 


这 是 一 个 同 余 类 


inverse of modulo-n 


亦 称 剩余 类 


—l.pla.H a E— RIERA (mod p) 户 为 奇 素数 ,a 为 整数 


0, 


Legendre's symbol 


pla 


34 m 为 奇 素数 时 即 勒 
让 德 符号 


ul 
站 | 


Jacobi's symbol 


AR ay T 
d(n) 表示 n HIE AFH TK. 例如 ,d(12) = 6 E FOR P) 
generalized divisor func- 
tion É 
EXE E n 的 所 有 正 因数 的 和 .例如 ， 


lized f doln) = d(n) 为 除数 
generalize sum o 1Vi- gin) -— pd. f| 81,034) 一 13 十 23 十 4? 函数 ;0o1(n) - a(n) 为 
除数 和 


o 


sor 
product of positive divi- | P(n) = 11d. 例 如 ,P(6) —1-*2*3-*6 = 36 
sors als 
mm £ ^ ^M š 
Rm VERON n EM n ERNER E oa 


P 当 n=] Ay , 
Mobius function sed 当 能 被 素数 的 平方 整除 时 ， 
(一 1)"， 当 n 为 r 个 相 异 素数 之 积 时 


Von Mangoldt function | A(n)= “4 e Pp WIERD; 


T n 是 一 素数 的 m (> OW ROS 
0. 其 他 


different prime factor | 例如 ,omw(24) 一 o(23。3) 一 1 十 1 一 2, 即 24 有 2 个 不 同 
numbers 的 素 因 数 


表示 正 整数 ”的 所 有 素 因数 的 个 数 . 例如 ， 
prime factor numbers 


Von Mangoldt function 
I 


(24) = N2? * 3) =3+1=4 


Liouville's function AG) = (— 1)99 


f i — 
symbol of the prime 表示 不 超过 正 实数 x 的 素数 个 数 . Aa, m (10) —4 


对 模 m 之 一 特征 Xl(n) 仅 在 (am) 王 1 时 有 定义 , 且 
X(1) 关 0; dj azbOGnodm), Bl xCa) =X); X lab) = 
Xa) XC) 


TE IE SEC n 5) A FE EY A EROS n 的 一 种 分 


diu partition func- 拆 , 以 pn) 表示 分 拆 的 种 数 , 例如 ,5(4) 5. ERE 
分 拆 中 的 加 数 不 超过 -~, 则 这 类 分 拆 数 以 pe 00 表示 


Un) 为 把 分 为 奇数 个 互 异 数 之 和 的 分 拆 数 
E(n) 为 把 分 为 偶数 个 互 异 数 之 和 的 分 拆 数 


moment of module m 将 所 有 线性 型 依 modm 分 类 , 则 分 类 的 个 数 称 为 模 
iii m AYRE. 车 模 m 对 应 于 方 阵 4, 则 N (m) —detA 


numbers 


若 (n,m) > 1 时 , 则 
X(n) = 0 


Y Inp, fi A(n) HBR A BR 


pi <x 


g(r) = DAC) = 
n&r 


Chebyshev function 


算 K Gn db dt 


中 文 名 称 


PIE: 
ND m 


l 


黎 曼 函数 ,其 中 ;为 实 部 大 于 1 的 复数 


最 大 数 
X 


] A 


: ES 

3 » 

as Ln 
i : 
BE 

= 

7 


M 
Bt 
it 
up 
ty 
i 
eo 
A 
n 
o 
e 
= 
m. 
o 
d 
| 


数 


结合 于 方 阵 A 


assai sav] at un 二 | 二 无 理 数 化 成 的 连 分 数 
| 为 无 限 连 分 数 


Ala, ,a5,*** ,ar ) 表示 CIyCGC29 Cn 的 判别 式 ; 
4A 二 ACR(0) ) 表 示 代 数 数 域 RC0) 的 判别 式 


| 有 限 连 分 数 | finite continued fraction 


one n= g" (mod m), Wha Jj n XT m AW gH | ODA OL CORA a 


. , ACn) = 
= inf ——, üp XO —t ZR 中 不 大 
d CA) A 的 密 率 density of 4 ae oe n 即 集 4 的 密 率 为 A(n)/n( 一 切 w | AGO A 


. A(n) 
oi = | $ 3B- i X x 
ó* CA) 4 的 渐 近 密 率 | asymptotic density of A ei col 即 集 4 的 渐 近 密 率 为 4(n)/n 当 
n 一 oo 的 极限 值 


dm lade vv 
.ax-rbz' 


ta = Ser m z= (mod m) | ; 

RB r EMSA m 简化 的 剩余 系 

设 &* RNR AMAR, a,b € k*, W 
(a,b) 


7 2 E z — ar? — by! = 0 dg £5 HAIER, 
一 1, 其 他 情形 


和 数 符号 sum symbol 


(a,b)— 1 | 希 尔 伯 特 符号 | Hilbert symbol 


小 gtk) small g(k) 
KOW | lange GG) 


用 {a,b,c} 表示 二 元 二 次 型 ax? + 6xy cy? , Ha, 
b,c 为 整数 


设 为 一 固定 正 整 数 , 对 任意 正 整 数 n, 不 定 方程 二 
xi + 2h + oe oc oxi 总 有 解 的 最 小 正 整 数 s 


设 & 为 一 固定 正 整数 ,对 充分 大 的 正 整数 ”不 定 方程 
+ xs 总 有 解 的 最 小 正 整数 ， 


RO) J n KRR, aD = a € RO) a k = 2, 
3, o0 X a RRO SC) = a 称 为 < 的 迹 


A = at l z$ | LEE 


使 xy + T? f t t Ts = yi t 2 tse t ysta T + 
sum of equal powers a$ ee t a= yi + yh d + yt RD IEE iB 


为 Nk), kp NiY25tt* s ys 不 是 xxv. 的 重组 


fE ri + r +e + z = yi t yt ee t ystori + 
strong sum of equal | z$ + +++ 2$ = yf tH yb t ee 4+ yh FE zit! rih 
powers p e 十 xt! Æ yt! + yb! E ybi 的 最 小 正 
整数 s 用 M(&) 表示 
n=1 
M CF 5 i 
2 产 一 7 ;i M.. 


Bt 形 如 22" 十 1 的 数 称 为 费 马 数 ,例如 ,Fs = 17 F; 不 是 素数 
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I(r) B g(x) (modd 5,90 表示 系数 以 素数 pP 
模 ,又 p(x) 整除 (x) -5(z), 称 为 重 模 同 余 式 | DAERA 
f inclusi 
z number of solutions of | — mE 
iiid TO T 


立 理想 


x 


称 为 朗 伯 级 数 


F(z) = Y f) 
n=l 


Lo 


81,05,***,0, WROD) 中 之 整数 ,RC3) PHA ya, + 
750; 十 … + 7,44 0]; ARO) 中 之 整数 ) 的 整数 所 成 之 


Ca see ea] 


集合 为 理想 数 


拉 马 努 金 函 数 | Ramanujan function eu ee em 的 第 nn 个 系数 . 称 NENNEN 
LO» Ak Fil VETE 2C |. Dirichlet series 表示 狄 利克 雷 级 数 AX RI mie. 
X 为 mod m 特征 
pee : 
Gl) 艾 森 斯 坦 级 数 | Eisenstein series 设 工 是 C 属 , MER GLY) 一 y2k A TEE Fe k WISE 
森 斯 坦 级 数 , 其 中 Y 表示 对 本 的 非 零 元 素 求 和 和 


theta function br(Z) = b ale RAZR D 的 塞 他 函数 
逻辑 与 集合 (Logic & Sets) 


E = j'COlk 31) 3& n FF TE 
4 存在 量词 existential quantifier ,表示 存在 A POTR x fE 一 个 且 只 有 一 个 元 素 
a 使 A(z) 为 真 


用 


上 4-~8 表示 由 命题 A 推出 命题 8 为 真 fe 


E | l AFABGRE-A-— B) X zs AE- B, H. BEA, BHAA | OP A. 5 RAH 
m H 


zxEA 表 示 工 属于 4A, 即 x 是 集 4 的 一 个 元 ( 索 ) 集合 4 可 简称 为 集 4 


€,« | onmens YA, y€ AUR y 不 属于 A y 不 是 集 4 的 一 个 元 | 亦 可 记 为 4 Sy, 
(R) RAP y 
et B 


— H — Js A 亦 可 用 (zi， iCINX 
xis x2» ,za} 表 示 由 诸 元 素 Lys T2» En 构成 的 集 里 了 表示 指标 集 


X 
qn 
= 
x 
IN 
ag 
B 
x 
IN 
E 


名 是 丹麦 文字 母 , 读 - 
“ 欧 ” 


N, 一 (1,2,3，……》 


空 集 the empty set 


非 负 整数 集 | nonnegative integers set 


整数 集 integers set s Z+ 表 示 正 整数 集合 


Q. 表示 正 有 理 数 集 
A 


A 


real numbers set . | 由 全 体 实 数组 成 的 集合 R” 表示 nn 维 实 空间 
complex numbers set 由 全 体 复 数组 成 的 集合 C" 表示 n 维 复 空间 
positive real numbers set | 由 全 体 正 实数 组 成 的 集合 R- 表 示 负 实数 集 


扩张 的 实数 集 | SPen ng system of the | 把 两 个 理想 点 十 co ,一 co 加 进 实数 系 所 得 的 集 亦 称 扩张 的 实数 系 


7s rational numbers set 由 全 体 有 理 数 组 成 的 集合 


实数 集 
复数 集 
正 实数 集 


十 


D 


真 包含 于 proper inclusion B 生 A 表示 4 的 子 集 B 真 包含 于 A 亦 可 用 己 表 示 


re RT 
CC A 表示 CC 不 是 ANTE INT FA AR 
inclusion ADB 表示 B 是 4 的 子 集 亦 可 用 二 表示 


AUB={z|xEAVzxE8B), 称 为 4 与 BB 的 并 集 ,或 
fy AS BUS 


noninclusion 


proper inclusion 


a 

| om presan eee n 

pee pe sie 
U 


人 
i=] pnr x d as ioa Uier 等 记 法 ,其 中 了 


并 集 表示 指标 集 


n 亦 可 用 Qa fe: 


ÑA SANAN e N A BRER A AnA | 或 站 等 记 法 ,其 中 1 
= : = i€l 
diis 为 指标 集 


若 集合 4 与 B 不 相交 , 则 4 与 8 的 并 集 4UB 称 为 

AS BHM. ALB 亦 称 不 交 并 
若 f 是 标号 集 A BRIX) 的 一 一 对 应 

(fa X). BM at bit, BAX. Xi e lie 

X D Xo HARRER 的 广义 直 和 


X difference ANB 表示 所 有 属于 4 但 不 属于 总 的 元 的 集 , 称 为 A 
与 B 的 差 集 
J 


atav Set A=U 表示 4 为 全 集 , 即 全 集中 所 有 元 素 x 都 属于 A | 亦 可 用 IQV 表示 


‘A= ixXIx€UAx€A), U 4 的 余 | 亦 AER. 
4 FB AB (a B3 ab 的 有 序 个 JE SH (ab) 


unions 


intersections 


direct sum of sets 


generalized direct sum 


有 序 元 组 elements of ordered laissaz aD BRYA FF. x 元 组 md " 
19429°°° say 


AX B-—((a,.D)|a€ ASE BS RAAS B RT -RUL 


nī 
AXAXAX*"XA id 
为 A". 亦 称 直 积 


f FJL Cartesian product 


积 或 卡 氏 积 ， 


card 基数 , 势 cardinal number card(4) 表 示 集 4 中 诸 元 的 个 数 , 称 为 A 的 基数 或 热 | 亦 可 记 为 4 或 14| 
So 基数 , 势 cardinal number No 表示 无 限 可 数 集 的 基数 STUNT 
, ef 


3€ "eum A—B dx A A S BMF NENNEN 
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E 
Hk 
3R 
mir 


5 中 文 名 称 


= 
: 


MAN | 


英文 名 称 E& x m5 s fj 


correspond between to | 在 映射 下 元 素 间 的 对 应 符号 ,例如 ,整数 集 的 映射 
elements qr) = x? 可 表示 成 prer? 


mapping fi:A>~BR A+B 表示 f BR ABR BRM 


设 /了 是 集 4 到 召 的 一 个 双 射 , 则 用 f Ra BBA 
的 f 的 逆 映 射 .f°1f 是 4 的 恒 等 映 射 


relation aRb 表示 a 与 5 有 关系 RR 
non-relation aR 5 表示 a 与 5 没有 关系 RR 亦 称 关系 补 


对 于 二 元 关系 ROCXXYJRR-XXY—ROBSRISE | 亦 称 否 定 关 系 、 补 关 

关系 系 

YAS Ry 时 有 
yR lx 


+ 元 素 间 的 对 应 


mt 
HE 


亦 可 用 fife! 表示 
左 、 右 道 映射 


wot Be BY inverse mapping 


p 


无 关系 
RRA 


| 


ma 
-- x 
E 


anti-relation 


对 于 二 元 关系 RCXXYRROCYXXONR 的 道 
关系 
设 R 是 集合 4 上 的 等 价 关系 ,xE4, 则 称 [xzjx 为 R 


— 


jn X inverse relation 


等 价 类 equivalent class 的 等 价 类 , 它 是 由 A 中 那些 能 使 xRy 成 立 的 所 有 元 


X y 组 成 的 子 集 


设 R 为 集 4 的 一 个 等 价 关 系 , 则 商 集 A/R 即 由 一 切 
等 价 类 组 成 的 集合 


用 52A s 35A 表示 集 4 的 所 有 子 集 组 成 的 集 , 称 为 
A BS AER 


TP 设 f 是 集合 4 上 的 一 个 映射 ,BE4, 则 地 也 可 看 成 
B 上 的 一 个 映射 称 为 f XE 8 上 的 限制 或 收缩 

composite g。 了 表示 映射 f 和 g 的 合成 或 复合 

superior limit limsup A, 表示 序列 A, 的 上 极限 亦 可 记 为 lim 


集 


quotient set 


PEE me 


power set 


fle 收缩 ,限制 


合成 ,复合 
极限 
下 极限 
lim 极限 
lim 归纳 极限 
lim 射影 极限 


Hr 


M1 
fat 
i 
~ 


limsup 


liminf 


inferior limit liminf A, 表示 序列 A, 的 下 极限 亦 可 记 为 lim 
limit limA, 表示 序列 An 的 极限 


inductive limit limA; 表示 A: 的 归纳 极限 
projective limit dimA, 表示 Aa 的 射影 极限 


若 了 为 从 4 到 号 的 一 个 映射 , 则 称 4 为 映射 f 的 定 
义 域 , 记 为 dom f 


f(A)=ranf. dg S AM AB B 的 一 个 映射 , 则 f(A4) 


dom 定义 域 domain of definition 亦 可 记 为 DCAD 


IRA iC A RCA) Mic 


2% | range 为 映射 /的 值 域 A 
, . fldR 一 domRUranR, 即 关系 RØRET R 的 定义 域 
fld 关系 域 domain of a relation 和 值 域 的 并 集 
, E SEAE ARE BiS, WK BOR f Menor) 
陪 域 co-domain 的 陪 域 , 记 为 B—codomf 亦 称 上 域 


设 是 集 4 到 集 8 的 一 个 映射 ,用 Imf 表示 4 中 所 有 
元 素 的 像 构 成 的 集 , 称 为 S 的 像 集 


RS ER 4 到 集 恕 的 一 个 映射 ,号 中 元 素 2 的 全 体 逆 
像 组 成 的 集合 SOO) , 称 为 5 的 全 原 像 


弱 序 关系 weak order relation axb, a,bC A 即 集 A 存在 弱 序 关 系 


强 序 关系 strong order relation ab, a;bE A 即 集 4 存在 强 序 关系 


EFRA Kr a 


AC. B iX emAB 表示 4 一 B E Bx Ah 


3 
» 


image 


i) 全 原 像 


亦 称 原 像 


all inverse image 


人 


a 
| 
her 
7| 
EE 
ct 
OF 


亦 称 恒 等 对 应 . 亦 可 
iA €A 或 id 4 


identity mapping 


He A BRT 
自然 映射 
B 的 上 界 
B 的 下 界 


embedding 


亦 称 正规 映射 , 典 则 
映射 


nk 把 A 的 一 个 元 素 a 映射 成 它 的 等 价 类 [a de 
upper bound of B 4 二 ubrk(B) 表 示 4a 是 B 的 上 界 ,B 是 半 序 集 的 子 集 


lower bound of B a 二 Lbr(B) 表 示 a 是 B 的 下 界 ,B 是 半 序 集 的 子 集 
class of every ordinals 表示 一 切 序 数 构成 的 类 


natural mapping 


ubr(B) 


om 
NM 


Lbg CB) 
d 


o 
a 


BE 


cofinality cf a 表示 a 的 共 尾 度 


strong cardinal number | g<: — lim Ke ,其 中 天 为 正则 的 强 极限 基数 
a—K 


of the limit 


ch 


强 极限 基数 
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JL fj E th Fh (Geometry & Topology) 


segment 表示 自 点 4 到 点 BARRE “ 直 ” 常 略 去 不 写 


A408 表示 角 AOB 
X AOB 表示 有 向 角 AOB 


angle 


directed angle 


om 7 LN 
d JR arc ABRAM AB. 34 AB AA MEL. np HAB. KR I UR 
AB 对 应 的 度数 
弧度 | radian radl, radz 分 别 表示 1 弧度 ,< 弧度 
radr 一 180 
ES il 


ae eee ee ath 常用 在 军事 数学 中 度 
密 位 m 例如 ,25 » 274 表示 25 密 位 ,274 密 位 量 角 的 单位 符号 


英文 名 称 亦 可 简 记 为 


number x 


ratio of the circumfer- 


圆周 率 ence of a circle to its di- | x23. 141 592 6… 表 示 圆 周 长 与 直径 的 比 


Bn 


ameter 
RZ 直角 等 于 90° 的 角 称 为 直角 , 记 为 Rt 二 90 B io rt XR 
[7 parallelogram [LJABCD 表示 平行 四 边 形 ABCD 


rectangle 一 ABCD # RIE ABCD 


任意 二 字 常 略 去 


square | JABCD 表示 正方 形 ABCD 


tetragon [| ABCD 表示 任意 四 边 形 ABCD 


从 圆心 到 圆周 上 任 一 点 的 线段 称 圆 的 半径 ,常用 -~ 或 
radius Cs 
Ron 
ME 过 圆心 作 任意 一 条 直线 , 圆 内 部 分 的 线段 称 该 圆 的 
直径 ,常用 4 或 了 表示 


AB YCD 表示 直线 AB 与 CD 不 平行 
AB // CD 表示 线段 AB 与 CD 平行 且 相 等 
AB | CD 表示 线段 AB 垂直 于 CD 


四 边 形 


rs, 


JE 
半径 
直径 
周 长 


^ 
< 


non-parallel 


平行 且 相 等 


parallel and equal 


perpendicular 


congruence AABC2 ADEF 表示 八 ABC &F FADEF 
similar | AABCOADEF RR AABC 相似 于 人 DEF 
because VREUNEULE 


VABE 表示 等 角 多 边 形 AB…E 多 边 两 字 可 被 省 略 
LAB-eE 表示 等 边 多 边 形 AB-«E 多 边 两 字 可 被 省 略 


dihedral angle 平面 a 和 平面 8 相交 于 直线 MN 所 成 的 角 
MRE POR A Ie de ABE 的 棱锥 


上 底面 是 多 边 形 AB…, 下 底面 是 多 边 形 4 B…E | RAR RAM ICN 
的 棱柱 和 此 记 法 类 似 


AB E-A BE E prism 


E 
WE 
zB 
qiu 


Vras 表示 三 棱锥 P-ABC 的 体积 ;Y 拟 柱 体 表示 某 个 
拟 柱 体 的 体积 


亦 可 用 AB 或 小 写 的 
拉丁 字母 表示 


COS 


cot x 为 z+ 的 余 切 函数 亦 可 用 ctg x 表示 


csc 余 割 cosecant esc x X x MAE ER RI BS FA cosec x 表示 


TER versedsine vers x Jj x BJIE/K AX ST 1 一 cos 7, 现 
: covers x=1-—sinz, 
covers AK covers x X r KHAR HAX 现 已 不 用 


其 他 三 角 函 数 和 双 曲 
PK CA] m 次 方 的 表示 
法 类 似 


ee GERE principal value of inverse yn z| -4 <<$) 一 般 值 表示 成 
sine 2 2 Arcsinz 
TE fi — EEES 
cosine Arccos x 
principal value of inverse mu _ + | 一 般 值 表 示 成 
反正 切 主 值 有 | 7 Is 2 Arctanz 
一 般 值 表示 成 
反 余 切 主 值 . y=arccot x ( 0<y<7) Arccotx 
arcsec r 


中 
A» | FH | ap 
S/S) 


coversedsine, versedco- 


sine 


sine function to the m-th 


sin? r W sin x 的 立方 


power 


tangent 


principal value of inverse 


cotangent 


principal value of inverse 


I iE S + fü y-arcsec x | 0 夺 yX， 且 yee | 


Arcsecx 


Vos Ses 一 般 值 表示 成 
dE bd d i | ERE H »*o) cad 
T 周期 eriodic FG T0 — fC), TARDE. T — x 表示 以 
i 为 周期 
向 卡 儿 坐标 | Cartesian coordinates ez» ey 与 ex 及 r=xe,+ ye,4- ze. 组 成 范 化 正 交 右手 
坐标 系 
olde MERS BAR JL PB SE 

X= PCOSPs y= PSING, z =z 


AA Ex .E AA ER 
ri0,9 球面 坐标 spherical coordinates 球面 坐标 本 笛 卡 儿 坐 标的 关系 为 
r-—rsin(cosQ, y —rsinÜsing, z= rcosÜ 


常用 ryz R rizza 表示 笛 卡 儿 坐 标 , 则 a= xe. 
十 yey 十 zxez* 简 记 为 a= riti 
向 量 的 模 | module of a vector Cab- | ERM Ma. a. à 的 模 依次 记 为 N1721 ,lal, ll. 
(44 XT B ,长 度 )| solute value, length) 
vector AB 
a: 


回 量 的 大 小 称 为 向 量 的 模 
表示 始点 为 AKAN BEHERA HRE 
e—a/|a| 表示 4 方 同 的 单位 向 量 

在 笛 卡 儿 坐 

标 轴 方 向 的 

单位 向 量 


"C" [j Ha 的 
ix adiu 笛 卡 儿 分 量 
EM 


积 、 内 积 、 点 积 
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Secant 


印刷 常用 黑体 a, 书写 
常用 a 表示 


亦 称 么 向 量 


unit vector on the Carte- [O;i,j, 大 表示 直角 标 架 ;LO;er,ey;ez jj] 表示 仿 射 标 
sian axial coordinates 架 ,其 中 O 为 坐标 原点 ,i,j,k,er,ey,ez AEn 


Ers Cysr@x 


i,j,k 


Cartesian component of | iX a=a: +a, +a, HP a,— zer, ay = ye,,a. = ze. Ff 


a vector a 为 向量 a 的 笛 卡 儿 分 量 
a * b = a,b, + a,b, + a.b.; 


亦 可 表示 成 
(a,b) , (a,b? [a,b] 


scalar product, inner 
product, dot product 


def 
a +b = a;b; —— Yaibisa *a = a? 一 la|? 


JL fj 5 $8 Fh 


a X b ÉSE ELT & 沁 所 决定 平面 的 向 量 , 且 
问 量 积 、 (a,b,a X b) 三 矢量 成 右手 系 .|a X b| = 
外 积 、 叉 积 
亦 可 表示 成 


AN AN 
la| |b|sinCa, bo, F(a, b) 表示 a,b 8 x fü 
(a,b,c) ; e Dr a a,b,c 三 向 量 为 邻 边 
离心 率 


2 


Sd vector product, exterior 
a 
product ,cross product 


I 
了 
a 
H 
al 


~ I] = ecos g! 


向 量 空间 tensor product of vector | #4 V Æ n HE Ie] BZ [R] ,W. Em A a Sl] MI VOW 
设 V 是 nn 维 向 量 空间 ,其 对 偶 空 间 的 二 阶 张 量 为 V*， 
— KüRV-VO-OVQGY Q= QV" 
VOW 群 的 张 量 积 | tensor product of groups VE V IW ERV OW = FG WOZROGWO SRL V,W 
的 张 量 积 
RIRE | product Sul pu pr sk ti 
T:S pude es TS5SSHWAM. CHE RAD 
nmt inner product 
iG, Bases = PT Jk 的 二 阶 张 量 
kai 了 .aa 表示 二 阶 张 量 了 与 矢量 a 的 内 积 . 它 是 具有 分 


的 张 量 积 spaces fin X m 维 向 量 空间 的 二 阶 张 量 
的 元 素 称 为 (r,s) 型 张 量 
ET tensor product dyadic 二 阶 张 量 了 与 $ 的 张 量 积 TS 是 具有 分 量 7; 
T.a inner product def f 
fa (了 :a)i 一 一 DT ja; 的 矢量 


ris pid. 二 阶 张 量 了 与 $ 的 标量 积 . 它 具有 标 
EGO: Sym = ZTS; 


. _ | BS SCA, B,C) BAR SCasb c i ) EAR ic 
透视 对 应 perspective correspon E 
EXL.- gence JO SCA,B,C,.*2A SCa,b,c, 7) 
G Dx] Lx JEKT EAH A 8] 8951 
xt SiL AL ] 


点 4,8 与 点 C,D 是 分 离 的 , 记 为 4,B8 二 C,D 


点 AB 与 点 C,D 是 不 分 离 的 , 记 为 4,B «CD 
设 S 一 Uott*Um 是 K 的 生成 复 形 一 To UU, 是 L 的 
生成 复 形 > 关上 一 Ug*** U,Uo*** Wy , 则 所 有 单 形 sxt 
和 它们 的 面 组 成 的 集合 是 一 个 单纯 复 形 , 称 为 天 和 志 
的 联 , 记 为 Kx* 工 


r=r(t) 向 量 函 数 | vector function 曲线 或 曲面 的 参数 方程 写成 向 量 的 形式 . IP BR PR BK 


r) = x), y A), G) pii ex ra) 的 导向 
量 , 有 时 以 弧 长 ; 为 参数 的 导向 量 表示 成 rs) 亦 称 微 商 或 导 矢 


iri) 同上 ,车 rQ) 在 上 处 的 改变 量 Ar = AN 十 
oCAD CA AMER) WHA A re) 在 上 点 的 微分 


NIC CN 
rU (t) 在 i 点 的 导向 量 称 为 r(2) 在 ti 点 的 nn 阶 导 向 


Z r(u,v) = (x(u,v), yur) ,Zu,v)), 
偏 导 回 量 


scalar product 


Da iiy ICKL) 或 
KJL 


S gi r (t) derived vector 


partial derived 19zay az 
rut, v) = Gu’du’au 


是 r(u,v) 关于 的 偏 导 向 量 


亦 称 偏 导 矢 


vector 


c» 
d 
~] 


(PT; N.B) 活动 标 架 Frenet frame 
pi torsion 


& 8) 相对 曲率 


relative curvature 


rotation index 


unit normal vector 


quantities 


旋转 指标 


单位 法 向 量 


fundamental 


曲面 的 第 一 


EF,G,pgi 类 基本 量 


of first kind for surfaces 


first fundamental form 


曲面 的 第 一 
基本 形式 


of a surface 


fundamental quantities 


曲面 的 第 二 
类 基本 量 


LM,N,L:;; 


of second kind for sur- 


faces 


TG) —rFG) An HA C 在 一 点 处 的 单位 切 问 量 , 其 
中 :为 曲线 C 的 弧 长 参数 


NG) = TG T UR Hl BR C 在 一 点 处 的 主 法 向 车， 
N(s) 指 向 曲线 C 凹 人 的 方向 


BG) —T GO XN GO3RR Hl £X, C 在 一 点 处 的 副 法 向 量 


T,N,B 依次 构成 右手 系 , 它 们 构成 一 个 标 架 , 称 为 曲 
线 C 在 了 点 的 活动 标 染 或 弗 雷 内 标 架 

曲率 是 表示 曲线 弯曲 程度 的 量 . 曲率 & 越 大 ,曲线 
弯曲 程度 越 大 ,曲率 小 ,曲线 弯曲 程度 小 

挠 率 是 表示 空间 曲线 扭 竹 程度 的 量 . 挠 率 的 绝对 值 
大 ,曲线 扭 翘 程度 大 , 挠 率 的 绝对 值 小 ,曲线 扭 恶 程 
度 小 .平面 曲线 的 找 率 为 0 


亦 可 表示 成 a(s) 


亦 可 表示 成 BCs) 


JR BR MA HK fo] Bt. 表示 
成 YGO 


直线 的 曲率 为 0 


表示 平面 曲线 弯曲 程度 和 弯曲 方向 的 量 


i, = f kds 表示 平面 闭 曲 线 C 的 旋转 指标 , 它 


是 曲线 C 的 切线 像 (r = 了 GD) ) 在 单位 圆周 上 环绕 的 
Peal 


3 (是 平面 简单 闭 曲 
线 , J i, = 士 | 


曲面 r = r(a,v) 上 一 点 Plu,v) 处 的 单位 法 向量 
mr 
B |Fu X r, | 


n 


式 中 各 量 均 在 (u,v) 
BUB. ru ron IT FJ 
成 右手 系 


对 曲面 r = r(u 0 ,其 第 一 类 基本 量 分 别 为 
0 = PC 一 


Bij Sri. rj (1,7 = 1,2) 


I = Edu? + 2Fdudv + Gdv? 


E>0, G>0, 
EG— F? 720 


第 一 基本 形式 是 正定 
的 , 它 决 定 曲面 的 内 


对 曲面 上 = r(u 0 ,其 第 二 类 基本 量 分 别 为 
L-—r,*n,M—r,-*n,.N-—ry,-*n. 
Lij = Tij en Ci, j = 1,2) 


r 


second fundamental 


form of a surface 


normal curvature 


全 曲率 total curvature 


relative total curvature 


Gaussian curvature 


mean curvature 


fundamental 


P 


相对 全 曲率 


T 


T 


ahl fle l 


平均 曲率 
曲面 的 第 三 
类 基本 量 
曲面 的 第 三 
基本 形式 
第 一 类 克 里 
斯 托 费 尔 符号 


f quantities 
€s fsg : , 
he of third kind for surfaces 


third fundamental form 
of a surface 


Christoffel symbol of the 
Ist kind 


第 二 类 克 里 斯 | Christoffel symbol of the 
托 费 尔 符号 | 2nd kind 


geodesic curvature 


—— 
Sm 
Nu? 


测 地 曲率 


g 


. 


指数 映射 


exponential map 


exp 
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一 | 


D = Ldu? + 2Mdudv 十 Ndv? 


lu S HE P ROR P a ERRETA RES | acus ccn 


该 点 的 法 曲率 kn 


等 


K. = [kods 表示 曲线 C 的 全 曲率 


K, = | & Gods 表示 曲线 C 的 相对 全 曲率 


am 
is 


K 一 ks 表示 曲面 S 在 点 了 的 寄 曲 情况 . 曲面 上 的 点 
可 按 总 曲率 的 符号 进行 分 类 .天 > 0 的 点 是 椭圆 点 ， 
K 一 0 的 点 是 双 曲 点 ,K = 0 的 点 是 抛物 点 


亦 称 高 斯 曲率 . 式 中 
kisko 为 其 对 应 的 主 
曲率 


表示 曲面 S 在 点 了 的 平均 曲率 


亦 称 中 曲率 


对 曲面 7 = r(a 00 ,其 第 三 类 基本 量 分 别 为 


€ = n,*n,, f = R, * No FHM * Ry 


I = dn * dn = edu? F 2fdudv + gdv? 


DELI T u 


d l | Æi; , Whi id 

k, = — EEY Fo , 
[4i] - d-| EE. He L REL 
(E) L guf Mu TEES) 

ij z dr' ari ax 


亦 可 表示 成 7 = 
g" Di DI; ER A EK A 
系数 


曲面 S 上 的 曲线 C 在 某 一 点 了 的 切 平面 上 的 投影 线 | ang | 


的 曲率 可 作为 曲线 C 的 测 地 曲率 
te LOR exp: Tp > S 是 曲面 $3 E DP BUSISE- ri Tp 的 
切 向 量 与 曲面 S 上 点 的 对 应 关系 .看 "E Trt Pit 


v OFRER C ECERS M EPM — 1v | , 则 
expy = M 


JA f 5 H H 


dr h p S E A PEW ARE 6] E o 2 280 36 77 181 BY 
Te 测 地 挠 率 WHR C: u= uls), v = vls) Wl £E C TE P JR BO pu 


称 为 曲面 5S 在 了 点 关于 a 方向 的 测 地 找 率 
高 斯 映射 度 | Gauss mapping degree 


以 曲面 $ 的 单位 法 向 量 (uv) 作为 向 量 函 数 ,表示 
um coordinate neighbor- 


单位 球面 57, 高 斯 映射 . 信 :S 一 S52 是 曲面 S 与 相应 的 
CHA 


球面 5? 之 间 的 对 应 关系 


里 奇 曲率 张 量 | Ricci curvature tensor 


geodesic torsion 


deg- 人 二 地 X(S) 表 示 高 斯 映射 度 , 它 由 曲面 拓扑 所 
决定 ,其 中 X(S) 表 示 欧 拉 示 性 数 


Ue EAD THE 并 的 开 集 ,名 是 微分 流 形 避 "到 R" 的 开 
TR n] RE 
UNVA Q.os d^! Moog) BR IRE T SS XU N 
Vo) su «QU (1 V) 的 C™ 微分 同 胚 . 称 (U ,9) 3I CV .92 
是 C^ 相 容 的 


; l 
(LxY)p=lim Fx (g) „Yg Yp) 


C*? compatible 


Lie derivative 
_d 
= dt (Q-,) * Yop) |s=0 


a 9 

Rix = aul D agl* + Th — PPS Rije = Ri, 
9 Kk 均 称 为 黎 曼 曲率 张 量 
Ric(X,Y) = ER(e;, X,Y ,ei), 即 里 奇 曲率 张 量 是 一 


个 (0,2) 型 张 量 场 . 由 对 称 性 知 
Ric(X,Y) = Ric(Y,X) 


亦 称 第 二 类 克 里 斯 托 
费 尔 符号 


Riemannian curvature 


tensor 


1 
Cija = Rije — a) {Ragu Raga t Raga — Rigi} + 


conformal curvature ten- 


亦 称 外 尔 张 量 


Ci jet 


sor 
射影 曲率 张 量 projective curvature ten- 
ij 
sor 


: : exterior differential op- 
ZPM. R) 光滑 p 次 闭 | space of smooth p-closed 
' 形式 空间 differential form 
BIM, R) 光滑 p 次 怡 当 | space of smooth p-exact 
i 形式 空间 differential form 
A de Rham cohomology 


E laters iis ES 
(n— D (n— 2) LikZil BuBjg 


Pl — Rl H OLR 0 RaYRECR AER il ES i 


对 于 任意 ww € A’(M);1.d(a, + w) = dw, + 
dw.;2.d(w, A w) = dw A e; + (— 1)?a, A de»;3. 
# f E AM). WM did = 0 

Z(M, R) = {o o EME M ERAR p KWER) K 
ANIC p 次 闭 形式 空间 
B^'OM,R) = {wlw 是 流 形 M 上 的 光滑 p 次 恰当 形 
A) 表示 光滑 b 次 恰当 形式 空间 


表示 流 形 M 的 第 pp 个 德 . 拉 姆 上 同调 群 . H’ M,R) 
中 的 元 素 称 为 同调 类 


# fc ACM), Wil df 
RÆ f 的 微分 


亦 称 第 p $8 - Dri 
上 同调 空间 


group 


M M 5| fire 
it M Ein 4EC? 流 形 ,PTM) 为 M 上 的 Ce 向 量 场 
仿 射 联络 空间 .M 上 的 仿 射 联络 是 指 映 射 VYV:T(TM) X 
(TM) — POM) ,满足 四 条 公理 


亦 称 协 变 微 商 


X dimM = 2 Hj, 
KOGYO 恰好 是 MM 在 
P 点 的 高 斯 曲率 


l A PEM,Xp€Te(M).YHM Elf) C iS RES. E 
变 导 数 X Vx,Y = (VxY)p 


对 任意 两 个 不 共 线 的 切 向 量 X,Y € TrM, 
ROX,Y,X,Y) 
pene g(X,X)g(Y,Y) — [g(X,Y) }? 


ROX,Y0Z = Vx(Vy¥Z) — VyCOV xZ) 
m V tx,y]£ (X,Y,Z € I'(TM)) 


(ee 


拉 普 拉 斯 - 贝 | Laplace-Bertrami opera- 


尔 脱 拉 米 算 子 | tor 


AF E 


le” 


设 (V,w) 是 一 个 辛 空间 , CV o) 的 自 同 构 的 全 体 构 成 
群 GL(V) 的 一 个 子 群 记 为 SP(V ,w) ,特别 地 ,标准 辛 
空间 (K”?,w) HAARA SOn K). EKER, 
则 把 S,C(2n, K) RWA Spn), HPA 2n. HESE RE 


A 


symplectic group 
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ER 
RE 


带 边 流 形 M 中 全 体 边界 点 的 集 


微分 流 形 M 在 PP 点 处 的 全 体 切 向 量 的 集 记 为 TpM ， 
称 为 M 在 书 处 的 切 空 间 
f:M 一 NN 是 可 微 映射 ,fp:TpM 一 TypyN 称 为 可 | 若是 微分 同 胚 , 则 
微 映射 了 在 已 E M 处 的 切 映射 VY PE M,f.r 是 同 构 


TM 流 形 的 切 从 tangent bundle of mani- | (TM,z, M) 称 为 微分 流 形 M 的 切 从 ,简称 ZTM 为 M 
fold 的 切 从 
by PA 4 ry , 若 :M N Eí 
设 f;M 一 NN 是 流 形 M 到 NN 的 可 微 映射 ,Tf:TM- | EI 是 微分 
Whitney sum of vector 
bundles 


流 形 的 边界 | boundary of a manifold 


TpM 47] 25 [R] tangent space 


T pM 是 实 dimM 维 向 
量 空间 


tangent map at a point 


A] Bf. TIM 一 
TN 称 为 的 切 映射 Wo Pad 


TN kf 
£,7 APR n HE. HET] RATE) CO ECGD — BON | 亦 可 看 成 积 从 EX7 
自然 投射 . EODEM. T B 是 十 天 维 向 量 从 , 称 | 由 对 角 映 射 f:B 一 B 
为 《与 了 的 惠 特 尼 和 


X B 决定 的 诱导 从 
H E= (E, n, M) Æ n tE EA, WER A 


X C—TMBL.XCOSS 
RPR A [5] EAA E HI BK DUC E M 的 欧 拉 示 性 数 


向 量 丛 的 
惠 特 尼 和 


表示 ROX,YOZ 在 M WHEJANOMO 上 的 投影 . RHR 
是 逆 的 曲率 张 量 


(KF) 拓扑 空间 topological space | 确定 了 拓扑 7 的 集合 X 称 为 拓扑 空间 
' 它 是 包含 4 的 最 小 闭 集 


U(a,0)— ix|a—6«x«a4-0) EE a 的 6 令 域 点 a 
称 为 邻 域 的 中 心 ,6 称 为 邻 域 的 半径 


o 
ETE 去 心 邻 域 deleted neighborhood U (a,0)— (x|0 |x—al«0VERI Ex a 的 去 心 的 9 MEME 


邻 域 
D 


M 
称 距离 空间 


neighborhood system 点 工 的 邻 域 的 全 体 称 为 过 的 邻 域 系 
X,Y 为 两 个 带 有 基点 的 拓扑 空间 .ro,yo 分 别 为 


XVY 拓扑 空间 | wedge sum of topologi- | v ,y 的 基点 , 子 空间 XX Qu U (no) XYCXXY 
B BRI cal spaces 


mA X MY WEA 


XAY 拓扑 空间 smash product of topo- Bep X X Y/X V YERA X,Y 的 碎 积 
的 碎 积 logical spaces 


Va = {lesez ser) |e; € R'e*ej—ój.1sxi,jx 
k) TER" Xo X RRP) 的 诱导 拓扑 之 下 ,Vi 为 一 
个 紧 致 流 形 , 称 为 斯 蒂 弗 尔 流 形 
Xd. cel HHL : ud "xa 
4 设 M 为 度量 空间 (X,d) WEE, 定义 OM = 
A 
F 


X|dla,z) < e) 称 为 以 a HHOH e IER 
| | | 集 A 的 全 体外 点 组 成 的 集合 称 为 4 的 外 部 ， 


设 (X,d) 为 度量 空间 ,a € X,e > 0,Be(a) 
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亦 可 记 为 Bl(a,e) 


| 
亦 可 记 为 B(a,e) 


亦 可 记 为 diamM 


Xdla,7) x e) 称 为 以 a 为 中 心 的 e 闭 球 


IL faf 与 拓 d 


large inductive dimen- | 这 是 在 正 刚 空间 中 利用 归纳 法 定义 的 维 数 , 若 空间 | ON RR AG SF BL A 
JE 这 是 在 正则 空间 中 利用 归纳 法 定义 的 维 数 ,车 空间 | CEP RE €". 
sion 


X,Y 同 胚 , 则 indX = indy 


in 数 
逆 极 限 | inverse limit AR (Xanh, A) 的 北极 限 亦 可 记 为 limX。 


EE A & convex envelope 和 内 所 有 包含 4 的 凸 集 之 交 称 为 4 的 凸 包 络 


若 f,g:X>Y 都 是 连续 映射 ,T= 二 [0,1], 且 存在 连续 
= [n] 4e homotopy 


ix HH EROS f slg 
f(r) He D=gl2) MM fog 称 为 同 伦 映射 , 记 为 | 的 一 个 同 伦 或 伦 移 
foe XY. 
fiX—Y Biz SERN. H S KI k Ie EM Be OF 为 
la) A 2 ` 称 空间 X5 Y lel A 1d A XY 


上 zi 表示 赋 范 空间 中 xz 的 范 数 或 实 空间 中 向 量 a 


亦 称 拓扑 映射 .拓扑 
变换 
欧 氏 空间 的 向 量 x 的 


映射 HX XI YMA ee X,H (2,0) = 
homeomorphism 


Ei 的 赋值 . 记 为 ‖ all 长 度 概念 的 推广 
| 
» 维 欧 氏 空间 n-dimensiona uciidean 亦 可 记 为 


Space 


d — ^J X y 


lk F EBR)sfEBI EL IBI dn FP". ich PF 
是 实数 域 时 记 为 RP”; 当 玉 是 复数 域 时 记 为 CP". X 
是 四 元 数 域 H. 记 为 HP" 


T 


chain group 天 是 复 形 ,C,( 天 ,Z) 称 为 天 的 9 维 链 群 亦 可 简 记 为 Cs(K) 
H, n 2E [n] Và 8E 


: n-dimensional homology 
' : group 
H" n 维 上 同调 群 


n-dimensional cohomolo- 
gy group 
n AU) WS n-dimensional Cech co- 
n 上 同调 群 homology group "(OO —linH" ON XS. X 的 n HEU E E] a BF 
v n H H Ak n-dimensional Čech ho- 
H 同调 群 mology group 2 CX) = limH, (N3) 表示 X B n 维 切 赫 同调 群 
E ; h 
n HE [n] (E BE n CX) E BR A CS" 50) CX ce) BO [4625 4E 


] n-dimensional projective 
P n 维 射 影 空间 


space 


T” = S! X SIX X S! 


H, (K, A)=Z,(K,A)/B,( K, ARRA K BLA 


. 


为 系数 群 的 二 维 同调 群 


H"C(X,A) -Z"CK,240/ POK AREER K UJ A ON 
ARRAN n ELGAR 


ef 


n 
Tp 


BERS Enpa (Sn, CSEL), 3X4 n>k+1 e ; n] ASAP £f [n] £ 


sq 斯 廷 罗 德 Steenrod square 
方形 运算 | 
S 斯 廷 罗 德 Sy lzy) = > S (r)ZLiCy) Bl x MED $8 p 次 
sp us Steenrod power i+j=r 
ftis Tun 


表示 微分 形式 o. 的 外 积 . w A q= Anyi (oG). 其 中 
«e À 1 外 积 exterior product 4i+1 是 反对 称 化 算 子 ,是 不 次 矢量 ,了 是 :次 矢量 ,ow 


A7 是 (十 人) 次 外 矢量 
lamete a . | 单纯 复 形 K 中 诸 单 形 直 径 的 最 大 值 称 为 复 形 的 网 
de 映射 度 degree of mappin Bf: S" > S" 是 映射 ,a 是 HS") BE BC MS C) 
: i li = pa. 其 中 整数 o 称 为 的 映射 度 . 记 为 e deg C 


径 , 即 mesh = max { llz—y || lz, yEo} 
sE 


9 
ô 


So lay) = X Sq/(z)Sgt(y) B z EGET BHI 
jtk=i 
运算 


D 


Jh nf ig 2g St; 


亦 称 拓扑 度 , 又 称 布 
劳 威 尔 度 
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ECEDTONECIT TII x 
EEETTT um function | [4,6] 表 示 [a,6] 上 连续 函数 的 全 体 
$5 次 可 积 integrable function space | L^(Q, Bp) (col pl) dé WU HE zs a] OQ. 52. wo) ER 
i 函数 空间 of order p 


测 而 且 p URRY BR A e PE 


: C"[a.5](oo29 nz D ela. hb] n Br 3E £x n] ok PROC 
C* class function space 
全 体 
对 于 所 有 ,函数 了 是 Cr 类 的 . 亦 称 了 是 光滑 的 


C» : WN FERARIE  P:W> Nb? Fog IP, QU) 一 
ge PV) 是 C* 的 .U,V 分 别 是 W,N 的 坐标 邻 域 
本 性 有 界 essentially bounded | L^?(Q, B, 4) 表示 Q E ORT. oA A o Mj AZ 
EE EE function space 全 体 
RX AMSA AX 的 任意 两 个 不 相同 的 点 都 有 
KM 不 相交 的 开 邻 域 则 称 X 为 豪 斯 多 夫 空间 


Bar (ryt sy = (y) ry E RY FEM 
Hilbert space 


Nxw = {f:f(K) CU), 其 中 KCX 紧 致 ,UCY 为 


compact open topology 开 集 
cell of dimension n 给 是 空间 X 的 子 集 


一 个 空间 和 中 的 CW 复 形 是 满足 闭 包 有 限 和 诱导 弱 
-complex 


拓扑 两 项 条 件 的 胞 腔 复 形 


弱 同 伦 weak homotopy equiva- | # f:X — Y 是 弱 同 伦 等 价 关系 , 则 
等 价 公理 lence axiom Ju ika (Xs xo) —> k, (Y, f Cxo)) 是 同 构 


Row 表示 X 上 实 向 量 从 的 所 有 稳定 等 价 类 集合 

K BF 表示 由 半 群 的 同 态 Dus > KG) 诱导 的 abelian BÉ 
KOCX) KO # KO(X) = RO(X) Q KOC) 

K(X) Kg K(X) = R(X) DB Kz0)) il 
mo [ sm 


C* 类 函数 空间 


亦 称 D; 空间 


希 尔 伯 特 空间 


Ter 


Il 
= 


Ca; 一 y)? MCR? d) 称 为 希 尔 伯 特 空间 


PK Cs [8] 


表示 所 有 连续 函数 SX Y 的 集合 


紧 致 开拓 扑 


Lp sq) 


it Mio M: 都 是 紧 致 (无 边 ) MORE AEE RR H 
边 流 形 W 5a AR OW = M, x OUM, x (1)， 
则 称 M, 与 M: B 


1 
bordism "ef ES T 
表示 所 有 非 定向 协 边 类 的 集合 
group 


gebra 


定向 奇异 oriented singular bor- 
MSO, (X ,A H 
协 边 群 dism group 


graded right module 
MSO,CPO | 一 点 的 协 边 群 | bordism group of a point 


办 称 Thom fff 


亦 称 Thom 和 群 


dem OX A) 中 定向 奇异 协 边 类 的 集合 


MSO,(X,A) = XMSO,(X,A) 


MSO,CPt) = MSO, 


表示 增 广 同 态 e， :MSO,CX) — MSO, (pt) 的 核 


MO CX . A) TERRE unoriented bordism XmO A) 中 非 定向 奇异 协 边 类 的 集合 
协 边 群 group 


graded module MO,(X,A) = XMO,(X, A) 


692 


K 数 学 


代数 学 (Algebra) 


2*:3**n 规定 0! 一] 


n! =]» 


ax 
min minimum 


factorial 


(2n)! = 2+4 46 2 ee © (20); 


double factorial Cp PIER SS qd 6*5. ncEd 


of the 
numbers by the begin- 


product n-real 


例如 , 
iu 2 xw 2€ 2 EIC 2-2 3 


表示 从 ?个 元 素 中 每 次 取出 p 个 元 素 的 所 有 不 同 组 


tr H3 


台 于 < 的 ?个 


实数 之 积 a 为 实数 ,n 为 自然 数 


ning at a 


binomial coefficient, 


combinatorial numbers 


pi BH A" 


HN oc m 


combination with repeti- 


(m-r-nm-- 1)! 
nYGm — 1)! 
Un = m, BJ m 4 TR SE UR PEK HR n P 76S E 
许 重 复 排 列 的 排列 总 数 


H” 


m 


tion 


IN FT CY a= on" 


Jk Ay Hi Ry 和 Ripa 
分 别 表示 平面 环 排列 
与 空间 环 排 列 


a. H ` 


P" 
7 = Can — 1)! (ma). Ñ m =n Ri = 


imaginary part of z z=atbi (im z=b) 


modulus of z 


z=athi (Ilz|= Va?+6?) 亦 可 用 mod z 表示 
9 一 argz 即 复数 z 的 辐 角 为 9,09 «2n 


argument of z 


conjugate complex num- 


it z=a+bi, WM z=a—-bi 称 为 z MHS 亦 可 用 z^ 表示 


ber of z 


z/ |z | (z #0), 
0 (z = 0) 


sgn z = | 


signum z 


A 的 行列 式 亦 可 用 


determinant of a square 


设 4 为 方 阵 , 则 det4 表示 4 的 行列 式 


matrix 


矩阵 A 的 范 数 为 上 A =(Tr(AA41 7 
Anxn 表示 一 个 m fT n Fl) A FB RE s Caii) myn 表示 (1,7) 
JCR E aj Hm 43 n 9] XB E 
表示 主 对 角 线 上 元 素 为 dndi sdm HATRA 
为 零 的 方 阵 
表示 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 其 他 元 素 都 是 零 的 方 
阵 , 用 了 或 EE 表示 , 称 为 单位 矩阵 
RAH 4 的 行列 式 |4| 关 0,; 则 AA-1== AA =], 
其 中 了 为 单位 方 阵 


Ay *n 
或 (aij)ux n 


inverse of the square ma- 
trix A 


KER A 中 每 个 元 素 都 是 正 的 
设 a = (a,,49,°+,a,) 是 一 个 实 向 量 . 若 ar sad ues 

An FE a.a, 的 一 个 排列 且 满 足 ar za? pt 
>ar MER = (Caf sas sag) 是 a 的 不 增 回 量 


positive matrix 


不 增 向 最 


nonincreasing vector 
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aR 
ay 


A 
中 
x 
IN 
ES 


英文 名 称 意 义 或 举例 
wa (a, ,az san) B= Cbi sbot sbn) 是 两 个 非 负 
优 于 a KAE, WMR ar Sbr eat tat tee + aris 
] formula of sum of prod- 
are SN. lies A 的 积 和 式 ,其 中 D ROSEUL 2n m) 到 {1,2,…,n) 
的 一 切 映 射 o 求 和 


br 十 bj Tee + bi-j’ ul + a 十 … 十 av 一 by + 5; 
a(A) A 的 元 素 的 和 | sum of elements of A AoxmBE.AAIMEUGoUXIG 


m 


A Rm X n BIER ym «i n,Per A = Y: Majo) RH 
c f=] 


+ Vio + bas 则 称 PRF a, wy a< p 
: p BAA n WRB .A ALA, 为 其 全 部 特征 根 , 则 
pCA) 谱 半 径 spectral radius oA) = max LIE S:DAE E 
IKin 


algebraic complement 


XB Be RAT SK 第 i 行 第 ; 列 交 叉 位 置 上 的 元 素 | 亦 称 (i,7) 分 量 


在 一 个 行列 式 中 ，(i,7) 元 素 的 代数 余子 式 


由 nn 阶 方 阵 A 的 所 有 元 素 的 代数 余 于 式 A 为 元 素 所 | 亦 可 用 A RR adj A # 
| HRA n KAEA 置 于 第 7 行 第 : 列 交叉 位 置 上 ) | 示 


在 二 个 线性 方程 组 的 系数 矩阵 中 ,再 在 最 后 增加 由 
mI RE 常数 项 构成 的 列 ,所 得 到 的 矩阵 IR Dj A dm 
" ches G,D THE 1 ,其 余 元 素 全 是 零 的 矩阵 . prm 


其 中 we 1,.2.*.,m;j = 1525*** 49 


minor 


adjoint matrix 


IRER Kronecker fH. 


5 BREL WAAG B 


WA nk Br Jr PEEL AP RAN EM RR n B 
Jr 阵 A152, 4 而 其 余 块 全 为 零 的 分 块 , 则 称 4 


TrA Jr Penis 方 阵 4 的 主 对 角 线 上 所 有 元 素 之 和 亦 称 追 迹 
为 Ai Áz e „Ak 的 直 和 ，, 记 为 


4B Be CR EEDE 4 中 不 等 于 零 的 子 式 的 最 大 阶 | 亦 可 用 CA). “RR A” 
十 方 阵 的 直 和 
4 一 4 十 4 十 … 十 4x 


数 称 为 4 的 秩 , 零 矩阵 的 秩 规 定 是 零 或 “4 秩 ” 表 示 
更 一 般 地 , 可 把 域 
换 成 任意 环 R 
A RAAE | complex conjugate ma | HAER A 的 每 个 元 素 换 成 共 辑 复数 所 得 矩阵 记 为 
trix of 4 A. 称 为 矩阵 4 B9 RAGE 
AT 4" 埃 尔 米 特 “| Hermitian conjugate ma- | 和 矩阵 A igi Jk AH BEA VERO 4 的 埃 
i dt Hi E PE trix DR K Br H Be B EF 
+ AH 尔 d ; E n MEE 4 5T ME aE EA 相等 , 则 4 称 
ASO | Kronecker's delta 


RET, T2, 


direct sum of a square 


matrix 


à) (5 SEE) G,k—1,2,,) 


系数 属于 环 及 .未 知 量 ( 不 定 元 ) 为 工 的 全 体 多 项 式 ，| WR RA RMI. 
对 于 多 项 式 的 普通 加 法 和 乘法 组 成 的 环 AE —1 


系数 属于 环 R, 未 知 量 为 Lisos L, C DARRE BARA A750 1. 
元 ) 的 全 体 多 项 式 ,对 于 多 元 多 项 式 的 普通 加 法 和 乘 | 则 规定 x? 二 1,8 
法 组 成 的 环 | 


gn) 
$, = II mE 小 项 + , 
AB we: | eyelocanic polynomial D = JJ(z ED 称 为 = 次 分 圆 多 项 式 ,其 中 避 
Erste amo 为 于 次 原 根 
初等 对 称 elementary symmetrical 
多 项 式 polynomials | 
Cri Cx) , 


例如 13490253 的 初等 对 称 多 项 式 为 TL 
2 69) 最 高 公 因 式 | highest common factor BARA 1 且 次 数 最 高 的 公 因 式 亦 称 最 大 公 因 式 


L302 = ZIZ2 十 ZIZ3 十 X213,03 = LILT} 
Cs m 


n -ary polynomial ring 


er] 


ii 
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XE 
H 


X X 4 WB E X 或 举例 


coprime ZMK f(x) 与 g(x) 的 最 高 公 因 式 是 1 

mutually prime EMIN Sil), Sala) Saa 中 每 两 个 都 是 互 素 的 

rational traction field 域 下 上 所 有 有 理 分 式 f(z)/g(x)(g(x) 隆 0) 关 于 有 
理 分 式 的 加 法 和 乘法 所 组 成 的 域 


row vector 分 量 是 a1.a2 sa, 并 排 成 一 横行 的 元 向 量 


i 


RE Ee 


(fi Cx) yer, 


ay 


fe Ë 


DEE asaz an 并排 成 一 纵 列 的 元 向 量 


column vector 


n 个 数 1,;2.*5n 的 一 个 全 排列 TETPPRILEEP 中 反 序 个 
数 的 总 和 . 例如 r(231) 一 2,r(321) 一 3 
BIKE i AB do io EON dat OG WA Go E SIL BUS ICRA 
动 的 置换 


symbol number of per- | 、 | /十 1 @#RER, 
mutation Ro TERT send = [- 1 (o ft at BHR) 
transposition 即将 数码 i 变 为 j,i 变 为 i 而 别 的 数码 不 动 的 置换 


以 天 为 基 域 的 ”元 向 量 的 集合 天 ". 称 为 天 上 的 向 量 
空间 或 线性 空间 


orthogonal vectors 内 积 为 零 的 两 个 向 量 


AES 间 中 向 量 a 与 子 空间 W 中 每 个 向 量 都 正 交 | 亦 可 表示 成 
orthogonally (a,W) —0 


inverted sequence num- 


亦 称 逆序 数 


rlilyizy""yin)| RFX 


ber 


(1,12, ttt ste) k 循环 k -cyclic (permutation) 


sgn a 置换 的 符号 数 


M 
E: 


CG, j) 
MK = R iA R”, 


3 


K 


当天 三 C 时 记 为 Cn， 
有 时 表示 成 了 


向 量 空间 


vector space 


ale | EZH 
向 量 与 子 
空间 正 交 


a vector cut a subspace 
a | W p 


Vi 与 V2 是 欧 氏 空间 的 两 个 子 空间 , 若 Vi 中 每 个 向 量 


Vil V? 正 交 子 空间 | orthogonal subspaces 5 V, 中 每 个 向 量 都 正 交 , 则 称 Vi 55 Vo 为 正 交 子 空 


间 


orthogonal complement W A Bk EC s [8] V. B — 1 7 25 [8] , W xk V RSW E 
" 交 的 一 切 向 量 所 构成 的 子 空间 


?9 是 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 子 空间 W 对 9 不 变 ， 


L 


= 


IE ZE 4b 


induced transformation 


gw 诱导 变换 


则 9 在 W 上 的 限制 称 为 8 在 W 中 的 诱导 变换 


een H«GBVH BRG HER il: Ree 


群 


亦 可 用 «X 表示 正规 


normal subgroup N ZG Bl N ÆR G 的 正规 子 群 子 群 或 正规 真子 群 


正规 子 群 


exponent of a finite | 设 CG 是 有 限 群 ,使 一 1(VYaeEcG) 的 最 小 正 整 数 ?， 
有 限 群 的 指数 | D 称 为 G 的 方 次 数 


aa normal p-sub- 群 G 的 极 大 正规 子 群 且 为 p 子 群 


normal closure 群 G 的 包含 子 集 M 的 最 小 正规 子 群 


设 M REG 的 子 集 , 则 G 的 包含 在 M 中 的 所 有 正规 
子 群生 成 的 子 群 称 为 M 的 核 


characteristic subgroup RE G 的 在 G 的 任意 自 同 构 下 不 变 的 子 群 


sylow p-subgroup 表示 有 限 群 G 的 一 个 西 洛 p 子 群 ,其 中 p 是 素数 


exp(G) 


OC) 极 大 正规 


M? 正规 财 包 


WN 
ES: 


X 


core of subset 


子 集 的 核 


C 


HcharG RE TE 8E 


Syl, CC) 西 洛 p 子 群 


S(G) 


座 socle 群 G 的 所 有 极 小 正规 子 群 之 积 
Fit(G) 菲 廷 子 群 Fitting subgroup HCW MARS EMT RCA 


R(G) 代数 群 的 radical of an algebraic 代数 群 G 的 最 大 连通 正规 可 解 子 群 
根基 group 


P ，| 群 的 直 积 有 内 外 之 
; G = G1 X Gz XxX" XG, KG = 6, OG. Q9 OG, z ‘ 
BESETA | direct product of groups E G ER Gi, GG 的 直 积 d EI 


Lud 


可 互相 转化 
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A 学 


| 89 | 中文 名 称 | axan | 意义 或 举例 | 备注 


ae 


ae b. pu E n FN, 


群 各 中 所 有 与 子 群 妃 的 每 个 元 素 可 交换 的 元 素 组 成 


GG) 


[A,B] 


(G: H) 


IG: H] 
a |G: HI 


P(C) 


SCM), Sm 


换 位 子 群 


4 与 已 的 
换 位 子 群 


子 群 的 指数 


弗 拉 带 尼 子 群 


对 称 群 


n 次 对 称 群 


zx FY HE 


—» 


p 
| | phism A B R p:A >B 的 同 态 上 


—> 一 -全 
sx 


|? 
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的 集合 Jem Z(H) 
设 < 是 群 G 的 一 个 元 素 , 则 G 中 所 有 与 a 可 交换 的 元 | aae 
素 组 成 的 集合 Jh nia oy Ca) 


CCG) Bl CoCG). ap ay 
JH ZO) 表示 

换 位 子 亦 可 定义 为 
[a,b] = aba b! 
亦 称 G 的 学 出 群 或 导 
群 ,并 记 为 DC) 


群 C 中 与 C 的 每 个 元 素 都 可 换 的 元 素 组 成 的 集合 


center of a group 


群 G B —76X 4 与 5 的 换 位 子 是 指 G 中 元 素 


t 
Re a`!b- lab, Bila, b] = a~ 1b- tab 


commutator group 由 群 G 的 一 切换 位 子 所 生成 的 子 群 


commutator subgroup of | A. BIZEBSEG BS AR TE. 由 所 有 换 位 子 La,bj(a€ A. 
A and B b € B) 所 生成 的 子 群 


ee THE H HG 中 左 ( 或 右 ) 陪 集 的 个 数 .例如 ， | (G: H) 可 能 有 限 , 也 
H = {(1),(12)} CS (Sy: H) =3 订 能 无 限 
Frattini subgroup 群 G 的 所 有 极 大 子 群 的 交 
合 M r^ 计 ZAD z Y ,M Í ET 
— M M c te 组 成 的 群 亦 可 表 成 sym(M) 
symmetric group of de- | iX |M| =” 则 AM 上 的 对 称 群 即 M 的 全 体 双 射 变 换 | 一 般 取 
gree n 对 变换 乘法 组 成 的 群 , 称 为 4 次 对 称 群 M = {1,2,.",n) 
XT 7 Sa L1 2 ` GER n XE 
pe ent E d 
C 一 和 v 
ST aspe Ü G,. H G, AMA p" Co 是 素数 ) 次 单位 根 对 亦 称 半 循 环 群 
乘法 组 成 的 群 MS G 同 构 的 群 均 称 为 p^ 型 群 


Bp 是 一 固定 素数 , 则 所 有 形 如 a/p” (n 为 任意 正 整 


prüfer additive group 数 ,a 为 任意 整数 ) 的 有 理 数 组 成 加 群 , 它 对 于 其 子 群 
Z( 整 数 加 群 ) 的 商 群 (或 称 差 群 ) 称 为 普 吕 费 尔 昌 费 尔 加 群 


H a 是 群 的 元 素 .使 w 一 “的 最 小 正 整数 ”, 称 为 “的 [ Moe 
阶 或 周期 . 若 这 样 的 ”不 存在 , 则 称 a 的 阶 是 中 或 0 


= p REG 的 阶 也 可 记 为 
order of a group EZ HG i d. 例如 , 155] = son | E (GC). 而 有 限 群 C 
i Bol 的 阶 也 记 为 [G : 1] 

. Me S 一 spy "85 A 

enerated subgroup by S (S) RE G 中 包含 子 集 5 的 最 小 的 子 群 , 亦 即 G 中 包 LUN is 

Š STOUR OY O | & S th RATE REUSE. OB FCS) 表示 D LEE LU 

群 G 的 所 有 有 限 阶 元 素 组 成 的 子 群 , 称 为 G 的 所 子 群 POLL 

由 一 个 元 素 生 成 的 群 称 为 循环 群 . 即 E 亦 可 用 (a) 表示 循环 
cyclic group » de 

(a) = (**a7?,a7' ,e,a,a?,*] 


一 个 阶 为 无 限 的 元 素 生成 的 循环 群 记 为 Co 


ege A 到 BARA TH CEA At ew 4 | 多 用 在 同调 代数 中 者 


order of the element 


满 同 态 


双 射 


monomorphism 一 BU WAS 的 同 态 上 


车 9 是 模 A B KERRI, Wm B X XSSIBI , 记 为 多 用 在 同调 代数 中 模 


surjective homomor- 


| 表示 集合 MEM ATIS. BI EM = 11.2.3. | 


bijection is M = (2,4,6,--] , lij 0:n2n 是 双 射 | 一 
homomorphism CHG dem RBG 到 群 吕 的 一 个 同 态 .有 时 也 简 记 | 在 环 或 其 他 代数 系 也 


代 数 学 


UD NM ame pepe. | 对 环 、 域 . 模 等 代数 系 


可 构 
PERA 4 到 B 的 一 个 映射 ,a E A 元素 <“ 在 映射 9 
stable subgroup 


中 或 二 表示 | 


之 下 的 像 ,一 般 用 gla) 表示. ZRH a? 或 ag 表示 
设 CG 是 nn 元 集 02 = (a1,05,***,2,) 上 的 置换 群 ,a C NQ, 
则 Ga = {gle E G,a€ =a}, BI G 中 一 切 使 a 不 动 的 
置换 组 成 的 集合 

TE GE&nmSO0-!íaea.a,- 
Hj o6 = (af|g € G} 


Ga REG HF BE 


of ROT. 
B IGI = [Gal + Io] 


san} 上 的 置换 群 a € 2, 


set of image 


自 同 态 rin EE Sem | 群 G 的 全 体 自 同 态 对 变换 的 乘法 组 成 的 半 群 亦 可 记 为 ECG) 


群 G 的 全 体 自 同 构 对 变换 乘法 组 成 的 群 


Aut G automorphism group 
InnG "PITT inner automorphism | G 是 群 ,a € G,rm:z 一 aza-1 是 C@ 的 一 个 内 自 同 构 ，| 亦 可 简 记 为 1(G). th 
group GC 的 全 体内 自 同 构 组 成 一 个 群 , 称 为 C 的 内 自 同 构 群 | dara! 写成 a ixa 


ABE group of outer automor- | # G fi B [B] £j BE Aut(G) 对 于 G KA B Etag 


phisms Inn(G) 的 商 群 , 称 为 C Ab B IS] HS HE 


.— | right regular representa- 
iid ns 
E 全 形 daa S(G) 为 群 G 上 的 对 称 群 ,R(G) 为 C 的 右 正则 表示 ， 
i j R(G) 在 SCG) 中 的 正规 化 子 称 为 群 C 的 全 形 


域 上 全 体 交 阶 可 北方 阵 对 乘法 组 成 的 群 , 称 为 域 下 
般 线 性 群 上 的 一 般 线 性 群 , 它 与 域 怀 上 的 2 维 空间 Y 的 全 体 可 
— fe general linear group 


G 为 群 ,G 上 一 切 置 换 re 一 | ^) (g € G) 组 成 的 集 


合 , 称 为 群 G 的 右 正则 表示 


R(G) Æ G 上 对 称 群 
"T 


逆 线 性 变换 组 成 的 乘 群 GL(V) [8] 4] Be GL CV 亦 称 


一 般 线 性 群 
PGL,CF) 射影 一 般 projective general linear | 域 忆 上 = 次 一 般 线性 群 GL, GE) 关于 其 中 心 所 得 的 商 
线性 群 group 群 , 称 为 六 上 射影 一 般 线性 群 ”- 
SL,CF), ud UnsbF Ff 2 | 乘法 组 | SLE) GL, (CF 
2 特殊 线性 群 | special linear group d. 上 行列 式 等 于 1 的 全 体 n 阶 方 阵 对 乘法 组 ee CF) 的 
射影 特殊 projective special linear | 特殊 线性 群 SL,CF) 关于 其 中 心 所 得 的 商 群 , 称 为 域 
线性 群 group 上 的 射影 特殊 线性 群 


了 是 特征 不 为 2 的 域 ,S 是 片上 任意 一 个 固定 的 nn 阶 
up ix ERABER.O,CF.S)— {AJA E Fix, BH A'SA— 
5S) 是 一 个 群 , 称 为 上 (由 SS 定义 的 )n 次 正 交 群 


由 实数 域 上 所 有 n 阶 正 交 方 阵 (4' = Aw!) 对 乘法 组 
成 的 群 , 称 为 n 次 实 正 交 群 
由 实数 域 上 所 有 行列 式 等 于 1 RD on 阶 正 交 方 阵 对 乘 
法 组 成 的 群 , 称 为 n 次 旋转 群 


orthogonal group 


EE 


PO,(F,S) | 射影 正 交 群 
SP», (FJ) 3g 


. PSPA4CPF,J) 


rotation group 


projective orthogonal 
group 


IE AE HE O,CF ,.S) 关于 其 中 心 的 商 群 


J ÆR FE Qn By a SÉ AR RE Fox 中 满足 AA 
= J 的 一 切 A 组 成 的 群 , 称 为 上 的 Zn 次 辛 群 


EAE SP2, FJ) 关于 其 中 心 的 商 群 


元 素 为 复数 的 nn Bp PS RB EE B5) e e ORT AB PE 36 TAS 2H 
成 群 BRA n 维 西 群 


Ulu) 中 行列 式 等 于 1 的 所 有 矩阵 形成 U(z) 的 正规 
子 群 , 称 为 特殊 西 群 


Me d BE 与 SO(n) 局 部 同 构 的 单 连通 李 群 称 为 旋 量 群 
非 SRA 有 关于 运算 “十 ”与 “…” 组 成 的 环 记 为 (R， 


symplectic group 


projective symplectic 


group 


U,CF,K) 


unitary group 


special unitary group 


R HERH. fi na — ((V a € FO WENES A a,i aig oes 
Jj RERE. EXPER n RFE TE BK R BERE D oo a B Pa 的 
0, 例 如 ,CharZ; = n, CharZ = co T JN Hi cnie fe AN 
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UCRO,R* 


单位 群 
wif 


zu 


©% 


(a) 


Qa + 环 的 直 和 和 direct sum of rings 


radical of an ideal 


] 


o 


组 成 的 环 
亦 简 称 J 根 , 有 多 种 
JCR) TE f fp gk | Jacobson radical R 无 本 原理 想 时 ,规定 :J(R) — R 
的 直 积 ,都 常用 中 或 
理想 亦 即 R PEA S 的 所 有 理想 的 交 a dy) 


B 


ICS) ,ann S; 


r C$) ,ann S, 


REACH REELS CHO A Bo) RAY E 
及 为 环 如 果 保 持 玉 的 加 法 不 变 , 而 乘法 改 为 “8 二 
限 和 Maza € Fiz; € G) 的 乘法 而 得 到 的 上 的 
主 理想 环 中 包含 元 素 a 的 最 小 理想 亦 可 用 (a) 表示 
A 为 交换 环 R 的 理想 . VA 一 lala € RA na" € | 亦 称 理想 A 的 根基 


乘法 组 成 群 , 称 为 RR 的 单位 群 .例如 ,整数 环 Z 的 单位 RE 
ba, M) R 对 于 原 加 法 和 新 乘法 。 也 组 成 环 , 称 为 RR 的 
i RR 是 有 单位 元 的 环 ,G 为 群 ,一 切 有 限 和 axi 
iia ii i M 

代数 

对 于 加 群 的 直 积 也 常 
R=R, ORO BR 或 R= Ri 十 Rs 十 十 RR,， 

理想 的 根 

Ayn 与 a 有 关 ), 称 为 理想 4 的 根 

w g = {ai saz," sdn} 

| WK x 组 成 RR 的 理想 , 称 为 A 与 8 的 商 
R 5 & No 


z 


- D 
^ 


HA UZ) = (1, - 1} 
inverse ring 亦 称 反 环 FFR Re? 
i IR 
€ Rs € O 关于 其 (类 似 于 多 项 式 的 ) 加 法 与 乘法 
域 F ARE GC 构成 的 群 环 FL[G], 再 加 上 站 中 元 素 与 有 
F(G) 群 代数 group algebra 
环 R 的 所 有 本 原理 想 的 交 , 称 为 R 的 雅 各 布 森 根 . 当 ， 
PABA; RFS lA 
RI R Æ R, Roe Ry HAA 
+ 表示 
AB 是 由 一 切 元 素 
A,B 是 环 R 的 理想 , 则 一 切 有 限 和 S a;b; (a;i € A bj 
H rodu als ij i 
AB 理想 的 积 product of ideal € D 组 成 RR 的 一 个 理想 , 称 为 理想 4 与 8 的 积 abla € A,b € B) 生 
成 的 理想 
设 B EXHAR 的 理想 , 则 R 中 满足 xB = 0 的 一 切 
左 零 化 子 IE R PiE rS = 0 的 一 切 - 组 成 的 集合 ICS) 是 尺 的 左 理想 


quasi-nil radical 


Q 


TR + 组 成 的 理想 , 称 为 B 的 零 化 理想 
Vorne Yt R f Ac EXE LIE E AR ZO Rte CLR 


E NEM 
N, — | 林 文 获 基 根 | Livitzki radical 环 的 惟一 最 大 局 部 等 罕 理 想 称 为 R 的 林 文 获 基 根 | | 
F (a) 单 扩张 simple extension 包含 域 F 和 元 素 a 的 最 小 扩 域 亦 称 单 扩 域 


S = (al ay ea， 
ERR FMT RS RED TERE PER FAS e E 
的 最 小 域 记 为 FCS), CER F A HK Jod 23 
CE， F) 可 能 有 限 , 也 
可 能 无 限 


extension of a field 


F(S) 域 的 扩张 


(E: F), 
LE : F] 


EMF AT EMI EERE EARS A. EEFE 
的 维 数 称 为 扩 域 的 次 数 或 扩张 次 数 


F ERE WR LACE|F) 是 巨 的 使 己 的 每 个 元 素 不 
动 的 全 体 自 同 构 组 成 的 群 


ERR FWP RG 二 A(E|F) >G, E 中 所 有 对 
于 G1 中 任 一 元 都 不 动 的 元 是 的 子 域 , 称 为 子 群 Ci 
所 属 的 域 
假设 同上 ,又 Ei BENFRE POE, CE. or 
所 有 不 使 Ei 中 任意 元 变动 的 元 素 之 集 是 C 的 子 群 ， 
称 为 子 域 E, 所 属 的 群 


degree of an extended 


field 


Galois group of E over F 


field belong to subgroup 


扩 域 次 数 


EtfrF ER 


AGIP) | UE BBE 


E(G,) pon FOEG)<E 


FHR E 所 
属 的 群 


C (五 | ) group belong to subfield 
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Fs, GF(q) 


zB 
4m 


XE 
Hk 


: E 
m 
RE 


中 文 名 称 英文 名 称 意 x 或 举例 
元 素 个 数 相同 的 有 限 


有 限 域 finite field Fy 或 GF(9) 表 示 元 素 个 数 为 9 WARR 域 都 同 构 


"TT 表示 有 理 数 域 在 p 进 赋值 下 的 完备 化 域 p 为 素数 


+ 
v v 


KCL J] 


GU CA) 


GS(V) 


JcCMD 


DCA) 


deg A 


IndA 


BsiA 


po 


(rs yz) 


t = 
Er < 


Der CR) 
Corad (C) 


| KK|FP) 


tr. degrK 


NE (a) 


Ts (a) 


Xr CO) 
H(F) 


(F ,9) 


|e fa] 


p 进 整 数 环 全 体 p 进 整 数组 成 的 环 , 称 为 p 进 整 数 环 ETT. 


JE 3C Uii formal power Seria ring ios A9... *** Is] RR PRICE K 中 的 形式 震级 m i 
l* , EV m 


G NEU CAD 是 G 分 次 代数 A = Ae 的 单位 群 . 4 
的 一 切 分 次 单位 组 成 U0(A4) 的 一 个 子 群 


TE 多 是 域 尺 上 的 向 量 空间 ,7 的 一 切 非 奇异 半 线性 变换 
TE RTF | ion group 组 成 群 , 称 为 半 线 性 变换 群 


雅 各 布 森 | Jacobson graded radical | ÈA CAURI, M HIK RIR. M 的 一 切 分 次 极 大 模 
分 次 根 的 交 , 称 为 M 的 雅 各 布 森 分 次 根 


分 次 单位 群 


graded unit group 


semilinear transforma- 


导 子 E AN 环 RR 的 导 子 , 即 R 的 满足 6(a 十 56) 一 64 十 65 与 6(ab) 
TES = (6a)b + a (b) 的 变换 6 
A 上 微分 ring of differential oper- NEN dia 
算 子 环 ators over A 称 UPoP (A) 为 4 上线 性 微分 算 子 环 
设 4 是 域 上 中 心 单 代数 ,上 且 (4 :天 ) = m? SR m 
舒 尔 Schuürindex A 是 域 F EERE RARA, H AS M.D), HF 
ie DF ES Bf BK deg Dy A 的 舒 尔 指数 


LN 一 AUR B E Bon 的 理 相 , 则 称 AE A GHAR 
subideal 
T-ideal 


B 尺 是 有 单位 元 的 交换 环 ,S 是 R KRAFT SE. 则 一 
ring of fractions 切 a/s(Y a € R,s € S) 关 于 分 式 的 加 法 和 乘法 组 成 
环 , 称 为 R 关 于 的 分 式 环 


= A, 其 中 B, Bi, 的 理想 , 则 称 B 是 A 的 次 理想 


设 工 是 代数 4 的 一 个 理想 . 如 果 对 4 的 每 个 自 同 态 9 


指数 
次 理想 
7 理想 
分 式 环 
ER 


符 


Sas EP EBMER RY KIB Sp 二 RNP. 称 
? d Sp ip 在 RP AU aE ERAS P Dn REE 
称 (zy)z — zx(yz) 为 非 结合 代数 中 三 个 元 素 ny 
associator 的 结合 子 
BARRA SFM 53 38 35 [ 0,,02 ] = 0105 — 050, 
NOTER 之 下 组 成 的 李 环 , 称 为 导 子 李 环 
余 代 数 的 余 根 余 代 数 C 的 所 有 单子 余 代数 的 和 , 称 为 C 的 余 根 


a number of F-conjugate | 设 怠 是 域 下 的 扩 域 天 的 代数 闭 包 , 则 天 到 台 的 一 切 
起 越 次 数 LP IIA K RRE KAE F ERE 


KER FOBUBBRIKD X 2 EFKE KARAM: 
a 的 范 norm of a 


又 0,,0? 7,0, 为 尺 到 0 的 一 切 互 异 的 FF 共 罗 映射 ， 
a 的 迹 trace of a 


m 
Dp 


W NE (a) = ( IL oja) LK: FJ; BROW K 中 元 a 的 范 


K 是 域 的 有 限 次 扩 域 ,2 是 FF 的 含 K 的 代数 闭 包 ，; 
又 0,,05,*,04, N K F) QBI—U] 8 SERO FEAR, 


A TE (a) = [K+ F] * E ota) 称 为 中 元 a 的 迹 
E 
me set of positive cone — | Xp 表示 实 城下 的 全 部 正 锥 组 成 的 集合 
Wr TRESEFI AXES. XH 表示 上 所 有 包含 
序 空间 j space of orderings 的 正 锥 所 组 成 的 集合 FIOR SE EAR PT) 的 序 空间 
B F 
赋值 域 带 有 赋值 9 的 域 下 , 称 为 赋值 域 ird 的 域 
mm R Peer M SOR DIRE pcs ur 
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submodule 4 MRR 4 是 模 M 的 一 个 子 模 WOMEN 
i 4 是 模 邓 的 一 个 子 模 . 如 果 对 M 的 任意 子 模 Z 有 | 即 只 有 M 才 使 4 十 M 
> small submodule A+Z=MYPpAZ=M,WRAAMB)THR,i | = MTIR ARRA h 
为 4 一 AM 子 模 
B 只 有 (o 使 
i 4 为 模 MM 的 子 模 , 若 对 好 的 任意 子 模 2 有 4 门 2 ee 
large submodule — OA Z 二 0, 则 称 4 为 从 的 大 子 模 , 记 为 4 四 及 d cue 


i MAA RE, MPA IE r, On) & Re B) m £8 RC] 
集 是 M 的 子 模 , 称 为 奇异 子 模 , 其 中 
rr(m) = {rir € R,mr = 0) 


设 R 是 有 1 环 ,M 是 左 R 模 ,xE€ M.idannarz-— {a € 
R|ax = 0}, 称 为 x 在 RR 中 的 阶 理 想 


M 是 左 R, M= Homz(M,Q/Z) 对 于 (上 e r)(r) 
= f(rx)f € Mt,r€ R,x € MD tH RR RA 
M 的 特征 模 


: a Men pod ian Md diui 
M 的 本 质子 模 , 则 称 = 为 M B Oed BE gr 


R-Mod RHB 所 有 左 尺 模 构成 的 范畴 , 称 为 左 尺 模 范畴 


dni dn 
H"(X) 上 同调 模 cohomology modules & Xe Xm! X^— Xrtl_» oe BIRR E 


IEA r E RPS 
化 子 . 记 为 (0 : x) 


的 复 形 ,H*(X) = kerd"/Imd"! , gg X W E [E] SEES 


Tor®(M,—) KF Tor functor Tor MERA REA Tor OM, 一 ) 表示 M Oe” 的 左 导 
HAT 
Zh T H ys P , j 
左 投 射 维 数 | left projective dimension | 表示 MAA RBM 的 左 投射 维 数 dide iia 三 数 , 记 
T。pdaAN 右 投 射 维 数 right projective dimen- 表示 N WE REN 的 右 投射 维 数 亦 称 右 同调 维 数 , 记 
sion 为 r.dhrN 


FR R fy 7c HEX 
I, gl. dim R = sup (l. pdrM|M € ER) 


环 R 的 右 整 体 维 数 
r. gl. dim R = supír. pd4 M|M € pre} 


AA SHER | right injective dimension | RMA REN 的 右 内 射 维 数 


l. el. dim R 


left global dimension 


r. gl. dim R 右 整 体 维 数 | right global dimension 


左 平坦 维 数 left flat dimension RRE R Ë M 0143 | tt ud | 
右 平坦 维 数 | right flat dimension ond RN 关 0 的 右 平坦 维 数 亦 称 弱 右 同调 维 数 记 
为 w.r.dh&4N 


BMR M: Mz M, ARE. BANA or :AM 一 
biproduct M 5 nj, M Mj WE rjo; = 0j 5j Nom = lu. DUI f 
XM 是 模 M,,M2.-°,M, 的 双 积 

K 是 一 个 范畴 ,天 的 所 有 对 象 构成 的 类 称 为 天 的 对 
象 类 

A,B RB K 的 两 个 对 象 .由 4 与 B 所 决定 的 一 个 
集合 称 为 4 与 BB 的 ( 态 ) STA 

表示 在 范畴 中 , 设 aE€ Morx(4,8B), 则 称 4 为 ( 态 ) 射 
a 的 域 

在 范畴 中 , 当 aE Morx(4,B) 时 , 称 B8 为 ( 态 ) Hay 
上 域 


表示 模 M 的 所 有 极 大 子 模 的 交 


class of objects 


亦 称 为 由 4 Bl BAO 
或 态 身 


Morg (A,B) ( 态 ) 射 集 


Codi. 


set of morphisms 


( 态 ) 射 的 域 


domain of a morphism 


( 态 ) 射 的 上 域 


codomain of a morphism 


亦 即 M 的 所 有 小 子 模 
Js BD M 的 所 有 大 子 模 
的 交 

对 群 、 环 等 代数 系 也 
有 类 似 概念 


rad (M) 模 的 根 radical of a module 


c 
E 


Soc CM) 模 的 基 座 Me tie of module 
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表示 模 M 的 所 有 极 小 子 模 的 和 


PEI RE ASI BB —^ n S BRA. 
RAER P'O) X om 


Fr B PESCE 


代 S F 


ao E R FHAR | 


. RAB BmM-^- [Au 5, A/K a : 


! eo BRF EREZA VY) or ag RTE RRR EA . 
对 偶 空 间 | dual space 空间 , 称 为 V 的 对 偶 空间 V* Bl Home(V,F) 


numerical range of a ma- | A € C™",#RW(A) = (z* Ax| x € C',x*xz— 1) 为 
(A) kp BE AA) BY numerical radius of a | A € C"*^,8& max |Z| 为 4 的 数值 半径 
值 半 径 matrix ZEWA) 


( 
Vi 


设 o 是 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,ao do B9 — TH 
特征 子 空间 | characteristic subspace 征 值 , 则 对 应 于 Ao 的 全 体 特 征 向 量 和 零 向 量 组 成 的 


0 


symmetric class of ten- 


张 量 对 称 类 


sors 


category of topological 


KESTE RTE) 的 线性 变换 S$, 一 DY of 
T(G.x) 对 称 化 算 子 | symmetrization operator “cp 
为 对 称 化 算 子 ,其 中 G; 为 置换 群 
| 设 COV 是 张 量 空间 ,z 是 群 G 的 不 可 约 特征 标 ,7T(G， 
ViCG) z) 是 对 称 化 算 子 , 则 称 IMT (Ga) 为 关于 G 和 x 的 张 
量 对 称 类 
A= Gi 为 办 阶 复方 阵 ,G 为 S。 MERE. f GJ 
dt(A) | 广义 矩阵 函数 ee matrix func- | c see aga WR ECA) = Bf) H auo 为 广义 
矩阵 函数 
RV WRK (charK 2 22 上 向 量 空 间 ，AY 为 天上 的 
POS ME E | 格拉 斯 曼 空 间 , 则 直 和 AVOAVO-@OAV spi, | MRS 
玉 上 代数 , 称 为 了 Y 上 的 外 代数 
B E Æi K(chark = 0) 上 的 向 量 空间 ，V* 是 EE 的 
VE 对 称 代数 ”| symmetric algebra PRM, WM V E -& VE TAR K EZR 
ORA E EMMA 
设 V ERK Eg BASH. WEES j:V > CP 在 
Sy WA Sv involution Sy Cy — CQP HRA REANA, Ret C REV B yu 
| 利 福 德 代数 Cy 的 反 代数 
设 LT eae 是 V 的 向 量子 空间 ,和 若 它 们 两 两 正 
正 交 直 和 和 orthogonal direct sum ZEV XHAM, MiA V =U, 四 a 四 Unm, $K 
V 为 U; 的 正 交 直 和 
由 范畴 C 作出 的 新 范畴 COCO 的 对 象 类 即 C 的 对 象 
C? XTBI yA wR dual category 类 ,定义 Home CA? B?) = Homc(B ,4) ,并 规定 fe? 
= (gf), CoC ZH GRE 
category wf Ses 以 一 切 集合 为 对 象 ,以 集合 映射 为 态 射 的 范畴 
Tp us 以 一 切 拓扑 空间 为 对 象 , 以 连续 映射 为 态 射 的 范畴 | 亦 可 表示 成 T 
category of groups 以 一 切 群 作对 象 ,以 群 同 态 作 态 射 的 范畴 亦 可 表示 成 各 
. category of Abelian | 以 一 切 阿 贝尔 群 作对 象 ,以 阿 贝 尔 群 同 态 作 态 射 的 
" (C4 € A) 为 一 个 范畴 集合 . 由 它们 所 作出 的 新 范 
入 积 范畴 product category B5 Le 为 {C;} 的 积 范畴 
no AT (A) (A €. A) 为 范畴 C 的 一 个 对 象 集 . BHR BC C 
CE j 与 一 态 射 集 具有 泛 性 质 , 则 称 BO CAU 的 上 积 
661 


AE 


符号 


IBN 


CE, |) 


PF 


gl CV) 


nCGCP) 
ICP) 


Sup X 


DL) 


x 
一 


- Lamy 
sl a | > De 
HTDI JA pope 

Nee 


be] 


LK 


RG) 


+ + 


~ 


BCK 


* * 


CI 
(X; * ,0» 


(OX ,Ox) 


XCOx) 


K(X) 


R(X) 


Pic(X ) 


Pic? CX) 


Alb(Z) 


EN 


m 


Flag (nı, 
n23*** n.) 


> 
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y 
0 


i 
uj 


中 文 名 称 英文 名 称 


IBN 环 IBN ring 


带 积 范畴 


category with product 


纤维 范畴 


fibre category 


一 般 线 性 
李 代 数 


general linear lie algebra 


偏 序 集 的 阶 
偏 序 集 的 长 


上 确 界 supremum 


order of poset 


length of poset 


”下 确 界 infimum 
lattice 


弗 拉 梯 尼 子 格 | Frattini sublattice 
a 的 正 部 
a 的 负 部 


positive part of a 


negative part of a 


极 


polar 


独立 1 理想 


independent /-ideal 


Conrad radical 


BR SE BAR 


偏 序 环 的 序 
BCK 代数 

. BCI 代数 
X B 代数 


order of po-ring 
BCK-algebra 
BCL-algebra 


two B-algebra 


稳定 子 stabilizer 


环 式 空间 


欧 拉 - 庞 加 Euler-Poincaré charac- 
SE Br IE tp teristic 


ringed space 


Kodaira dimension 


小 平 维 数 


典范 环 canonical ring 


皮卡 群 Picard group 


EFIR Picard variety 


E X m 3 Bi 
RAK. 如 果 每 个 有 限 生成 的 RR 模 的 任 二 基 中 元 素 个 
数 必 相 等 , 则 称 R 为 IBN 环 


规定 映射 | : V x C — € BEST ERO RISE 


GE, DSZ, TOO HER dU Bl FL 9 Z2 为 保 积 函 
子 . 由 此 定义 的 新 范畴 BF( 对 象 类 为 {(M,N ,a)|MM， 
N€€,aiF(MDZEFCNO RA E 5 Z WAL) 
gl(V) Ram E n 维 空间 V 的 所 有 线性 变换 在 运算 
[L4,B8]=45 一 B4 下 组 成 的 好 维 李 代数 , 称 为 一 般 
线性 李 代 数 


WFR P 的 基数 称 为 P 的 阶 
WFRP 中 链 的 长 的 最 小 上 界 称 为 P 的 长 


偏 序 集 的 子 集 X 的 上 确 界 


偏 序 集 的 子 集 和 的 下 确 界 
车 偏 序 集 工 的 任 二 元 素 均 有 上 确 界 和 下 确 界 , 则 称 工 
为 格 


X RHC 的 子 集 ,XL= {y€ Gl|ly| A lz] —0, 
V TEX) RA XKR 

独立 的 | 

格 序 群 C 的 一 切 本 质 性 值 的 交 是 一 个 : 理想 , 称 为 C 
的 康 莱 德 根 

R 是 偏 序 环 ,R+ 二 {rE Rirz 0) , 称 为 R 的 序 


一 种 有 序 代数 系统 


一 种 较 BCK 代数 广泛 的 代数 结构 
表示 BCK 代数 或 BCI 代数 ,二 者 合 称 双 B 代数 


4 是 BCK 代 数 和 的 子 集 ,4* = (r€ Xix«a—cH 
axZ 一 ayace4), 称 为 4 的 稳定 子 


带 有 一 个 环 层 Ox 的 拓扑 空间 X. MARKS ll 
n tse uk X 的 欧 拉 - 庞 加 菜 的 特征 标定 义 为 
X(Ox) = XC- Didim, Hi(X,Oz) 


i=0 


X fi n AZARAE. E X ALF 98 1E eM HER 
K(X) 称 为 小 平 维 数 


R(X) = Q HOC wg") 


环 式 空 间 (X,Ox) 的 可 逆 层 的 同 构 类 组 成 的 群 (运算 
由 可 逆 层 的 张 量 积 所 诱导 ), 称 为 X 的 皮卡 群 


X 是 代数 闭 域 KK 上 的 射影 光滑 代数 簇 ,Pic(X) 中 包 
含 O 的 分 支 是 一 个 射影 概 形 , 它 的 既 约 结构 是 一 个 


阿 贝 尔 族 , 称 为 X 的 皮卡 簇 


阿尔 班 尼 斯 艇 | Albanese variety 


格拉 斯 曼 入 


Grassmannian variety 


BU 


flag variety 


Xi 
sH 


cross product 


X Fe St RE SEH NBR. X BY Be RE SOT 88 B N ZR RR 
A X BAY Bal AK BEE NL EE 

一 个 维 线 性 空间 的 所 有 m 维 线性 子 空间 的 集合 称 
为 一 个 格拉 斯 曼 簇 

V 是 nn 维 向 量 空间 ,n= 二 六 这 之 这 0. 则 V 
的 所 有 由 子 空间 组 成 的 指标 为 (n,n2,…,n.) 的 旗 的 
集合 MRA TRE 

axb-— Ga Ab) 


备 d 


亦 称 最 小 上 界 . 记 为 
V 和 或 1.u.b.X 
亦 称 最 大 下 界 . dn 
AXmg.l.b.X 


亦 称 R 的 正 锥 


亦 称 格拉 斯 曼 流 形 或 
格拉 斯 曼 空 间 


这 里 a,5E€ RB, BRA 
布尔 集 


英文 名 称 fe Ë 


a X m 3 例 


cA=sup{ |z] |x 是 其 中 的 一 个 两 两 不 相交 的 族 }. 称 
为 布尔 代数 4 的 胞 腔 度 


satÁÀ — min {u|u 是 基数 有 是 对 4 的 每 个 两 两 不 相交 的 
sat A 浸润 度 saturation 族 z 有 |z| 二 a} 表示 4 的 浸润 度 , 它 是 一 个 正则 基 
数 , 式 中 |z| 表 示 r 的 基数 


cellularity 


xB-—miní(|z||zCB BPRS Ha X 在 布尔 代 


布尔 代数 B 中 的 每 个 
理想 Id(8) 表 示 布 尔 代数 B 中 的 全 体 理想 理想 记 为 I, 有 限 集 的 
理想 记 为 fin 
E sub CB) 3 zn FH ZR INK 
Sub 子 代数 bab 表示 无 限 布尔 代数 4 的 一 切 子 代数 所 构成 的 B 的 子 代数 所 构成 的 
格 


Ult HET | ultrafilter UltA 表示 无 限 布尔 代数 4 的 超 滤 子 的 全 体 | 
EM =N Filta 表示 无 限 布尔 代数 A 的 二 切 滤 子 所 构成 的 集 NENNEN 
4 
RADR [eene — |ZMARKEERREITBRERIRXSM| 70007 
mmm ids] X BUS TE MR H clopX se MUR X E 
$ 的 集合 代数 称 为 X 的 闭 开 代数 
其 中 rlu)=intCcllu)) Hu HEM 
| BaiX— (ac X |a 有 贝尔 性 质 } Kb a 是 拓扑 空间 X 
Afta—íx|lr€AH rxia)3X&/7R A 关于 a 的 相对 代 
要 relative algebra 数 . 式 中 4 是 布尔 代数 , 且 a€ 4 亦 称 因子 代数 
WERT, <p) BM, AAW eT, 集合 


p 
d 
-H 


torsion product Tor, CM, NO d& M M N HR ELIO 
Ext"(M,N) M,N 的 扩张 NENNEN 


Ext 


extension 


4j tjr = (analysis) 


ANM po ee 
左 半 开 区 间 | left half open interval ELE i “但 包括 端点 2 的 一 切 OR A FA a,b | 表示 
4; EFF RK la) | right half open interval MAH A 4 但 不 包括 端点 5) 的 一 切 亦 可 用 [a,5[ 表 示 


ez HX exp c 指数 函数 exponential function i US Up a a E 


= expr 


an Pera ee ree 表示 a 与 5 之 间 (不 包括 端点 4 与 端点 6) 的 一 切实 数 | er gr ae 
组 成 的 集合 
NH , IR 


n—-oo 


e — lim | 1+ =| = 2.718 281 828 459… 


通常 作为 自然 对 数 的 
底 


Xt HK PR RK logarithmic function inane a 为 底 , 自 变量 为 z BAT BB» AY Ry 一 J 


u 


2 为 底 的 对 数 | logarithm to the base 2 | 表示 以 2 为 底 , 自 变 量 为 z 的 对 数 函数 亦 可 记 为 logz 
sh c e 工 一 马 一 工 


hyperbolic sine 


S Hf i j 
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Er 
WE 
zi 
Jo 
wat 


符号 中 文 名 称 英文 名 称 意 义 或 举例 备 Ë 

UNE 
th TI F sh r er —et 
或 tanh x XX Bl 1E 0] hyperbolic tangent th z = T ee 

; chr e+e? 
iod | 
; 1 2 
ta e pie i 7 i bini DR kde. 


coth zx 


sech x 


csch x 


EX cosech z 


arsh x 


arch x 


arth x 


B X gla 1E 7 arth z = tint (-1<2<1) 亦 可 用 artanh 过 表示 
nae 

反 双 曲 正 害 arsech z = Ind + vi — z?) — Inz(0 < z < D 

反 双 曲 余 制 arcsch z = In(] + V 25 一 in x ae arcosech 2 3e 


fis. n JG PR n-ary function 表示 以 xix. xs 为 自 变 量 的 区 元 函数 


函数 
数值 


arcoth x 


arsech x 


arcsch z 


f) | 表示 函数 f(z) 在 点 a 处 的 函数 值 , 即 
I dicis 


function value 


ES 


Bt 
1 
~ 


fI? 


或 difference of the function | 表示 函数 f(r) 在 区 间 [a,6bj 端点 处 函数 值 的 差 , 即 | 这 种 表示 法 常用 于 定 


函数 值 的 差 


value f(z) |i = f0»5 — fa RL o = ft) — fé | 积分 的 计算 


常 值 函数 若 f(z) 二 c; 则 称 FCz) 是 常 值 函 数 , 记 为 constf 亦 简 记 为 f(x) 一 c 


Become 


ICs) m D pH z BA Ie) 一 工 


, 表示 由 函数 f(z) 与 g(z) 复合 而 成 的 函数 , 即 


dii RE (g e PD = g (G0) TIONEM 
m : E r-—-a 表示 工 不 趋 于 
z ETENE On TER T S E E E E SI" [lcs E A 
{an} PAF a 
= — St lc 


faz J RI ff, 在 DD 内 一 致 收敛 于 f.Bn 
lim sup | fn(x) — f(x) |=0 


uniformly convergent 


单调 递减 随 自 变量 r 的 增加 ,函数 值 A(z) 逐渐 减少 
单调 增加 随 自 变量 z 的 增加 ,函数 值 /(z) 逐渐 增加 


在 某 极限 过 程 中 , 值 可 以 无 限 接近 的 两 个 函数 .如 当 | 在 无 穷 小 量 比 较 时 ， 
1 1 表示 等 价 无 穷 小 , 记 


Slim( 工 一 0)  r-a 为 一 


limf) 二 6 表示 当 z 趋 于 a 时 ,f(z) 无 限 接近 于 | 让 可 记 为 : 当 x 一 a 


极限 右 极限 和 左 极限 分 别 记 为 : lim f(z) 和 lim f(x) Bt, f(r) — b 


“Hin | Landau's notation fla) =O (2) BA | f(a) /g (a) | FETT EAR | 比较 无 穷 小 量 时 , 表 
E PRB A ER 示 同 阶 无 穷 小 
m ， . f(x) 二 olg (x)) 表 示 在 行文 所 述 的 极限 中 比较 无 穷 小 量 时 , 表 


"m Azx 一 + 一 zo 表示 自 变量 r 的 增 量 亦 称 x 的 改变 量 


T3475 


渐 近 等 于 asymptotically equal to 
Ta 时 , 


OCg Cr) 


oCg Cr)) 


S 
: 
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函数 f B DEAE ER ES; BERE z 的 改变 量 之 比 , 当 自 变量 


df dones kde 改变 量 Ax 趋 于 零 时 的 极限 表示 为 亦 可 用 ae DS HE 
= Af _df „df 示 . 简称 导数 


lim 55 7 dz Xaz 


函数 f(z) 在 某 点 a 的 导数 值 . 记 为 


value of derived function | de df’ 


Jh up Hj fO) 或 
Dfa) 来 表示 
; a ud E 
对 FG) HSER nc Ur SH EL ai FO. 当 一 
n 阶 导数 derivative of n-order 2,30, MASS” KRRERA2HM BWSR. WA 


变量 是 时 间 MOL PICO 来 代替 5 


亦 可 用 Fe Be D'S 来 
表示 


对 多 元 函数 的 其 中 一 个 自 变量 z+ 求 导数 ,其 他 变量 暂 
视 为 常数 所 得 的 结果 


partial derivative 


a? ! : : , : 
EE fis YEA ERR | mixed partial derivative 


AX RE Hy ee SL - [3]. 


Dfa fa | 二 阶 偏 导数 | Partial derivative of 2 | 对 连续 求 一 阶 导数 ,其 他 变量 视 为 常数 
guimf , partial derivative of , ; , 
FE 函数 S 先 对 工 求 ”次 偏 微 商 ,再 对 y OR m OR An TS 


Kuv, w) he . i 表示 uyv,;w XI r, ysz 的 函数 行列 式 , 其 中 (rz,y，| ZR ER TE BI E 47 90 XX 
Kr, yz) TPN hetional determinant z),uCzyy*z),zwCzyyz) 都 是 多 元 函数 (Jacobian 行列 式 ) 


af af af 
ary Aj 07? + “se + ac d 


daz, + 


df (xz »D25*** Tp) ET 


d 全 微分 total differential 


:RR 或 R* 扩张 的 实数 系 FOR real number 把 十 oo 与 -oo 加 到 实数 系 所 得 的 数 系 IIT 
system [ en ud] 


- 把 二 重 序列 的 项 am 按 任意 次 序 排列 并 用 加 号 连续 
ZERA double series 得 到 的 表达 式 


UMS d » Eod DINE 


Age (s T 
Ar—-04- r 
b 
fCx)dx RZ 5 LEA | Riemann upper integral | fix)dx = sup Sp(f) 
a + a € 
b 
f(r)dr 黎 曼 下 积分 | Riemann lower integral | f@dz= sat SQ 


| f(x)dx = IEEE $D£25,*** ,Tn deidzz edz, 
D 


DCR" 


Vif R Varias f£. 表示 函数 在 La,56] 上 的 全 变 差 , 当 
variation a—bW EX Vzf—0;,MVif«ooH[b.Tk f Ala,blk 
HA FE AE 2E PRU 


5 om /的 变 分 m of the function- PT. JEY] 的 一 阶 变 分 aJ 一 | T E 


En 


, 


X 
= Me 
"UR 


f(a—0) 
f(a+0) 


ie 
& 
x 


f'(x) 


一 一 
e 


il 


f(x)dx ” 重 积分 


DER” 


n-fold integral 


3 


变 分 
变 差 


V uk Var 


od 


i» 
e» 
an 


， 阶 向 前 差分 


英文 名 称 


Lipschitz condition 


forward difference 
first-order 


forward difference 
second-order 

order 

first-order 


second-order 


n-order 


、 centered difference 
一 阶 中 心 差分 first-order 
62f 二 阶 中 心 差分 centered difference 


second-order 


order 


[Fdz indefinite integral 
b 
| fIG)dzx 4E TRA] definite integral 


b 
P, V. | füjdz 
a 


柯 西 主 值 


积分 号 


sign of integration 


Fresnel integral 


FEHER 


HH 


D 


logarithmic integral 


LICO liz)! 对 数 积分 


0 


B _ 


BN E- Fr HEXS 
符号 


Levi-Civita symbol 


Cauchy principal value 


O 


[e] 


forward difference of n- 


backward difference of 


backward difference of 


backward difference of 


of 


centered difference of n- 


as 之 0)， 、 Au 
单位 阶 唉 unit step function or a= f o HAPET X pa RRT KIE XA E 
E(x) BB SX EK FK ih HE Heaviside function {1 (220) 亦 可 用 HOR 
i E(x) = : 
赛 德 函数 (xr) 0 (G0) 
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& i 


E M mÓ s fil 


f€lipa à f€ Lipa RREK S WH IE. a. DEAE Ei RH 
ft 


Af Gri) — fGi- h) —fGi 


| AfD =A faith) Af Gs) 
V f Gi) =f lai) — f Gi—h) 
VID = VfGD0— VfGi—h) 


velo) Yl flx VT fri—h) 


8f GO m f[ s 


f 
j PFD S Bf ait) 8 fai) 


8*fG eril 


n 


[Fdz = F(x) +C, # pF) Bf (ze Ela, b] E 
的 一 个 原 函 数 ,C 是 任意 常数 


| 


b n 
fidx = lim Z f(£) Az, ,其 中 A = max(Azj) 
" --Di--] i 


b 
P.V. IE 


| MEUSE 十 | fdz] 


= lim 
< 一 0 十 


b M 
或 P. v.] fiodz = lim | I Cz 


| ,| ,中 分 别 表示 沿 曲线 C,， 沿 曲面 S, 沿 体积 V 
以 及 沿 闭 曲线 或 闭 曲 面 的 积分 


cost 1 


dt, S(z) = [ BE 
Y t Vox? Mi 


C(z) = 


] t 
|. 


Lice) = [SE ,高 斯 用 函数 表示 在 大 整数 :内 


近 的 素数 分 布 的 平均 密度 
Ei) = | dt , 当 z<0 时 ,在 :一 0 处 取 积分 主 什 


在 量子 力学 中 有 重要 
应 用 


在 通信 工程 中 有 重要 
应 用 

cost, 在 通信 工程 中 有 重要 
t 应 用 

1 (z>>0), 

«M rER it, sgn =< 0 


‘Ceo F 


(r=0), 

A PAAP HE 
当 rEC ht, sgn -[m des 
0 (r-—0) 


GE ijk 为 1,2,3 的 偶 排列 )， 
GE ijk H 1,2,3 的 奇 排列 )， 
CE Uk A 1,2,3 的 真 重复 排列 ) 


jo pan Qo = | fore — »dy sb foo 和 
g(r) d&Co oo, oo) AM XT n] FR PRSE 
DEM iA = 
TE 雅 可 比 椭圆 | Jacobi elliptic 
函数 function 


a3 Cu) a 
外 尔 斯 特 拉 斯 | Weierstrass's elliptic uod | oe o -i 


解析 函数 (e* 一 1)-! 在 z= 二 0 附近 的 罗 朗 级 数 展开 式 
B, BK b, 伯 努 利 数 Bernoulli’s numbers = p T » 《一 1»! A "Lad , 
则 称 式 中 系数 B, 为 伯 努 利 数 


supp 了 或 . E QE BE lB} WO ERR S H RE A hE 


质量 分 布 在 区 域 2 的 总 量 为 
[| manm- 5 neo: 
SM d M 称 这 样 的 函数 为 ORM EE ANI MESS 
MAD {0 MM) 


振幅 函数 


amplitude function 


分 中 ,a(z,9) 称 为 振幅 函数 


ARF 
— um 一 上 
gamma function T ix eee IRER D pRB 
Paa+1) =n! (a= 0,1,2,°) 


在 统计 学 和 分 子 结构 
论 中 常用 


n un 
EN 普 西 西数 ——,YQO)--—c, lim (Yr +a) - y+n)) = 亦 称 V^ 函数 
0 的 解 


FR, 第 一 类 不 完全 | incomplete elliptic inte- Ebro ct f de 
($ 椭圆 积分 | gral of the first kind © A — Hsin? g 
" 第 二 类 不 完全 | incomplete elliptic inte- | ares 
do 椭圆 积分 gral of the second kind i p 0 be fee 

9 dp 


IG) 伽 马 函数 


不 完全 
fi = PR BK 


1 - A oo 
¥(x) incomplete gamma func Y(Gr) = | e-'tz-ldt;Y(x) = | e ‘tz—ldt, 其 中 x0 
0 A 


tion 


1 
B(x,y) = | a-1(1 — 4)? dá Gy € Rj2 20, y 
0 


ODDO) 
DG + y) 


Bz, y) 
> 0;Br,y)-— 


o 
= 
& 


Vix) = i inf Cr) JE BC E Gc 4-0 — V Gc) 


In, kp) incomplete elliptic inte- 


gral of the third kind ? (1 + nsin? g V1 — k2sin? 9 


n/2 de 


as 第 一 类 完全 | complete elliptic integral K(k) = F(k, n/2) = | 


椭圆 积 of the first kind 1 一 £?sin?g 


、 第 二 类 完全 | complete elliptic integral ig - 
= , = afi — ksin? 
io 椭圆 积 of the second kind IUBE ESE NU) 0 : SUI ue 
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0 


A^ 
a 


"nr 
UG. x/2) 第 三 类 完全 complete elliptic inlegral Hin, AT = [| dp 
dicia SEINEN PAM ? (1-4 nsin? g V1 — sin? 9 


方程 O-—xry'—2zy 十 Li 十 1)y = OR RR, 


Legendre [23 


P(x) 勒 让 德 多 项 式 polvaoniial Piu 5 cc (2n — 2r)! 
r=0 


n—2r 


Zu —r)!(n — 2r)! 


数学 符号 X 
2 
方程 (1 一 ay! — 2zy + UC +1) —- 45 ]y = 0 RR, 
PP (x) AU pi emm 
PPr)-—(—1"u-—z?)2 dob) (lam = 0,1,2.,**;mx 0) 
TG) 第 一 类 切 比 | Chebyshev polynomial of | 方程 (1 — x2) y" — zy + n?y = 0 的 特 解 ， 
雪夫 多 项 式 | the 1st kind T,(x) = cos(narccos x) (n = 0,1,2,*) 
= 方程 (1 一 ry" — 3zxy 十 nx 十 2)y 二 0 的 特 解 ， 
U, Cr) 第 二 类 切 比 sin[ (2 + 1)arccos zx] 
雪夫 多 项 式 U, (2) = —————————— 
埃 尔 米 特 
H, n 
x H,(2) 一 (一 17e lect (n 一 0,1,2,…) 
方程 zx(1 一 Z) 光 十 [ce 一 (ea 十 2 十 1)zly 一 apy = 
0 的 特 解 ， 


sin(arccos x) 
z ab 
F(ajbicsx) = 1 + ut + 


associated Legendre 


function 


Chebyshev polynomial of 
the 2nd kind 


n= 051,2,°") 


方程 zy” 十 (1 a)y 十 my 一 0 的 特 解 ， 


拉 盖 尔 多 项 式 Laguerre polynomial L, (x) = Lu d" (xr"e77) (n = 0,1,2,.") 
n! dz” 
方程 光一 2zy + 2ny = 0 的 特 解 ， 


Hermite polynomial 


F(asb;csx) | BJL PRSE | hypergeometric function 


ala + 1)b(b + 1) 
21cCc + 1) 


a des 


WE xy" + (c 一 x)y 一 ay = 0 的 特 解 ， 


mS et alt ,5,.. 
es eel ae € ET 21c(c +1)” + 


OS FR IL tr 28 E JLA R 
数 或 库 默 尔 函 数 


hypergeometric function 


F(a;c;x) 
of confluent type 


方程 vey" + ry + (2? — 12) y= 0 WRB, 


=~ SS a2 
JG) = È ETa ELD 


第 一 类 柱 
Jl FER PR TC 


cylindrical Bessel func- 
tion of the 1st kind 


ans dlr)cos km —A (2) ,,, 
Ni(z) = lim ey a 它 是 贝 塞 尔 方 


程 的 第 二 解 ,可 由 第 一 类 柱 贝 塞 尔 函 数 定义 


第 二 类 柱 
N FEAR pK 


cylindrical Bessel func- 
tion of the 2nd kind 


亦 称 柱 汉 克 尔 函数 


cylindrical Bessel func- 


HY? (Ox) = Jr) iN; Cx), Hf? (x2) Ji () — 


= x h : 
n i. tion of the 3rd kind or | ,cz), 它们 是 第 一 类 和 第 二 类 柱 贝 塞 尔 的 线性 组 | 亦 称 柱 汉 克 尔 函 数 


cylindrical Hankel func- | 合 ,是 贝 塞 尔 方程 的 两 个 线性 无 关 解 


tion 


方程 ry" tay 一 (zx 十)y 二 0 的 特 解 ， 


IG) 修正 的 柱 modified cylindrical I(zr)—i iir, 亦 称 变形 的 柱 贝 赛 尔 
Ki(x) IN ÆRA | Bessel function PR 


KiGo m | F) iL +iN Ga] 


方程 xz?y" 十 2xy --Lz?— I0 ])y 20 的 特 解 ， 


spherical Bessel function 


of the 1st kind 1 


ji(r) 
2r 
ni oS 3E EK UI spherical Bessel function NE: i JRÉRERGEG BB. 
塞 尔 函 数 of the 2nd kind n(x) =| =| Nil) dii ya) 


1B iE Bg ER Dl 3€ ZK P 


1 
àco-| | Taa 


第 三 类 球 贝 | spherical Bessel function 2r : l 
" | E 
FEAR PRL of the 3rd kind 数 , 分 别 记 为 ii(z) 与 


A 
MP (x)= jul) tim (x) = | | HRL), 


hi? Gr) = jax) —in (x) = | 


若 f:D(CLR") >R, W f ita € DD 的 梯度 为 


hy cec ce TE 
grad f (a) — | 23-60 ca), La) 
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中 文 名 称 英文 名 称 意 x mox i 


B 3 备 
# 


符 号 


2 2 2 


2 
mA — pro), LO 


a" f(t) 
ar” 


拓扑 双 曲 “| topological hyperbolic | f;M -> M RADAR. f MREAFR ACM EH 
不 变 集 set 拓扑 双 曲 不 变 集 


a 
BH Ob(S) 表 示 向 量 场 $ 的 阻碍 集 


=D f(t), o, 
微分 算 子 


differential operator 


=D" f(t) 


Z 


Homeo 


Proj 


Logz 


| = z=] i ^ = ;十 n 
对 数 函 数 ee 0,3- 15. 352 


sine function of a com- sing =- (e* e), st z 为 复 变 数 . 当 >z 为 实数 


& AE IE 5% PRU 


sin z 


plex variable 


BT EAE So HTP RU IE SE PRICES SE S0 BK 


cosz = — (e ein) ap z 为 复 变数 . 当 zx 为 实数 


cosine function of a com- 
cos z BER GK K ES . 
plex variable 


时 与 数学 分 析 中 的 余弦 函数 的 定义 一 致 


tangent function of a _ sin z 
复 变 正切 函数 complex variable ans z a 
JE 3% eR YX complex variable Eat "enr DEN 


tan x 


Arc sin z 


A T x inverse sine function of a | Arc sinz=—ilog(iz+ V1—2?) XP z Jg E Len 
复 变 反 inverse cosine function 
Arc cos z 余弦 函数 ofa complex variáblè Arc cos z= —ilog(z+i Y1 一 z2), 式 中 z 为 复 变数 
复 变 反 inverse tangent function 
正切 项 数 of a complex variable 


Arc tanz 


Arc tanz— log TII z 为 复 变 数 


a,b,cd 都 是 实 
C.H ad — bc >0 称 
此 为 富 克 斯 变换 


NO = 


#0 


,; 式 中 4a,b,c,d BREE KRM, H ad 一 bc 


fractional linear trans- 


L(z) 分 式 线 性 变换 z+d 


formation 


c—a d 


(a,b,c,d) = b : Tae Xp a,b,c,d 是 任意 四 


(obse 交 比 cross ratio 亦 称 非 调和 比 


[^ 


个 互 异 的 复数 


点 a 关于 7 的 环绕 数 ,n(7;4) = 24] db _ , 式 中 7 是 


2rlJy5 — a 


一 条 可 求 长 的 闭路 径 ,a 点 不 在 Y 上 


在 f(z) 的 孤立 奇 点 a 的 去 心 邻 域内 的 罗 朗 级 数 展开 
式 中 ,1/(z 一 a) 项 的 系数 为 c-i, 即 
residue 1 
Res f(z) E ES NNI 
(Oc pc R) 
1 fe 
T 


pm f(x) 的 傅 里 时 余弦 变换 为 
F.(é) Fourier cosine transform / E 
余弦 变换 n F.C = 三 | f(x)cos €xdr 


F(x) BOSE E BE IE SE E RS 
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n ia) 环绕 数 亦 称 指示 数 或 卷 绕 数 


winding number 


Resf (z) 留 数 亦 称 残 数 


i 


Fourier sine transform 


FG) 傅 里 叶 
| 正弦 变换 FD = NES | pe 


f GO BS v Br si RAE 38 
H(é) = | 2f@ Jv Ende 


in- 


tegral 


超 几 何 级 数 的 一 般 形式 是 
pF. 超 几 何 级 数 ~ EE. = (a), (Qp) nz" 
x EL D M E 之 inete Bann! 
MN pees oes 
E, 8k Y 欧 拉 常数 Euler constant A 2 n 
= 0. 57721566490153286060651209-** 


* holomorphic function el- | & 3E p b Bg D 3k [nR] TER: P3 4 S B5 TAA zi 


k(z)—z(l—2)- ?,ks(z) =e hk (ez), B= lim |a,|/n 
k(z) oe Dl pw RK 


委 1. 其 中 &(z) 是 9 3$ E rZ IZ RRR 
数 , 称 io(z) 为 克 贝 函数 的 旋转 
, B = inf(BCD |f € 5), RH BOO = suprir 是 | 已 经 证 明 
Dy : L-—inf ( AUD, f € F}, APA = sup{rlr Æ | 已 经 证 明 


若 尔 当 曲线 族 ,e 是 定义 在 D E AE BRR BK 


l ií z= 977, STZ 


Koebe function 


module of a family of 
curves I" 


称 
a 关于 区 域 DD 的 调和 测度 ww(z,a,D) 是 z 对 (a,5) 的 
w(z,a,D) 和 测度 harmonic measure 视角 . wle,a, D) 二 Larg t 0 x w(z,xr,d)x1 
S , $ T(r,f) TA * 
TG.f) zx HU Nevanlinna's character- | 满足 lim dosi 0e HTO, P 是 f(z) 的 奈 望 林 
i 特征 函数 istic function Ub ; 
" spherical characteristic | o r AG, 


调 
TRES 函数 g(z,a) YE D AAR a 的 格林 函数 
CCa TE PRI BX Green's function Pasce z = a 
ZA FTE PR RX 
f(z) PRKEMG f) = mo 1f(z)|;f(z) B9 P RE RR 
RE eR BK AY) 
Mr.P) 最 大 模 


亦 称 京 望 林 纳 记号 ， 
nin TG) 
n(r,a) 是 方程 f(x) 一 2 在 |z| 委 -内 解 的 个 数 ( 包 括 
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maximum modulus of 


2x . l/p 
Myr = | 去 | ree lan) o oo 
XE BRE PRU f(z) 的 最 大 模 Mr,f) = max | GO | p= +00 


entire function 


sae ol | a, —_ a 


B(z) = [I 一 
n=] 4 1 24,2 
复数 序列 ,0 <a, <1 


, 式 中 Qn nn = 1,2,… ) 是 


所 有 哈代 函数 构成 的 空间 , 即 H^CD) = (ff GO 在 
D 内 解析 ， 
e (| rere eao) err AN 

1 0 


scr 


Hp D = {(z||z|< 1} 


H^? 是 由 哈代 于 1915 
年 提出 的 


analysis function class of 
the bounded mean oscil- 


lating 


3C! (D) > bars pH 


hy C,zx) ore hin(z, Zz) 


H(z,z) = H n YE ERR KE 


positive definite Hermi- 


| , 式 中 Au, E) 


tian matrix 


分 T 学 
Tg hr» FE HEAR | Blaschke product 
ee ee a e 十 z)gqy(z)) ste pco dk 
S(z) 奇异 内 函数 | singular inner function 2mJo e" —z 
减 的 有 界 变 差 函数 ,其 导数 几乎 处 处 等 于 零 
BMOA (D) = (f|f(Go Æ 3& fr Bl JR] T p d$ np K 
amon AES Boule) 的 积分 sup | flu 一 und <+ o) , 式 
解析 函数 类 es 
E u HAAAT ERTEK. ÆTI, |] 是 
Aut (D) 域 的 全 纯 | holomorphic ”automor- | 表示 域 DD 的 全 纯 自 同 构 的 全 体 组 成 的 群 . 它 是 D 上 
E [n] £j BF phism group of a domain | 的 拓扑 变换 群 
空间 linear space 
$ 正定 埃 尔 : 
HD 米 特 方 阵 ha G,E) + Ann (252) 
TET RGU.) X Ua ES at 
N ft Ch itp Er o RE EW S A RCS ERF 
奈 望 林 纳 Nevanlinna function m 
NW) a s 全 纯 ,上 且 满 足 sup | log* fcr D Ide <+ 09, RU 
了 属于 奈 望 林 纳 函数 类 
a A 2s [B]. 
点 集 的 距离 distance between two PAY 人) 一 各 (plz T D 
point sets E 
A. 勒 贝 格外 测度 m* CE) 二 ink X: LA LU) 为 覆盖 五 的 可 数 个 开 集 ) 
s 可 列 集 的 执 cardinal ^ number of | 每 一 个 无 穷 集 的 势 都 是 某 个 阿 列 夫 ,自然 数 集 的 势 
countable set fé So 
ardi b f - | BixilLo.1] x i N uk C.i 
连续 集 的 势 Es er of con ns ] 对 等 的 集 的 势 记 为 N RC. 连续 集 的 热 亦 称 基数 
康 托 尔 猜测 :实数 集 的 一 切 无 穷 子 集 或 者 与 自然 数 


1 
Wit DONE 乓 和 
了 的 长 度 
BCM) 可 测 复 线性 | measurable complex lin- | B(M) = Hol(M) N LCM), EFM 为 n 维 复 流 形 ， 
i 空间 ear space HAM 上任 给 的 测度 
B 
集 等 势 或 者 与 连续 统 等 势 
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符 号 


中 文 名 称 英文 名 称 E X 或 举例 


备 注 
e . : 假设 :1. 对 任 一 序数 a,29. = Napis 
mr s v ca as aad 
BRA 7R 


Q 
O 
T 


者 1 一 2 NEN 
HAE) = lim H,!,(0E) = sup H,.C0E), HK 中 ， 
E>0 t0 
He (E) = inf 2,0 CE)", H (ED 为 R 的 子 集 Ei 的 
直径 


No : = l, r ÀSBA, 


整数 集 上 的 函数 
X(n) = 


H4CE) 豪 斯 多 夫 测 度 | Hausdorff measure 


p(x) 


Xn) K 


X, (nd 9X, 狄 利克 雷 特征 | Dirichlet character exp | 2n| A: + e + za 十 … 十 d | 亦 称 9 的 特征 
X(n)modg (0,9) 1) 
0 ((n,p) > 1) 


14.8) | mnes 2 ""—— 
l EAR PHAF AR TABS EBEA R H, 


a. c. 是 英文 almost 
若 命 题 Pia) SG ECRUSX.HAS EC E,Xf | everywhere 的 首 字 
JL3P Ab Ah almost everywhere 于 任意 XE EVE, Pow RY WP OEE EJL | Ss; p. p. 是 法 文 
3E BbAb RN iA PCGoOa. e. m P(x)p. p. presque partout AY Ef 


字母 
M(x) = lim M(z,0), EP M(x,60 为 函数 f(z) 在 
上 极限 函数 | upper limit function 80 
点 工 的 6 邻 域 上 取 值 的 上 确 界 
mr) = limm(xr,6), RB m(z,0) AAR f(x) 在 点 
FERRA | lower limit function 9 一 0 
Zz 的 65 邻 域 上 取 值 的 下 确 界 
集合 的 characteristic function of “EE n (x € A), 
特征 函数 ji a set axe or ed v5 
TU TY TS 


Q2 | Sarde 勒 贝 格 积分 | Lebesgue integral 


M(x) 


mx) 


xac) 


im 


ap lim 


0 


E f(x) RWWA ECR Ef CL) 可 测 函 数 , 则 称 
(o | Sarde 为 勒 贝 格 积分 


简称 L 积分 


D- f (xo) 


E _——f (€) — f (29) 
"Q0 
= jj Fé) — f (2x0) 
D. fio) 左下 导数 left lower derivative D- f Gro) E Ese 
T. 
— f(€)— f Cro) 
i 
aad eT Cay) 
Df (20) 右 下 导数 right lower derivative D+ ia = dim MA 
ud 


- Y« 4 表示 广义 测度 ”关于 4 是 绝对 连续 的 . 即 当 


UM 
ia RK ye f^ | Gelfand integral 
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Y | w 表 示 y 与 是 相互 奇异 的 , 即 存 在 两 个 不 相交 
的 可 测 集 4 与 妃 使 得 吕 王 4UB, 且 对 任意 可 测 集 
E,® IBICAUE = |7|(B) E -0,Krn [7], |æ] 
分 别 是 7Y 和 的 全 变 差 


Era) A NAABER H X HARM AM VS 
EX*, 当 f(z(4)) 在 上 可 积 时 必 存 在 z** € X 4i | 亦 称 盖 尔 范 德 意义 下 


ptt | fe @ dey Rk r** 为 盖 尔 范 德 积分 Hm Rar 


mutually singular 


ui 
(BK), PETS 
zdy 


Wg CE) | (L-S) 外 测度 


U (E) (L-S) 3) BE 


x 
IK 


(L-S)| (LS) 积 分 


E 


pco 
"jJ. | am 


Dp f Cxo) 近似 导数 


Dspf (zo) | 近似 下 导数 
Dip f Cro) 近似 上 导数 


ERE 
亚 金 空间 


^ 


ek EN s [8] 


E 


eO») 正则 集 


a(T) By 


sp(T) 谱 集 


deg(T ,Q, P) 46 th BE 


F(G)D | BARRA 


Cr) Ak ht Ge 5 函数 


eC CA) 平衡 包 


cy [foods 佩 龙 积 分 


b 


w| fGDdz| 瓦尔 德 积分 


英文 名 称 


Pettis integral 


Borchner integral 


Birkhoff integral 


(L— S)outer measure 


(L— S)measure 


(L-S )integral 


Denjoy integral in the re- 
stricted sense 


approximate derivative 


approximate lower 
derivative 
approximate upper 
derivative 


Pontrjagin space 


Klein space 


Regular set 


spectrum 


topological degree 


domain of formal power 
series 


Dirac 8-function 


equilibrium hull 


Perron integral 


Wald integral 


分 


析 学 


若 | fao» = f(za)，, 则 (P| «cds = 2, 


1.4 z(t) 是 2 上 可 测 函 数 , 则 
æf d= S AT 
l a k=] 
2. Xi F — AR AY SR T RU] BRE m C2), WI) 
TRIP = lim G» | zs Ode. 


(BK)| zdy 一 由 Cz,A)， 其 中 JG. 是 


(XaCAozG) |t € AY HARE 


Ws (E) = infi 2; Uea) | UJ 为 可 数 个 覆盖 E 的 
左 开 右 闭 区 间 } 


当 任 意 点 集 了 能 分 解 成 五 内 部 分 了 门 到 和 五 外 部 
分 T (| E- BF , B BER CL-SO Sb 30] BE RUE RT An pe s WE 


称 为 g(z) 的 (L-S) 可 测 集 , 此 时 外 测度 7 (五 ) 就 称 
为 上 的 由 分 布 函数 gCz) 引 出 的 (L-S) 测 度 


NIST = Le Basa r Gdr 


其 中 ft GO £7 GOA BIDS f(z) 正 部 和 负 部 , 且 至 少 
有 一 个 有 极限 


(D(x »[fcodz = F(b) — FG), F(x) BR 
X. — fe ey E eH, A [c,d] E F'(x) = f(r) 


a. €. 


Dados dum d EE 
xr I 一 To 

Dapf (x0) = ap lim f(z) — Sao) 

— pum To T — Xo 
I T — To 


0 


B H = H-ỌH+ 是 正则 分 解 ,dim H4 — & «T co， 


RA = H-O H+ REMH. dim Hi — + co, ff 


(H.C e D 为 克 莱 因 空 间 


设 了 是 空间 和 的 线性 算 子 ,如 果 邓 一 了 是 正则 算 子 ， 
那么 称 1 为 工 的 正则 点 . 复 平 面 上 正则 点 全 体 称 为 正 
则 集 

OT) 的 余 集 C\p(T),op(T) ,0, (07) 0, CD) ,6 (D) 分 
别 表示 点 谱 、 近 似 点 谱 \、 剩 余 谱 、 连 续 谱 
映射 荆 在 区 域 人 上 关于 PP 点 的 拓扑 度 是 一 个 整数 , 它 
是 方程 T(x) = P 在 2 中 解 的 “代数 个 数 ” 的 某 种 稳 
定 的 度量 

由 下 上 关于 六 的 形式 窒 级 数 a(x) 一 qax + qrr t! 
十 … (gr 关 0,r 多 2Z) 按 照 通 常 加 、 乘 运算 组 成 一 个 
域 


ó(r) 一 | 


十 co (r—0) 
0 (rz 0). 


包含 4 的 最 小 平衡 集 称 为 4 的 平衡 包 


c Fdz — inf (U()) = sup(V (52) , rh U Cz) 
AV GO 分 别 是 f(z) Elab] 上 的 上 函数 和 下 函数 


aW fGodz = sup(G()) — (Gla) = inf HG) 


下 函数 


亦 称 弱 积 分 


GZ-S) 积 分 是 勒 贝 格 - 
斯 蒂 尔 切 斯 积分 的 简 
称 


狭义 当 区 瓦 积分 是 勤 
贝 格 积分 和 黎 曼 积分 
的 一 种 推广 


DS PR ERR Se 


f(z) f£[a.5] 上 的 佩 
龙 积 分 值 和 勒 贝 格 积 
分 值 相等 


瓦尔 德 积分 与 佩 龙 积 
分 等 价 
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Ex 
性 
E 
mit 


号 中 文 名 称 


英文 名 称 E OX 或 举例 备 Ë 


一 种 定 积分 , 享 斯 托 殉 积分 包括 (R) 积分 ,也 包括 


: 


b 


anf jz)dz| 京 斯 托 克 积分 | Henstock integral 


D| fGodz| 马克 仙 积 分 | Mcshane integral 一 种 定 积分 ,马克 仙 积 分 与 勒 贝 格 积分 等 价 EMEN 


若 falx), f(c) € Le(E), (1 Ep oo,n — 1,2, 
+5), HFE || fa f ll oom 0017 99) RR CA (2) } 
sm S f(x) 


亦 称 按 L^ 范 数 收敛 
于 f(x) 


strong convergence in 


L^ 的 强 收 合 S, 


E falx), f(x) € LICE), g(x) E LCE), < pg «d wun = 1,2,°",) H 
weak convergence in L^ 1/p +1/¢ = 1f}, lim | Feadz = | f coda BASE MURS U^, Go ETE 
于 f(z) 


JE 


e 


~ 
g < 


空间 


]^ 所 有 满足 Ic ll m CX ln PV? oo Hy BI z 28 
space =) 
成 之 集 


满足 | | 过于 二 十 x= 二 1,2,…,) 的 所 有 数列 之 
Se. x 的 范 数 由 | x |] oo = sup { |en) 定义 


ACJ) WERE) | Lorentz space d = {fE SEIJI || £l <+ 9e) RABERS 


所 有 使 得 
If = inf{a>dol] PAOD) < 
十 co 成 立 的 R 上 的 可 测 函 数 之 集 


toplogical entropy 这 是 用 于 拓扑 动力 学 中 的 一 个 概念 


[一 1,1] EXTA oe) = 0 — x» +o 的 正 交 
多 项 式 


Jtem (ry — 


17 2s [R] |? space 


Lé 奥 尔 里 奇 空间 


Orlicz space 


ent Hi th 


FEF) EK Wisk Jacobi polynomials 1 d” 
n12"0(x)dx" dz" 


(n = 1,2,*) 


Rademacher functions ria) = sig nsin 2*tlr (0s xr« lan = 152.99) 


W, = re (Ora, CT) eera Gr) (0x crz1) 


[Gc? — 1)*w(r) ] 


拉 德 马 
赫 尔 函 数 


沃 尔 什 函 数 


伯 恩 施 坦 
多 项 式 


Cr) 


W,, Cx) Walsh functions 


B, fsx) 亦 称 伯 恩施 坦 算 子 


Bernstein polynomial 


= S "n x = n—k k 
Bf) | (1— 2x) a | 


RABE SRSA XHARTR. AN eA (Us 
4 N.CA) = min n, U) H.C A) = log NICA) 


RABE SMHS HX HARA € {rtf 
P.CA) = minP, 则 CA) = log P.(A) 


BABE SMS lel X RFRA eV SPR UT 
4 M.A) = max m, Il) H.CA) = logM.(A) 


H(A) RE Hb dl metric entropy 


entropy of A with re- 


x 
Hen) spect to X 


ARF X BH 


C(A) capacity 


~ 


n 


贝 格 常数 | Lebesgue constant L, = — log(n +1)+ o) 


Ay I Bp ramification order 使 + 在 A, 恒 为 1 的 最 小 整数 天 


X TÆR | subsets of X 集合 了 的 一 切 子 集 组 成 的 集合 亦 称 宪 集合 


对 称 差 symmetric difference AAB 的 对 称 差 指 属于 4 但 不 属于 B, 或 属于 8 但 不 
属于 A 的 一 切 元 素 组 成 的 集合 


设 忆 = Pa) 是 一 个 与 z 无 关 的 性 质 ,如 果 使 己 不 成 
立 的 点 全 体 所 成 之 集 4 为 零 内 容 集 , 则 称 了 是 近乎 
处 处 成 立 的 


设 P=P(z) 是 一 个 与 x 无 关 的 性 质 ,如 果 4 为 零 外 
AE , 则 称 P 是 拟 乎 处 处 成 立 的 
对 于 相对 紧 的 开 集 G, 记 cap(G) = [dog doc i 
Ror = X' oc 所 确定 的 惟一 测度 
测度 六 的 K 位 势 为 

Uk = | KGsyMa) G € 0 


时 
H i 


deg (7) 


y 


X 


approximately every- 


TUw usq 近乎 处 处 


where 


gd 拟 乎 处 处 quasi-every where 


cap(G) x 容量 X-capacity 


位 势 potential 


对 于 位 势 UL. 4 N = R'GZ3.0«a«n.kG,y) 
一 |z 一 yl 和 时, 称 为 里 斯 位 势 


里 斯 位 势 


Riesz potential 


RE 


[ep 
~J 
PN 


U 


符 号 


(f,g) 


g = (01,02,***,0,) 表示 n 个 整数 组 成 的 一 个 序列 ,其 
| H1<o<a<<a,<m ae 
BA ugs LinE = = A We te ^ Link RARE 
Lin E linear hull in (z|z 2. 39.4, € 有 限 个 不 为 零 } 的 支撑 子 空间 


affeE = (z|r = E ày, à E R, 有 限 个 不 为 零 ， 
affE affine hull m 


> A, = 1} 
y€E 
coneE 


coE 
clcoE 
epif 
K 


exp C 


ext C 


one-side directional Pay lim f(z 十 Ay) =f 
ayo 


RSSa) E CRX D,E”), SEDH ER AMER 
序列 {a'n) ,存在 子 序 列 {an} = {a'} ,使 Lal Gs) x: 
lim f(t 十 an,z) 在 RXS 上 一 致 地 成 立 , 则 称 f(t,z) 


是 一 致 概 周 期 函数 ,xz CD 


如 果 Ot) 有 分 解 式 OC) = pO) 十 gz), 其 中 p(t) 是 
R 上 的 概 周期 晒 数 ,g() JE X XE R^ RR) ERE 
续 函 数 , 当 t1 一 十 吕 或 (1 一 一 品 ) 时 有 g(t) 一 0, 则 称 
eG) 是 R+ Gk RT) 上 的 渐进 概 周 期 函数 


uniformly almost period- 
ic functions 


asymptotically ^ almost 


periodic functions 


retarded function differ- 


RFDE 是 英文 名 中 四 
个 单词 的 第 一 个 字母 


ential equation 


KI Z PR 
RFDE(f) 微分 方程 


(s)ds antiderivative 


kemp- — HHD BH | 亦 称 典型 系统 或 正则 


系统 


Prim 表示 在 nn 次 独立 
实验 中 出 现 m 次 事件 
的 概率 


率 
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E 学 Ff 号 X 


符号 | 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 
cov cov(6, 力 表示 随机 变量 和 了 的 协 方差 


EC, MC) 条 件 期 望 conditional expectation | E(ély), M(é|»~) RAR MILERE € KFRE y 的 条 件 
(或 条 件 均值 ) | or conditional mean 期 望 (或 均值 ) 
即 N= {wl y@o,°** > wn} 


频率 fF,(A4) 等 于 频数 f(A) 与 试验 总 次 数 久 之 比 , 即 
频率 frequency r (a= 1E? 
. conditional distribution | 上 和 7 为 随机 变量 , 则 称 FC(y|x) 为 在 4=x REF 7 
diis AER function BY RAE SY d PROC 
: i TRE : i : add bud) ae 

th order 

th order 

RRRA origin absolute moment riti 
k 阶 中 心 central absolute moment 、 = NT 
k 25. 
| Fn Do ^ 
中 心 混合 矩 | central mixed moment € ECIE—EE|*|y— Eg|D oo, HR LEN JUS ELE 


— E) (9— Eq) ]A € ft GM RAI POA 
dio 
E negative binomial distri- 
NBim p) | ROM bution 
GG» "os 密度 函数 为 
Reap | HET pe= py OX pq 1 pir earn) 


N. N N 
HN ) | 超凡 何 分 布 hypergeometric distribu- 密度 函数 为 d z| pus / n | (1 为 整数 ， 
tion N,Np, n AERA, N En, Ox;ixx; Np, Ox;n— xx; 


"m 
2“ 
9 
Nor 


B. 
) 


E 


( 
EL | 


分 布 列 为 blk; pl : pt 
(Oc pel ;4 二 1 一 p， k=0,l,2, sn) 


密度 函数 为 po— DO xDDDODx1]^!p"q?OOn AB 
RW, Opel. q—1—p,x—0,b2.*7) 


binomial distribution 


X1 Tk+1 n 
1.2,:,k 1). toro ,Xa+1l 是 整数 ,N,Npl,*…， 
Np» n EER, rerin rite tarr) pito: 
+H +H pr 0) 


k 
HN 泊 松 分 布 分 布 列 为 p. A= Fe Q220,8—0,1,2, 77) 


1/(5—a) (axxrsb), 
0 (其 他 )， 


swam) 2] e 
多 维 超 multiple hypergeometric 


JU fn] 4 fü distribution 


U (a,b) 密度 函数 为 plz)= | 其 中 


ab 为 常数 


均匀 分 布 uniform distribution 


a U[a,5] 


1 (r— pe)? 
密度 函数 为 p(2) = exp (一 -元 全 }, 
N Cu, o?) 正 态 分 布 normal distribution o Von 2a! 亦 称 高 斯 分 布 
(—oo«Cr« oo ,07-0, u 为 常数 ) 


密度 函数 为 p=} . xn i z 为 实 
2.10, LAER 


Cauchy distribution 
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pps e? (r0), 
Ü (x07 
其 中 r>0,A>0 为 常数 


gamma distribution 


密度 函数 为 p Cx) -| 


—S 
其 中 4 为 常数 


elà) 指数 分 布 IPRA elu, o) 


exponential distribution 


_ [aàr lexpC—Az*) | (r0), 
密度 函数 为 PCz) 一 人 no 


其 中 A>O, a> 0 为 常数 


雪人 一 2)/2e 一 /2 


W(A, a) 韦 布 尔 分 布 | Weibull's distribution 


(220), 


n 


BEERA p(z) 一 4 2r 号 | 
0 (z 委 0)， 


Yi) e Chi-square 


distribution 


RB n HERR 


密度 函数 为 
1 一 (Inz 一 a)272c2 
| ith ë l di : — e (r0), 
Ln(z,07) | 对 数 正 态 分 布 D dca P(r) = m v 2x 
0 (xr < 0) 9 
其 中 a,o > 0 为 常数 


1 


密度 函数 为 pr) = 


Student's distribution 


HP n AERA 


e 


r2 di no u 
Senin? (nena) ^? (x>0), 
= n, n 1 
F-distribution 密度 函数 为 pa) B| 2.) 
0 (r<0), 


其 中 non 为 正 整数 


ae AE PR 
E(a, f) 极 值 分 布 extremal distribution p) "exp [exp] -77 | , 
其 中 ra HIA SCBGB 为 常数 


密度 函数 为 pa) 一 


non-central chi-square 


2 
x, 2 distribution 
0 (z <0), 
其 中 4 为 自由 度 ; A> 0 为 非 中 心 参数 
密度 函数 为 
: . n/2 ZEND Y. oo m 2 + 
non-central = ¢-distribu- z n” "expC—-07?/2) [SR | ô | | 2x | $ 
P. (2) 2 oe DS | I I IS SC , 
tind) ARH SPA | dus Var] z) Cnt a220 2 mi] \ 2-2 
2 
其 中 为 自由 度 ,6 为 实数 , 且 是 非 中 心 参 数 
We 
: : non-central F-distribu- mzn? yi Y Qe dol PE E (r0), 
Feman) dem FRAME. pG)- r( rH eu e+e] Honat EU 


其 中 m,n 为 二 自由 度 ,4 为 非 中 心 参数 


| n 1 — 


最 大 顺序 XP = max X; 表示 样本 观察 值 中 最 大 者 
统计 量 sia 


RE E BT sample origin moment of 
Rae the k-th order 


Xm 


largest order statistics 


sample mean 


中 文 名 称 英文 名 称 E ox m # Bi 


lI 3G — x)* 一 I (xr — xYdF,G) 
i 二 1 一 oo 
(k = 2,3，…) 


EMA kB population origin mo- KE es! 『 
ment of the &-th order a, = E(X) = Scat dF (xr) 
总 体 & 阶 population central mo- aa n : 
HOGE ment of the k-th order Me = E(X — uy = QVE dF Cx) 


a. | . = Xa 若 n=2k+1,, 
样本 中 位 数 | sample median MaX- (x x y/o, Æ n=2k 


FF AS — Br AB bE BR A BE AS — Br "Po BY 3/2 EY 


nai 
Pa » BD Sk= a7 系数 


Md OS HY FAX 表示 


EIN 
ae 
ae 


亦 称 样本 偏 态 或 偏 态 


k 样本 偏 度 


sample skewness 


ele 


样本 四 阶 中 心 矩 除 以 样本 二 阶 中 心 矩 的 平方 再 减 去 


PEE. MA 
3, Bil Kur= (by)? 3 


自由 度 dfa, fa 表示 因素 4 的 自由 度 
特征 函数 函数 eX 的 数学 期 望 , 即 EG) = M[ei*] 


离散 型 随机 变量 zc UR Hx] = 一 S Plog,P; iS 
48 entorpy Ry 
型 随机 变量 z M [x] — — | ^ f Golog f ada 
He ah 4S} Fi PR CO 
m 离散 型 随机 变量 的 边缘 概率 分 布 式 为 
Pi 或 P; 边缘 概率 boundary probability Pi = TP;, P.;= DP, 


N 维 正 态 分 布 的 密度 函数 为 


Kur 样本 峰 度 亦 称 样本 峭 度 


sample kurtosis 


df, f 
Es) 


Hix] 


或 N.GNE) 多 维 正 态 分 布 | normal distribution Ox) _ 1 epic la — EG — 9) (z € R9 


(27)? Y | 了 | 


hs S. 的 标准 化 | standardization of S S; = Y (X, 一 a4,)/5, 
iz 


样本 点 随机 试验 的 每 一 个 可 能 的 结果 亦 称 基本 事件 
不 可 能 事件 随机 试验 不 可 能 发 生 的 结果 


随机 试验 上 只 有 两 个 可 能 的 结果 ,并 且 其 概率 为 p， 
| Bernoulli trials q, 其 中 4 = 1 一 ,把 上 独立 地 重复 mn 次 试验 构成 了 | 亦 称 伯 努 利 概 型 


-e- 


伯 努 利 试验 
一 个 试验 


CL 下 控制 线 示 控 制图 中 下 控制 线 
ES Type. 


Q 
^D 


标 


c 


T 


" 
UCL 上 控制 线 表示 控制 图 中 上 控制 线 
= 
(nC) 抽检 方案 表示 子 样 的 容量 为 n 和 允许 的 不 合格 数 为 C 
ee 对 任 一 特定 个 体 (产品 或 生命 体 ), 从 某 个 标准 时 间 
x 起 在 规定 时 间 : 内 失效 (或 死亡 ) 
产品 在 规定 的 条 件 下 ,规定 的 时 间 内 ,完成 规定 功能 
reliability 的 概率 : 


可 靠 寿 合 使 可 靠 度 等 于 给 定 值 > 的 时 间 po.s 称 为 中 位 寿命 
失 产品 工作 到 时刻 后 单位 时 间 内 发 生 失 效 的 概率 


TEZ 

中 线 

寿命 
可 靠 度 
效率 


RC) 


Pr 
AC) 


MTBF 
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英文 名 称 意义 或 举例 


失效 前 的 平均 | worked mean time be- E 
j b 
概率 分 布 函数 uris RE 
unction 


Zn} BAR 


R=max{2x15225°**» Zn} —miní(ízi zc 亦 称 样本 范围 ,又 称 


简称 分 布 函 数 


VLA 
估计 量 ee ERP 当 区 间 (9,9,) 以 某 一 指定 的 概率 包含 86 时, 称 C9， 
9,) 为 函数 9 的 区 间 估计 
l 假设 检验 中 ,对 有 关 总 体 需 要 作出 判断 的 待 检验 的 
备 择 假 设 | alternative hypothesis | 假设 检验 中 , 异 于 原 假设 的 另 一 假设 亦 称 择 一 假设 


总 离 差 平方 和 Q= YY (yz)? 
组 内 离 差 平方 和 QE Dy) 


sum of squares of devia- 组 间 离 差 平方 和 Q = nŠ A 


tions 


因素 4 的 离 差 平方 和 Quand (E. Su 


离 差 平方 和 
误差 平方 和 Qe = XX (zu 一 元. — B+ z)? 


入 省 性 标记 | significance marked x 表示 作用 显著 . * x 表示 作用 高 度 显著 DEREN 
& 


interaction AX B RAAB A.B 的 交互 作用 


- th l l t = z = 
EY ERRABIE ETT PL L4(23) 表 示 二 水 平 三 因素 , 需 作 四 次 试验 的 正 交 表示 
operator of according to 
| 列 拉 直 算 子 columns draw line 
ie operator of according to 
EN 行 拉 直 算 子 rowsdraw line 


应 用 数学 (Applied mathematics) 


将 和 矩阵 4 一 (Qaij)nxm 中 的 元 按 列 依次 拉 直 排序 ， Bj 


vec (A) = (ay, sagit 


san] 9Q129Q225°°* » Qgn25 *** sanm) 


! likelihood es- s 

Ho 

H, 
UyAst 

x 
LC ) i 

vec 

ran 


将 矩阵 A = (4;)axm 中 的 元 按 行 依次 拉 直 排序 , 即 


ran(A) = (a115à125*** »d1m 021 0022 »d2m »*** sanm) 


中 文 名 称 英文 名 称 E ox 或 举例 


€ Ë 
1 , 
= 33 
— 了 了 
注 


A={r ya D |rEX) APE XKE, VEX, aK BRB BE, JB iT HE 
4 E PE ia GO € [0,1] 是 模糊 子 集 4 的 隶属 函数 TAAR EMRE 
ERR | set | d 
EA infimum of fuzzy subset Flake EXE JU. A ac infia: ET} 
= A 
l = pa (r) dT ugG)— ua GOougG) 


代数 积 algebraic product Hang CT) = ual) > wpa) =H, (2) eg) MY 
外 bounded sum a 中 Db 二 min(a 十 6,1), 式 中 a,bEL0,1J 


" C" +,_ ab XH a,5€[0,1]. 
Pid] dio a CUT Tab 7>0,p>0 

S a ab 式 中 a,b€ [0,1], 
D» | 爱 因 斯 坦 积 | Einstein's product acb re ep y20, p>0 
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数 学 符号 表 


m n= [tn Gr) 人 n, Q0 /x V yomen 分别 表 示 模 
d 取 大 运算 


operation of fetch small mmn = NT GO V 2, GD/r ^y 


ES 不 同 的 场合 中 ,模糊 


| e | eme 
« 小 于 等 于 relax restrictions of less Arch (zr 之 0) 表 示 约 束 条 件 Az 志 5 ,zr 之 0 的 软化 
于 的 放宽 or equal m 
T zh HE fixed degree Dau Cr, F) = a ,3E S c CF BOB F X7 wX) 的 
: 不 动 度 为 o F(X) 表示 X 上 所 有 模糊 集 组 成 的 集 


绝对 误差 。* 二 z* 一 z, 式 中 工 表 示 精确 值 ,z* 为 < 的 近似 值 | 常 简称 误差 
' limit of approximate val- | |z*|«e*,z&'P xz* Arc BOLD fi e" 为 近似 值 WH 
误差 限 
ue 误差 限 
et 表示 相对 误差 , 它 表示 误差 。* 关 于 近似 值 z* 的 
近似 程度 
相对 误差 限 ler | 过 er , 式 中 er 表示 相对 误差 
jer |= HLL <0, teh 2 RRM e" 和 er 分 别 
最 大 相对 误差 | maximal relation error 表示 绝对 误差 和 相对 误差 , 取 不 等 式 成 立 的 最 小 数 6 
为 最 大 相对 误差 
7 平均 误差 mean error PIE uis, gt z= ER 是 算术 平均 值 
Ee eI n i£ i 
; Aura P( |a| i) —1/2 表示 数 a 的 绝对 值 大 于 它 的 误差 和 
n k 
Res( 户 ,9 r) = ath} Il IT Go; 一 m AP ai Bj 分 
结 式 resultant 别 是 多 项 式 PASSE: g(x A HB arant" ny 和 51.52. 
680 


operation of fetch large 
Mylar, n= | ns GO» 


relative error 


ef 一生, 式 中 表示 精确 值 ,e* 表 示 z 的 绝对 误差， 
相对 误差 
[Eu 

(x; — x)? " 
m 标准 误差 standard error dl —.- 4: 2 (x; — 2)? 为 误差 平方 

n i=} 
ee Z M st ÉJ | zero points set of poly- | Zero (PS) 表 示 多 项 式 组 PS 中 的 多 项 式 的 公共 零点 

id 公共 零点 集 | nomials 集 
,bi 分别 为 p(xz) 和 q(xz) 的 系数 


应 用 SE 学 
符号 中 文 名 称 英文 名 称 意义 或 举例 


aUb=a, Èh a,b 均 为 原子 , 当 且 仪 当 a=b 时 成 立 ， 
合 一 运算 unification E de A; = A UE 2 We M 
否则 aUL 为 空 ,集合 论 中 的 并 运算 是 合 一 运算 的 特 | 合 一 的 结果 等 于 并 集 
2 p 次 指数 
i 平滑 值 


殊 情 况 . 
exponential smoothing 
eX? p 次 加 权 
| 平滑 值 


VIF 


R=1- FE RE RRR ARR HR 
MH REG E RA SS ER AR LK K A 

(D = aX, (1 一 a)'Ef-j (p — 259354***) 9 其 中 
a(1—2) (i 二 0,1,2,…) 为 当期 序列 值 的 影响 权 


数 ,a 的 一 般 范 围 在 区 间 [L0. 1,0.5] 内 ,适当 选取 a 的 
值 是 保证 预测 的 关键 


亦 称 元 余 度 


ae 


当 p=1 时 即 为 一 次 
指数 平滑 值 EIU 


value of pth 


uisa S das) (t—*55,—1,0.1,7:,70, 其 中 
一】 


ai (i 二 0,1,2,…) 为 当期 序列 值 的 影响 权 数 ,aE€ [ 0. 
1.0.5] 
1 


VIF (8) = 7a A B; 为 线性 回归 模型 y= XB+e 


中 和 的 第 ;个 消费 者 预算 参数 p: 的 估计 值 ,R AX 
的 多 重 相关 系数 


u"(x) 


rala) = ETS RRP u AA A AUH RRO A A 
量 z 可 理解 为 收入 


当 p=1 时 为 一 次 加 
权 平 滑 值 


weight smoothing value 
of pth 


m~, 
— 


amplification factor of 
covariance 


亦 称 Arrow-Pratt 风 
险 厌 恶 度量 


risk aversion measure 


price simplex 


budget mapping 


rat) 


S= (p € Rl > 0, X pio 1) RPR ERA 
间 ,p 表示 价格 向 量 
Pi) = {rE Xp*rEp' ei X uno) , 式 中 


Bi PAX; 分 别 表示 第 :个 消费 者 的 预算 映射 和 消 
费 集 ,zj 是 第 ;个 生产 者 的 利润 消 数 


预算 映射 
直接 消耗 系数 


完全 消耗 系数 


direct consumption coef- 


aij = EN G,j — 2,70 zi 表示 第 ;7 两 个 部 
J 
门 的 流量 ,zj 表示 第 7 个 部 门 的 总 产品 量 


R 
m 


ficient 


n n n n n n 
bij = aij + 2 aikai + 2, D aidar + 2, 2, 2, GndnAsda; T- 77 eG = 15250095 
=| s=1k=1 t= 1s=1k=1 


n) AP ar 是 直接 消耗 系数 ,0 表示 第 7 个 产品 部 门 对 第 : 种 产品 的 完全 消 
耗 系数 


ci 二 1 十 bijcij 一 bij(i 关 站 ,表示 产品 部 门 提供 单位 最 终 
产品 对 所 有 产品 部 门 产品 的 需求 量 ,好 表示 第 i,j 两 
个 产品 部 门 之 间 的 完全 消耗 系数 ,cr 表示 第 j 个 产品 
部 门 产 出 单位 最 终 产品 对 第 i 个 产品 部 门 的 需求 量 


动态 投入 产 出 模型 中 常用 的 统计 指标 ,4d;; = 
zu 表示 在 :1 时 第 jG=1,2, 7) 部 门 增 


完全 需求 系数 
加 单位 产品 需要 第 ; 投资 部 门 在 时 间 上 供给 第 7 部 门 
产品 的 数量 . 娩 表 示 上 时 :投资 部 门 供 给 7 部 门 产品 


投资 系数 
总 量 ,xi 表示 j 部 门 时 的 产品 总 量 


Lg = [a(n — 0.5) + a(n — 1.5) to +, 
BJ 3E time lag 0.5]/100 为 项 目 投资 时 滞 , 其 中 a; 为 第 i 年 投资 占 
总 投资 的 比重 ,n 为 建设 周期 


total consumption coeffi- 


> 
~ 


cient 


total demand coefficient 


investment coefficient 


nn 
+ 


time lag i=] i=] 
到 ;部 门 的 投资 .2 A i ARTT EA Sh A Ai 9 BY ZG 
应 变 张 量 strain tensor 22d G7 1,2:3) zio xj 表示 应 变 
张 量 分 量 usu; 表示 位 移 分 量 


k 高 斯 常数 Gauss constant kæ0. 017 202 098 95 


专用 等 号 symbol for special use dure ;4 C5 会 a 十 5 表示 极 大 代数 中 加 


Es ts 


数 oO" 号 表 


block diagonal element 


n 
maxf = cjr; 
j=] 


n 
constraint condition | Daz; =b; 1,2, m), 
s,.ti/-7l 


low characteristic num- 


ber 


f—J*f-FTayl 六 式 中 ,天 /是 了 在 原点 的 泰勒 展开 式 
Tayl 尾部 tail 中 保留 阶 以 下 的 多 项 式 部 分 , 截 去 的 部 分 称 为 了 
的 尾部 , 记 为 Tayl f 
E ‘Ie EDERT z ERB ROKK Y EB, 
à 0<# (Gc, BIN fe B ski do ou dS SE B 
Y(s)__Q(s) 
es — "- | WG-—pGy7 PG AT Y G),U G2 4r 31 2 Sj d EE 
i » HOS 和 输入 量 的 拉 普 拉 斯 变换 式 ,Q(s) ,Ps) 分 别 为 W(s) 
的 分 子 、. 分母 多 项 式 
Omax 
cond 条 件数 condition number 称 cond G= Guin? 为 矩阵 G 的 条 件数 ,cond Cie 
大 ,矩阵 G 越 趋 于 和 欠 秩 
--— g i S —di 1? 9 *** ’ "n 一 1 2 ) 
设 X = block diag (Ay 29° Ay» Qos , As, *eeg 
blockdiag 3 xt ff oc A.» AD. FER AL ki 阶 方 阵 , 则 称 A; ART fn 
EE B5 ER x ff 7C 
arg (g (jw)) 称 为 相 角 ,其 中 9 (jw) 为 m X n. Br E PA 
conv f(je,D)-conv f(e, D$), KH conv C ORR 
conv( * ) convex hull R^ EN f .ec€R.j ARM i. CoA iviu-—0.1; i 
一 1,2,… mbH wii 一 1;,2, m) PRI E D wR 
QR T ess supe (G (jw)) 表 示 m X n Br S 5B [Ec f& PR CC Go) B] 
ess sup essential supremum > 
本 质 上 确 界 , 即 除去 w 的 一 个 零 测 子 集 后 的 上 确 界 
s.t 约束 条 件 
Zi 之 0 (j— b2,.,», 
目标 函数 max f 必须 满足 (x ) 中 的 条 件 
L L 
L V0 RAR FRAN EN V 0 表示 字典 式 为 负 的 ; | 了 一 v V) iE 
rs A; <o| (3 Ay <0), 
3s- ! 
下 特征 数 (3 A «0, 
83 称 为 基 B 的 下 特征 数 入 ,A 为 检验 数 
EEN Ihe > J i70, 
above cnaracteristic Be J 
上 特征 数 number +, 3 A? 0, 
Op PRA B BERIE GAA 为 检验 数 
v pi pj SROR TE FT # H ty ER min f= pif p2f2 
E d P 表示 最 优 策略 . Pe, GO 表示 最 优 子 策略 ,是 初始 
状态 为 zi 的 后 部 子 过 程 所 有 子 策略 中 最 优 者 
set of positive linear 
combination 


Opt v; aL res Pin (re) ZIR H ON A R w,* 的 最 优 值 ， 
Pk,* 表 示 子 策略 是 从 第 & 段 开始 到 终点 过 程 的 策略 


人 XA, es 13, 
n) Xm AH 4 的 各 列 的 正 线性 组 合 组 成 的 集合 


epi f= ((z,a) la 之 xz))} 表 示 图 数 f(x) (E C RO B] 
上 图 , 若 给 定 epi f. Ml f(z) =min{z|(z,a) € epi f} 


X/Y/Z/C 为 排队 记 法 ,其 中 和 XY,Z,C 的 意义 依次 
为 :1. 相继 到 达 间 隔 时 间 的 分 布 ;2. 服务 时 间 的 分 
布 ;3. 服务 台 的 数目 ;4. 允许 的 顾客 容量 


team length expected 


value 


S (aL E ee; EE ENDE 
Iq— 2. 1)P, = Ls a ee 


queueing length expect- 


ed value 


loss of transmission 


Ls = SnP, 一 了 = 一 表示 标准 的 M/M/1 
€ A eee ne Dee 
用 率 
MI KAEA 示 标 准 的 M/M/1 模型 的 队列 长 期 望 值 ,p 为 服务 强 
度 , 即 服务 台 平 均 利 用 率 
xg EN BST [R] expected value of staying Ws-E[W 1—- -一 -表示 标准 的 M/M/1 模型 的 逗留 
MEH | time 时 间 期 望 什 
等 待 时 间 expected value of wait- | Wq=W 一 均一 2 表示 标准 的 M/M/1 模型 的 等 
期 望 值 | ing time 待 时 间 期 望 值 
xL G—(CS1,5;,A) ,其 中 $1— {ay ,05,*** 1 Om 表示 局 
G 对 策 anes 中 人 IBIZEUERE E S2 (Por ,Pn} 表 示 局 中 
| 阵 
人 (851,2, 
Vc 对 策 值 games value 
ENE T 天 和 A) 的 值 
品 声 温度 noise temperature -igO 其 中 NN AUR DUE k WR A SEE 
数 ,B 为 频带 宽度 (Hz) 
yY 传播 常数 propagation constant Y—a--j8-— YZir1; 其 中 a 表示 衰减 常数 (Np/m,dB/ 
MD, B 表示 相 移 常数 (rad/m) 
Lt = 32.45 十 20lgf 十 20lgd 十 A4 一 Gi 一 Gr, 式 中 
L 传输 损耗 为 工作 频率 (MHz),d 为 传输 距离 (km),4 为 电路 
FR AdB). GG: 分 别 为 发 射 天 线 与 接收 天 线 的 增益 
(dB) | 
| C = maxi (z; y), HP P(z) 为 输入 符号 概率 (或 概率 
C 信道 容量 channel capacity PG) 
密度 ),I(z;y) 为 互信 息 量 
RO) 信 源 率 失 source rate distortional | R(D*)=min{I(u;v)},P(v;|u)€ Bp, RP D* AF 
AAZ function 源 的 允许 平均 失真 度 ,T(w;v) 为 平均 互信 息 量 
M TRES ES 
i 自信 息 量 “| self-information Ta=log pra — -logP CA) XP P(A4) 为 随机 事件 
4 发 生 的 概率 ,7 表示 4 的 自信 息 量 
average mutual informa- 


LG y) 一 log SSE? st y dC BI Boc 表 


示 收 到 消息 的 某 事件 的 信息 量 


I(X;Y)—HCOXO— HCX |Y), BP ACK) REM 
输出 符号 集 Y 以 前 关于 输入 符号 集 X 的 平均 不 确定 


KX) | 平均 互信 息 量 | tion 性 ; 昌 (X1Y) 代 表 接 收 到 输出 符号 集 Y 后 关于 输入 
符号 集 X 的 平均 不 确定 性 

四 逻辑 导 式 operational symbol of Diss AGO BO AP ahi 表示 长 度 为 ?的 二 

运算 符号 logical derived rule 进 制 序 列 码 元 ,a 外 Bi 是 二 进 制 码 元 相 加 . Dla, 0 


示 as. B 对 应 位 置 上 码 元 取 值 不 同 的 个 数 


Rf 王 怀 安 XR BTA wet 
E Jj Mies BRE 
审 GE FRR RR ARIE 
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A Bi Xs 


说 明 : 1. 该 索引 收录 了 本 卷 正 文中 给 出 释文 的 全 部 条 目 及 其 参见 条 目 ,提供 读 者 按 汉字 笔画 方式 检索 


使 用 。 


2. 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 笔画 由 少 到 多 的 顺序 排列 , 若 笔 画 数 相同 , 则 按 一 ( 横 )、 
点) 一 ( 折 ) 五 种 笔 形 顺序 排列 ,其 中 , (( 提 ) 归 为 一 ( 横 )， 
(点 ) ,各 种 笔 形 市 钩 或 曲折 的 笔画 ( 除 倒 徇 ” 上 ”外 ) 归 为 一 ( 折 )。 第 一 个 字 


Qm.) GNO. ` 
CE), X GRIAA ` 


相同 的 , 则 按 第 二 个 字 的 笔画 数 和 起 笔 笔 形 的 顺序 排列 ,依次 类 推 。 


3. 几 第 一 个 字 为 西 文 字母 .数学 符号 、 罗 马 数 字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 ， 


| GE 555 1279 | 


一 律 排 在 汉字 起 


首 条 目标 题 的 最 后 。 以 西 文字 母 起 首 的 条 目标 题 分 别 按 其 字母 的 伦 体 ,大 写 . 小 写 及 字母 本 身 
的 先后 顺序 排列 ;数学 符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结 
到 大 的 顺序 排列 。 
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说 明 : 1. 该 索 5| 收 录 了 本 卷 正 文中 给 出 释文 的 全 部 条 目 及 其 参见 条 目 , 提 供 读者 按 汉语 拼音 方式 检索 


使 用 。 


2. 以 汉字 起 首 的 条 目标 题 按 第 一 字 的 汉语 拼音 字母 顺序 排列 , 知 第 一 字 的 声母 .韵母 相同 WFR 


声调 的 阴平 .阳平 .上 声 , 去 声 顺 序 排 列 。 
排列 ,多 音字 按 不 同 的 拼音 
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说 明 : 1. 该 索 5| 收 录 了 本 卷 正文 中 给 出 西 文 标题 的 全 部 条 目 ,提供 读者 按 西 文 检索 使 用 . 


2. 条 目标 题 按 起 首 西 文字 母 的 顺序 排列 (同一 字母 先 大 写 , 后 小写 ); 条 目标 题 的 西 文 缩写 , 按 一 
个 词 排列 。 其 他 文 种 亦 按 此 原则 编排 。 
3. 凡 以 数学 符号 .罗马 数字 和 阿拉 伯 数 字 起 首 的 条 目标 题 ,一 律 排 在 条 目 西 文 索 5| 的 最 后 。 数 学 


符号 起 首 的 条 目标 题 按 知识 结构 顺序 排列 ;数字 起 首 的 条 目标 题 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 
页 序 排列 , 余 此 类 推 。 


7 NH 


1. 若 条 目标 题 起 首 的 字母 、 符 号、 数字 相同 时 , 则 按 第 二 个 字母 等 的 ) 
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ZXl-complete set CHO HER Tee 0990 0252920492 62$ 545 *295090*90 023049245 


=, admissible ordinal 


Z,-complete set eee eee see 90950292 eee 


994066699 2604590499090 0909 0*9 oe 


aeese coe OC See »95€* 


eae seeoeov ere ca 


- 106 


”303 


106 
106 
106 
153 


ud 177 


> id consistent with T 8620909429909 9329999994594 249 699 RES OHO 809 
* 104 
- 104 


«-complete DOG HOF STR TPS SHH SHE HED OHH 5309045€9 999 95053 099 999 056 


w-consistent 


«-jump "999999269 


w-logic See seteeen 9824598 HH 9549 06650 »0* 0929 EEE 


w-model +++ 


aane ean ese 29999 


w-rule OCH SPS 02802300 085 8903 SAR $949 9549 EES HOR SBE 494 5499 HEE BEE 


y’-distribution 999496549 see €»0 see 999 Bene 


LEO OE E 959€ 


eee eee 


see ent eon vee 


eee 


151 
104 


155 
104 


104 


104 


”327 


Ti*-formulas + 


和 -test »9»9020949209904245€9 90 09909 0949 045 5^» »90 98 


X-distribution See coe 922999099 sree eee eee see 929 see 
€-distribution 92694594 DED 909960024656 $96 DER TER 940 EHO 02096029 


"294999098 96024992459 Boe tee 


[I [7-indescribable cardinals 
S>7-formulas 


S>”-indescribable cardinals 


(7n ,n)-composition Bea eee Cee cee 999 545204809009 ses 9P8 


* 390 


eret s 328 


S». 324 


Ste 599 $0990€ 2099460909909 ees 920 595 €69»€ 


(a,B)-model «eene enne 


© combinational principle eve ses sen 0539 965 8 


0-1 distribution COO 909 C02 400 Bh 9 HER C006 090 080 864 459 090 989 045 HEH TED 


asete 99 


0-1 law ecc ove sas pan eae doe eve cee nee 
0"-priority method Cee ene vee see EEE TEET 
0'-priority method 


l-generic degree eh bee ces cee ose 


l-generic set eae 545 v^ "9090 eee 9s reo des nen eae 0959 059 nan 9995999 cee 
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中 外 人 名 译名 对 照 表 


巴 坎 (Barcan R.C. ) 


| A 巴 拿 赫 (Banach,S. ) 
阿 贝 尔 (Abel,N.H. ) E i Œ d (Bachelier, L. ) 
阿波 拉 松 (Abramson F.G. ) 巴特 赫 尔 (Butcher ,J.C. ) 
阿 茨 诺 (Artzner,P. ) 巴特 利 特 (Bartlett,A.C. ) 
阿达 马 (Hadamard,J. (-S. )) 巴特 利 特 (Bartlett ,M. S. ) 
阿 享 瓦尔 (Achenwall,G.) E & fl 1& (Bachelier, L. ) 
Bay 32K (Archimedes) 柏拉图 (Plato) 
阿 克 曼 (Ackermann,W.) Ht # 7K (Bansal, V.K.) 
Bay 3€ (Allais,M. ) ff tB Hi CBoris,J. P. ) 
Bay AE (CAlmon,S. ) fifa, OFF ME Fe AN (Baumgartner,]J. ) 
Bay E oe ili £8 k CAlexanderof,P.S. ) | ff BR 7k (Powell, M. J. D. ) 
Bal Jg. 3,25 CAronszajn,N. ) Dl ZR CBaire, R. L. ) 
B 3 CArrow,K, J. ) Dl ^R CBell, J. L.) 
m 48: oT A+ Amsden, A. A. ) hl AK & (Bellman,R. ) 
Bay A 2K CAppel,K. I. ) il R28 Hi (Bernays,P. ) 
Bay iat 4 3 CAcherson,I. P. ) Jl FIR (Bézier, P. E. ) 
J£ $f CElton, C. ) W $= (Baker, T. ) 
J£ ^K CEhle, B. L. ) Jl *53€ (Berkley ,G. ) 
埃 尔 布朗 (Herbrand ,J. ) Wi $e ME (Backlund ,B. ) 
H X Hf (Eaves ,B.C. ) Ji n3 (Bayes, T.) 
J£ wid Hp (Ecdos ,J. C. ) AS iH 3i RS CBendixson,I. O. ) 
RARE (Edgeworth,F. Y.) HC AN (Binet, A. ) 
J£ Æ (Essen, C. G. ) 比特 纳 (Bittner,L.) 
A EHI Ebbinghaus, H. ) 1& 18 (Peter, R. ) 
AE 4B (Eber ,J-M) 边 沁 (Bentham J. ) 
AM BE CAddison,J. W.) Fill tE BY] X Hp dE (Benouepkosckun ,O. M. ) 
3 46 (Allen, R.G. D.) UE P HE ZK (Bouenap, B. ) 
A OSEE - 38. Rz Hp CAmbos-Spies , K. ) i KE i (Bolzano ,B. ) 
A BE Fz 3 (Issacson,E. ) W IRZ (Bolyai, J) 
爱 德 蒙 茨 (Edmonds J. ) JE SEK (Borel, (F. -É. -J. -)E. ) 
爱 尔 特 希 (Erd6s,P. ) 波 利 亚 (Polya,G. ) 
X (6 E Wr Re (Ehrenfest P. T. ) iE 3r (Posner,D. ) 
3 A STIR (Einstein, A. ) Ut 3r $F (Post, E. L. ) 
安东尼 (Authony ,J. M. ) W A (Born,M. ) 
安 鸿 志 (An Hongzhi) HE Ak & (Boltzmann,L. E. ) 
P & (Auncann,R. J. ) 4E A 39r JH (Bepuretiu, C. H. ) 
UR BE yz (Ozaki, T. ) (A ^R & (Berman,L. ) 
奥 斯 道 尔 - 高 桥 (Osdos-Takahashi) | AA 338 (Burstein,S. Z. ) 
B E e (Oersted, H. C. ) fi X ta XK (Bogaliubov) 
BR 3r p 38 HK Hp E (Ostrowski, A. M.) SB CBochvar,D. A. ) 
B 博克 斯 (Box ,G.E.P. ) 
fg A (Boone, W. W. ) 
巴 布 什 卡 (Babuska,I. ) 布尔 (Boole,G.) 
巴尔 姆 (Palm,C.) 布尔 巴 基 (Bourbaki,N. ) 
巴 格 里 诺 夫 斯 基 (Bagrinovskil,K. A. ) Ap = (Buffon,G. -L. L. de) 
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ta 52, (Book ,D. L. ) 

Ap PLA RA (Burali-Forti,C. ) 
fg ti Sr (Brass) 

Ai 3 E (Black ,F. ) 

布莱克 - 肖 尔 斯 (Balck-Scholes ) 
布莱克 韦 尔 (Blackwell,D. ) 

fp $8 IR (Brian, P. L.T.) 

fa BH (Brown D. J. ) 

fg Bj (Brown, E. ) 

fg BA (Brown,K. ) 

fa BA (Brown, F.G.) 

fg 37 BRR (Brouwer, L.E.J.) 
fg 18 FF (Brezzi,F. ) 

fg tH (Brillouin, M. L. ) 

fg & 38 (Bloom, B. S. ) 

fn & 18 (Blum, M.) 

Tp (E FF (Brent, R. P. ) 

fi 9 T (Borodin, A. B. ) 

fg 9 R X (Belousov,B. P. ) 

fg S Ft (GBroyden,C. G. ) 

fi $3 (Buchi,J. R. ) 

fa FE VJ Wir Se (Boussinesq ,J. V. ) 
fg FY (Bucy ,R. S. ) 


C 


策 梅 洛 (Zermelo,E. F. F. ) 

fE3£ & (Chapman, R. N.) 

E 8814: Wr 3& (Zhabotinskii, A. M. ) 
X: H (Chai Tian) 

$0 WX (Che Nuofu) 

B IK E (Chen Zhaoguo) 

RY SL UK (Akaike) 

4 — K (Chu Yifei) 


iA X (Darwin,C. R. ) 

iA dE (Duffie ,D. ) 

ih M EN RF (Dahlquist ,G. ) 

i& BAD AR Cd'Alembert ,J. le R. ) 
3K HE AX Glosuxos,1O. M. ) 

X (Da Yu) 

Ri i+ (Dedekind, (J. W. )R. ) 
戴尔 邦 (Delbaen,F. ) 

E X (Devlin, K. ) 

W Fi] (Daly,B. J. ) 

S HE Xf (Davidon, W. D. ) 

A HE XE X, (Davidenko,D. ) 

Wk AER (Davis, M. D. ) 

F} JE 2K (Daniell ,P. J. ) 


FE ARE — + {4 Fl] (Bernoulli,Daniel I) 


iH 3B ^R (Dovle) 

道格拉斯 (Douglas J. ) 

id 4 (Dodge,H. F. ) 

W + 摩根 (De Morgan,A. ) 
#8 Xp 3 (Debreu,G. ) 


中 外 人 名 译名 对 照 表 


德 布 鲁 因 (de Bruijn, N.G. ) 
德 布 罗 意 (de Broglie,L. V.) 
德 克 尔 (Dekker, J. ) 

德 威 特 (Dewit,L. ) 

邓肯 (Dynkin,E. B. ) 

狄 喇 克 (Dirac,P. A. M.) 

迪 帕 齐 斯 (de Pazzis,O. ) 

t8 -E JL CDescartes , R. ) 
Bit 3 FB (De Moivre, A.) 
te KK (Degtev , A. N. ) 

J {A 48 CTinbergen ,J.) 

Kt fg (Doob, J. L.) 

杜 福特 (Du Fort, E. C. ) 
Lp W JE A (Hoponunupm, A. A. ) 


E 


Jg, iid Oehrn) 
恩格斯 (Engels,F. ) 


法 拉 第 (Faraday,M.) 
1228 Hj (Fan Huofu) 

范 利 尔 (Van leer,B. ) 

wi Al (Fine,H. B. ) 

Fr fit (Fang Jinxuan) 

JE E #5 Hir (Friedrichs, K. O. ) 
¥ fH (Field, R. J. ) 

$t db & (Fefferman,C. ) 
3t & (Feigenbaum, A. V.) 
费 沪 尔 斯 特 (Verhulst ,P.F. ) 
$21 Sj (Feller, W. F. ) 

3t 3 (Fermat,P. de) 

费 纳 尔 迪 (Finnerty ,J. D. ) 

费 希 尔 (Fisher,J.J.) 

费 希 尔 (Fisher,R. A. ) 

费 耶 尔 (Fejer,P. A. ) 

费 因 曼 (Feynman,R.P. ) 

AF Wi Rr CFensted) 

H5 « KÆ Hi (von Mises, R. ) 
1. WB Son Neumann,]. ) 
13 € (Feng Kang) 

13 $4; CWundt, W. ) 

3B 3€ ful (Fletcher, R. ) 

3B = w ^K CFrankel,S. P. ) 

3618 Kt (Frege, (F.L. 2G. ) 

Jb E f DE t (Friedberg, R. M.) 
弗 里 德里 希 斯 (Eriedrichs , K. O. ) 
弗 里 德 曼 (Freedman ,H.L, ) 

F E ji (Frisch, U. ) 

35 338 (Frisch, R. A.K. ) 

3845 FER (Fraenkel, A. A. ) 

# & (Feynman,R. P.) 

36 HEH (Forbas,S. A. ) 

1l 52,7 (Fokker,A. D. ) 

Æ F (Vopénka,P. ) 
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中 外 人 名 译名 对 照 表 


mH t (Foster, D. H. ) 
fet HE m (Flesaker) 


AM f& 24 (Gardner ,C. S) 
HH 3 JE (Gargantini,I. ) 
伽利略 (Galilei,G. ) 

W (Gale, D. ) 

xi Wi m (Geske) 

x] IK% (Gompertz, B. ) 

I] Hi (Gang Tian) 

高 尔 顿 (Galton ,F. ) 

iy dor (Gauss,C. F. ) 

A Er (Gauss ,G. F. ) 

A zw (Goguen,J. A. ) 

X; #48 fs (Goldforb,D. ) 
X FE WE (Conyuos, C. K. ) 
Xi (Goguen) 
SE RF (Gossett, W.S. ) 
哥 德 尔 (G6del ,K. ) 

格 才 高 尔 契 克 (Grzegorczyk,A. ) 
#8 Hit B (Glashow ,S. L. ) 
格兰特 (Graunt J) 

RS S (Gray, H. L. ) 

格雷 巴赫 (Greibach ,S. A. ) 
格雷 果 里 (Gregory ,J.) 
格 利 姆 (Glimm ,J. ) 

格林 (Green,G.) 

T& 188 "E BL (Pueneuko, B. B. ) 
IR 4 (Gentzen,G. ) 

i f& & (Goodman ,J. B. ) 
i i (Cournot, A. A. ) 

BB (Kuo) 

郭 永 怀 (Guo Yonghuai) 


H 


i 4k CHardy , G. H. ) 

哈代 (Hardy .J. ) 

哈 尔 莫 斯 (Halmos , P. R. ) 
哈 根 (Haggan,V. ) 

哈 京 斯 (Hakins ,D. ) 
哈里 斯 (Harris , 工 .下 . ) 

ne H x (Harrison, J. M.) 

n& $k dg (Harrington, L. ) 

I$ iE (Harlow ,F. H. ) 

n& 35 tii (Hamilton, W.R. ) 
I Sig HS CHarrison,G. W. ) 

i 3€ (Hassell, M. P.) 
哈 斯 拉克 尔 CHasslacher,B. ) 
哈 斯 厅 斯 (Hastings,S.P. ) 
哈 坦 (Harten,A. ) 

哈 特 (Hart ,O. ) 

哈 特 曼 尼 斯 (Hartmanis ,J. ) 
Is EK XX CHaavelmo, T. ) 
#4 J (Heyting, A.) 
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= (Hyman;J. M.) 

38 27K (Hajnal, A. ) 

A FRAG (Heisenberg, W. K. ) 
海 施 (Heath ,D. ) 

海 什 - 迦 罗 - 莫 顿 (Heath-Jarrow-Morton) 
iX. (Hannan, E. J.) 

iX 38 (Hanf, W. P. ) 

AE (Holling T. G. ) 

Ai g9üauptman,H. A.) 
Z YE (Howson, J. T. ) 

AX NL X (Hausdorff ,F. ) 

i OK & (Herrmann,E. ) 

M = Ht RF (Dahlquist ,G. ) 
tk (Huxley, A.F. ) 

tk 2% (Hertz, H.R. ) 

H H Zr CHeinrich,H. ) 

IB fI (Helly ,E. ) 

F Æ p (Henrici ,P. ) 

5m Sr (Hunt,G. A.) 

BA Er ii CHughston) 

PEE (Whitehead, A. N. ) 
3 Wong,C.K.) 

EU Hr (Huygens, C.) 

ÆR J (Hoeffding, W. ) 

Æ & (Hodgkin, A. L. ) 

28 fa] CHolley ,J. ) 

Æ gh (Horner, W.G.) © 

f tf 4E IR f& (Hopfield, J. J.) 
Æ FE (Hotelling.H. ) 


AE Nr Hy (Keisler,H. J. ) 
xad (Gibbs, J. W. ) 
吉尔 (Gear,C. W. ) 

HK (Gill, J. ) 

T H K CTuxonos, A. H. ) 
F ha ge (Gitik ,M. ) 

J£ 4 (Cartan,H. ) 

A Æ (Jia Xian) 

E EF iB X (Sugeno, M. ) 
# EXE Jiang Xingyao) 
fa 4 BR X (Kakrtani,S. ) 
AR EFF Gockusch, C. G. ) 
ZR X: Er Jevons, W. S. ) 
A38 (Jech, T. J.) 

捷 林 斯 基 (Jelinski) 

金 特 里 (Gentry ,R.A.) 
VIR (Kondo) 


FAR # CKarle,J. ) 
卡尔 马 (Kalmar ,L. ) 
卡尔 曼 (Kalman,R. E. ) 
FÆ (Carocha, T. F. E. ) 
F46 (Carlven,C. ) 


中 外 人 名 译名 对 照 表 


- [J OKármán, T. von) FE BA (Courant, R. ) 

卡 纳 普 (Carnap,R. ) FE 8j (Kutler,P. ) 

F € (Capon, J. ) FE ES CKurepa,D. ) 

卡 普 (Karp,R.M.) E Fil (Cooley,J. W. ) 

FË = (Kaplan,E. L. ) ED (Coulomb A. de C. ) 
卡特 尔 (Gattell ,J. Mok) | 库仑 (Kunen,K.) 

开尔文 (Kelvin,L.) FE IA (Cooper, S. B. ) 

JF Hr Sj (Keisler.H. J. ) fee & HW (Koopmans,T.C. ) 
SL /K (Keller, H. B. ) | Æ $3 3E 43 (Quételet,L. A. J. ) 
OL 2k fit Hy (Katsaras , A.K. ) | z& A (Quine, W. V.O. ) 

KK FEB Uk CK anroposuy, JI. B. ) 

康德 (Kant I. ) L 
康 托 尔 CCantor,G. CF. P. )) fir c (Rao,C. R. ) 

Be ftis SE 2 Kantorovich, L. V.) hr (Rabin, M. O. ) 

7E EM (Cox, J. ) 拉 德 那 (Ladner,R.E. ) 

# tk CKirby ,L. ) Hrt 4A (Radner, R. ) 

HR BE BER K CKonwropon, A. H. ) ji f& (= Er F WE Caneokkenckag ,O. A. ) 
RI FZ (Cook , D. R. ) Bi (Rado,.R.) 

FI 58 Bt (Cox D.R. ) hrf& Bj H (Lagrange ,J. -L.) 
RI 8j (Coale,D. R. ) | hi wte (Lachlan, A. H. ) 

fy B (Curry, H. ) 拉克 斯 (Lax,P.D, ) 

hi Je fir (Konig, J. ) jur SE PE CRalescu ) 
柯 斯 特勤 (Koestler ,A. ) hri FF (Ramsey,F. P. ) 
E Temi 
科 尔 拉 (Colella,P. ) BEER Osea RD 
RE (Cox) hir fr 18 HB (CRachford , H. H. ) 
oe br BR (Cramer , H. ) | hl i FF Last, J. M. ) 

克拉 默 - 米 泽 斯 (Cramer,H.) 3€ fg JE X (CLeibinz.G. W. ) 
oe br SA Er (Kramers, H. A.) X (Lahaye E. ) 

JG LE 0 (Krawczyk , R. ) 莱克 西 斯 (Lexis,W. ) 

克 莱 普 斯 (KKreps,D,. M. ) FI i Lemke ,C. E. ) 

753€ 3 (Kreisel ,G. ) 3€ 1€ CLempp, S. ) 

75,3 Er 8j (Kreisel ,G. ) 3E IERI CLeslie,P. H. ) 

TE 3E A (Klein, A.) RFEA AR CLighthill,M. J. ) 
3 321A (Klein, L. R. ) SE HE (Lévy , A.) 

753€ P (Kline. M. ) 3E HE (Lévy, M.) 

we, Ef x (Kreiss, H. O. ) 3k HE (Lévy , P.) 

$e = m (Crank ,J. ) gt FF CWright,S. ) 

55 9 [KE CClausius , R. ) = f f (Langford ,C. H. ) 
95 Bi 3E /R (Kreisel,G. ) 兰 格 (Lange,O.) 

克 里 普 克 (Kripke,S. A. ) 兰 姆 赛 (Ramsey ,F. P. ) 

克 林 (Kleene，,S.C.) 朗 伯 (Lambert,J. H. ) 

955 oe Rr (Crockett ,J. B. ) | BA A (Langevin , P. ) 
oF (Crome, A.F. W.) 24 UJ) fi (Lauchli,H. ) 

oo Fh IW (Kempthorne,O. ) & IB (Routh, E. J. ) 

克 瑞 尔 (Cryer,C. W. ) #h N H (Lebesgue, H. L. ) 
L3 (Coons,S. A. ) W & (Lerman, M.) 

FE B (Kuhn, H. W.) #) iL 7 (Legendre, A. -M.) 
FE OR GR (Cournot, A. A) | E/R (Reel, L. J. ) 

FEX 88 (Cobham, A. ) t rf (Rescher,N. ) 
库 克 (Cook ,S. A. ) | RX & (Riemann, (G. F. )B. ) 
库 克 (Cook ,J. L. ) 2E X Pel (Ricardo, D. ) 

FEtr ft KE OKuratowski . K. ) | ZEKE (Li Wei) 

PE i (Curry) 李 政道 (Li Zhengdao) 
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中 外 人 名 译名 对 照 表 


HR (Ritz, W. ) 

A a (Rich, M.) 

H A (Ritchie,R. W. ) 

RS (Rees, M.) 

里 维 斯 (Reeves,C.) 

里 希 克 (Lischke,G. ) 

里 希 特 迈 耶 (Richtmyer,R.D.) 
理 查 森 (Richardson,L. 下.) 
利 伯 斯 坦 (Liebarstein,H.) 
Fil AE Ze CLeveque,R. J. ) 

3| Fa 44 X (Leontief, W. ) 
pk BG (Lindeberg, Y. W. ) 
bk SB (Lindeman,R.L.) 
Mk-E S (Lin Shie) 

kG Be RE CLindstidt, A. ) 
林 特 纳 (Lintner ,J. ) 

刘 (Liu ,D. B. ) 

X|% (Liu Zhuo) 

刘易斯 (Lewis,P. A. W.) 
刘易斯 (Léwis,C. I. ) 

xl E 3r G éwis,F. D. ) 

X|% (Liu Yi) 

X| m; BH (Liu Yingming) 
AS (Runge,C.D. T.) 

JE R LIB (Rubinstein, M. ) 
卢 津 (JIysnn,H. H. ) 

Ft CLewy,H. ) 

#8 xx $^ (Robinson, A. ) 

# 5 $^ (Robinson ,J. B. ) 

$ Æ $^ (Robinson, R. M. ) 
鲁 宾 孙 (Robinson, R. W. ) 
f$ Ib iX(Rusanov,V. V.) 
路 卡 - 特 米 (Luca-Termini) 
f& f= (Rodding ,D. ) 

# (Roe,P.L.) 


BLM CHR E CJTo6auenckui , H. M. ) 


D iAH (Rowbottom,F. ) 

罗杰斯 (Rogers ,HT. ) 

E 753 (Rogers, C. R. ) 

4 8B (Roming) 

B 3€ (Rosser,J. B. ) 

罗 森 菲尔德 (Rosenfeld,A. ) 
罗 森 卢 思 (Rosenbluth ,M. ) 
罗斯 (Ross,S.A. ) 

€ x (Russell, B. A. W. ) 

9? BOoy,S. N.) 

i& f 3% (Lorenz, E. N. ) 

党 马克 士 (Lomax,H.) 

党 特 卡 (Lotka,A.J.) 


M 


马 保 梯 (Maupertuis ,P. L. de) 

Uy Fe WE SE SE ZF (Matijasevich, A. ) 
UE (Marray,J. D.) 

HT XMartin, R. E. ) 
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马丁 (Martin ,D. A. ) 
马尔 可 夫 MapkoB,; A. A. ) 
马尔 萨 斯 (Malthus , 工 .R. ) 
马赫 罗 (Mahlo,P. ) 

5 Æ Ny Bi 7E AF (Matijacevic , Y) 
Uf fy (Markowitz, H. M.) 
a wA HK (Mclaughlin, T. G. ) 
马 勒 柯 特 (Malecot,G. ) 

马 钦 泰 尔 (Macintyre,A. ) 
马 琴 科 夫 (Marchenkov,S.S. ) 
UN (Maass, W.) 

U BK (Marshall, J. F.) 
马祖 尔 (Mazur ,B. ) 

迈 切 尔 斯 基 (CMycielski,J, ) 
迈 希 尔 (Myhill J. ) 
迈 耶 (Meyer,A. ) 

麦 科 尔 (MacColl,H. ) 

麦 科 马 克 (MacCormack,R.W.) 
麦克 德 模特 (McDermott) 
麦克 弗 (Machover,M.) 
麦克 莱特 (Mccreight,E.M.) 
麦克 斯 韦 (Maxwell,J.C.) 
曼 纳 (Manna) 

曼 斯 费 尔 德 (Mansfield,R. ) 
曼 特 (Mantel ,N. ) 

曼 和希 尔 (Myhill ,J. ) 

梅 (May,R.M.) 

梅 尔 (Meier ,P. ) 

梅 克 海 姆 (Makeham,W.M. ) 
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TIBET PP. TIR NAAR OA. LCS SRAM ABTA — OSCÉ BUS A 
于 杀青 付 样 了 ， 释 负 之 余 感慨 良 多 。 

上 世纪 80 年 代 中 期 , 随 着 国家 改革 开放 的 深入 ,华夏 盛世 初 显 , 我 们 这 些 数 学 工作 者 深 感 教 学 与 
科研 急需 ， 且 人 过 中 年 应 有 所 建树 以 无 愧 人 生 ， 于 是 决意 编纂 一 部 大 型 数学 工具 书 ， 以 振兴 祖国 数学 
事业 ， 为 中 华 民 族 和 争光 。 当 《数学 辞海 ) 的 选 题 一 经 提出 ， 便 在 国内 外 数学 界 赢 得 热烈 反 啊 ， 特 别 是 得 
到 了 前 辈 名 家 的 亲切 关怀 和 积极 支持 。 又 经 广泛 调研 、 民 主 磋 商 和 反复 论证 ， 一 部 集 右 今 中 外 数学 成 
就 于 一 体 的 《数学 辞海 ) 忌 体 设计 方案 被 确定 下 来 ， 我们 从 此 踏 上 了 始 料 不 及 的 艰难 历程 。 

立意 之 初 ， 我 们 考虑 到 国家 百业 待 兴 ， 财 力 奉 缺 ， 准 备 不 靠 国家 拨款 ， 自 筹资 金 完 成 这 项 系统 工 
程 ， 冯 一 条 氏 间 编 莫 大 型 工具 书 的 新 路 。 为 杭 好 编纂 工作 ， 符 地 组 成 了 民间 机 构 一 一 数学 辞海 编辑 委 
员 会 及 其 常设 联络 办 事 机 构 : 数学 辞海 编辑 部 ， 并 得 到 国家 教育 部 、 山 西 省 教育 厅 、 山 西 省 新 闻 出 版 
局 和 山西 省 教育 学 院 ( 现 与 山西 大 学 师范 学 院 、 太原 师 专 合并 为 太原 师范 学 院 ) SRR IIA. SE 
稿 初期 ， 由 于 有 200 余 所 院 校 及 科研 单位 几 代数 学 工作 者 的 热情 文 持 和 积极 参与 ， 进 展 疝 属 顺 利 ， 但 
随 着 工程 的 进展 , 要 在 全 国 范围 内 (包括 港 、 台 地区) 的 1500 多 名 专家 、 教 授 之 间 联 系 落实 扎 稿 、 统 稿 、 
审 稿 、 改 稿 、 编 辑 、 校 对 等 工作 ， 再 加 上 绝 大 多 数 的 专家 、 教 授 是 利用 业余 时 间 完 成 以 上 工作 的 ， 缺 
之 资金 来 源 和 专业 的 工作 人 员 等 困难 ， 使 之 民间 组 织 的 数学 辞海 编辑 部 实在 不 堪 重 负 。 为 解决 编辑 活 
动 经 费 ， 编 辑 部 的 一 些 人 几 度 成 为 当代 “ 武 训 ”, 四 处 奔走 ， 多 方 求助 。 就 这 样 ， 编 辑 部 仍 经 处 在 邮 
资 、 通 讯 和 差旅费 难以 支付 的 境地 。 

在 经 历 入 九 九 八 十 一 难 " 之 后 ， 在 《数学 辞 诲 ;终于 诞生 的 今天 ， 我 们 涤 深 感谢 社会 各 寞 及 国内 外 
有 识 之 土 给 予 的 慷慨 捐助 ， 特 别 是 山西 省 人 民政 府 的 资助 ; 深 深 感谢 山西 教育 出 版 社 、 东 南大 学 出 版 
社 、 中 国 科 学 技术 出 版 社 和 北京 大 学 出 版 社 给 予 的 关键 性 支持 。 我 们 也 不 能 忘记 那些 给 我 们 送 来 100 
元 、500 元 、1000 元 …… 的 捐助 者 ， 当 然 更 要 告诉 读者 的 是 : 如 果 您 感到 此 书 对 您 稍 有 帮助 的 话 ， 请 
不 要 忘记 这 1000 多 名 数学 工作 者 是 不 计 报 酬 、 不 讲 条 件 地 编 稀 这 部 工具 书 的 , 他 们 当中 还 有 很 多 人 把 
目 己 的 工资 捐献 给 编辑 部 ， 以 确保 数学 辞海 编辑 部 的 工作 不 致 中 断 。 还 有 一 些 专 家 、 教 授 , 历经 数 年 ， 
其 至 十 几 年 苗 心 修 典 ， 往 往 一 天 伏案 十 五 六 个 小 时 ， 终 于 积劳 成 疾 ， 竟 然 没 有 亲眼 看 数学 辞海 ) 面 
世 ， 就 不 无 遗憾 地 离开 了 我 们 。 听 着 他 们 临终 遗言 :“ 一 定 要 尽快 出 版 中 国 的 《数学 辞海 )»’?， 更 增添 了 
我 们 的 一 份 案 迫 感 和 责任 感 。 | 

其 有 悠 信 历史 的 中 华 民族 ， 对 世界 数学 发 展 的 杰出 贡献 ， 长 期 为 世人 眠 目 ， 虽 经 中 落 ， 但 中 国 当 
代数 学 科学 又 有 了 重大 的 进步 。 我 们 相信 : 在 国家 “科教 兴国 ”方针 指引 下 ， 中 国 必 将 再 度 成 为 数学 大 
， 深 望 ( 数 学 辞海 ) 能 为 实现 这 一 宏伟 目标 略 尽 微薄 之 力 。 

《数学 辞海 } 第 一 版 即将 面世 之 时 ， 一 种 不 名 的 恐惧 蒙 绕 心 头 ， 它 的 质量 能 获得 读者 的 认可 吗 ? 能 
达到 立意 之 初衷 吗 ? 希望 广大 读者 在 发 现 此 书 的 种 种 问题 时 ， 不 音 赐教 。 待 我 们 稍稍 喘息 之 后 ， 将 再 
邀请 一 批 专家 、 教 授 对 其 进行 修订 ， 使 之 进一步 充实 提高 ， 以 期 终 至 完善。 
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